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22. (i) Untersuche die Funktion (2)

_zy®
fi R2 — R7 f(.ilj,y) — {x2+y2’ (x,y) f 28’8>’

auf Stetigkeit.
(ii) Zeige fiir
SRR flog) = {— (z,) # (0,0),
0, (z,y) = (0,0).
(a) f ist stetig auf R?\ {(0,0)}, aber nicht stetig in (0,0). (2)
(b) Fiir festes z9 € R (bzw. yy € R) sind die Funktionen f(zo,-): R = R, (1)
y > f(xo,y) (bzw. f(-,90): R = R, z = f(z,10)) stetig.

23. Essei (X, d) ein metrischer Raum und M C X nicht leer. Fiir x € X sei
= M) := inf

der Abstand von x zu M. Zeige:

(i) fu(x) € R fiir alle x € X und fiir jedes © € X existiert eine Folge (a,) aus (1)
M mit lim,, o d(z, a,) = fur(2).

(ii) Ist X = (R", || - ), dann hat die Folge aus Teil (i) eine konvergente Teilfolge. (1)

(iii) Ist M C R™ abgeschlossen, dann gibt es fiir jedes x € R™ ein y = y(z) € M (1)
mit f(x) = [lz -y

(iv) Berechne fy fiir M = B1(0) C (R™, ||+ [|]2) und M = R x {0} € (R, || [l«)-  (2)

(v) Fiir allgemeines X C M ist fy, ist Lipschitzstetig mit L = 1, d.h. fir alle (2)
x,z € Xist | far(z) — fur(2)] < d(z, 2).

(vi) Das Lemma von Urysohn: Es seien M;, My C X nichtleer, abgeschlossen (1+1*)
und disjunkt, d.h. M; N My = (). Dann gibt es eine stetige Funktion g: X —

R, fir die gilt: g(x) = 0 fir alle x € My, g(x) = 1 fir alle x € M, und
0 < g(x) <1 fiir alle x ¢ M; U M.
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Hinweis: Betrachte —————.
far, + fan

— bitte wenden —



24. Esseien (X, - [|x), (Y,]| - |ly) normierte Vektorraume und 7: X — Y linear.

(i) Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind: (3)
(a) Es existiert eine Konstante C' > 0 mit ||Tz|y < C fiir alle z € X mit

le]lx = 1.

Es existiert eine Konstante C' > 0 mit ||Tz||y < Cllz||x fir alle z € X

T ist Lipschitzstetig.

T ist gleichméafig stetig.

(e) T ist stetig.

(f) T ist stetigin 0 € X.

(ii) Es sei X = R™. Zeige, dass T stetig ist. (2)

(i) Essei L(X,Y) = {T: X — Y linear und stetig}, dann ist L(X,Y") ein Vek- (1)
torraum (mit der punktweisen Addition und skalaren Multiplikation).
Zeige, dass L(X,Y) ein normierter Raum ist, wobei wir fir 7" € L(X,Y)
dessen Operatornorm wie folgt definieren:

(b

~— ~—

C

(
(d

~— ~—

e

~—

wn

[T} := sup |[Tz[]y.

=l x=1

(iv) Essei (Z,] - ||z) ein weiterer normierter Raum. Zeige: Fiir T € L(X,Y),S € (1)
LY, Z) st [|So T < [ISIIT-

25. Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume, Y vollstdandig, D C X und [ D—=Y (4)
gleichméBig stetig. Zeige: Es existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung f: D —
Y, d.h. eine stetige Funktion f: D — Y mit f(z) = f(x) fiir alle z € D.
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