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1 Vektoren in der Ebene und 1m
Raum

Dieses Kapitel dient dazu, die Probleme, die wir spéter behandeln, von der Seite der
Geometrie her zu motivieren. Wir werden bekannte Sitze aus der Elementargeometrie
zunéchst ohne kritische Betrachtung ihres Ursprungs verwenden. Ein Teil der hier gege-
benen Definitionen und Sétze wird in den folgenden Kapiteln noch einmal mathematisch
exakt formuliert bzw. bewiesen werden.

1.1 Koordinaten

Wir werden zunéchst den Begriff ,Koordinate“ erkléren.

1.1.1 Koordinaten auf der Geraden. Wir betrachten eine beliebige Gerade g. Auf
dieser zeichnen wir zwei Punkte, den Ursprung O und einen Einheitspunkt F aus.

8

Dann kénnen wir jeden Punkt P auf g durch Langenmessung mit der Einheitsstrecke
OF eine reelle Zahl = zuordnen. Umgekehrt gehdrt zu jeder reellen Zahl ein Punkt
auf der Geraden. Die einem Punkt P zugeordnete reelle Zahl x heift die Koordinate
des Punktes P.

1.1.2 Koordinaten in der Ebene. In der Ebene wihlen wir zwei sich schneiden-
de Geraden g1, g2, die Koordinatenachsen. Der Schnittpunkt der Geraden sei der
Ursprung O. Auf g; bzw. g5 wihlen wir Einheitspunkte F; bzw. Es.
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Sei P ein Punkt der Ebene. Die Parallelen zu g; und g durch P schneiden die Koor-
dinatenachsen in P, und P;. Die Koordinaten z; von P; auf g; und x5 von P, auf gy
sind dann die Koordinaten z1, x5 von P.

1.1.3 Koordinaten im Raum. Wir wihlen drei Geraden g1, g2, g3 im Raum, die sich
in einem Punkt, dem Ursprung O, schneiden. Die Geraden sollen nicht in einer Ebene
liegen. Auf der Geraden wéhlen wir Einheitspunkte E1, Fs, F.

Sei P ein Punkt im Raum. Seien F; ; die von den Koordinatenachsen g;,¢; (¢ = 1,2, 3,
i < j) aufgespannten Ebenen. Die zu diesen drei Ebenen parallelen Ebenen durch P
schneiden g1, 92,93 in Pi, P, und P3. Die Koordinaten z; von P; auf g; (i = 1,2,3)
sind dann die Koordinaten x1, x5, z3 von P. Die erklarten Koordinatensysteme sind
eindeutig charakterisiert durch die Wahl des Ursprungs und der Einheitspunkte F bzw.
E17 E2 oder El, EQ, Eg.
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1.2 Vektoren

1.2.1 Gerichtete Strecken. Eine gerichtete Strecke mit Anfangspunkt P und End-
punkt @ ist eindeutig durch diese bestimmt.

Q

P

Deshalb sagen wir: Eine gerichtete Strecke oder Pfeil PQ ist ein geordnetes Paar
von Punkten:

PQ = (P,Q).
Dabei bedeutet ,geordnet”, dass festgesetzt ist, welcher Punkt Anfangs- und welcher

Endpunkt ist. PQ ist also verschieden von QP, aufer wenn P = @ gilt. Wir lassen zu,
dass Anfangs- und Endpunkt iibereinstimmen. Fiir PQ schreiben wir auch nur PQ.

1.2.2 Ortsvektoren. Wir zeichnen wieder einen Punkt O in der Ebene bzw. im Raum
aus. Ein Vektor v ist eine gerichtete Strecke OP mit Anfangspunkt O. Wir schreiben

v=77=0P=0P=O0P.
v = 0_15 heifst auch Ortsvektor von P. Der Vektor 0 = O—O) heifst Nullvektor.

1.2.3 Notationsmissbrauch. Wir werden haufig die Begriffe ,,Punkt” und ,Ortsvek-
tor” synonym gebrauchen, d. h. wir schreiben haufig

v=T=0P=0P=0P=P.

1.2.4 Vektorzuordnung. Wir wollen jeder gerichteten Strecke PQ einen Vektor v
zuordnen: Wir verschieben PQ parallel, so dass P auf O fallt. Dabei geht Q in P’ {iber.

Q

Pl
P \ ,

0

Dann ordnen wir PQ den Vektor v = O—P7 = OP' zu. Wir schreiben auch P_Q> fiir den
PQ zugeordneten Vektor v, also

Rl

PQ=v=717=0P =0P = (0, P).
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Wir werden nun Rechenoperationen fiir Vektoren erkléren und dann einige Regeln
fiir das Rechnen mit Vektoren aufstellen.

1.2.5 Addition von Vektoren. Es seien die Vektoren v, w gegeben. v sei der Orts-
vektor von P, w der Ortsvektor von (). Wir verschieben OQ) parallel, so dass O auf P
fallt; Q geht dabei iiber in P’.

Dann definieren wir

v+ w:=OP.
Dabei bedeutet ,,:=* : v+w ist definitionsgeméf gleich OP’. Sei nun ein Koordinatensys-

tem O, F1, E5 in der Ebene bzw. O, Eq, E5, E5 im Raum gegeben. Welche Koordinaten
hat die Summe v + w der Vektoren v, w?

1.2.6 Behauptung. Hat v die i-te Koordinate x;, w die i-te Koordinate vy;, so hat
v+ w die i-te Koordinate x; +vy; (i = 1,2 bzw. i =1,2,3).

Beweis. Wir fiihren den Beweis fiir den rdumlichen Fall. Der andere ergibt sich daraus
durch Spezialisierung. Auch betrachten wir nur die erste Koordinate. Wir zeichnen
die erste Koordinatenachse g; und die durch die anderen, ndmlich gs, g3, aufgespannte
Ebene Es 3, ferner die Vektoren v, w — die Ortsvektoren von P, Q.
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B

Sei Py (bzw. Q1) der Schnittpunkt der zu Es 3 parallelen Ebene durch P (bzw. Q) mit
g1. Wir verschieben das Dreieck Q10Q parallel in das Dreieck RPP’. Die Strecke RP
verschieben wir parallel in P{P;. Dann ist Q10 parallel zu P{P;.

Wenn wir zeigen, dass P; der Schnittpunkt der zu Es 3 parallelen Ebene durch P’ mit
g1 ist, so folgt die Behauptung.

Q@1 ist parallel zu Es 3, also auch P’R. Ferner ist PP, und damit RP| parallel zu Es 3.
P’, R, P| liegen also in einer zu Es 3 parallelen Ebene. Pj ist also der Schnittpunkt der
zu Ej 3 parallelen Ebene durch P’ mit g;. O

1.2.7 Multiplikation mit reellen Zahlen. Sei v = OP ein Vektor, A eine reelle Zahl.

e v # 0und A > 0. Wir vergroRern (bzw. verkleinern) die Strecke OP um den
Faktor . P gehe dabei in P’ {iber. Wir setzen dann

/\U::O—P7.

e v # 0 und A < 0. Wir multiplizieren v mit |A|. Den Endpunkt von |A| v spiegeln
wir am Ursprung O, der gespiegelte Punkt sei P”. Dann setzen wir

v :=OP".

e v =0 oder A =0. Wir setzen
Av = 0.
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In Koordinaten driickt sich die Multiplikation folgendermafien aus:

1.2.8 Behauptung. Hat v die i-te Koordinate x;, so hat \v die i-te Koordinate \x;
(i=1,2 bzw. 1 =1,2,3).

Beweis. e v # 0und A > 0. Sei P’ der Endpunkt von Av. Sei P; (bzw. P/) die
Parallelprojektion von P (bzw. P’) auf die i-te Koordinatenachse.

gi

P

P!

Da P,P’, P;, P! in einer Ebene liegen, sind P;P und P/P’ parallel. Nach dem
Strahlensatz folgt dann die Behauptung.

e v # 0, A <0. Wir kénnen wieder wie oben argumentieren.

e v =0 oder A = 0. In diesen beiden Féllen folgt die Behauptung unmittelbar aus
der Definition der Multiplikation. O

1.2.9 Regeln fiir das Rechnen mit Vektoren. Regeln fiir die Addition:
(i) (w+v)+w=u+(v+w) (Assoziativgesetz)
(i) v+w=w+v (Kommutativgesetz)
(iii) Zu gegebenen Vektoren v,w hat die Geichung
vt+xr=w
stets eine Lisung.

(iv) v+ 0=w.
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Regeln fiir die Multiplikation:
(v) Apv) = (Ap)v
(vi) lv=w
Regeln, die Addition und Multiplikation miteinander verkniipfen (Distributivgesetze)
(vil) A+ p)v=Av+ pv
(viii) Av4+w) =Av+ Aw.

Die Regeln (i) — (viii) lassen sich leicht unter Verwendung von Koordinaten beweisen.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir (i) durch:

Die i-te Koordinate von u (bzw. v, w) sei x; (bzw. y;,2;) (i = 1,2, bzw. i = 1,2, 3). Die
i-te Koordinate von u + v ist dann x; + y;, die i-te Koordinate von (u + v) + w

(zi +yi) + 2.
Die i-te Koordinate von v 4+ w ist y; + z;, die i-te Koordinate von u + (v + w) also

In den reellen Zahlen gilt das Assoziativgesetz, die i-ten Koordinaten von (u + v) + w
und u + (v +w) stimmen also {iberein. Da zwei Vektoren gleich sind, wenn sie dieselben
Koordinaten haben, folgt Regel (i).

Regel (iii) beweisen wir geometrisch:

Nach Definition der Addition 16st der Vektor P—Cj die Gleichung. Sei P’ derjenige Punkt,
dessen Ortsvektor x = PQ ist, d.h. v = OP’.

Wir kénnen z auch wie folgt darstellen:

r=w+ QF,
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dabei ist aﬁ der Vektor P—O), also

QP = (~1)v.
Damit folgt
r=w+(-1)v="w-—w. O
1.3 Linearkombinationen und

Koordinatentransformationen

1.3.1 Darstellung eines Vektors. Wir wollen jedem Vektor in der Ebene (bzw. im
Raum) eine eindeutige Darstellung als Linearkombination gewisser Vektoren zuordnen.
Dazu wihlen wir ein Koordinatensystem O, Ey, Ey (bzw. O, Eq, Ea, E3). Die Vektoren

€; Z:O—E;

wollen wir ,,Grund-“ oder ,Basisvektoren* nennen. Die e; haben in der Ebene (bzw.
im Raum) die Koordinaten

er1: (1,0) bzw. (1,0,0)
€2 ! (071) “ (07170)
€s: (0,0,1).

Seien x1, 9, x3 reelle Zahlen. Der Vektor
zie1 + xaex + x3e3

hat dann die Koordinaten (z1, za, z3).

Ist umgekehrt v ein Vektor mit den Koordinaten (x1,xs,x3), so gilt
v = x1€1 + Teeg + T3ez,

denn jeder Vektor ist durch seine Koordinaten eindeutig bestimmt. Deshalb gilt:

1.3.2 Satz. Sei O, Eq, Es, E5 ein Koordinatensystem im Raum und e; := OFE; (i =
1,2,3). Dann ldsst sich jeder Vektor v in eindeutiger Weise in der Form

UV = x1€e1 + Toe2 + x3€3

schreiben, dabei sind die x; seine Koordinaten.

Dieser Satz gilt analog in der Ebene.
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1.3.3 Koordinatenwechsel. Wie dndern sich die Koordinaten eines Punktes, wenn
wir zu einem anderen Koordinatensystem iibergehen? Zunéchst in der Ebene:

Es seien die Koordinatensysteme O, E1, Es und O', E}, F, gegeben. P habe in dem einen
System die Koordinaten (x1, x2), im anderen die Koordinaten (24, z5). Wie hingen nun
y ’ ) 1,+2
x1, o mit 2, ) zusammen? Sei
/ Ianl
€; = OEi7 €, = O Ei'
Dann gilt
—
OP = xri1e1 + Io€2,
!/ N N
O'P = xe] + x5e,.
Wir kénnen die Vektoren e, e2 als Linearkombination von ef, e} schreiben:

/ /
€1 = ai1¢6; + a12€4,

/ /
ey = ag1€7 + a2265.
= . - ;o
Ferner stellen wir O’O als Linearkombination von e, e, dar:

()—/O> = ble'l + b2€/2.

Dann folgt
O'P=00+0P
=00+ xr1e1 + xoeg
= blei + b26/2 + xl(alle/l =+ a126/2) + 31‘2(&216/1 + a22€/2) R
also

O'P= (1'1(111 + Zoa921 + b1)6’1 + (Z’lalz + Zoaoo + bg)eé.
Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung als Linearkombination der e} folgt dann
Ty = anxy +anw + by,
.’ﬂIQ = a12%1 —+ a22X2 + b2.
Wenn O = O’ gilt, so sind b; und by gleich 0.
Die Koordinatentransformation wird also durch lineare Ausdriicke beschrieben.

Analoges gilt im Raum:

Seien O, E1, E2, E3 und O, E1, EY, E% Koordinatensysteme. P habe die Koordinaten
(21,22, x3) baw. (2,25, x%). Sei

_ > I !
€i—OEi, ei—OEi.
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Dann gilt

/
x7] = a1121 + a2 x2 + az1x3 + by,

/
Ty = a12%1 + A22T2 + a32T3 + ba,

a:é = a13T1 + as3To + as3rs + bs.
Dabei sind die a;; bestimmt durch

! ! !/
€1 = ai1e; + a12€9 + aiseés,
/ / /
€2 = A21€1 + a22€9 + a2363,
/! !/ /
€3 = as1€ + asz€y + asseg
und die b; durch
O/O = ble'1 —+ b2€/2 —+ bgeé.
1.3.4 Beispiel. Durch O, Fy, E5 bzw. O’ El, E} Selen zwel Koordmatensysteme in der

Ebene gegeben. Die Koordinaten von OO’ el = O'El Ei, eh = O'El E), beziiglich O, Ey, Es
seien
(37 2)7 (27 1)v (ila 2)
Es gilt also
00 = 3e1 + 2eq,
el = 2e1 + ea,
el = —e1 + 2es.

Aus (1.1) folgt, dass

_ 2, 1/

€1 = gel — 562,
17 2 (12)

€z = z€1 + g€y

Aus (1.2) wiederum folgt, dass

————y

O/O = —0_07 = —361 — 262

2 / 1 !/ 1 / 2 /
=-3 561—362 -2 g€1+5€2

P sei ein Punkt, dessen Ortsvektor op beziiglich O, Ey, Ey die Koordinaten (4, 4) hat.
Es gilt also N
OP = 461 + 462.

Daraus folgt, dass

8 1 2 1 1 2
o K CRRI G EYRRI CEREEY
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Bzgl. O', EY, E} hat der Ortsvektor O’ P des Punktes P also die Koordinaten

£3)

1.4 Geraden

In diesem Paragraphen beschéftigen wir uns mit Geraden in der Ebene (bzw. im Raum).
Zunéchst wollen wir erkldren, was eine Parameterdarstellung einer Geraden ist.

1.4.1 Parameterdarstellung. Wir wéhlen in der Ebene (bzw. im Raum) einen Ur-
sprung O. Sei a = OP der Ortsvektor eines Punktes P. Ist a # 0, so durchlauft Aa
alle Punkte einer Geraden durch O, wenn A alle reellen Zahlen durchlauft. \ heifit
Parameter.

— A, A<0

Auf diese Weise kénnen wir alle Geraden durch O beschreiben. Beliebige Geraden kon-
nen wir durch Parallelverschiebung, d. h. durch Addition eines festen Vektors, erhalten:

Sei b ein weiterer Vektor. Aa + b durchlduft dann alle Punkte einer Geraden durch @,
wobei b = OQ),

d. h. ist X ein Punkt auf dieser Geraden, so hat der Ortsvektor z = OX die Darstellung
r=MAa+b,

welche auch eine Parameterdarstellung der Geraden heift.
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g2 /
51 g2
Pk B P
!
6,2 9
31 Py D
o'P B
€9 Pll
el
X 27 oL, O ey
f’,./)
11 Fy .
es e}
Ey Py
—1 O er 1 2 3 4 5 9
14

Abbildung 1.1: Das Koordinatensystem ist so gezeichnet, dass O der Mittelpunkt eines
Kompasses ist, E1 liegt eine Finheit in Richtung Osten, Es liegt eine Finheit in Richtung

Norden
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Py

Abbildung 1.2: Das Koordinatensystem ist so gezeichnet, dass O der Mittelpunkt eines
Kompasses ist, E1 liegt eine FEinheit in Richtung Osten, E5 liegt zwei Einheiten in
Richtung Nordnordwest



14 1 Vektoren in der Ebene und im Raum

Eine Gerade ldsst sich auf verschiedene Weise darstellen, zum Beispiel, indem wir a
durch ta mit ¢ # 0 ersetzen oder b durch einen anderen Vektor ', dessen Endpunkt auf
der Geraden liegt, d. h. b/ = sa + b.

x = A(ta) + (sa +b)

ist dann auch eine Parameterdarstellung der Geraden.

Wie erhalten wir eine Parameterdarstellung einer Geraden, wenn wir zwei verschiedene
Punkte dieser Geraden kennen?

1.4.2 Gerade durch zwei Punkte. Seien a = O_ﬁ, b= O—Cj, a # b gegeben. Wir
suchen ¢, d derart, dass

r=Ac+d

eine Parameterdarstellung der Geraden g(P, Q) durch a,b ist. z = Ac+ d ist genau
dann eine Parameterdarstellung der Geraden, wenn reelle Zahlen ¢, s existieren, so dass

a=tc+d,
b=sc+d

gilt. Hieraus folgt aber, dass
b—a=(s—t)c.
c muss also bis auf einen von Null verschiedenen Faktor gleich b — a sein.

Wir setzen umgekehrt
c:=b—a, d:=a.

Dann ist
r=Act+d=Xb—a)+a

eine Parameterdarstellung der Geraden, denn zu a gehort der Parameterwert A =t = 0,
zu b der Parameterwert A = s = 1.
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Wir schreiben die Parameterdarstellung der Geraden durch P und ) auch in der
Form

r=Ab—a)+a
=(1—-XNa+ b

In Koordinatenschreibweise bedeutet dies in der Ebene

xr1 = (]. — )\)CLl +)\b1,
ro = (1 — /\)(lz +)\bg,

und im Raum gilt zusétzlich die Gleichung
T3 = (1 —)\)a3+)\b3.

1.4.3 Strecke zwischen zwei Punkten. Die Strecke o (P, Q)) zwischen P und @ bzw. a
und b wird durch die Parameterwerte A mit 0 < A < 1 beschrieben. Welcher Parameter-
wert gehort zum Mittelpunkt m der Strecke o( P, Q)? Der Mittelpunkt ist charakterisiert
durch die Gleichung

0

oder der damit dquivalenten

2m =b — a.

Fiir den Parameterwert A = % gilt dann

1 1
x—a(b—a)—&-a—i(b—i—a)—m.

Der Ortsvektor des Mittelpunktes der Strecke o(P, @) ist also
1
m = §(b +a).

1.4.4 Anwendung. Wir wollen zeigen, dass sich die drei Seitenhalbierenden eines
Dreiecks in einem Punkt schneiden. Sei das Dreieck PQR gegeben.
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P Q

a, b, c seien die Ortsvektoren der Eckpunkte. Die Ortsvektoren der Seitenmittelpunkte

sind dann ) . )
5(0‘ + b)? §(b+ C), 5(0‘ + C)?

und die Parameterdarstellungen der Seitenhalbierenden:

1 A A A
- : —(1— 2 —(1— A
a,2(b+c) x=( )\)a+2(b+c) ( )\)a+2b+2c
1 . _ K _ H
b,2(a+c). x—2a+( u)b—i—?c

1
c,i(a—i-b): x:%a—i-%b—i—(l—y)c.

Man sieht sofort, dass diese drei Vektoren iibereinstimmen, falls

é:g:g:( _A):(l—/,l,):(l_l/),

d.h./\:,uzuzgist.

Fiir den Parameterwert % erhalten wir den Schnittpunkt der Seitenhalbierenden, ndm-

lich den sogenannten Schwerpunkt S des Dreiecks. Der Ortsvektor des Schwerpunktes
ist
1
s==(a+b+c).
3
1.4.5 Parallelen. Wir betrachten nun die durch die Parametrisierungen
r=Xa+b, x=puc+d

beschriebenen Geraden in der Ebene (bzw. im Raum). Die Geraden sind gleich, wenn

c=ta, d=sa+b
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gilt. Die Geraden sind parallel, wenn

gilt.

Nicht parallele Geraden haben in der Ebene stets einen Schnittpunkt, dagegen im Raum
im Allgemeinen keinen. Wie kann man den moglichen Schnittpunkt zweier nicht
parallelen Geraden bestimmen?

Wir suchen einen Punkt P, der sich sowohl in der Form = = Aa + b als auch in der
Form x = pc+ d schreiben lasst, d. h. wir suchen A, u mit

Aa+b=puc+d.
In Koordinatenschreibweise bedeutet das in der Ebene
Aay+by = per +di,
)\(12 + b2 = Kuc2 + dg.

Im Raum erhalten wir zusétzlich die Gleichung

Aas + bz = pes + ds.

Die Bestimmung des Schnittpunktes bedeutet also Losung der obigen linearen Glei-
chungssysteme. Wir werden spéter bei der Behandlung linearer Gleichungssysteme
sehen, dass das Gleichungssystem fiir den ebenen Fall, wenn nicht

C; :tai, i = 1,2,

gilt, stets eine Losung besitzt. Das Gleichungssystem im rdumlichen Fall hat im Allge-
meinen keine Losung.

1.4.6 Weitere Geradengleichungen. In der Ebene sei das Koordinatensystem O,
FE1, E5 gegeben, ferner sei eine Gerade der Ebene durch die Parameterdarstellung

x:O—X>=)\a+b

gegeben.
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Wir wollen aus dieser Parameterdarstellung eine weitere Geradengleichung beziiglich
des Koordinatensystems O, F1, Fo herleiten. Wir wihlen zunéchst ein neues Koordina-
tensystem O, By, Ey mit

O’ derart, dass OO’ = b,

E} derart, dass e} = O'E] = a,

E} beliebig.
Dann gilt

OX=00+0X=-b+Aa+b
=Xa=M\e| + 06,

bzw. im neuen Koordinatensystem
o =0'X = el +0éb.
Die Gleichung der Geraden im neuen Koordinatensystem ist also
zy = 0.

Mit der Transformationsformel erhalten wir die Geradengleichung im alten Koor-
dinatensystem :
a12®1 + agawz + by = 0,

dabei ist

/ /
e1 = ajie; + ajeéy
/ /
€2 = a21€7 + 22€5.
a2 und ags sind nicht gleichzeitig 0, denn sonst wéren e; und ey Vielfache von €f. e;

und e, wiirden also auf einer Geraden liegen. Das haben wir fiir Grundvektoren eines
Koordinatensystems in der Ebene ausgeschlossen.

Jede Gerade wird also dargestellt durch eine Gleichung der Form

c1r1 + cos + ¢g = 0 mit ¢; # 0 oder ¢y # 0. (1.3)
Umgekehrt beschreibt jede Gleichung der Form (1.3) eine Gerade: Sei etwa ¢; # 0.
Dann gilt

ry = —— (CQQEQ + C()) .
C1

Setzen wir nun \ = x5, So ist
()\02 -‘rCo) e1 + e

1
T =x1€] + Toty = ——
C1
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C2 Co
:)\<62—*61) — —€e1.

6] &1

(1.3) beschreibt also eine Gerade mit der Parameterdarstellung

C2 Co
T=Ales— —¢€1 ] — —eq.
C1 C1

Was besagen die Koeffizienten der Geradengleichung (1.3) iiber die Lage der Geraden
in der Ebene:

cog = 0 : Gerade durch den Nullpunkt
c1 = 0: Gerade parallel zur ersten Koordinatenachse
co = 0 : Gerade parallel zur zweiten Koordinatenachse

c1 # 0,c9 # 0 : Gerade schneidet die Koordinatenachsen in:

Co
r1=0: 29 =——
C2
€o
1'2:02 ry = ——.
C1

1.5 Ebenen

Die fiir Geraden durchgefiihrten Uberlegungen iibertragen wir nun auf Ebenen im
Raum.

1.5.1 Parameterdarstellung. Wir betrachten zunéchst eine Ebene durch O. In dieser
Ebene wihlen wir zwei Vektoren a, b, die nicht auf einer Geraden liegen. Da wir diese
als Grundvektoren eines Koordinatensystems in der betrachteten Ebene wahlen kénnen,
lasst sich jeder Punkt dieser Ebene in eindeutiger Weise als Linearkombination

x=Aa+ ub

schreiben. Aa + pb durchlauft also alle Punkte der Ebene, wenn A und p unabhéngig
voneinander alle reellen Zahlen durchlaufen.

T =Aa+ udb

ist eine Parameterdarstellung einer Ebene durch den Ursprung.

Eine Parameterdarstellung einer beliebigen Ebene gewinnen wir durch Addition ei-
nes festen Vektors c :
T=Aa+ ub+c.

Dabei kann ¢ beliebig als Ortsvektor eines Punktes P der Ebene gewéhlt werden.

1.5.2 Ebene durch drei Punkte. Wie kénnen wir eine Parameterdarstellung einer
Ebene gewinnen, wenn drei verschiedene Punkte a,b,c, die nicht auf einer Geraden
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liegen, kennen? Analog zum Fall der Geraden wahlen wir zwei Vektoren, die in der
Ebene liegen, zum Beispiel
b—a, c—a

und den Ortsvektor eines Punktes der Ebene, zum Beispiel

a.

Dann ist
z=Ab—a)+ulc—a)+a

eine Parameterdarstellung der Ebene durch a, b, c.

1.5.3 Weitere Ebenengleichungen. Im Raum sei das Koordinatensystem O, E1, Es,
E3 gegeben, ferner sei eine Ebene durch die Parameterdarstellung

x:O—X>:)\a+ub+c

gegeben. Wir wollen die Gleichung der Ebene beziiglich des Koordinatensystems O, E,
E5, E5 bestimmen. Zunichst wihlen wir ein Koordinatensystem O, Ej, Ef, Ef mit

/
00" =c¢,
ey = a,
ey =D,

E’ beliebig.

Dann gilt

OX=00+0X=—c+X a+pub+ec
=Xej + ey +0ef.
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Die Ebenengleichung ist also
zg = 0.

In den alten Koordinaten gilt dann
a13T1 + az3r2 + aszws + by = 0,

dabei sind a3, ass und ass nicht gleichzeitig 0. Sonst ldgen eq, s, e3 in der von €], €
aufgespannten Ebene, kénnten also nicht die Grundvektoren eines Koordinatensystems
sein.

Jede Ebene wird also dargestellt durch eine Gleichung der Form
171 + oo + c3x3 + ¢g = 0 mit ¢; # 0 oder ¢y # 0 oder c3 # 0. (1.4)

Umgekehrt beschreibt jede Gleichung der Form (1.4) eine Ebene: Sei etwa ¢3 # 0. Dann
ist

1
T3 = 7; (01131 —+ CoX2 —+ CO) .
3

Setzen wir A = x1, p = xa, so folgt
C1 C2 o
I:I1€1+I’262+1’363:A €] — —e€3 +[L €y — — €3 ) — —€3.
c3 C3 c3

(1.4) beschreibt also eine Ebene mit der Parameterdarstellung
sz(el—C—leg) +u<eg—c—263) —C—Oeg.
Cc3 Cc3 C3

1.6 Lange, Winkel und Skalarprodukt

Wir setzen den Begriff , Linge einer Strecke” als elementargeometrischen Grundbe-
griff voraus. Die Léange einer Strecke soll unabhéngig von der Lage der Strecke in der
Ebene (bzw. im Raum) sein, d. h. wenn wir eine Strecke parallel verschieben und dre-
hen, so bleibt die Lange gleich. Ferner zeichnen wir wieder einen Punkt O als Ursprung
in der Ebene (bzw. im Raum) aus.

1.6.1 Betrag eines Vektors. Sei a der Ortsvektor eines Punktes P in der Ebene (bzw.
im Raum). Dann heifst ,Betrag von a* die Lange der Strecke OP. Wir schreiben |a]
fiir den Betrag von a. Einen Vektor mit Betrag 1 nennen wir Einheitsvektor.

Es gelten die folgenden
1.6.2. Rechenregeln fiir den Betrag

(i) |0] =0.
Der Nullvektor ist auch der einzige Vektor mit Betrag 0, also

la| = 0 genau dann, wenn a = 0.
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(i) [Aal = |Allal.
Diese Regel folgt sofort aus der Definition der Multiplikation mit reellen Zahlen.

(ili) Wie kann man den Betrag der Summe zweier Vektoren durch den Betrag der
einzelnen Vektoren ausdriicken?

la + b =7

Wir kénnen |a + b| mit Hilfe des Cosinussatzes berechnen, doch wir wollen nicht den
Begriff ,\Winkel“ und die trigonometrischen Funktionen benutzen. Statt dessen werden
wir |a + b mit Hilfe des Skalarproduktes berechnen. Um das Skalarprodukt zu erkla-
ren, werden wir den Begriff der ,orthogonalen Projektion“ aus der Elementargeometrie
voraussetzen.

1.6.3 Skalarprodukt. Sei e ein Einheitsvektor in der Ebene (bzw. im Raum), a der
Ortsvektor von P. Wir projizieren P senkrecht auf die Gerade langs e in P’. Dann heift

der Vektor OP’ die ,,orthogonale Projektion“ von a auf e. Wir schreiben

P.(a) == OP.

O e Pe (a’) Pl

Die orthogonale Projektion P, (a) ist ein Vielfaches des Vektors e, den Faktor bezeichnen
wir mit (a,e), d. h.
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Es gelten die folgenden Rechenregeln:

(i) (a+b,e) =(a,e)+ (b,e).
Wenn wir e als Grundvektor eines Koordinatensystems auffassen, so folgt diese
Regel aus dem Verhalten der Koordinaten bei der Addition von Vektoren. Aus
dem Verhalten der Koordinaten bei Multiplikation von Vektoren folgt

(ii)) (Aa,e) = A(a,e).
Sei f ein weiterer Einheitsvektor. Aus Symmetriegriinden folgt

(iii) (f,e) = (e, f).

Bisher haben wir im zweiten Argument nur Einheitsvektoren zugelassen. Wir wollen
diesen Ausdruck fiir beliebige Vektoren verallgemeinern, und zwar so, dass die Rechen-
regeln erhalten bleiben.

Wir nehmen zunichst an, wir hétten (a, ) fiir beliebige Vektoren a, b so erklart, dass
die Rechenregeln gelten. Wir werden dann eine Formel fiir (a,b) ausrechnen, die wir zur
Definition von (a,b) verwenden werden.

Annahme: (a,b) sei so definiert, dass die Regeln (i), (ii), (iii) gelten. Wir kénnen a in
der Form
a=lale

schreiben, wobei e ein Einheitsvektor ist. Wenn a # 0 ist, so ist e eindeutig bestimmt,
némlich der Einheitsvektor in Richtung a. Ist a = 0, so kdnnen wir fiir e jeden Einheits-
vektor wihlen. Ebenso kénnen wir b in der Form

b= o] f
schreiben, wobei f ein Einheitsvektor ist. Dann gilt:

(a,) = (lal e, 18] £) 2 Jal (e, b £) 2 [al (b] £, e)
D1l ] (f,0) 2 Jal bl (e, £),

also

(a,b) = lal [b] (e, f)-
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Der Ausdruck auf der rechten Seite ist schon definiert. Er ist nur von a und b abhéngig,
denn falls @ und b ungleich 0 sind, so sind e, f eindeutig bestimmt, falls a oder b gleich
0 ist, so ist |a| = 0 oder |b] = 0 und damit der Ausdruck auf der rechten Seite gleich 0.

1.6.4 Definition. Wir definieren nun
(a,b) :=: |a| |b] (e, f),
wobei a = |a| e, b= |b] f.

1.6.5 Behauptung. Die Rechenregeln (i), (ii), (iii) gelten fir beliebige Vektoren.

Beweis. Zu (i): Wir wollen zeigen, dass
(a+b,¢) = (a,c)+ (b,c)
gilt fiir beliebige Vektoren a, b, c. Seien e, f, g, h Einheitsvektoren mit
a=lal e, b=1b| f, c=lcl g, a+b=|a+b| h.

Dann gilt

(a+b,¢) = a+b||e| (h, g)

D 1¢f (a+ b, g)
D¢l ((a, 9) + (b, 9))
D¢l (al (e, 9) + 0] (£, 9))

2 (a,0) + (b, c).

—~

Ahnlich beweist man die Regel (ii). Regel (iii) folgt sofort aus der Definition.

Wegen der Symmetrie gelten die Regeln (i) und (ii) auch fiir das zweite Argument. O

1.6.6 Definition. (a,b) heifit das ,,Skalarprodukt” von a und b. Wir schreiben auch
a - b fiir das Skalarprodukt.

Ist ¢ der von a,b eingeschlossene Winkel, so kénnen wir das Skalarprodukt (a,b) wie
folgt schreiben:
(a,b) = |af |b] cos .

Wir wollen diese Formel nicht beweisen und werden sie auch nicht anwenden.
1.6.7 Spezialfille. (i) Es gilt

(a,a) = a® = |a|*.
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(ii) Ist a orthogonal zu b, in Zeichen a_lb, oder a = 0 oder b = 0, so gilt
(a,b) =0.

Wir wollen verabreden, dass der Nullvektor auf jedem Vektor senkrecht steht.
Dann gilt
(a,b) = 0 genau dann, wenn a.Lb.

Wir kénnen nun |a + b| berechnen:

la+b°> = (a+b)% = (a+b,a+b)
= (a,a+0b)+ (b,a+0b)
=a® +b* +2(a,b)
= |a]® + |b” + 2]a| |b] cos .

Dabei ist ¢ der von a und b eingeschlossene Winkel. Diese Formel ist als Cosi-
nussatz bekannt.

1.6.8 Skalarprodukt in Koordinaten. Wir wollen das Skalarprodukt in Koordinaten
ausdriicken. Dazu wihlen wir ein Cartesisches Koordinatensystem O, F, Es, E5 im
Raum, d. h. ein Koordinatensystem, dessen Grundvektoren Einheitsvektoren sind und
senkrecht aufeinander stehen. Der zu E; gehorige Ortsvektor sei e;, ¢ = 1,2,3. Dann
kénnen wir a, b eindeutig in der Form

a = aje; + agez + ages,
b=bie; + boes + bzes

darstellen. Mit den Rechenregeln (i) und (ii) folgt

(CL, b) =

(aiei, bjej)

.Mw

1

,J

aibi(ei, ej).

1

<.

I
.Mw

5]

Fiir die Skalarprodukte der Grundvektoren gilt

(eiei) = lei)* =1,
(ei,ej) =0 fir ¢ 75]

Damit erhalten wir
(a, b) = a1by + asbs + azbs.

la| = /a2 + a3 + a3.

Insbesondere gilt
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In der Ebene gilt analog
(a,b) = a1by + azbs,

wenn
a = aje; + azey,
b= b1 e + b262
und eq, es die Grundvektoren eines Cartesischen Koordinatensystems sind.

1.6.9 Anwendung. Wir wollen zeigen, dass sich die Hohen eines Dreiecks in einem
Punkt schneiden. Sei das Dreieck PQR gegeben. H sei der Schnittpunkt der Hohen
durch @ und R.

R

Wir setzen N N N
HQ =hg, HR=hgr, HP =g.

Wenn wir zeigen, dass g senkrecht auf @7% steht, so folgt die Behauptung.
Es gilt
(hg,hr— g) =0, da ho L PR,
(hg,ho —g) =0, da hp L PQ.
Es ist also
(hQ7 hR) = (hQ’g)’
(hR7 h’Q) = (hR7g)
Wegen der Symmetrie folgt
(hq,9) = (hr,9),
also
(hR - hQag) = (hRag) - (thg) = 07
d.h. hg —hg = @ und g sind orthogonale Vektoren.
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1.7 Hessesche Normalform

Mit Hilfe des Skalarproduktes konnen wir die Koeffizienten der Geraden- (bzw. Ebe-
nengleichung) geometrisch deuten. Wir wihlen ein Cartesisches Koordinatensystem in
der Ebene. Dann ist die Gleichung einer Geraden in der Ebene gegeben durch

C121 + C2X2 — d=0

mit ¢; # 0 oder ¢o # 0. Dabei sind die Koeffizienten ¢y, co, d bis auf einen reellen von Null
verschiedenen gemeinsamen Faktor eindeutig bestimmt, d. h. wenn wir die Koeflizienten
mit einer reellen Zahl ungleich Null multiplizieren, so stellt die neue Gleichung dieselbe
Gerade dar.

Setzen wir

T = x1€1 + T2€2,
Cc = c1e1 + Ccg€2,
wobei e, e5 die Grundvektoren des Koordinatensystems sind, so kénnen wir die Gera-

dengleichung in der Form
(c,x)=d

schreiben. Diese Form der Gleichung ldsst sich analog fiir eine Ebene im Raum ableiten.

Wenn wir die Gleichung mit A = ﬁ multiplizieren, so ist das neue c ein Einheitsvektor.
Ist d < 0, so kénnen wir durch Multiplikation mit —1 erreichen, dass das neue d > 0
ist. Bei Multiplikation mit —1 geht ¢ wieder in einen Einheitsvektor iiber. Wir kénnen
also ohne Einschriankung voraussetzen, dass c ein Einheitsvektor und d > 0 ist.

1.7.1 Definition. Die Geraden- (bzw. Ebenen-) Gleichung
(e,x) =d (1.5)

mit |e|] =1, d > 0 heift Hessesche Normalform.

Die Koeffizienten der Hesseschen Normalform liefern uns Aussagen iiber die Lage der
Geraden in der Ebene (bzw. der Ebene im Raum): Die Gleichung beschreibt diejenige
Gerade (bzw. Ebene), die orthogonal zu der Richtung von e ist, und die die Gerade lings
e in dem Punkt de schneidet. Der Abstand der Geraden (bzw. Ebene) vom Ursprung
ist d.
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1.7.2 Abstand eines Punktes von der Geraden. An der Hesseschen Normalform
lasst sich auch der Abstand eines beliebigen Punktes der Ebene (bzw. des Raumes) von
der Geraden (bzw. der Ebene) ablesen:

Wir wollen den Abstand von y = OY von der Geraden (bzw. der Ebene) berechnen.
Sei Z die senkrechte Projektion von Y auf die Gerade (bzw. Ebene), z der Ortsvektor

von Z. Y7 ist parallel zu e, es gibt also eine reelle Zahl A mit

ﬁ:Ae.

Anschaulich gilt: A geniigt der Gleichung
d= (6,2) - (6,y+>\6) = (eay)+)"

Fir A = d — (e, y) ist die Gleichung erfiillt, d. h. anschaulich ist |A\| = |d — (e, y)| der
Abstand von Y zur Geraden (bzw. Ebene).

Wir kénnen nun den Abstand zu einen beliebigen Punkt a der Ebene abschétzen:
o —y* =|(z = 2)+ (z = y)|*
=z —z2"+ |z =y + 2z — 2, Xe).
Der Vektor z — z liegt in der Geraden (bzw. Ebene), also
(x —z,Xe) =0.

Ferner ist
2=y = el = N,
Es gilt also
|z —y| > [A[.

|A| wird angenommen fiir © = z. Der Abstand eines Punktes Y von der Geraden
(bzw. Ebene), d. h. der kleinste Abstand von Y zu einem Punkt der Ebene, ist also

|d— (e, y)]-
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1.8 Spiegelungen und Drehungen

Wir wollen nun Spiegelungen an einer Geraden (bzw. Ebene) durch O in der Ebene
(bzw. im Raum) betrachten.

1.8.1 Definition. Sei e ein Einheitsvektor in der Ebene. Die Spiegelung an der zu e

orthogonalen Geraden durch den Ursprung O bezeichnen wir mit s.. Der Vektor x geht
bei der Spiegelung s, in den Vektor

Se(x) =2 —2P.(z) =z —2(x,e) e

iiber. Dieselbe Gleichung gilt auch fiir die Ebene im Raum.

1.8.2 Eigenschaften. Die Spiegelung s = s, besitzt die folgenden Eigenschaften:

(i) s(z+y) = s(x) +s(y),

(i) s(A\x) = As(x).

Diese beiden Regeln gelten, da bei Spiegelungen die Konstruktionen zur Definition der
Addition bzw. Multiplikation erhalten bleiben. Die beiden Eigenschaften kénnen wir zu

s(Az + py) = As(x) + ps(y)

zusammenfassen.

Ferner besitzen Spiegelungen die folgenden beiden Eigenschaften:

(iii) (s(z),s(y)) = (z,y)
(iv) [s()] = |2[.
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(iii) und (iv) sind dquivalent: Aus (iii) folgt (iv), wenn wir = y setzen. Aus (iv) folgt
(iii): Nach (iv) gilt

2 2
s(z+y)I" = [z +yl",
2 2
|s(2)” = |2,

2 2
[s(y)l” = lyl™-
Wenn wir dann |s(z 4 y)|* und |z 4 y|* ausmultiplizieren, folgt

2(s(), s(y)) = 2(z,y),

also
(s(z), s(y) = (z,y).

Eine Abbildung ¢ von Vektoren auf Vektoren, die die Eigenschaften (i) und (ii) besitzt,
heifst eine ,lineare Abbildung®. Lineare Abbildungen iibertragen also die Addition und
Multiplikation. Eine lineare Abbildung ¢ mit der Eigenschaft (iii) heift eine ,Bewegung
um den Ursprung®. Diese Bezeichnung wurde gewahlt, weil der Ursprung in sich
iibergeht und die Absténde fest bleiben.

1.8.3 Bewegungen um den Ursprung. Wie sehen die ebenen Bewegungen um
den Ursprung aus? Wir wihlen ein Cartesisches Koordinatensystem in der Ebene, e;
und ey seien die Grundvektoren. Sei ¢ eine Bewegung um den Ursprung. Dann gilt fiir
xr = x1€1 + T2e9:

E(xlel + x2€2) =1 6(61) —+ X9 6(62).
Um /¢ zu beschreiben, reicht es also, die Bildvektoren der Grundvektoren anzugeben.
Wir konnen £(ey), £(ez) wieder durch die Grundvektoren darstellen:

l(e1) = ar1e1 + arzes,
6(62) = a21€1 + a922€2.

Welche Bedingungen miissen die Koeffizienten a;; erfiillen, damit ¢ die Eigenschaften
(i), (ii) und (iii) hat? Die Eigenschaften (i), (ii) sind erfiillt, wenn wir

0(z) ==z l(e1) + z2 l(e2)
setzen fiir = x1e; + x2e2. Die Bedingungen an die Koeflizienten a;; riihren also von
(iii) her:
(iii) mit x = e1, y = ey:
(L(e1),L(er)) = (er,e1) = 1,
d. h.
a3y +ajy = 1. (1.6)

(iii) mit = eq, y = ea:

(£(ez2), £(e2)) = (e2,e2) =1,
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d. h.
a3, + a2, = 1. (1.7)

(iil) mit = e1, y = ea:
(£(er), £(e2)) = (er,e2) =0,
d. h.
aijagy + aizazy = 0. (1.8)

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass a;; # 0 ist. Aus (1.8) folgt dann

az2

a1 = ——aj2.
a11
Wir setzen \ := —%, also
a1 = Aaiz,
929 — - aiy.

Aus (1.7) folgt dann
Na2, 4+ N2, = 1.

Mit (1.6) folgt A2 =1, d.h. A = &1.
Es gilt also in diesem Fall
l(e1) = arer + age,
5(62) = )\agel — )\(1162
=+ (age; — are2),
wobel a; = ai, ag = ai2.

Ist a1; = 0, so folgt aus (i), (ii) und (iii), dass
a2 = :tl, a2 :07 asi =41

gilt. Setzen wir a; = 0, ag = £ 1, so berechnen sich £(e; ), ¢(e2) nach den obigen Formeln.
Es gilt stets
a? 4 a3 =1.

Wir kénnen also eine Bewegung um den Ursprung beschreiben durch
l(e1) = arer + agea,
{(ez) = %+ (aze; — ajes), wobei a? + a3 =1

und
Ux) = x1 l(e1) + a2 l(e2) fiir x = x1e1 + Taes.

Umgekehrt kann man zeigen, dass durch diese Formeln eine Bewegung um den Ursprung
gegeben wird. Wir fassen zusammen:
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1.8.4 Satz. Die ebenen Bewegungen um den Ursprung sind genau diejenigen Abbildun-
gen, die durch die obigen Formeln beschrieben werden.

1.8.5 Geometrische Deutung. Wir wollen die Koeflizienten a1, as geometrisch deu-
ten: Ist £(e2) = —(aze; — ajes), so ist £ eine Drehung um den Winkel ¢, welcher von
e1 und £(e1) eingeschlossen wird. Es gilt dann

a] =Cosp, ay = —sine.

Ist £(ea) = +(aze1 — ares), so ist £ eine Spiegelung an der Winkelhalbierenden des
Winkels ¢.

€2

€1

1.9 Flacheninhalt

Wir wollen den Inhalt einer Fléche in der Ebene berechnen; als Flachen lassen wir dabei
nur Parallelogramme zu. Seien a,b Vektoren in der Ebene. Das von a, b aufgespannte
Parallelogramm besteht aus den Punkten mit Ortsvektor

Aa+pb, 0< A p<1.
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Den Fliacheninhalt des von a, b aufgespannten Parallelogramms bezeichnen wir mit
F(a,b).

1.9.1 Standpunkt (A). Wir setzen zunéchst voraus, dass wir wissen, was der Flachen-
inhalt eines Parallelogramms ist und dass wir einige Eigenschaften des Fldcheninhalts
kennen.

1.9.2 Berechnung des Flacheninhalts. Wir wollen den Flécheninhalt des von a und
b aufgespannten Parallelogramms berechnen, genauer: F'(a,b) soll durch die Koordina-
ten der Vektoren a,b in einem Koordinatensystem ausgedriickt werden.

Zunéchst legen wir eine Einheitsfliche fest: Wir wihlen zwei Vektoren eq, e5, die nicht
auf einer Geraden liegen. Das Parallelogramm, das von diesen beiden Vektoren aufge-
spannt wird, soll die Flache 1 haben, d. h.

(1) F(€1,€2) = 1

Diese beiden Vektoren dienen uns gleichzeitig als Grundvektoren eines Koordinatensys-
tems.

Weiterhin besitzt der Flacheninhalt die folgenden Eigenschaften:

(i) F(\a,b) = |\ F(a,b).

Diese Regel gilt auch fiir das zweite Argument.

(ii) F(a+ Ab,b) = F(a,b).

Entsprechend fiir das zweite Argument. Diese Operation entspricht geometrisch der
Scherung.
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(v) F(a,b) = F(b,a).

Seien a1, as (bzw. by, by) die Koordinaten von a (bzw. b) beziiglich der Grundvektoren
€1, €. Um
F(a, b) = F(a161 + as€2, b161 + b2€2)

zu berechnen, untersuchen wir, wie sich der Flacheninhalt bei Addition verhéilt:

Fla+b,c) ="

(i) Wenn a und b auf derselben Seite von c¢ liegen, so ist

F(a+b,¢) = F(a,c)+ F(b,c).
b

C

(ii) Liegen a und b auf verschiedenen Seiten, so ist

F(a+b,c)=F

(a,c) — F(b,c).
7

b
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Damit eine Gleichung mit ,,+“ allgemein gilt, miissen wir den Flacheninhalt mit einem
Vorzeichen versehen:

1.9.3 Orientierter Flicheninhalt. Wir versehen F'(a,b) mit einem positiven Vorzei-
chen, wenn b links von a liegt, mit einem negativen Vorzeichen, wenn b rechts von a
liegt. Dabei wollen wir zunéchst voraussetzen, dass wir wissen, was ,links* und rechts
bedeutet. Wir definieren nun den ,orientierten Flicheninhalt* D(a,b) des von a,b
aufgespannten Parallelogramms durch

F(a,b)  falls a # b und b links von a
D(a,b) :== ¢ —F(a,b) falls a # b und b rechts von a
0 falls @ und b auf einer Geraden liegen.

Aus dem orientierten Fliacheninhalt erhalten wir den Fliacheninhalt, wenn wir zum Be-
trag {ibergehen:
F(a,b) = [D(a,b)].

1.9.4 Eigenschaften. Der orientierte Flacheninhalt besitzt die folgenden Eigenschaf-
ten:

(1) D(el,eg) =1.

Dabei ist zu beachten, dass wir iiblicherweise die Grundvektoren e, es eines Koordina-
tensystems so wahlen, dass ey links von e liegt.

(ii) D(Aa,b) = A D(a,b).

Bis aufs Vorzeichen folgt diese Regel aus der Regel (ii) fiir den Flicheninhalt. Es bleibt
nachzuweisen, dass auch die Vorzeichen iibereinstimmen:

e Ist A =0, so gilt die Regel trivialerweise.

e Ist A > 0, so ist die relative Lage von a und b gleich der relativen Lage von Aa
und b, D(Aa,b) und D(a,b) haben also dasselbe Vorzeichen.

e Ist A < 0, so dndert sich die relative Lage, D(Aa,b) hat also ein anderes Vorzei-
chen als D(a,b).

(iii) D(a+ Ab,b) = D(a,b).

Bis aufs Vorzeichen folgt diese Regel aus der Regel (iii) fiir den Flicheninhalt. Die
Vorzeichen stimmen iiberein, denn die relative Lage von a+ A b, b ist gleich der relativen
Lage von a,b.

(iv) D(a,a) =0,
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(v) D(a,b) = —D(b,a).

Liegen a und b auf einer Geraden, so gilt die Regel trivialerweise. Wenn a und b nicht
auf einer Geraden liegen, so folgt (v) daraus, dass sich bei Vertauschung der Vektoren
die relative Lage dndert.

Mit (v) lassen sich die Regeln (ii) und (iii) auf das zweite Argument iibertragen:
(i) D(a,Ab) = AD(a,b),
(iii)’ D(a,b + Aa) = D(a,b).

Der orientierte Fliacheninhalt ist additiv in beiden Argumenten. Wir zeigen die Additi-
vitdt im ersten Argument; mit (v) folgt dann die Additivitdt im zweiten Argument.

1.9.5 Behauptung. Es gilt

(vi) D(a+b,¢) = D(a,c) + D(b,c).

Beweis.  (I) Wir betrachten zunéchst den Fall, dass a und b Vielfache eines Vektors
sind, d. h.
a=MXd, b=pd.
Dann gilt

D(a+b,¢)=D((\+wd,e) L (A + 0)D(d, )
=AD(d,c) + pD(d,c)
D D(Ad, ) + D(ud, )

= D(a,c¢) + D(b,c).

In diesem Fall gilt also die Regel (vi).
(IT) Ist ¢ = d, so gilt die Regel trivialerweise.

(ITI) Sei o’ der Ortsvektor des Schnittpunktes der zu ¢ parallelen Gerade durch den
Endpunkt von a mit einer Geraden, die a + b enthélt.

-

'y

I

bl

Ac V)

a
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Sei b/ :=a+b—a'. a und ¥ sind Vielfache von a + b. Es gibt eine reelle Zahl A

mit

ad =a+ M.
Dann ist

b =b— e
Es folgt

D(a+b,¢)=D(d +V,¢) 2 D', ¢) + D, ¢)
=D(a+ Ae,¢)+D(b— e, c)

D D(a,c) + D, ¢). O

1.9.6 Determinante. Mit Hilfe der obigen Rechenregeln kénnen wir nun D(a, b) durch
die Koordinaten von a und b ausdriicken:
D(a, b) = D(alel + ase€o, b161 + b262)

() D(are1, brer + baez) + D(azes, bier + baez)

(vi)’

= D(CL1€17 blel) + D(alel, b2€2) + D(age% b161) + D(GQGQ, b262)
(11)7:(11) alle(el, 61) + a1b2D(61, 62) + azle(eg, 61) + agbgD(eg, 61)
(iv

—) arbaD(e1,ea) + azbiD(ea, e1)

(V):7(i) a1b2 — agbl.

Fiir
a = aje; + aseo,
b= b161 + b262
gilt also
D(a, b) = a1b2 — a2b1
und damit fiir den Flacheninhalt
F(a, b) = |a1b2 — a2b1| .

Den Ausdruck
al b2 — CL2b1

nennen wir die ,zweireihige Determinante” des Zahlensystems
ay bl
az be/)’

= albg — CLle.

‘Wir schreiben
ay b
az by

Die Rechenregeln fiir den orientierten Flacheninhalt lassen sich sofort in Rechenregeln
fiir die zweireihige Determinate iibersetzen.
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Die obigen Betrachtungen dienen uns zur Motivierung einer préazisen Definition des
Flacheninhalts eines Parallelogramms:

1.9.7 Standpunkt (B). Wir wissen nicht, was Flacheninhalt ist, und auch nicht, was
links und rechts ist. Wir werden eine mathematisch exakte Definition des Flacheninhalts
eines Parallelogramms geben:

Wir wahlen ein Koordinatensystem mit den Grundvektoren ey, es. Der orientierte Fla-
cheninhalt des von a, b aufgespannten Parallelogramms (beziiglich der Grundvektoren

ay by

e1,eq) ist die zweireihige Determinante as bl wobei a1, as (bzw. b1, be) die Koordina-
2 ba

ten von a (bzw. b) sind. Wir schreiben

ar by
az by

D(a,b) :=

Den (nichtorientierten) Flacheninhalt F'(a,b) des von a,b aufgespannten Parallelo-
gramms erkldren wir durch

F(a,b) :=|D(a,b)|.
Die Rechenregeln (i)—(vi) lassen sich leicht fir D(a,b) nachweisen.

D(a,b) lasst sich durch Winkel und Betrége ausdriicken:
D(a,b) = |a| |b] sin ¢.

Dabei ist ¢ der Winkel, um den man a entgegen dem Uhrzeigersinn drehen muss, um
nach b zu kommen.

Diese Formel entspricht der Formel

Grundlinie x Hohe

fir den Flacheninhalt.
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1.10  Rauminhalt

Unsere Uberlegungen iiber den Flicheninhalt eines Parallelogramms in der Ebene wol-
len wir auf Parallelotope im Raum verallgemeinern. Das Parallelotop, das von den
Vektoren a, b, ¢ aufgespannt wird, ist die Menge der Punkte

Aa+pb+ve, 0< A\ p,v <1

— | =

—

Den Rauminhalt des von a, b, ¢ aufgespannten Parallelotops bezeichnen wir mit

(9}

V(a,b,c).

1.10.1 Standpunkt (A). Wir wissen, was Rauminhalt ist und kennen einige Eigen-
schaften. V' (a,b,¢) soll durch die Koordinaten eines Koordinatensystems ausgedriickt
werden.

1.10.2 Eigenschaften des Rauminhalts. Wir legen zunéchst eine Volumeneinheit
fest: Wir wahlen drei Vektoren eq, es, e3 im Raum, die nicht in einer Ebene liegen. Das
Parallelotop, das von ey, eo, e3 aufgespannt wird, soll das Volumen 1 haben, d. h.

(1) V(61,€2,63) =1.

Diese Vektoren diesen uns gleichzeitig als Grundvektoren eines Koordinatensystems.
Der Rauminhalt besitzt weiter die folgenden Eigenschaften:

(i) V(Aa,b,c) = [A] V(a,b,c),
(iii) V(a4 Ab,b,¢c) = V(a,b,c).
(iv) Liegen die Vektoren a, b, ¢ in einer Ebene, so ist

V(a,b,c) =0.

(v) Das Volumen V(a,b,c) dndert sich nicht, wenn man die Vektoren miteinander
vertauscht.
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Mit dieser Regel lassen sich (ii) und (iii) auch fiir die anderen Argumente formulieren.
Um Additivitdt in den Argumenten zu haben, fiihren wir den orientierten Rauminhalt
ein:

1.10.3 Orientierter Rauminhalt. Der ,orientierte Rauminhalt* D(a, b, ¢) des von
a, b, c aufgespannten Parallelotops ist definiert durch

V(a,b,c) falls a,b, ¢ nicht in einer Ebene liegen
und b links von a ist von ¢ aus gesehen,
D(a,b,c) :=<{ —V(a,b,c) falls a,b,c nicht in einer Ebene liegen
und b rechts von a ist von ¢ aus gesehen,
0 falls a, b, ¢ in einer Ebene liegen.

Dies kann man sich an Hand einer , Dreifingerregel” verdeutlichen.

Es gilt
V(a,b,¢) = |D(a,b,c)|.

1.10.4 Eigenschaften. Der orientierte Rauminhalt besitzt die folgenden Eigenschaf-

ten:

(1) D(el7 €2, 63) = 17
wenn die Grundvektoren so numeriert sind, dass es links von e ist, von e3 aus
gesehen.

(ii) D(M\a,b,c) = A D(a,b,c).
Entsprechend fiir die anderen Argumente.

(iii) D(a+ Ab,b,c) = D(a,b,c).
Entsprechend fiir die anderen Argumente.

(iv) Liegen a,b,c in einer Ebene, so gilt
D(a,b,c) = 0.
(v) Werden die Vektoren a,b,c zyklisch vertauscht, so éndert sich der orientierte
Rauminhalt nicht, denn die relative Lage bleibt gleich:
D(a,b,c) = D(c,a,b) = D(b,c,a).

Werden zwei Vektoren vertauscht, der dritte festgehalten, so &ndert sich das Vor-
zeichen des orientierten Rauminhalts, denn die relative Lage dndert sich:

D(a,b,c) = —=D(b,a,c)

= —D(¢,b,a)
= —D(a,c,b).

Der orientierte Rauminhalt ist additiv in allen Argumenten. Wir zeigen die Additivitat
fir das erste Argument. Fiir die anderen folgt sie dann mit (v):
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1.10.5 Behauptung. Es gilt

(vi) D(a+d',b,¢) = D(a,b,c) + D(d',b,c).

Beweis. Wir gehen vor wie beim Beweis der Additivitdt des orientierten Fléchenin-
halts:

(I) Sind a, a’ Vielfache eines Vektors, d. h.
a=\d, d=pd,
dann gilt

D(a+a',b,c) =D ((A+u)d,b,c)

= v+ w)D(d,be)
:)\D(d7b7c>+MD(d7b,C)
W D(a,b,c)+ D(d',b,c).

(IT) Liegen b, c auf einer Geraden, also a,b, ¢ und o/, b, c und a+a’, b, ¢ jeweils in einer
Ebene, so gilt die Gleichung trivialerweise.

(ITI) Angenommen, b und ¢ liegen nicht auf einer Geraden. Sei d ein Vektor, der nicht
in der von b, ¢ aufgespannten Ebene liegt. Dann gibt es reelle Zahlen A, p, v und
N, v mit

a=Ab+puc+vd
a=Nb+py c+vd.
Mit der Rechenregel (iii) folgt

D(a}7 b7 C) = D(V d7 b’ C)7
D(d',b,c) = D(V'd,b,c).

Weiter gilt

D(a+d,b,c) (E)D(Vd—l-l//d,b,c)

W (v + v )D(d,b,c) = v D(d,b,c) + V' D(d, b, c)

@ D(vd,b,c)+ D(V' d,b,c) = D(a,b,c) + D(da’, b, c).

Also gilt
D(a+d',b,c) = D(a,b,c) + D(a’,b,c). O
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1.10.6 Determinante. Mit diesen Rechenregeln kénnen wir den orientierten Raumin-
halt des von a, b, ¢ aufgespannten Parallelotops durch die Koordinaten von a, b, ¢ aus-
driicken. Sei

a = aje; + azes + ases,
b = bie1 + baea + baes,

c = ci€e1 + ceeq + c3€3.

Dann gilt
3 3 3
D(a,b,¢c) =D <Z a;e;, Z bje;, Z ckek>
i=1 j=1 k=1
3
= Z a;bjcr, D(e;, e, ex)
6,5, k=1

= (a1bacs — arbzca + agbica — asbacy + asbser — asbics) D(eq, ez, €3)
= a1b203 — a1b302 + a2b301 — a2b103 + a3b102 — (lgbgcl.

Den letzteren Ausdruck nennen wir die ,dreireihige Determinante* des Zahlensys-
tems

ay by ¢
az by co
as bs c3
Wir schreiben
ap by ¢
az by co| = aibacs — arbzca + agbics — asbscy + asbica — azbacy
as bs c3

fiir die dreireihige Determinante. Die Rechenregeln fiir den orientierten Rauminhalt
lassen sich leicht in Rechenregeln fiir die dreireihige Determinate {ibersetzen.

1.10.7 Standpunkt (B). Wir wollen den Rauminhalt definieren. Wir wéhlen ein Ko-

ordinatensystem mit den Grundvektoren eq,es, e3. Der orientierte Rauminhalt des

von a, b, ¢ aufgespannten Parallelotops (beziiglich der Grundvektoren eq, eq, e3) ist die
aq b1 C1

dreireihige Determinante des Zahlensystems | a2 b2 ca |, wobei die a; (bzw. by, ¢;) die
as by c3

Koordinaten von a (bzw. b, ¢) sind. Wir schreiben

aq b1 C1
D(a,b,c) := |ag by caf.
as b3 C3

Den (nichtorientierten) Rauminhalt V (a, b, ¢) des von a, b, ¢ aufgespannten Parallelo-
tops erklaren wir durch
V(a,b,c) :=|D(a,b,c)|.
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Drei nicht in einer Ebene liegende Vektoren a, b, ¢ heifen positiv (bzw. negativ) ori-
entiert, falls D(a,b,c) grofker (bzw. kleiner) als 0 ist. Damit diese Definition sinnvoll
ist, miisste eigentlich gezeigt werden, dass der orientierte Rauminhalt ungleich 0 ist,
falls die Vektoren nicht in einer Ebene liegen.

Fiir den orientierten Rauminhalt gelten — wie man leicht zeigen kann — die obigen
Rechenregeln.

1.10.8 Berechnung der Determinaten. Die dreireihige Determinante kann mit der
Sarrusschen Merkregel schnell berechnet werden:

\><></
/><><\

Die durch einen Pfeil verbundenen Zahlen sind zu multiplizieren. Lauft der Pfeil von
links nach rechts, ist das Vorzeichen positiv, 1auft der Pfeil von rechts nach links, so ist
das Vorzeichen negativ. Die Summe dieser Glieder ist die dreireihige Determinante.

Die dreireihige Determinante lésst sich durch gewisse zweireihige Determinanten aus-
driicken:

al bl C1
as b2 Co| = al(b203 — bgCQ) + (Lg(b;gcl — blcg) + ag(blcg — szl).
az bz c3

Die Ausdriicke in den Klammern sind zweireihige Determinanten, ndmlich

by c2
bocs — bscy =
203 302 b3037
bs c3 b ¢
bsci — bicg = b =-1 )
1C1 3 C3
b ¢
bico — bacy = .
1C2 2C1 by s

Diese Darstellung der dreireihigen Determinante nennt man Entwicklung der Determi-
nante nach der ersten Spalte. Der i-te Summand dieser Entwicklung ist das Produkt
des i-ten Elements der 1-ten Spalte mit der zweireihigen Determinante, die durch Strei-
chung der ersten Spalte und der i-ten Zeile entsteht. Ist ¢ ungerade, so ist das Vorzeichen
positiv, ist ¢ gerade, so ist das Vorzeichen negativ.



44 1 Vektoren in der Ebene und im Raum

1.11  Das Vektorprodukt

In diesem Abschnitt soll das Vektorprodukt eingefiihrt werden. Wir gehen dazu von der
folgenden Fragestellung aus:

1.11.1 Fragestellung. Wir betrachten den orientierten Rauminhalt
D(a, b, c)

des von a,b, c aufgespannten Parallelotops. Wie héngt bei festen b, ¢ der orientierte
Flédcheninhalt von a ab?

Den absoluten Rauminhalt V (a, b, ¢) konnen wir auffassen als
Grundfliche x Hohe.

Dabei betrachten wir als Grundfliche die Fliche des von b, ¢ aufgespannten Parallelo-
gramms. Liegen b und ¢ auf einer Geraden, so ist

D(a,b,c) = 0.

Anderenfalls ist D(a, b, ¢) gleich dem Produkt von F(b, ¢) mit der mit einem Vorzeichen
versehenen Hohe des Parallelotops. Die absolute Hohe ist der Betrag der orthogonalen
Projektion von a auf einen zu der von b, ¢ aufgespannten Ebene senkrechten Einheits-
vektor e.

Wir wahlen e so, dass e, b, c positiv orientiert sind.

Ist a in Richtung von e, d.h. (a,e) positiv, so sind a,b, ¢ positiv orientiert, ist a in
entgegengesetzter Richtung, d. h. (a, ) negativ, so sind a, b, ¢ negativ orientiert. Es gilt
also
D(a,b,c) = (a,e)F(b,c)
= (a, F(b,c)e).
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1.11.2 Definition. Wir erkldren nun das Vektorprodukt b x ¢ durch

0 falls b, c auf einer Geraden liegen,

F(b,c)e falls b,c nicht auf einer Geraden lie-
bxc:= gen. Dabei ist e derjenige Einheitsvek-
tor, der auf b und ¢ senkrecht steht und

so, dass e, b, ¢ positiv orientiert sind.

Der Zusammenhang zwischen Vektorprodukt und orientiertem Rauminhalt wird durch
die Formel
D(a,b,c) = (a,b x ¢)

beschrieben.

1.11.3 Berechnung des Vektorprodukts. Wir wollen die Koordinaten von b x ¢
durch die Koordinaten von b und ¢ ausdriicken. Wir wéhlen dazu ein Cartesisches Ko-
ordinatensystem mit den Grundvektoren ey, es, e3. Wir nutzen aus, dass wir den orien-
tierten Rauminhalt und das Skalarprodukt durch Koordinaten ausdriicken kénnen:

Seien a; (bzw. b;,¢;) die Koordinaten von a (bzw. b,c¢), d; die Koordinaten von b X c.

a1 b1 C1
D(a,b,c) ist gleich der Determinante des Zahlensystems | as b2 c2 |. Wir entwickeln
as bg C3
die Determinante nach der ersten Spalte:
_ b2 e by ¢ by ¢
D(a,b,¢c) =ay by cs — a9 by cs + as by ol (1.9)
Fiir das Skalarprodukt gilt
(a, b x C) = a1d1 + a2d2 + 0,3d3. (110)

Wir wollen zeigen, dass die d; gerade die zweireihigen Unterdeterminanten sind, d. h.
dass gilt

- by c2

dy = bs cs|’ (1.11)
b1 | |bgc3

doy = — bs 3| = |by c1 (1.12)
o b1 a1

ds = by oo (1.13)

Die Formeln (1.9) und (1.10) gelten fiir jeden Vektor a, insbesondere also fiir die Grund-
vektoren eg, ea, e3: Setzen wir a = e1, so sind as = az = 0, es folgt also (1.11). Setzen wir
a = e3, so sind a; = az = 0, und es folgt (1.12). Setzen wir a = e3, so sind a; = ag = 0.
Damit folgt (1.13). Fiir

b="bie; + baea + bses,

c = ci€e1 + ceeg + c3€3
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gilt also
b1 1

es.
by ¢ 3

1.11.4 Rechenregeln. Fiir das Vektorprodukt gelten die folgenden Rechenregeln

(Aa) x b= A(a x b),

a x (Ab) = A(a x b),
(a+b)xc=axc+bxcg,
ax(b+c)=axb+axe,

axb=—(bxa).

Diese Regeln lassen sich mit Hilfe von
D(a,b,c) = (a,b x ¢)

auf die entsprechenden Regeln fiir den orientierten Rauminhalt zuriickfiihren. Beispiels-
weise gilt

(a, (Ab) x ¢) = D(a,A\b,c) = A D(a,b,c)
= D(\a,b,c) = (Aa,b x ¢)
= (a,\(b x ¢))

fiir jeden Vektor a, weshalb, wie oben, die Komponenten von (Ab) x ¢ und A(b x ¢)
iibereinstimmen miissen. Deshalb gilt die Regel

(Ab) x e = A(b x ¢).
Aus

(b,b x ¢) = D(b,b,c) =0,

(¢,bx ¢c)=D(c,b,c) =0
folgt, dass b x c auf den Vektoren b, ¢ senkrecht steht.
1.11.5 Doppeltes Vektorprodukt. Wie kann man ein doppeltes Vektorprodukt

(axb)xc

durch die Vektoren a, b, ¢ ausdriicken? Wir setzen zunéchst voraus, dass a und b (bzw.
a x b und ¢) nicht auf einer Geraden liegen. a x b steht senkrecht auf a, b, also senkrecht
auf der von a und b aufgespannten Ebene. (a x b) x ¢ ist senkrecht zu a x b, liegt also
in der von a, b aufgespannten Ebene. Es gibt also reelle Zahlen A, 1 mit

(axb)xec=Aa+ ub.

Da (a x b) x ¢ nach Voraussetzung nicht der Nullvektor ist, sind nicht A = p = 0.
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Da (a x b) x ¢ senkrecht auf ¢ steht, gilt
0= (Aa+pub,c)=Aa,c)+ pub,c).
(a,c¢) und (b, ¢) konnen nicht gleichzeitig gleich 0 sein, denn sonst wiére ¢ orthogonal zu

a,b, also Vielfaches des Vektors a x b. Sei etwa (a,c) # 0. Dann ist auch p # 0, denn
sonst missten A und u gleich 0 sein. Es folgt

Es gibt also eine reelle Zahl ¢ mit

Also gilt
(a x b) x ¢ =t(a,c)b—t(b,c)a.

Wir behandeln zunéchst den Spezialfall, dass a,b orthogonale Einheitsvektoren sind
und ¢ = a ist:

Dann ist
axb=e,

wobei e der zu a, b orthogonale Einheitsvektor ist, so dass e, a, b positiv orientiert sind.
Weiter ist e x a derjenige zu e, a orthogonale Einheitsvektor, der mit e, a ein positiv ori-
entiertes Tripel ergibt. Da b, e, a aus dem positiv orentierten Tripel e, a, b durch zyklische
Vertauschung hervorgeht, also selbst positiv orientiert ist, folgt (a X b) X a = e x a = b,
d. h. die obige Formel gilt mit ¢ = 1. Wir wollen zeigen, dass allgemein gilt:

(a xb) x ¢=(a,c)b— (b,c)a.

Beweis. Wir wihlen ein Cartesisches Koordinatensystem mit den Grundvektoren e,
e2, e3. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass a, b, ¢ irgendwelche e; sind.

(I) @ =0b: Dann ist a x b =0, also

(a xb) xc=0=(a,c)b— (b,c)a.

(I1) a # b, ¢ # a,b: a x b stimmt bis aufs Vorzeichen mit ¢ iiberein, es ist also
(axb)xe=0.
Wegen (a,c¢) = 0 und (b, ¢) = 0 ist auch die rechte Seite gleich 0.

(III) a # b, ¢ = a: Diesen Fall hatten wir oben schon behandelt.
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(IV) a#b, c = b: Mit (ITT) gilt

(axb)xec=—(bxa)xc

- ((ba C)a - (a’a C)b)
= (a, )b — (b, ¢)a.

Wenn a, b, c Grundvektoren des Koordinatensystems sind, gilt also die Behauptung.

Seien nun a, b, ¢ beliebige Vektoren. Seien a; (bzw. b;,¢;) die Koordinaten von a (bzw.
b,c). Dann gilt unter Anwendung der Rechenregeln fiir das Vektorprodukt und das
Skalarprodukt

3
(axb)xc= Z a;bjei(e; X €5) X ey
i,j,k=1
3

= Z a;bjcr ((ei,ex)e; — (e, ex)e;)

i4,k=1
= (a,c)b — (b, c)a.

O

1.11.6 Weitere Regeln. Aus der eben bewiesenen Formel fiir das doppelte Vektor-
produkt und aus
D(a,b,c) = (a,b x ¢)

lassen sich weitere Regeln fiir das Vektorprodukt herleiten:

(i) (axb,cxd)=D(axb,c,d)
= D(d,a x b,¢)
= (d,(a xb) X ¢)
= (d,(a,¢)b = (b, c)a)
= (a,¢)(d;b) = (b;¢)(d, a)

_ |(a,¢) (b,¢)
(a,d) (b,d)|"

Also
(axbecxd)=

(ii) (axb) x (cxd)=(a,exd)b—(b,cxd)a
= D(a,c,d)b — D(b, ¢, d)a.

1.11.7 Anwendung: Sphérische Trigonometrie. Mit den Rechenregeln (i) und (ii)
sollen die Grundformeln der sphérischen Trigonometrie bewiesen werden. Die Aufgabe
der sphérischen Trigonometrie ist es, sphérische Dreiecke, d. h. Dreiecke, die auf einer
Sphire (Kugeloberfldche) liegen, zu berechnen, d. h. aus bekannten Seiten, Winkeln die
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weiteren Gréfsen zu berechnen. Wir betrachten nur Dreiecke, die auf einer Kugel vom
Radius 1 liegen.

Seien a, b, ¢ Einheitsvektoren, die nicht in einer Ebene liegen und positiv orientiert sind,
P, Q, R die Endpunkte.

P

Wir fiihren zunéchst drei weitere Vektoren ein: Seien g (bzw. e, f) Einheitsvektoren in
Richtung von a x b (bzw. b X ¢, ¢ X a), d. h.

axb=laxblg,
bxc=1bxc|e,

cxa=|cxalf

e, f,g sind ebenfalls positiv orientiert, denn der orientierte Inhalt der zu ihnen mit
positiven Faktoren proportionalen Vektoren b X ¢, ¢ X a, a x b ist

Db xc,exa,axb)=(bxe (cxa)x(axb))
© (b x ¢, D(c,a,b)a) = D(a,b,c)* > 0.

Auferdem gilt
|b % ¢| (a,e) = (a,b x ¢) = D(a,b,c) >0

und ebenso (b, f) > 0, (¢, g) > 0.

Wir bilden nun ausgehend von den Einheitsvektoren e, f, g wieder die drei mdoglichen
Vektorprodukte. e X f ist dann ein zu e und f orthogonaler Vektor, der mit g ein positives
Skalarprodukt hat. Da auch ¢ diese Eigenschaften besitzt und ein Einheitsvektor ist,
folgt

ex f=lex flc

und entsprechend

fxg=Ifxgla,
gxe=|gxelb.



50 1 Vektoren in der Ebene und im Raum

Die Lange einer Strecke auf der Sphére wird gemessen durch den Winkel zwischen

dem Ortsvektor des Anfangspunktes und dem des Endpunktes. Sei F@, (bzw. @7%, f/i?)
die Lénge der Strecke PQ (bzw. QR, RP). Dann gilt

cos PQ = (a,b),
cos QR = (b, c),
cos RP = (c,a).

Q

N
K@\

(b, a) “

Der Winkel zwischen zwei Strecken auf der Sphére wird gemessen durch den Winkel
zwischen den Loten der beiden Strecken. Sei o (bzw. §,v) der Winkel zwischen PQ,
PR (bzw. QR, QP; RP, RQ).

Q

Da der Lotvektor 2X2 = g zu PQ wegen (c, g) > 0 nach der Seite zeigt, auf der R liegt

laxb|
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und der Lotvektor |Z§i| = —f von PR nach der Seite, auf der @ nicht liegt, hat man
cosa = —(g, f),
COSB = _(eag)a
cosy = —(f, ).

Der Sinus eines Winkels ist gleich dem Betrag des Vektorprodukts der anliegenden
Einheitsvektoren; es gilt also

SinI'z):|a><b|7 sina =g x f],
sin@?%:|b><c|, sinf = le x g/,
Sin]/%?’:|c><a\, siny = |f x e|.
Q
la x bl D
PQ
o > P

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun einige Formeln der sparischen Trigonome-
trie herleiten:

1.11.8 Cosinus- und Sinusséitze. Wir werden die Regeln (i) und (ii) nach passender
Wahl der Vektoren mit den obigen Formeln umschreiben.

(i) (e X a,axb)=|cxallaxbd(fg),

(c,a)(b,a) — (a,a)(b,c) = cos RP - cos PQ — cos QR.
Wir erhalten

cos@?%:cosﬁ~cos@+sinﬁ~sinﬁb~cosa.

Diese Gleichung ist als Seitencosinussatz bekannt. Durch Berechnung von (g x
e,e X f) erhilt man entsprechend den Winkelcosinussatz.
(if) (cxa)x(axb)=|exal-laxbl(fxg)
= sinRP - sinﬁb -sina - a
= D(c,a,b)a.
Es ist also, da a # 0 gilt,

sin RP - sin/ﬁ@ -sina = D(c, a,b).
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Wenn wir ¢, a, b zyklisch vertauschen, erhalten wir
sin QR - sin RP - siny = D(b, ¢, a),
sinl/'?) . sin@?% -sin 8 = D(a, b, c¢).

Es folgt, da sin j—’?), sin @T%, sin RP #0,

sin « sin 3 sin 7y

sin@?% a sin RP B sin?’-@.

Diese Gleichung heifft Sinussatz der sphérischen Trigonometrie.
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2.1 Warum abstrakte lineare Algebra?

Wir wollen zunéchst an einem Beispiel sehen, wohin man durch unvorsichtige Verwen-
dung elementargeometrischer Uberlegungen kommt.

2.1.1 Beispiel. Wir betrachten ein Dreieck mit den Eckpunkten P,Q, R. D sei der
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten der Strecke PQ mit der Winkelhalbierenden durch
R.

p ‘

Ferner sei F (bzw. F) das Lot von D auf QR (bzw. PR).

Die Strecken PD und @D sind kongruent. Ferner sind die Dreiecke RF D, RED kon-
gruent, denn sie haben eine gemeinsame Seite und zwei gleiche Winkel.

Dann sind auch PDF und QDE kongruent, denn es sind rechtwinklige Dreiecke, in
denen die Hypothenusen und ein Paar Katheten kongruent sind. Also sind die Seiten
PR und QR gleich lang, d. h. das Dreieck ist gleichschenklig. Das ist offenbar Unsinn,
aber wo liegt der Fehler? Man findet ihn, indem man genauer zeichnet, denn dann sieht
man, dass D und E oder F' auferhalb des Dreiecks liegen.

2.1.2 Axiomatische Methode. Was kann man tun, um solche Fehler mit Sicherheit
zu vermeiden? Man kann die Geometrie axiomatisch aufbauen, d. h. man wihlt einige
Grundtatsachen als Axiome und schlieft weiter unter alleiniger Benutzung der Axiome.
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Der erste, der Geometrie auf diese Weise behandelte, war Euklid. Eine konsequente
Durchfiihrung des axiomatischen Standpunktes stammt von Hilbert in seinen ,Grund-
lagen der Geometrie* von 1899. Ein Nachteil der Hilbertschen Axiomatik ist, dass sie
zu kompliziert ist. Wir werden deshalb einen anderen Weg wéhlen. Wir werden die
Dinge, die wir uns anschaulich {iberlegt haben, axiomatisch festsetzen. Wir gehen aus
von Vektorrdumen, d. h. von Mengen, fiir deren Elemente eine Addition und eine Mul-
tiplikation mit reellen Zahlen erklért sind und die Rechenregeln der Addition und der
Multiplikation gelten.

Viel wichtiger als diese Uberlegungen zur Geometrie ist jedoch die Tatsache, dass Vek-
torrdume iiberall in der Mathematik auftreten. Hier sei ein nicht-geometrisches Beispiel
angegeben; weitere folgen im néchsten Paragraphen.

2.1.3 Beispiel. Wir betrachten quadratische Polynome
P(x) = ax® + br +c.

Wir kénnen quadratische Polynome addieren und mit reellen Zahlen multipliziern: Sei
Q(x) = d'2?+b' x+c ein weiteres quadratisches Polynom. Dann erkliren wir R = P+Q
durch

R(z) = (a+a)2z®> + (b+V)x + (c+ ).

Ist d eine reelle Zahl, so erkldren wir d - P durch
d- P(z) := dax® + dbx + dc.

Fiir die so definierte Addition und Multiplikation gelten die fiir Vektoren nachgewiese-
nen Regeln. Die quadratischen Polynome bilden also einen Vektorraum.

2.2 Vektorraume

In Paragraph 1.2 hatten wir Rechenregeln fiir geometrische Vektoren aufgestellt. Diese
Rechenregeln benutzen wir, um reelle Vektorrdume zu definieren. Wie wir spéter sehen
werden, kann man den Bereich der Skalare auch allgemeiner wéahlen.

Die reellen Zahlen werden mit IR bezeichnet.

2.2.1 Definition. Ein reeller (Links-) Vektorraum ist eine Menge V' mit einer Ver-
kniipfung + (Addition), welche je zwei Elementen v,w € V ein Element v + w € V
zuordnet, und einer Verkniipfung - (skalare Multiplikation), welche jedem Element
v € V und jeder reellen Zahl A € R ein Element )\ - v € V zuordnet, die folgende
Axiome erfiillen:

(I) V zusammen mit der Addition + ist eine Abelsche Gruppe:

(i) Fiir alle u,v,w € V gilt das Assoziativgesetz

(u+v)+w=u+ (v+w).
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(ii) Fir alle v,w € V gilt das Kommutativgesetz
v+w=w-+ .
(iii) Existenz des Nullvektors : Es gibt ein 0 € V' mit

v+0=wfiralleveV.
(iv) Existenz des Negativen: Zu jedem v € V gibt es ein —v € V mit
v—v:=v+(-v)=0.
(IT) V geniigt beziiglich der skalaren Multiplikation den folgenden Regeln:
(i) Fiir alle v € V und alle A\, u € R gilt das Assoziativgesetz
() v =X ().
(ii) Unitdres Gesetz: Fiir alle v € V gilt
1-v=nw.

(III) Die Distributivgesetze verkniipfen die Addition und die skalare Multiplikation.
Fiir alle v,w € V und alle A\, p € R gilt:

@) A+p)-v=Av+u-v,
(i) A-(v+w)=A-v+ A w.

Die Elemente aus V heifen Vektoren. v+ w heiftt die Summe von v und w, A-v heifst
das A-fache von v oder auch ein skalares Produkt von A\ mit v. Wir schreiben auch
Av = A -v. Die Regeln (I)—(IIT) heifen Vektorraumaxiome. Anstelle der Linksmulti-
plikation kénnten wir auch eine Rechtsmultiplikation erkldren. Dann spricht man von
einem Rechts-Vektorraum. Aus einem reellen Linksvektorraum erhalten wir durch

VA=A

einen reellen Rechtsvektorraum.

Es sollen einige Beispiele von Vektorrdumen angegeben werden.
2.2.2 Beispiele. (i) V =R.

(ii) Die geometrischen Vektoren des Raumes (bzw. der Ebene) mit der wie in
Paragraph 1.2 erklarten Summe v 4+ w und dem Produkt

A-vi= o,

wobei Av wie in 1.2 definiert, bilden einen Vektorraum. Die Null ist der Nullvektor
0, das Negative zu v ist (—1)v.
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(iii)

Sei R™ die Menge der n-Tupel (21, ...,x,) von reellen Zahlen z;. Durch

(xla"'7mn)+(y1a"'7yn) = (xl +?Jla-~-7$n+yn>7
A (21, xn) = Az, .o Axy)

ist eine additive und eine multiplikative Verkniipfung auf R™ erklart. Da die Ver-
kniipfungen komponentenweise erklart sind und da in den reellen Zahlen die Axio-
me (I)(i), (ii), (I1)(i), (ii), (IIT)(i) und (ii) erfiillt sind, gelten diese Axiome auch
im R"™. Der Nullvektor ist das n-Tupel (0, ..., 0), das Negative zu (z1,...,z,) das
n-Tupel (—z1,...,—x,). Mit diesen Verknlipfungen ist also R™ ein Vektorraum.

Den R”™ nennen wir auch den Vektorraum der reellen Zeilenvektoren. Schrei-
Z1

ben wir n-Tupel als Spalten so erhalten wir den Vektorraum der reellen

Ty
Spaltenvektoren mit den Verkniipfungen

1 (! 1+ Y1
)l )= )
Ln Yn Tn + Yn
T1 AT
A = :
T, ALy,

Sei X eine beliebige Menge (z.B. ein Intervall auf der Zahlengeraden). Wir be-
trachten die Menge
V=R

der Abbildungen von X in R. Die Elemente von V sind also Abbildungen

f:X—-R
x> f(x).

Die Summe f + g zweier Abbildungen f,g € V sei erklart durch
(f +9)(@) = f(x) + g(x).
Fir f € V, A € R sei das Produkt A - f erklért durch
(A= (@) == Af ().

Es lasst sich leicht nachrechnen, dass die Vektorraumaxiome erfiillt sind. Insbe-
sondere ist der Nullvektor die Abbildung, die identisch gleich 0 ist.
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2.2.3 Bemerkung. Das Beispiel (iii) ist ein Spezialfall des Beispiels (v): Sei X =

(1,..

.,n }. Eine Abbildung f von X in R ordnet jeder Zahl ¢ von 1,...,n eine reelle

Zahl
f@) = fi=12;
zu. Wir kénnen also ein n-Tupel (21, ...,2,) als Abbildung
L X

von X nach R auffassen.

Es sollen einige Folgerungen aus den Axiomen gezogen werden:

2.2.4. Folgerungen aus den Axiomen

(i)

(iii)

Allgemeines Assoziativgesetz: Seien vy, ..., v, aus V. Durch wiederholte An-
wendung des Assoziativgesetzes und des Kommutativgesetzes kann man zeigen,
dass die Summe der v; unabhingig von der Klammerung und der Reihenfolge der
v; ist. Der Ausdruck

V1 Fve+...+ v,

ist also sinnvoll. Zur Abkiirzung schreiben wir auch héufig

n

>

i=1

fiir die Summe der v;. Ein formaler Beweis des allgemeinen Assoziativgesetzes
kann durch Induktion nach der Lange der Summe gefiihrt werden (vgl. Bourbaki:
Algebre, Kapitel 1).

Allgemeines Distributivgesetz Seien vy, ...,v, aus V und Aq,..., A\, aus R.
Aus den Regeln (IT)(i), (ii) und dem allgemeinen Assoziativgesetz folgt

(/\1+)\2+...+)\m)-(U1+v2+...+vn): )\j-vi.

j=1,..., m

Auflésbarkeit additiver Gleichungen: In Paragraph 1.2 hatten wir die Auf-
l6sbarkeit additiver Gleichungen als Regel abgeleitet. Dagegen haben wir in den
Vektorraumaxiomen die Existenz des Nullvektors und des Negativen gefordert.
Doch léasst sich daraus die Auflésbarkeit additiver Gleichungen herleiten:

Fiir gegebene Vektoren v, w € V hat die Gleichung
v+ =w
genau eine Losung x, ndmlich

x=(-v)+w=w-—v.
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Beweis. (a) Existenz. Wir zeigen, dass die Gleichung eine Losung besitzt.
Wir setzen

x = (—v) +w.

Dann ist
v+zrz=v+((—v)+w)=w+(—v)+w=0+w=w+0=w.

x = (—v) + w ist also eine Losung der Gleichung.

(b) Eindeutigkeit. Sei z eine Losung der Gleichung, d. h.
v+ =w.
Durch Addition von —v folgt
(—v)+w=(-v)+@wv+2)=((-v)+v)+x=0+2x=2+0=12x.

Es ist also & = (—v) + w. Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt. O

(iv) Eindeutigkeit des Nullvektors. Wir haben bislang stets von ,dem Nullvektor*
und ,dem Negativen“ gesprochen, ohne zu wissen, ob Nullvektor und Negatives
eindeutig sind. Angenommen, 0 und 0’ seien zwei Nullvektoren. Dann folgt, dass

0=0+0=0+0=0.

(v) Fiir jedes v € V gilt
0-v=0.

Beweis. Es gilt

0-v+0-v=(040)-v=0-0v,
0-v+0=0-v.

0 und 0 - v sind also beide Losung der Gleichung
O-v4+2=0-v
und damit folgt nach der eindeutigen Losbarkeit addditiver Gleichungen, dass

0=0-w. 0

(vi) Fiir alle A € R gilt
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Beweis. Wir gehen vor wie beim Beweis von (v): Es gilt

A-0+A-0=A0+0)=A-0,
A-0+0=2A-0.

Daraus folgt, dass
0=X\-0. O

(vii) Fassen wir (v) und (vi) zusammen, so erhalten wir
Av=0 < A=0oderv=0,
denn aus A - v =0, A # 0 folgt, dass

v =

1

> =

(viii) Fir v e V gilt
o= (1) v,

weshalb das Negative eindeutig bestimmt ist.

Beweis. Wir wenden wieder (ii) an : Es gilt

v+ (-1)-v=(1-1)-v=0-v=0,
v+ (—v) =0
Aus (iii) folgt, dass
—v=(-1)-v O
2.3 Unterraume

Wir wollen den Vektorraum der reellwertigen Funktionen auf einer Menge genauer be-
trachten.

2.3.1 Beispiel. Sei I ein Intervall der reellen Zahlengeraden, z. B. I =
{z€R|0<xz<1} oder auch I = R. Mit C(I) = C°(I) bezeichnen wir die Men-
ge der Funktionen aus R’, die in jedem Punkt von I stetig sind.

Behauptung: C(I) ist mit den Verkniipfungen aus R’ ein Vektorraum.

Beweis.  (I) Die Behauptung ist sinnvolll, denn die Summe stetiger Funktionen und
das Produkt einer stetigen Funktion mit einer reellen Zahl sind wieder stetige
Funktionen.
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(IT) Die Regeln (I)(i), (ii), (I1)(i), (i), (IIT)(i) und (ii) gelten, weil sie in R! gelten.

Das Nullelement aus R’, d.h. die Funktion, die identisch gleich 0 ist, ist eine
stetige Funktion und damit auch Nullelement in C(I). Das Negative —f aus R’
ist fiir stetiges f € C(I) stetig, da

gilt und (—1) - f stetig ist. O

Um zu zeigen, dass die Teilmenge C(I) von R’ ein Vektorraum ist, brauchten wir die
folgenden drei Aussagen:

(i) frgeC) = f+geC),
(i) feCULAER = - feC(),
(iii) 0 € C(1).

2.3.2 Definition. Ein Unterraum U eines Vektorraumes V ist eine Teilmenge U,
welche mit v, w € U auch v 4+ w enthélt, mit v € U, A € R auch A - v und die Null aus
V enthalt.

Wie oben zeigt man:

2.3.3 Satz. FEin Unterraum U eines Vektorraumes V ist mit den Verknipfungen aus
V' wieder ein Vektorraum.

Es sollen weitere Unterriume von R! (bzw. C(I)) angegeben werden:
2.3.4 Beispiele. (i) Trivialerweise sind U = {0} und U = V Unterréume.

(i) Sei U die Menge der Funktionen aus R/, die in jedem Punkt von [ differenzierbar
sind. U ist Teilmenge von C(I), da differenzierbare Funktionen stetig sind. U ist
Unterraum von R’ bzw. C(I), da die Summe differenzierbarer Funktionen, das
Produkt einer differenzierbaren Funktion mit einer reellen Zahl und die Funktion,
die konstant 0 ist, differenzierbar sind. Ein weiterer Unterraum ist die Menge
C1(I), der iiberall differenzierbaren Funktionen, deren Ableitung in jedem Punkt
stetig ist.

(iii) Wir wollen nun Unterrdume von R™ betrachten. Seien cy,...,c, reelle Zahlen,
sei

U={(z1,...,2n) ER" | 121+ ...+ cz, =0}.

Im R? (bzw. R3) ist U eine Gerade (bzw. Ebene), falls nicht alle ¢; gleichzeitig
gleich 0 sind. U ist Unterraum des R", denn
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(a) aus (1,...,2n),(y1,.--,yn) € U, d. h.
x4+ ...+ cpxy =0,
cayr+...+cayn =0,

folgt
calzi+y)+...+en(zn+yn) =0,

also (z1 4+ Y1, @ +Yn) = (@1, 2n) + Y1 - Yn) €U,
(b) aus (x1,...,2,) € U, X € R folgt

Acixy+ ...+ Aepxy, =0,
also A(z1,...,2,) = (Ax1,...,A2,) € U, und
(¢) (0,...,0) liegt in U, denn (0,...,0) erfiillt die Gleichung
cary+...+cpxy, =0.
(iv) Sei V der Raum der geometrischen Vektoren. Wir betrachten
U={veV|v=2X}

fiir einen fest gewéhlten Vektor a. U ist Unterraum, denn Summe, Produkt und
0 liegen in U. Ebenso ist fiir feste a,b

U={veV]|v=Xa+ub}
ein Unterraum.

Dieses Beispiel lasst sich fiir beliebige Vektorrdume verallgemeinern.

‘Wir bemerken noch:

2.3.5 Satz. Seien U,V Unterraume von W. Dann ist auch UNV ein Unterraum, UUV
dagegen ist im Allgemeinen kein Unterraum. Dagegen ist

U+V:={u+v|uelUveV}
ein Unterraum, und zwar der kleinste Unterraum, der U und V' enthdlt.
2.3.6 Beispiel. Sei
U:={(21,22,23) €ER® |23 =01},
V.= { (z1,29,23) € R? ‘ T1 = T2 :0}.
Dann sind U,V Unterrdume von R3. Es gilt
uw:=(1,1,00eUCUUYV,
v:=(0,0,1)eVCUUYV,
aber
ut+v=(1,1,1)gUUV.
Somit ist U UV kein Unterraum des R3.
2.3.7 Aufgabe. Man beweise zur Ubung: Seien U, V Unterriume von W. Dann gilt:

U UV ist Unterraum von W < U C V oder V C U.
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2.4 Linearkombinationen und
Erzeugendensysteme

2.4.1 Definition. Sei V ein Vektorraum, vy,...,v, € V. Dann heifit der Vektor
Vi= \U1 ..+ A,

mit A\1,..., A, € R eine Linearkombination von v1,...,v,.
2.4.2 Lemma. Die Linearkombinationen von n festen Vektoren vi,...,v, € V bil-
den einen Unterraum U von V. U enthdlt die Vektoren v1,...,v,. U ist der kleinste

Unterraum mit dieser Eigenschaft.

Beweis.  (I) Der erste Teil der Behauptung folgt daraus, dass sich die Summe zweier
Linearkombinationen (bzw. das Produkt einer Linearkombination mit einer reel-
len Zahl) wieder als Linearkombination schreiben lédsst, und zwar mit der Summe
(bzw. dem Produkt) der Koeffizienten als Koeffizienten. Ferner kann der Nullvek-

tor als Linearkombination geschrieben werden, und zwar mit allen Koeffizienten
gleich 0.

(IT) w; lasst sich schreiben als
v, =0-v1+...40-v,1+1-v;,+0-vig1+...+0-vy,
v; liegt also in U.
(III) U ist der kleinste Unterraum, der die v; enthélt, denn mit den v; liegen auch

Summen und Produkte und damit alle Linearkombinationen in jedem Unterraum,
der die v; enthélt.

O

2.4.3 Definition. U heift der von vy, ..., v, erzeugte Unterraum von V', {vy,...,v,}
ist ein Erzeugendensystem von U. Wir schreiben

U=Ruv+...+Ruv, = (v1,...,0,).

Allgemeiner heifst eine Teilmenge M von V ein Erzeugendensystem von U, wenn sich
jeder Vektor v € U als Linearkombination von endlich vielen Vektoren aus M schreiben
lasst.

2.4.4 Beispiel. In dem Vektorraum C(R) der stetigen Funktionen auf R betrachten
wir die Funktionen

l:z—1,
T:ix T,
22z 2l
Dann ist
U:{a+bx+cz2|a,b,c€R}

die Menge der quadratischen Polynome. Die quadratischen Polynome bilden also den
von 1,95,302 erzeugten Unterraum.
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Unter gewissen Voraussetzungen an die v; sind die Koeffizienten einer Linearkombina-
tion eindeutig. Zum Beispiel ist das bei den Grundvektoren ey, e, es eines Koordina-
tensystems der Fall.

2.4.5 Definition. Die Vektoren ey,...,e, € V bilden eine Basis von V', wenn sich
jeder Vektor v € V auf genau eine Weise als Linearkombination

v=MAe1+ ...+ A\en

mit \; € R schreiben lasst.

Bilden ey, . .., e, eine Basis, so ldsst sich jeder Vektor v € V als Linearkombination der e;
schreiben. e, ..., e, bilden also ein Erzeugendensystem von V. Ferner hat jeder Vektor,
also insbesondere der Nullvektor eine eindeutige Darstellung als Linearkombination der
€;.

2.4.6 Lemma. eq,...,e, bilden genau dann eine Basis von V, wenn

(i) V der von ey, ..., e, erzeugte Unterraum ist,
(ii) aus 0= Arer + ...+ A\pey folgt N\; =0 fiir alle .

Beweis. Wir miissen noch zeigen, dass aus (i) und (ii) folgt, dass ey, ..., e, eine Basis
von V bilden, d. h. dass sich jeder Vektor v € V' in eindeutiger Weise als

v=MNe1+ ...+ A\en

schreiben lasst.

Aus (i) folgt die Existenz einer Darstellung als Linearkombination. Zu zeigen ist die
Eindeutigkeit der Darstellung. Sei

v=MAe1+ ...+ \en
:)\/161+~-~+)\;l€n~

Dann ist
O=v—v=(A1—=A)er+ ...+ (\n =X, )en.

Mit (ii) folgt A; — A, = 0 fiir alle 4, also \; = A] fiir alle 4. O

Fiir die Bedingung (ii) fithren wir einen Namen ein:

2.4.7 Definition. n Vektoren v1,...,v, € V heifen linear unabhingig wenn (ii)
gilt, d. h.
aus 0 = \jv1 + ...+ A\v, folgt A\; = 0 fiir alle 4.

Sie heiffen linear abhiingig, wenn sie nicht linear unabhéngig sind.
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n Vektoren vi,...,v, € V sind also linear abhéngig, wenn es reelle Zahlen Aq,..., A\,
gibt, die nicht alle 0 sind, mit

0=XMNv1+ ...+ \u,.

Ist einer der Vektoren v; der Nullvektor, so sind v4, ..., v, linear abhéngig:
v; =0: 1~vi+20-vj =0.
J#i

Ebenso sind die v; linear abhéingig, wenn v; = vy, gilt fiir ein Paar 4, k mit ¢ # k, denn
dann ist
Lowi+(=1) v+ Z 0-v; =0.
J#ik
Unmittelbar aus der Definition folgt:

e Jedes Teilsystem eines Systems linear unabhéngiger Vektoren ist linear unabhén-
gig.

e Jedes System, das ein System linear abhéngiger Vektoren enthilt, ist linear ab-
hangig.

2.4.8 Definition. v € V heifit von einer Teilmenge M C V linear abhingig, wenn
sich v als Linearkombination von Vektoren aus M schreiben l&sst.
Ist M = {wvy,...,v, }, soist v linear abhéingig von M genau dann, wenn v in dem von

v1,...,V, erzeugten Unterraum

(v1,...,05) =Ru; +... 4+ Ru,

liegt.

Wie héangen die beiden Begriffe von linearer Abhéngigkeit zusammen?

2.4.9 Lemma. Sind vy,...,v, linear abhdngig, aber vi,...,v,_1 linear unabhdngig, so
hingt v, linear von vi,...,v,_1 ab.

Beweis. Es gibt A\1,..., )\, € R, nicht alle \; = 0, mit
)\1’01 + ...+ )\n—lvn—l + /\n'Un =0.
Es ist sogar A, # 0, denn sonst wére

)\1’[]1 + ...+ )\nfl’l)nfl = 0,

was im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von v1,...,v,_1 steht. Deshalb ist
v, — _ﬁv L @v
n )\n 1 v )\n n—1-
Damit folgt die Behauptung. O
Oder anders ausgedriickt: Wenn die Vektoren vy, ..., v,_1 linear unabhéngig sind und

Up VON V1, ...,U,_1 linear abhéngig ist, so sind auch vy, ..., v, linear abhéngig.
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2.5 Basis und Dimension

Welche Vektorrdume besitzen eine Basis?

Dem Nullraum {0} ordnen wir als Basis die leere Menge zu. Diese Festsetzung ist
sinnvoll, denn { 0 } ist der kleinste Vektorraum, der () enthélt, und ferner lassen sich,
da keine Vektoren vorhanden sind, auch keine linearen Abhéngigkeiten aufstellen.

2.5.1 Satz. Jeder endlich erzeugte Vektorraum, d. h. Vektorraum mit einem endlichen
Erzeugendensystem, besitzt eine Basis.

Wir zeigen genauer den Zusatz: Ist M ein endliches Erzeugendensystem von V und sind
V1, ...,y linear unabhéngige Vektoren aus V, so gibt es Vektoren vy, 41,...,v, € M,
so dass v1,...,Um,Um+1,---,Un eine Basis von V bilden. Die Félle n = m und m =0
sind zugelassen.

Beweis.  (I) 1. Fall: Jeder Vektor aus M ist von v, ..., v, linear abhéngig, d. h.
M C Ruvy + ...+ Rop,.

Dann liegt aber auch der von M erzeugte Vektorraum, also V', in Rv1 +. ..+ Ruv,,.
V1, ..., Uy, bilden also ein Erzeugendensystem und damit eine Basis von V.

(IT) 2. Fall: Es gibt einen Vektor v aus M, der nicht von vy, ..., v, abhingt. Wir
setzen vy, 11 = v. Dann sind vy, ..., U, Um41 linear unabhéngig.

(III) Fiir vq,...,Um, Um41 gilt nun wieder entweder der 1. oder der 2. Fall. Wir wieder-
holen das obige Verfahren so lange, d. h. wir wéhlen nacheinander v,,,y2,...,v, €
M, so dass vy nicht von {vy,...,v5_1} abhéngt, bis jeder Vektor aus M von
v1,..., Uy, linear abhéngt. Da M eine endliche Menge ist, erreichen wir das nach
endlich vielen Schritten. Nach dem 1. Fall bilden vq, ..., v, eine Basis. O

Die Begriffe ,Basis, ,linear abhingig® und ,linear unabhéngig* kénnen auch fiir nicht
endliche Systeme von Vektoren erklédrt werden. Auch dann gilt, dass jeder Vektorraum
eine Basis besitzt. Da wir uns im Wesentlichen mit endlich erzeugten Vektorrdumen
beschéftigen, sollen diese Fragen nicht ndher erértert werden.

Wir wenden uns nun der Frage zu, ob verschiedene Basen eines Vektorraumes die gleiche
Lénge haben. Dazu brauchen wir den folgenden Satz:

2.5.2 Austauschsatz (Steinitz). Seien v1,...,v, € V linear unabhingig. M sei Er-
zeugendensystem von V. Dann gibt es n verschiedene Vektoren wi,...,w, € M, so
dass

(M\ {wy,...,w, HU{v1,...,0, }

ein Erzeugendensystem von V ist.
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Beweis. Wir fiithren eine Induktion nach n durch.

(I) n = 0: Dann ist die Aussage trivial.
(IT) Induktionsschritt: Wir nehmen an, die Aussage ist richtig fiir ein n € IN. Dann
gilt sie auch fiir n + 1:

Nach Induktionsannahme gibt es n verschiedene Vektoren wi,...,w, € M, so
dass

(M\{wi,...,wy })U{wv1,...,0,}

ein Erzeugendensystem ist. Insbesondere kénnen wir v, 41 als Linearkombination

darstellen:
k n
Un41 = Z)\zv; + Zﬂjvzv
i=1 j=1
wobei v, € M\ {w1,...,w, }, \i,pt; € R. Da vy, ..., vy, V41 linear unabhéngig

sind, ist mindestens ein \; # 0, etwa Ay # 0. Wir setzen w, 41 := v]. Dann ist

a Ai ’ - Hj 1
Wnp+1 = Z —71111» + Z —)\711)_7‘ + )\flvn_s_l.
i=2 j=1

W1, ...y Wp, W1 sind verschiedene Vektoren. Bleibt zu zeigen, dass
N = (M\{wla"'awnvwn-‘rl }) U{’Ul,...,’l)n,vn_l,_l }
ein Erzeugendensystem von V ist: Sei W der von N erzeugte Unterraum. Es gilt:

Wpy1 € W,
M\{wl,...,wn+1}CW
{v1,...,0p } CW.

Dann ist aber
MA\A{wi,...,wp, YU{v1,...,u, } CW.

Nach Induktionsvoraussetzung folgt, dass N ein Erzeugendensystem ist. O

Wir werden einige Folgerungen aus dem Austauschsatz ziehen.

2.5.3 Korollar. Gibt es in V' ein Erzeugendensystem aus m Vektoren und ein System
n linear unabhdingiger Vektoren, so ist n < m. Speziell, wenn V eine endliche Basis
besitzt, so haben alle Basen die gleiche Ldinge.

2.5.4 Definition. Die Dimension dim V eines Vektorraumes V ist erkliart durch

dmV = n wenn V eine Basis der Lange n besitzt,
" loo  wenn V keine endliche Basis besitzt.

Ist dim V' < oo, so heifft V' endlich-dimensional.
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Die endlich-dimensionalen Vektorrdume sind genau die, die ein endliches Erzeugenden-
system besitzen.

Ist dim V' = oo, so lassen sich nach dem Verfahren von Satz 2.5.1 beliebig viele linear
unabhéngige Vektoren in V' konstruieren.

2.5.5 Beispiele. (i) Sei V der Vektorraum der geometrischen Vektoren des Raumes.
V hat die Dimension 3. Der Vektorraum der geometrischen Vektoren der Ebene
hat die Dimension 2.

(i) Behauptung: Es gilt dimR"™ = n. Dazu ist eine Basis der Linge n anzugeben.
Wir betrachten die Vektoren

e; = (0,...,0,1,0,...,0), i=1,...,n.

i-te Stelle
Dann hat (z1,...,z,) die eindeutige Darstellung
(xlv cee 7xn) = szez
i=1
e1,...,en bilden also eine Basis des R".

(iii) Behauptung: V = C(R) ist unendlich—dimensional.

Beweis. Hétte C(R) eine Basis der Lange n, so wéren nach Korollar 2.5.3 hochs-
tens n Vektoren linear-unabhéingig. Es geniigt also zu zeigen, dass C'(R) beliebig
viele linear unabhingige Vektoren besitzt. Sei 2* die durch

a2k k=0,1,2,...

definierte Abbildung aus C(R). Fiir jedes n sind 1,z,...,2" linear unabhingig,
denn nach einem Satz iiber Polynome hat jedes Polynom

Plz)=ap-1+a1 -2+ ...+ apz"”,

dessen Koeflizienten nicht alle 0 sind hdchstens n Nullstellen. O

Weiter folgt aus dem Austauschsatz:

2.5.6 Korollar. Ist dimV < co und ist U ein Unterraum von V, so gilt
dimU < dim V.
Ist dimU =dimV, so ist U = V.

Beweis. Sei dim V' = n. Wire U unendlich dimensional, so gébe es insbesondere n + 1
linear unabhéngige Vektoren in U. Diese Vektoren miissten dann auch in V' linear unab-
héngig sein. Das ist nach Voraussetzung nicht moéglich. U ist also endlich dimensional.
Eine Basis von U lésst sich nach dem Zusatz zu Satz 2.5.1 zu einer Basis von V' ergénzen.
Damit folgt

dimU < dimV.

Ist dim U = dim V, so ist die Basis von U schon Basis von V, also U = V. O
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2.0 Summen von Unterrdumen
2.6.1 Definition. Seien U,V Unterrdume eines Vektorraumes W. Dann heifst
U+Vi={u+v|uelveV}

die Summe von U und V. Gilt UNV = { 0 }, so heift die Summe direkt, wir bezeichnen
sie dann mit U ¢ V.

Eine Summe von Unterrdumen ist wieder ein Unterraum. Allgemeiner kann die Summe
von endlich vielen Unterrdumen erklart werden.

2.6.2 Lemma. U +V ist der von U UV erzeugte Vektorraum, d. h. jeder Vektor w €
U + V ldsst sich in der Form

w=u+vmituecU undveV

schreiben. Fiir jedes Element in U @V ist diese Darstellung eindeutig.

Beweis. Wir zeigen die Eindeutigkeit: Sei

w=u-+v
! !
=u +v.
Dann ist
u—u =v—-velUnV={0},
weshalb v = ¢/ und v = v'. O

2.6.3 Satz. Sind U,V Unterrdume eines endlich-dimensionalen Vektorraumes W, dann
haben auch U, V.UNV,U+V endliche Dimension, und es gilt die Dimensionsformel

dimU 4+ dimV =dim(U + V) +dimU N V.

v
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2.6.4 Beispiele. (i) Sei W der Vektorraum der geometrischen Vektoren der Ebene
und seien a,b € W, a,b # 0. Wir betrachten die Geraden

U=={Xxa|xeR}, Vi={pub|peckR}.

Dann ist
U+V={)da+pu|peR}

genau dann eine Ebene, wenn a und b linear unabhéngig sind. Sind a,b linear
abhéngig und #0,s0git U+ V =U =V.

(i) Im R3 sei
U :=((1,0,0),(0,1,0)),
V:={((1,1,0),(0,0,1))
Dann gilt U + V = R®. Wegen
(1,1,0) = (1,0,0) + (0,1,0)

gilt UNV # {0}. Aus der Dimensionsformel folgt, dass dimU NV = 1. Dies
kann man auch folgendermafien einsehen:

(z1,22,23) €eUNV & I\ pu, N, 0 eR:
(xla 3:25583) = )\(17070) + M(O7 17 0)
=X (1,1,0) + x'(0,0,1).
Dies gilt aber genau dann, wenn
l’le, T2 = W, ‘T3:05
z1 =N, zo =N, x3 = 1,

dh A=N=pup =0.
Also gilt (z1,22,23) e UNV < FA e R: (z1,22,23) = A(1,1,0), weshalb

UNV ={AL1,0)[AeR} = ((1,1,0)).

Beweis der Dimensionsformel. Wir betrachten nur den Fall, dass die Dimensionen
von U,V und U NV # 0 sind. Sei

{wy,...,we}
eine Basis von U N V. Wir kénnen {wy, ..., we} zu einer Basis
{ Wy, We ULy ey Uy }
von U und einer Basis
{wy,...,we,v1,...,05 }
von V ergdnzen.
Behauptung: { wy,...,we U1, .., Up,V1,...,0, + ist Basis von U + V.

Ist dies gezeigt, so folgt die Dimensionsformel.
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@

Erzeugendensystem: Sei u € U, v € V. Dann gibt es A, pj, A}, v € R mit
m

4
u = Z)‘iwi + Zujuj,
i=1 J

)

4 m
v= E Naw; + E ViU
i=1 k=1

Es folgt
14 m n
u—+v= Z<)\Z +)\;)wl —&—Zujuj —|—Zyk’l)k.
i=1 j=1 k=1
{wy,...,we, U1, Upm,V1,...,0, } ist also ein Erzeugendensystem von U + V.

Lineare Unabhéngigkeit: Seien A;, uj, v € R mit

4 m n
Z ANw; + Z piug + Z vve = 0.
i=1 j=1 k=1
Es folgt

14 m n
Z)\iwﬂrz,ujuj = 72%1@1);@ eunvy,
i=1 J=1

k=1

weil der Vektor auf der linken Seite in U liegt, der auf der rechten in V| sie liegen
also in U N'V. Dann gibt es reelle Zahlen A, mit

n 4
/
— E VU = E A Wi,
k=1 i=1

also
4 n
Z )\;w,; + Z v = 0.
i=1 k=1
Da wq,...,wg,v1,...,v, linear unabhéngig sind, sind insbesondere alle v, = 0.
Dann folgt aber weiter aus der linearen Unabhéngigkeit von wi,...,wy,
Ui, ..., Uy, dass alle \; = 0 und alle p; = 0 sind. O

2.6.5 Lemma. Ist U ein Unterraum eines endlich-dimensionalen Vektorraumes W,
dann gibt es einen Unterraum V mit

UV =W.

V' ist nicht eindeutig bestimmt.
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Beweis. Sei {ug,...,un} eine Basis von U.

Diese werde zu einer Basis {u1, ..

Dann leistet

das Gewdlinschte.

U, U1, .« ., Up } von W ergénzt.

Vi=(v1,...,0n)






3 Lineare Abbildungen und
Matrizen

3.1 Isomorphismen

Wir wollen uns mit linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen beschéftigen. Zu-
néchst betrachten wir den folgenden Spezialfall:

3.1.1 Beispiel. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, {ej,...,e, } sei eine
Basis von V. Dann hat jedes v € V eine eindeutige Darstellung

n
v = E /\ieq;
i=1

mit A; € R. v kann also durch das n-Tupel (A1,...,A,) € R™ eindeutig beschrieben
werden. Aq, ..., A, heifien auch die Koordinaten von v beziiglich der Basis {ey,...,e,}.
Ordnen wir jedem v € V sein Koordinaten-n-Tupel (A1, ..., \,) zu, so erhalten wir eine
Abbildung F' von V nach R™:

F:V-R"
v F(v) = (M, An)-

Die Abbildung F' besitzt die folgenden Eigenschaften:

(i) Flv4+w) = F(v) + F(w),
(ii) F(\v) = AF(v),
(i) F ist bijektiv.

Die Eigenschaften (i) und (ii) folgen sofort, wenn man die Basisdarstellungen von v, w
und v + w bzw. v und A\v aufschreibt.

Zu (iii): F ist surjektiv, denn jedes n-Tupel (A1, ..., A,) ist Koordinaten-n-Tupel eines
Vektors v € V. F ist injektiv, denn Vektoren mit den gleichen Koordinaten-n-Tupeln
sind gleich. F' ist also bijektiv.

3.1.2 Definition. (i) Eine Abbildung F' : V' — W zwischen Vektorrdumen V, W
mit den Eigenschaften (i), (ii) und (iii) heift Isomorphismus von V auf W.

(ii) V und W heifen isomorph, wenn es einen Isomorphismus F' : V — W gibt.
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3.1.3 Eigenschaften. Aus (i), (ii) und (iii) sollen einige weitere Eigenschaften abge-
leitet werden.

(i)

(iii)

Folgerungen aus (i):

Beweis. (i) mit v = w = 0 liefert
F(0) + F(0) = F(0).

Auferdem gilt

F(0)+0=F(0).
Wegen der Eindeutigkeit der Losung einer additiven Gleichung folgt £'(0) = 0.
(i) mit w = —v liefert

F(v)+ F(—v) =F(v—v)=F(0)=0.

Ferner gilt

F(v)— F(v) =0.
Wiederum folgt F(—v) = —F(v). O

Folgerungen aus (i) und (ii): Durch wiederholte Anwendung von (i) und (ii) erhélt

man
i=1 i=1
d. h. das Bild einer Linearkombination ist gleich der entsprechenden Linearkom-

bination der Bilder.

Ist U ein Unterraum von V, so ist
FU):={F(u)|ueU}

ein Unterraum von W, genannt der Bildraum von U, denn wegen (i) liegt die
Summe zweier Elemente aus F(U), wegen (ii) das Produkt eines Elements aus
F(U) mit einer reellen Zahl wieder in F(U). Ist {uy,...,u,} ein Erzeugenden-
system von U, so bilden F(u1),...,F(u,) ein Erzeugendensystem von F(U).

Folgerungen aus (i), (ii) und (iii): Die Umkehrabbildung F~! : W — V ist ein

Isomorphismus von W auf V.

Beweis. F'~! ist wieder ecine bijektive Abbildung. Es bleiben die Eigenschaf-
ten (i) und (ii) nachzuweisen.

Zu (i): Seien wq,ws € W. Dann gibt es vy, v2 € V mit

w1 = F(’Ul), v = F_l(wl),
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wo = F(va), vy = F Ywy).
Da (i) fiir F gilt, ist
wy + we = F(v1) + F(v2) = F(v1 + vg).
Es folgt nach Definition der Umkehrabbildung
F~ wy +wa) = v1 + v = FHwy) + F~H(wa).

F~! hat also die Eigenschaft (i).
Zu (ii): Sei w € W, A € R. Es gibt ein v € V mit
w=F), v=F1w).
Da (ii) fiir F gilt, ist
2w = AF(v) = F(\w),
also F~Y(A\w) = v = AF~1(w). O

3.1.4 Satz. Seien vi,...,v, € V. Dann gilt:

(i
(ii

) v1,...,0y, linear abhingig < F(v1),..., F(v,) linear abhdngig,
)

(i) {v1,...,vn } Erzeugendensystem < { F(v1),...,F(v,) } Erzeugendensystem,
)

V1, ..., U linear unabhingig < F(v1), ..., F(v,) linear unabhdngig,

(iv) {wv1,...,v, } Basis von'V < { F(v1),...,F(v,) } Basis von W.

Beweis. Zu (i): ,=* Seien vy, ...,v, linear abhéngig, d.h. es existieren reelle Zahlen

Ai, nicht alle A\; = 0, mit
i=1

Dann gilt auch
n n
i=1 i=1
F(v1),...,F(v,) sind also linear abhéngig.
<= Folgt analog, wenn man F'~! anwendet.
(ii) folgt aus (i).

Zu (iii): ,=* Sei { v, ..., v, } ein Erzeugendensystem von V. Wir hatten schon bemerkt,
dass dann F'(v1),. .., F(v,) ein Erzeugendensystem von F (V) bilden. Wegen F(V) = W
bilden die F'(v;) also ein Erzeugendensystem von W.

<" Folgt, wenn man obige Uberlegungen mit F~' durchfiihrt.
(iv) folgt aus (ii) und (iii). O
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Es soll der Zusammenhang zwischen Isomorphie und Dimension untersucht werden.
3.1.5 Satz. Sind V,W isomorph, so gilt
dimV = dim W.

Beweis. Sei V endlich-dimensional, { ey, ..., e, } eine Basis von V, F': V. — W eine
Isomorphie von V' auf W. Dann ist { F(e1),..., F(e,) } eine Basis von W. Also gilt

dimV = dim W.

Entsprechend, wenn W endlich—dimensional ist. Sind V' und W beide unendlich—
dimensional, so gilt

dimV = oo =dim W. O
Die Isomorphie, die wir am Anfang des Paragraphen betrachtet hatten, liefert uns:

3.1.6 Satz. Jeder n-dimensionale Vektorraum ist isomorph zum R™.

3.1.7 Bemerkung. Wenn man zeigt, dass die Hintereinanderausfithrung zweier Iso-
morphismen wieder eine Isomorphie ist, was leicht zu zeigen ist, so kann man folgern,
dass je zwei n-dimensionale Vektorrdume zueinander isomorph sind.

Im Falle unendlicher Dimension gilt das nicht. Wenn man aber die Dimension durch
die Machtigkeit einer Basis erklért, gilt allgemein: Vektorrdume gleicher Dimension sind
zueinander isomorph.

3.2 Lineare Abbildungen

Im Weiteren sollen Abbildungen mit den Eigenschaften
(i) Flv+w) =F(v)+ F(w),
(il) F(A\v) = AF(v)

fiir alle v,w € V, XA € R, untersucht werden.

3.2.1 Definition. Eine Abbildung F' : V. — W zwischen Vektorrdumen V,W heifst
lineare Abbildung oder auch Homomorphismus, wenn (i) und (ii) gilt. Ist V = W,
so heifst f ein Endomorphismus.

Fiir die linearen Abbildungen gelten also auch die Folgerungen

F(0) =0, F(—v) = —F(v),

F (zn: /\Z’U1> = zn: )\Z‘F(Ui).
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3.2.2 Beispiele. (i) Die Nullabbildung 0 : V. — W, die durch 0(v) := 0 erklért
ist, ist eine lineare Abbildung.

(ii) Die Identitdt id = idy : V. — V ist eine lineare Abbildung, sie ist sogar ein
Isomorphismus.

Die Isomorphismen sind bijektive lineare Abbildungen. Wir geben hier ein anderes Kri-
terium an.

3.2.3 Satz. Fine lineare Abbildung F : V — W ist genau dann ein Isomorphismus,
wenn es eine lineare Abbildung G : W — V' gibt mit

GoF = idv,

FoG=idw.

Beweis. Ist F eine Isomorphie, so existiert solch ein G, und zwar G := F~!. Wenn ein
solches G existiert, so ist F' bijektiv, also ein Isomorphismus. O

Es sollen weitere Beispiele angegeben werden.

3.2.4 Beispiele. (i) Sei V der Raum C*(R) der auf R definierten differenzierbaren
Funktionen, deren Ableitung in jedem Punkt stetig ist, W der Raum der stetigen
Funktionen auf R. Als Abbildung D : V' — W wihlen wir die Differenziation.
Df ist also die Ableitungf’ von f. In der Tat ist D eine Abbildung von V' nach
W, denn f’ liegt nach Voraussetzung in C'(R). Da

f'+d =+9),
af' = (af)
gilt, ist D eine lineare Abbildung.

Wir wollen versuchen, eine Umkehrabbildung zu finden: Sei I : W — V die
Integration, genauer sei

If(z):= /09” f)ydt, =xeR,

fir f e W.

Aus den Regeln fiir die Integration folgt, dass I eine lineare Abbildung ist. I f
liegt in V', denn nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist
1 f eine differenzierbare Funktion mit Ableitung f. Es gilt also

Dol =idy .

Es ist aber
IoD #idy,

denn: Sei f die Funktion, die konstant gleich 1 ist. Dann ist D f = 0 und also
(IoD)f=0.

Wir kénnen auch gar keine Umkehrabbildung finden, denn — wie man an diesem
Beispiel sieht — ist D nicht injektiv.
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(ii) Seien V, W die geometrischen Vektoren in der Ebene, ¢ eine Bewegung um den
Ursprung, z. B. eine Spiegelung oder Drehung. Wir hatten in 1.8.2 ¢ als eine
lineare Abbildung definiert. ¢ ist sogar ein Isomorphismus.

(iii) Sei V' der Raum der geometrischen Vektoren des Raumes, W der Raum der
geometrischen Vektoren der Ebene. Sei P die Parallelprojektion ldngs einer vor-
gegebenen Richtung auf W. Dann ist P eine lineare Abbildung.

Die Bewegungen um den Ursprung konnten wir durch die Angabe einiger reeller Zahlen
beschreiben. Wir wollen nun die linearen Abbildungen durch die Angabe eines Zahlen-
schemas beschreiben:

3.2.5 Lemma. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum, { e1,...,e, } eine Basis
von V, F : V. — W eine lineare Abbildung. Hat v € V die Basisdarstellung v =

i1 Ajug, so st
F(U) :Z)\jF(ej) :Z/\jaj, (31)
j=1 j=1
wobei a; = F(e;). Wir kennen also F, wenn wir die aj, d. h. die Bilder der Basisvek-
toren kennen.

3.2.6 Satz. HatV die Basis { e1,...,e, } und sind aq,...,a, Vektoren aus W, so gibt
es genau eine lineare Abbildung F :V — W mit

F(ej)=a;, j=1,...,n.
Beweis. Aus (3.1) folgt zuniichst, dass es hochstens eine Abbildung gibt, und zwar die
mit

F(’U) = Z /\jaj,
j=1

wobei Z?:l Aje; die Basisdarstellung von v ist. Man rechnet leicht nach, dass die so
erklidrte Abbildung F' tatséchlich eine lineare Abbildung ist. O

3.3 Die Matrix einer linearen Abbildung

Sei V ein endlich—dimensionaler Vektorraum, { ej,...,e, } eine Basis von V, F : V —
W eine lineare Abbildung. Wir wollen den Spezialfall betrachten, dass auch W eine
endliche Basis { fi1,..., fm } besitzt. Wir kénnen die a; = F(e;) schreiben in der Form

F(ej) = Zaijfi.
=1

F ist dann eindeutig bestimmt durch die Angabe der a;;. Andererseits gibt es zu den
Koeflizienten a;; stets eine lineare Abbildung F'. Die a;; ordnen wir in dem folgenden
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Schema an:
ailr a1z - Qln
a21 Qgz --+ G2p
Am1 Am2 - Amn

3.3.1 Definition. (i) Dieses Schema heifst die Matrix der linearen Abbildung F' :
V — W beziiglich der Basen {e1,...,e, } von V, { f1,..., fin } von W.

Wir werden als abkiirzende Schreibweise hiufig (ai;)i=1,..,m oder kiirzer (a;;)

j=1,....n
gebrauchen. (a;;) heifit auch eine m X n-Matrix.
(ii) Das Schema (a1, a2, - - -, @in) heiflit i-te Zeile (i = 1,...,m), das Schema
Qa1j
amj

j-te Spalte (j =1,...,n) der Matrix (a;;).

Sei v € V beliebig. Wir wollen die Koeffizienten der Basisdarstellung von F'(v) berech-

nen. Sei
n

Wir erhalten also

F(v) = Z,uifi, wobei u; = Zaij/\j'
=1 j=1
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3.3.2 Spezialfall V. = R™, W = R™. In Beispiel 2.5.5(ii) hatten wir gesehen, dass
die Vektoren
0

ej=11] < j-teStelle,j=1,...,n

0
eine Basis des R” bilden. Diese Basis des R™ wollen wir die kanonische Basis des R"
nennen. Wir schreiben hier die Vektoren des R™ als Spaltenvektoren. Fiir die Rdume R”
werden wir vorzugsweise die kanonischen Basen als Basis wihlen. Lineare Abbildungen

von dem R in den R™ beschreiben wir durch die der linearen Abbildung beziiglich der
kanonischen Basen des R™ bzw. R™ zugeordnete Matrix. Wir schreiben also:

aip -+ Qin
A=Ap = AFe; .5, =
Qm1 ** Qmn
Z1
Sei z = : € R”™. Dann gilt also nach Obigem y = : = F(z) genau dann,
Tn
wenn y; = » iy aijrj, i =1,...,n,d h
aiyp - Aip

Aoz = : : o

am1 " Omn

a11r1 +---+ a1n$n>

Am1T1 + -+ AmnTp
Y1

= : =y.
Ym

Merkregel: Das i-te Glied erhilt man wie folgt: Klappe die i-te Zeile um und lege sie
&

neben die Spalte : |. Dann multipliziere die benachbarten Glieder und addiere auf.

Ln

Wir wollen nun Rechenoperationen fiir lineare Abbildungen einfiihren.
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3.3.3 Addition linearer Abbildungen. Seien F,G : V — W lineare Abbildungen.
Die Abbildung F' + G : V — W erkléren wir durch

(F+G)(v) :=F(v)+Gv).

Ferner erkldren wir die Abbildung —F : V — W durch

Man rechnet leicht nach, dass die Abbildungen F'+ G, —F linear sind. Aus den Rechen-
regeln fiir Vektoren erhalten wir die folgenden Rechenregeln fiir lineare Abbildungen:

(F+G)+ H=F+ (G+ H),

F+G=G+F,
F+0=F,
F+(~F)=0.

Wie sieht die zu F' + G gehorige Matrix aus? Beziiglich der Basen { ey,...,e, } und
{fi,..., fm } gehore zu F die Matrix (a;;), zu G die Matrix (b;;), d. h. es ist

m
;)= aijfi,
=1
ej) =) bijfi
=1
Es folgt
m
(F+G)(ej) =Y (aij +bij) f
i=1

Zu F + G gehort also die Matrix (aq; + bij).

Der Addition linearer Abbildungen entspricht also die komponentenweise Addition von
Matrizen. Wegen

m

=2 (-ay)

i=1

gehort zu —F' die Matrix (—a;;).

3.3.4 Multiplikation linearer Abbildungen. Seien U, V, W Vektorrdume, F : U —
V,G:V — W lineare Abbildungen. Wir setzen

G-F:=GoPF.

Es gilt also
(GF)(u) = G(F(u)) fur uw € U.

Behauptung: G - F ist eine lineare Abbildung.
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Beweis. Es ist nachzuweisen, dass G - F' die Eigenschaften (i) und (ii) aus Definiti-
on 3.2.1 besitzt. Zu (i):

(G- F)(uy +u2) = G(F(uy + us))

F(u1)) + G(F(u2))
=" (G- F)(uw) + (G- F)(ug).

Zu (ii):
(G- F)(Au) = G(F(Au))

L e F)

‘”AG( F(u)

(

Def ( ) u) O

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

H(GF)= (HG)F firUSv Swihx,

idy F = F = Fidy fir V5w,
H(G+F)=HG+ HF fir U =5 v 2w,
(H+G)F = HG+GF fir U 5 v 25w,

3.3.5 Spezialfall. Sei F': V — V die durch
F(v) := X = Aidy(v)
mit festem A € R definierte Abbildung. F' ist eine lineare Abbildung. Wir schreiben
F=X\idy =\

F ist beziiglich der Basis { ey,...,e, } von V die Matrix

A 0

@) ' A
zugeordnet, denn es gilt

= de; = Z Aa;;e;
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mit
Y 1 firi=j
YT 00 fiir g # 4.
di; heift das Kroneckersche Symbol.

Die Ausdriicke AF' bzw. F'\ sind dann sinnvoll. Es gilt

(AF)(v) = (FA)(v) = AF(v).
3.3.6 Satz und Definition. Die linearen Abbildungen F : V. — W zwischen Vek-
torrdumen V, W bilden mit der oben erklirten Addition und der durch A - F = AF
erklirten skalaren Multiplikation einen reellen Vektorraum genannt Hom(V, W), die

Homomorphismen. Im Spezialfall V = W setzt man End(V) := Hom(V, V), das sind
die Endomorphismen.

Welche Matrix ist dem Produkt G - F' zugeordnet?

3.3.7 Matrizenmultiplikation. Gegeben seien {ey,...,e, } (bzw. { fi,...,fm },
{g1,.--.,9¢}) Basen von U (bzw. V,W). Selen F : U — V, G : V — W lineare
Abbildungen. F' sei die Matrix (a;j), G die Matrix (bx;) zugeordnet, d. h.

Fle;) = aifi,
=1
¢
G(fi) = Zbkigk~
k=1

Um die Matrix des Produktes G - F' zu berechnen, miissen wir die Bilder (G - F')(e;) als
Linearkombination der g; darstellen. Es gilt

(G- F)(ej) = G(F(ey)) = G (Z aijfi)

m 4
G(fi) = Zaij ( bki.‘]k)
i=1 1

k=

I
£

1

m
( bkiaij> 9k
1 \i=1

Ckj 9k,

K2

~

k

I
~ i

ES
I
-

wobel

m
Crj =D briatij.
1=1
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Deswegen erklaren wir das Produkt zweier Matrizen durch

i-te Spalte j-te Spalte
\ \
bi1 <+ bim ap; - aim
k-te Zeile — N YR o : ai; : <« i-te Zeile
ber -+ bem am1 - Gmn
Ci1 =+ Cin
= Chj < k-te Zeile
Ce1 cr Cen
i
j-te Spalte

wobei
m
ij = E bkiaij.
i=1

Merkregel: Das k, j-te Glied erhilt man wie folgt: Klappe die k-te Zeile von (bg;)
um und lege sie neben die j-te Spalte von (a;;). Dann multipliziere die benachbarten
Glieder und addiere auf.

Das Produkt einer ¢ x m-Matrix mit einer m x n-Matrix ergibt eine ¢ x n-Matrix. Es
folgt:

3.3.8 Satz. Die Matriz des Produktes zweier linearer Abbildungen ist gleich dem Pro-
dukt der Matrizen.

Die oben betrachtete Multiplikation einer m x n-Matrix mit einem Vektor aus dem R"™
ist ein Spezialfall der Matrizenmultiplikation. Der Vektor aus dem R™ wird dabei als
Matrix mit n Zeilen und einer Spalte aufgefasst, kurz n x 1-Matrix.

Eine Matrix heifst quadratisch, falls die Spaltenzahl gleich der Zeilenzahl ist. Wir
sprechen dann von der Reihenzahl. Quadratische Matrizen mit gleicher Reihenzahl
kann man miteinander multiplizieren, das Produkt ist wieder eine quadratische Matrix
mit gleicher Reihenzahl.

3.3.9 Bemerkung. Die Multiplikation linearer Abbildungen (bzw. Matrizen) ist nicht
kommutativ:

Seien F': U — V, G : V — W lineare Abbildungen. G - F' ist definiert, aber F - G nicht,
falls U # W ist. Ist U = W, so sind beide definiert, aber G - F' ist eine Abbildung von U
auf sich, F'- G von V auf sich. Ist U =V = W so sind G- F, F - G beides Abbildungen
von U nach U, doch sind sie auch in diesem Fall i. A. nicht gleich.

Sei zum Beispiel U = V = W = R? und seien A, B die folgenden Matrizen:

-39 »-(1)
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Dann ist

BoA:(

N
N\
N~
Il
ey

O = OO

N
YR

_ o OO
OO O+

N
Il
N

o= OO

oo = O
oo = O

AoB:(

Also ist Bo A # Ao B.

3.4 Bild und Kern einer linearen Abbildung

3.4.1 Definition. Sei F': V — W eine lineare Abbildung. Dann heifst der Unterraum
ImF:=FV)={F{W)|veV}
von W das Bild von F'. Die Menge
Ker F:={veV|F(v)=0}
heifit der Kern von F'.

3.4.2 Behauptung. Ker F' ist ein Unterraum von V.

Beweis. (I) Wegen F(0) =0ist 0 € Ker F.

(IT) Seien v,w € Ker F', d. h. F'(v) = 0 = F(w). Dann folgt aus F(v +w) = F(v) +
F(w) =0, dass v +w € Ker F.

(III) Sei v € Ker F, d.h. F(v) = 0 und A € R. Dann ist wegen F(Av) = AF(v) =0
auch A\v € Ker F. O

An den Unterrdumen Im F' und Ker F' ldsst sich ablesen, ob die Abbildung F' surjektiv
bzw. injektiv ist.

3.4.3 Lemma. Fs gilt

(i) F surjektiv e ImF =W,
(ii) F injektiv < Ker F = {0 }.

Beweis. (i) folgt sofort aus der Definition.

Zu (ii) ,,=* Sei F injektiv. Ist v € Ker F, so ist F'(v) = 0. Da auch F(0) = 0, folgt
v=0.
<= Sei Ker FF = {0}. Zu zeigen ist, dass F injektiv ist. Seien v,w € V mit F(v) =
F(w). Dann ist

Flv—w)=F(v)— F(w) =0,
alsov—weKerF={0},d. h. v=uw. O
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3.4.4 Definition. Die Dimension von Im F und Ker F' erhalten besondere Namen:

(i) rg F :=dimIm F, der Rang von F' und
(ii) def F':= dim Ker F', der Defekt von F.

3.4.5 Satz. Ist V endlich-dimensional und F : V — W linear, so gilt

dimV =dimKer F + dimIm F
=def FF 4+ rg F.

Beweis. Ker F' ist als Unterraum von V endlich-dimensional. Sei {ej,...,ex } eine
Basis von Ker F'. Diese Basis ergénzen wir zu einer Basis von V:

{61,..-,€k,€k+17...,€n}.

Wir zeigen: { F(eg41),...,F(en) } ist eine Basis von Im F. Dann sind wir fertig.

(I) Erzeugendensystem: Sei v € V, v = > ., \je; die Basisdarstellung von v. Dann
gilt

F(U) =F (zn: /\16@>
=1

n

i=k+1

Also ist { F(eg41),--.,F(en) } ein Erzeugendensystem von Im F'.

(II) Lineare Unabhéngigkeit: Ist "1, 1 MiF(e;) = 0, so ist F (D1 pyq Niei) = 0,
d.h. 371 Aieg liegt in Ker F'. Es gibt also 1, ..., € R mit

n k
Z )\Z-ei = Zujej.
j=1

i=k+1
Wegen der linearen Unabhéngigkeit von ey, ..., e, folgt dann insbesondere \; = 0
fiir alle ¢. Also sind F(eg4+1), ..., F(e,) linear unabhéngig. O

3.4.6 Korollar. Wenn V' endlich-dimensional ist, gilt also

F injektiv & rgF =dimV.
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Ist W endlich-dimensional, so gilt
F surjektiv & rgF = dim W.
Ist insbesondere dimV = dim W < oo, so folgt
F injektiv < F surjektiv
sowie
F injektiv < F bijektiv | (3.2)

F surjektiv & F bijektiv . (3.3)

Die Folgerungen (3.2) und (3.3) wollen wir in der Sprache der Matrizen ausdriicken.

Zunichst eine Vorbemerkung:

3.4.7 Vereinbarung. Wir betrachten die m x n-Matrizen A = (a;;)i=1,...,m als Abbil-
Jj=1,....,n

dungen von R™ nach R™. Die identische Abbildung des R"™ bezeichnen wir dann mit

idgn = I, oder auch kurz mit I. Wegen

Inei = €4,

wobei die e; die Vektoren der kanonischen Basis des R" sind, gilt

1 0
I, = .
0] 1
1 0]
) heifst die n-reihige Einheitsmatrix.
0 1

3.4.8 Korollar. Sei A eine quadratische n-reihige Matriz. Fxistiert eine n-reihige Ma-
trix B mat
AoB=1,,

so gilt auch
BoA=1,.

Ezistiert umgekehrt eine n-reihige Matriz B mit
BoA=1,,

so gilt auch
AoB=1,.

Eine n-reithige Matrixz A, zu der ein solches B existiert, heifst invertierbar. B ist ein-
deutig bestimmt und heif$t die zu A inverse Matriz und wird mit B = A~! bezeichnet.
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Beweis. Sei Ao B = I. Wir zeigen zunéchst, dass A surjektiv ist: Sei y € R™. Dann
gilt

y=1y=AoBy= Az,
wobei x := By. A ist also surjektiv. Nach Korollar kor:rgdim ist A injektiv. Es gilt nun
fir x € R”

A(BAz) = (AB)Ax = I Az

Da A injektiv ist, folgt
fir allez € R", d.h. Bo A=1. O

Dass das Korollar 3.4.8 im unendlich-dimensionalen Fall nicht gilt, zeigt das Bei-
spiel 3.2.4(i). Dort war
Dol =id,

aber
ToD #id.

Seien V, W endlich-dimensional. Im Beweis von Satz 3.4.5 hatten wir eine Basis von
Ker F' gewéhlt, sie zu einer Basis von V ergénzt und dann gezeigt, dass die Bilder der
ergidnzten Vektoren eine Basis fiir das Bild von F' bilden. Die Basis von Im F' kénnen
wir zu einer Basis von W ergidnzen. Wie sieht die F' beziiglich solcher speziellen Basen
zugeordnete Matrix aus?

3.4.9 Normalform einer Matrix. Sei {ej,...,e, €r41,...,6, } Basis von V,
{ert1,.-.,6n } Basis von Ker F. Dann ist { F(e1),...,F(e,) } eine Basis von Im F.
Wir setzen f; := F(e;), i = 1,...,r und ergénzen zu einer Basis { fi,..., f } von W.

Es gilt dann

Fley = 0 T s me 0l
0=>"7",0f; i=r+1,...,n.

F ist also die folgende m x n-Matrix zugeordnet

10 ---00---0

01

r-te Zeile —|0--- 0 10---0
0 o +n- 00---0
0 -r --- 00---0

Da F(ey),...,F(e,) eine Basis von Im F bilden, gilt

r=rgkF.
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r = 0 ist zuléssig, dann ist F' die Nullabbildung. Weiter gilt
r<m,n.

Die Basen, beziiglich der die F' zugeordnete Matrix diese Normalform hat, sind von
F abhéngig. Insbesondere fiir lineare Abbildungen von R™ nach R™, wo wir den Abbil-
dungen die Matrizen beziiglich der kanonischen Basen zuordnen, werden die Matrizen
im Allgemeinen nicht Normalgestalt haben. Damit die Matrix Normalgestalt hat, wer-
den wir dann die Basen &ndern miissen. Wie verhalten sich Matrizen beim Wechsel der
Basen?

3.4.10 Basiswechsel bei Matrizen. Sei {ei,...,e,} eine Basis von V und seien
eh,...,e, € V. Die e}, kénnen wir als Linearkombination der e; schreiben:

n
I 2 :
Cr = bjkej.
Jj=1

‘Wann bilden die e,’,C eine Basis von V7

Behauptung: {e},..., e} ist Basis von V genau dann, wenn die Matrix (bjx) inver-
tierbar ist.

Beweis. (I) Fir \p e R, 1 <k <ngilt
n n n
PRI ETS pios
k=1 k=1 j=1
j=1

wobei

Ky = Z bjk)\k~
k=1

(IT) Sei{ej,...,el } eine Basis von V. Dann konnen wir die e; als Linearkombination
der e}, schreiben:
n
_ /!
€;, = E CLi€p -
k=1

Nach (I) folgt dann

n n
€, = E djiej mit dji = E bjkcki.
k=1

Jj=1

Da die e; eine Basis bilden, gilt

1 i=j
di: =
’ {0 i # 4.
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Die Matrix (d;;) ist also die Einheitsmatrix, d. h.
(bji)(cri) = 1.
(bjk) ist also invertierbar.

(IIT) Ist (bjx) invertierbar, so gibt es eine Matrix (cx;), so dass

(bjr)(cks) = T = (05i)

gilt. Dann ist
€; = Z 6jiej.
j=1
Mit (I) folgt

n

!/

€; = E Cki€p-
k=1

Die e; liegen also in dem von den e}, erzeugten Unterraum. Da die e; ein Erzeu-
gendensystem von V bilden, ist auch { e, ..., e}, } ein Erzeugendensystem von V.
Die e}, sind auch linear unabhéngig, denn wéren sie linear abhéngig, so konnten
wir n — 1 Vektoren unter den e}, finden, die ein Erzeugendensystem bilden, was
im Widerspruch zu dim V' = n steht. O

Fazit: Die Matrix (bji), die der identischen Abbildung idy : V' — V beziiglich der
Basen {¢€f,...,el, }, {e1,...,en } zugeordnet ist, ist also invertierbar.

Seien nun V,W endlich-dimensional, {ei,...,e,}, {e€},...,e, } Basen von V,
{fi,-- ", fm}, {f1s--., f}, } Basen von W. Ferner sei F : V — W eine lineare Ab-
bildung. F' sei beziiglich der Basen { e1,... e, }, { f1,..., fm } die m x n-Matrix (a;;)
zugeordnet. Der Abbildung idy sei beziiglich der Basen { €},... e}, }, {e1,...,e, } die
Matrix (bj) zugeordnet, idy sei beziiglich der Basen { f1,..., fm }, { f1,..., f}, } die
Matrix (cg;) zugeordnet. Es liegt also die folgende Situation vor:

v vy oy By Mwy gy

€} ej fi fe

(bjr)  (aij)  (ces)

Der Abbildung F = idw oF o idy ist dann beziiglich der Basen {€},... e, } und
{f1,..., /1, } die Matrix
(der) = (cei) © (ai;) o (bjn)

zugeordnet. Dabei sind (b;i), (cs;) invertierbare Matrizen. Der Basiswechsel wird also
ausgedriickt durch Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links und rechts.



4 Systeme linearer Gleichungen

Wir wollen lineare Gleichungssysteme betrachten. Es soll untersucht werden, wann ein
lineares Gleichungssystem losbar ist, und ein Verfahren zur Lésung von Gleichungen
angegeben werden.

4.1 Das Gaulssche Eliminationsverfahren

4.1.1 Beispiel. Zunichst betrachten wir das folgende Gleichungssystem aus 3 Glei-
chungen mit 4 Unbekannten:

T1+ T2+ x3+ T4 =1, (1)
r1 4 2x9 + 3x3 + 414 = 5, (2)
21+ X9 — x4 =0. (3)

Wir koénnten das Gleichungssystem auflésen, indem wir mittels einer Gleichung eine
Unbekannte durch die anderen ausdriicken und so fortfahren bis alle Gleichungen ver-
braucht sind. Dieses Verfahren ist jedoch fiir grofsere Systeme sehr umsténdlich und
formal uniibersichtlich. Wir wollen das folgenden Verfahren anwenden:

Wir ersetzen das Gleichungssystem durch ein neues, das die gleiche Losungsmenge be-
sitzt, und zwar so lange, bis sich die Losbarkeit entscheiden lasst und die Loésungen
abgelesen werden kénnen.

Aus dem Gleichungssystem (1), (2) und (3) erhalten wir durch Subtraktion der Glei-
chung (1) von der Gleichung (2) und des Zweifachen der Gleichung (1) von der Glei-
chung (3) das Gleichungssystem

1+ 22+ w3+ 4= 1, (1)
X2 —+ 2393 —+ 31’4 = 4, (2,)
—To — 2333 — 3564 = 2. (3’)

Das Gleichungssystem (1), (2’), (3’) hat dieselben Losungen wie das System (1), (2),
(3), denn ist (21,9, 3, 24) Losung des Systems (1), (2), (3), dann ist (z1,x2,z3,24)
Losung der Gleichungen (1), (2°) = (2)-(1) und (3’)=(3)-2(1), also Losung des Systems
(1), (27, (3’). Ist andererseits (x1, z2,x3,z4) Losung des Systems (1), (2°), (3’), so 16st
(21, x2,x3,24) auch die Gleichungen (1), (2) = (2)’ + (1) und (3) = (3)’ +2(1), also das
System (1), (2), (3).
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Addieren wir die Gleichung (2’) zu der Gleichung (3’), so erhalten wir das Gleichungs-
system

r1t+a2+ w3+ x4=1, (1)
To + 2x3 + 3x4 = 4, (27)
0=2. (3

Das Gleichungssystem (1), (2°), (3”) hat dieselbe Losungsmenge wie das Gleichungs-
system (1), (27), (3’), also dieselbe wie das Gleichungssystem (1), (2), (3). Da die Glei-
chung (3”) nicht erfiillt werden kann, ist das System (1), (2), (3) nicht 16sbar.

Anders ist die Lage, wenn wir statt (1), (2), (3) die Gleichungen (1), (2) und
2I1 + X0 — Xy = -2 (4)

betrachten. Mit denselben Umformungen wie oben erhalten wir dann das folgende
zu (1), (2), (4) dquivalente System (welches also die gleiche Losungsmenge wie (1),
(2), (4) besitzt):

T1+T2+ 23+ T4=1, (1)
To 4 2x3 + 314 = 4, (2"
0=0. (4)

Die Losungen des Gleichungssystems erhalten wir dann wie folgt: Wahle x3, z4 beliebig,
bestimme x5 aus (2’) und dann z; aus (1):

Fir A\, u € R ist dann mit x3 =\, 24 =
35'2:4721‘3731’4
=4 —2)\—3pu,
.1‘121—.%‘2—33‘3—1‘4
=1—-(4-2XA=-3pu)—A—p

= -3+ A+2pu.
Wir erhalten also fiir A\, u € R:
1 -3 1 2
i) L 4 -2 -3
2 =L o Tl A o |
T4 0 0 1

ist die allgemeine Losung des Gleichungssystems (1), (2), (4).

4.1.2 Das Gaufs-Verfahren Teil I. Das obige Verfahren lasst sich auf beliebige lineare
Gleichungssysteme anwenden. Sei

a1121 + a12%2 + ... + a1pT, = by, (1)

a21%1 + A22T2 + ... + A2p Ty = by, (2)

Am1T1 + QmaT2 + ... + CGnTn = b (m)
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ein System von m Gleichungen mit n Unbekannten x4, ..., x,. Wir wollen dieses Glei-
chungssystem in ein dquivalentes umformen, an dem man sofort die Losbarkeit und die
Losungen ablesen kann.

Wir betrachten zunéchst diejenige Unbekannte x; mit dem kleinsten Index j;, die
tatséchlich in dem Gleichungssystem auftritt. j; wird charakterisiert durch

a;; = 0 fiir j < j; und alle ¢,
ai;, 7 0 fiir wenigstens ein 1.

Sind alle a;; = 0, so brauchen wir das Gleichungssystem nicht umformen. Durch Um-
nummerieren der Gleichungen kénnen wir erreichen, dass

14, 7é 0
ist. Das Gleichungssystem hat dann die Form

aljlle + ...t aipTy, = b1 (1)

Umj Ty F oo+ Gmn@Tpn = bpy. (m)

a;

Addieren wir zu der Gleichung (i) das ——2--fache der Gleichung (1), so wird aus den
J1

1

Gleichungen (2), ..., (m) die Unbekannte z;, eliminiert:
15, %5, + Q1,415 41 + .. + a1n®pn = b1, (1)
asq y
(2) - ﬁ(l) : a/2j1+1mj1+1 +...+ a/ann = b/27 (27)
J1
o s
() = S s ay g e G = b ()
J1
In dem Gleichungssystem (2°), ..., (m’) betrachten wir wieder die Unbekannte z;, mit

aj; = 0 fiir j < jo und alle i =2,...,m,

aj;, 7 0 fiir wenigstens ein .
Durch Umnummerieren kénnen wir erreichen, dass
ay;, # 0.
Durch Addition von geeigneten Vielfachen der Gleichung (2’) zu den Gleichungen (3’),

.., (m’) ldsst sich x;, aus den Gleichungen (3’), ..., (m’) eliminieren. Durch endli-
che Wiederholung dieses Verfahrens erhalten wir schlieklich ein Gleichungssystem der



94 4 Systeme linearer Gleichungen

Stufenform bzw. Zeilenstufenform

a1, L4, + ... +a1nxn:bl,

&2]»29% + ... + Aonxy, = by,

drjrxjr + ...+ drnitn = br,

Dabei ist j; < jo < ... < j, und
diji#Ofﬁri:L...,r.

Die Elemente @;;, heifen auch Angelpunkte oder Pivotelemente.

An diesem Gleichungssystem kénnen wir sofort ablesen, ob es losbar ist oder nicht.
Es ist genau dann 16sbar, wenn

brp1=...=bp =0

ist.

Bei der Umformung des Gleichungssystems haben wir die folgenden Schritte durchge-
fithrt:

(i) Vertauschung zweier Gleichungen,

(ii) Addition des A-fachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung. Die Losungs-
mengen von Gleichungssystemen, die durch diese Umformungen auseinander her-
vorgehen, sind gleich.

4.1.3 Das Gaufi-Verfahren Teil IT. Um die Losungen eines Gleichungssystems sofort
angeben zu kénnen, werden wir die Zeilenform noch weiter vereinfachen. Dazu brauchen
wir die Umformung

(iii) Multiplikation einer Gleichung mit einem Faktor A # 0.
Auch Umformungen vom Typ (iii) dndern die Losungsmenge nicht.

Mit (iii) kénnen wir erreichen, dass alle @;;, in 1 iibergehen. Mit (ii) lassen sich ferner
die Unbekannten z;, aus den ersten i — 1 Gleichungen eliminieren:
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Dazu addiere man geeignete Vielfache der i-ten Gleichung zu den ersten ¢ — 1 Gleichun-
gen. Dann erhalten wir die endgiiltige Zeilenstufenform

Tjp 4. .40+ 40+...+0+... =],
Tjp+...+0+...+0+...=b,

Tj, +...+0+...=0bj,

xjr—i—...:b;,
O:b:"—o—lv

0="0,,.

Dieses Gleichungssystem ist genau dann 16sbar, wenn
by =...=b,=0

gilt (tatsdichlich ist b.,; = byy1,...,0,, = by). Ist das Gleichungssystem losbar, so
erhalten wir die Losungen wie folgt:

x, beliebig aus R fiir k& # j1,..., 7,

x;, aus der i-ten Gleichung:

k3

z;, = b; + linearer Ausdruck in den zy, k # ji,. .., jr.

Das Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems lésst sich noch weiter sche-
matisieren: Statt des Gleichungssystems formen wir die dem Gleichungssystem zuge-
ordnete Matrix der Koeffizienten a;; und die Spalte der b; um:

4.2 Das Gaul-Verfahren formalisiert

4.2.1. Berechnung der Inversen einer quadratischen Matrix Wir wollen die Inverse einer
quadratischen Matrix berechnen:

Sei eine n-reihige Matrix (a;;) gegeben. Wir suchen eine Matrix (zj5) mit

(aij)(zjk) =
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Wir betrachten zunéchst die k-te Spalte der Produktmatrix. Sie lautet:

11Tk + ...+ a1pTpg =0
Ap1T1k + oo+ ATk = 1

Ap1T1k + - - - + QpnTpi = 0.
Das ist ein lineares Gleichungssystem fiir die n Unbekannten xig, ..., z,k. Insgesamt
erhalten wir also n Gleichungssysteme mit je n Gleichungen und n Unbekannten. Da
die Koeffizienten a;; der linken Seiten der Gleichungen in allen n Gleichungssystemen

gleich sind, kénnen wir die Umformungen der Gleichungssysteme simultan vornehmen.

4.2.2 Beispiel. Wir wollen die Inverse der 3-reihigen Matrix

7
2
)

W O =
0 O =

berechnen. Dazu ordnen wir die Koeffizienten der Matrix und die Koeffizienten der

1 0 0
Spalten [ O ), [ 1], | O], die zu den rechten Seiten der drei Gleichungssysteme
0 0 1

gehoren, in dem folgenden Schema an:

147/100
692{010
385(001

Die Umformungen geben wir jeweils auf der linken Seite an:

1 4 7] 100
Zy—6Z; 0 —-15 -40|—-610

Zs — 321 0 —4-16/-301

Zy— 87y — 0—-4-16/-3 0 1
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147/ 1 0 0
3 1
—1Z, — 014 - 0 —
21 4 15
17 1122 = 2
203 001135 80 ~s0
7y — 47 10-9/-2 0 1
3 1
— 1 4] = -
0 1 07
21 4 15
0o 1|= = 2
80 80 80
29 36 55
71+ 97 100/ =& = =
1+ 923 82 80 ZO
24 16 40
Ty — 475 010/-5 ~5 &
21 4 15
oo1| = — -2
80 80 80

Alle 3 Gleichungssysteme sind also 16sbar, die Losungen sind: Die j-te Unbekannte des
k-ten Gleichungssystems z ;i ist gleich dem j-ten Koeflizienten der k-ten Spalte der

147
Matrix auf der rechten Seite des Schemas. Die inverse Matrix zu | 6 9 2 | ist also die
385
Matrix
236 5
80 &80 &0
2 16 10
80 &80 &0
2 415
80 &80 &0

4.2.3 Beschreibung durch Matrizen. Wir wollen zunéchst die Umformungsschrit-
te (i), (ii) und (iii) fiir die Koeffizientenmatrix formulieren:

(i) Vertauschung der i-ten mit der k-ten Zeile (i # k),
(ii) Addition des A-fachen der i-ten Zeile zur k-ten Zeile (i # k),

(iii) Multiplikation der i-ten Zeile mit A # 0.

Diese Zeilenumformungen lassen sich beschreiben durch Multiplikation mit invertierba-
ren Matrizen: Sei A die Koeffizientenmatrix eines Gleichungssystems.
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Behauptung: (i) entspricht Linksmultiplikation von A mit U;;,. Dabei ist

0 1 < i-te Zeile

1 0 < k-te Zeile

T T
i-te Spalte k-te Spalte

Beweis. Sei j # i, k. Dann ist das ¢-te Element der j-ten Zeile von U;, o A das (-te
Element der j-ten Zeile von A, also ist die j-te Zeile von Uy, o A fiir j # 1, k gleich der
j-ten Zeile von A. Wie sieht die i-te Zeile von Uy, o A aus?

Der /-te Koeflizient der i-ten Zeilen von U;, o A ist der /-te Koeffizient der k-ten Zeile
von A, die k-te Zeile von A geht also in die i-te Zeile von U, o A {iber. Analog geht
die i-te Zeile von A in die k-te Zeile von U;, o A {iber. U;y, ist eine invertierbare Matrix,
denn es ist

Uik o Uki =1. D
Behauptung: (ii) entspricht Linksmultiplikation von A mit Vj;(A). Dabei ist
1 O
Vkl(A) =

A . — k-te Zeile
(0 1

/]\
ki-ter Koeflizient

T
i-te Spalte

Beweis. Sei j # k. Dann ist die j-te Zeile von Vi;(A) o A gleich der j-ten Zeile von A.
Das (-te Element der k-ten Zeile von Vj;(\) o A ist die Summe des A-fachen des ¢-ten
Elements der i-ten Zeile mit dem /-ten Element der k-ten Zeile, also ist die k-te Zeile
von Vi;(A) o A gleich der Summe der k-ten Zeile von A mit dem A-fachen der i-ten Zeile
von A. Bleibt zu zeigen, dass Vi,;(\) invertierbar ist: Es gilt

Vii(A) = I + Ei(N),
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dabei ist Ej;(A\) die Matrix, deren Koeffizienten alle gleich 0 sind bis auf den ki-ten
Koeflizienten, welcher gleich A ist. Wegen

Eki()\) ] Eki(_/\) =0 fir k 7’5 7
und den Distributivgesetzen fiir Matrizen folgt

Vii(A) 0 Vii(—A) = 1. O

Behauptung: (iii) entspricht Linksmultiplikation von A mit W;()), dabei ist

Wi(A) = A — i-te Zeile

T
i-te Spalte

Beweis. Sei j # i. Dann ist die j-te Zeile von W;()) o A gleich der j-ten Zeile von A.
Die i-te Zeile von W;(A) o A ist das A-fache der i-ten Zeile von A. W;(A) ist invertierbar,

denn .
Wi(A) o W; (X) =17 fir A #0. O

4.2.4 Satz. Durch Linksmultiplikation mit invertierbaren m-rethigen Matrizen der
Form U, Vii(X), Wi(\) lasst sich jede m x n-Matriz A = (a;;) in die Form
0...071 xxx 0 *%xx 0 xxx

0... 0 1

N
|
o

0... oo 01 k%% | < r-te Zeile

tberfithren.

Wir kénnen A und A als lineare Abbildungen von R” nach R™ auffassen. Linksmulti-
plikation mit einer invertierbaren Matrix entspricht der Hintereinanderausfiithrung von
A und einem Isomorphismus des R™ auf sich.
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4.3 Gleichungssysteme und lineare Abbildungen
4.3.1 Satz. Sei F: V — W linear, G: W — W ein Isomorphismus, so gilt
rgGoF =rgk.

Beweis. G liefert eine lineare Abbildung
Gmrp:ImF —-ImGoF

durch G| p(w) := G(w). G|im p(w) ist injektiv, da G injektiv ist. Nach Definition ist
G|im r auch surjektiv. G|, F ist also ein Isomorphismus von Im F auf ImG o F. Da
isomorphe Réume gleiche Dimension haben, gilt

rgGoF =dimImGo F =dimImF =rgF. O

4.3.2 Definition. Wir definieren den Rang einer m x n-Matrix A = (a;;) als den Rang
der entsprechenden linearen Abbildung A = F4 von R" — R™:

rg A :=rgFyu.
Wir untersuchen nun den Bildraum der Abbildung A = F4 : R™ — R™ : Ein Erzeu-

gendensystem fiir den Bildraum bilden die Bilder der kanonischen Grundvektoren des
R". Es ist

0
a1 ... Q1n 0 A1k
o| 1| « k-te Stelle = =: qy.
Am1 .- Amn 0 Amk
0
a1k
Das Bild von ey ist der k-te Spaltenvektor aj := der Matrix A. Diese Spal-
Amk

tenvektoren bilden ein Erzeugendensystem des Bildraumes Im A = Im Fy4.

Betrachte nun speziell eine Matrix der Form

0...01 x%x%x 0 #xx 0 *%x
0... 0 1
A= 0
0... .. 0 1 xxx | < r-te Zeile
O
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4.3.3 Lemma. Der Bildraum von A = F; ist isomorph dem R", in Zeichen
ImA = ImF; = R",

weshalb rg A =1g A =r.

Beweis. Es gilt

Y1
ImAC : ER™ | Ypy1=...=ym =0 ) =ZR"
Ym

und, da die Bilder der kanonischen Basisvektoren des R" unter dieser Isomorphie Spal-
tenvektoren von A sind, auch

n
ImAD : ER™ | Ypp1=...=yYm =0
y'rn

also Im A = R”, und daher rg A = r. Nach Satz 4.3.1 gilt, da A aus A durch Linksmul-
tiplikation mit invertierbaren Matrizen hervorgeht:

rgA=rgA=r. O

4.3.4 Definition. Wir haben eben gesehen, dass der Rang einer Matrix A gleich der
Dimension des von den Spaltenvektoren erzeugten Unterraums von R™ ist; wir bezeich-
nen ihn daher auch als Spaltenrang von A. Analog erkldren wir den Zeilenrang als
die Dimension des von den Zeilen von A im R™ aufgespannten Unterraumes.

4.3.5 Satz. Zeilenrang = Spaltenrang.

Beweis.  (I) Die Zeilenvektoren (a;1, a2, ..., ain) der Matrix A = (a;;) bezeichnen
wir mit a’. Bei den Umformungen (i), (ii) und (iii) gehen die Vektoren a',. .., a™
iber in

(i) a',...,a" Y d" 0t aF T et aF Y L a™,
(i) a',...,a* "1 aF + Xa',a* 1 a™,

(iii) a',...,a" 1 Aat,a’*t, ... a™.

Wie verhélt sich bei diesen Umformungen der von den Zeilenvektoren aufgespann-
te Unterraum?

Bei (i) éandert er sich offenbar nicht.

Bei (ii) #ndert er sich nicht, denn a*+\a’ ist Linearkombination von alk und a’ und
andererseits lisst sich o als Linearkombination von a* und a* + Aa* darstellen.
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4.4

Bei (iii) dndert er sich nicht, denn es ist

1

)\()\ai).

a' =

Insbesondere haben 4 und A gleichen Zeilenrang.

Berechnung des Zeilenranges von A:

Die Zeilen von A bezeichnen wir mit a',...,a™. Da die Vektoren a"*! = ... =
@™ = 0 sind, bilden die Vektoren a!,...,a" ein Erzeugendensystem des von den
Zeilenvektoren erzeugten Unterraums des R™. Wir wollen zeigen, dass sie auch
eine Basis dieses Unterraums bilden. Es ist zu zeigen, dass @', ...,a" linear un-
abhéngig sind. Wir nehmen an, dass sie nicht linear unabhéngig sind. Dann gibt
es reelle Zahlen \;, nicht alle = 0, mit

r .
> N =0.
i=1
Sei A\j die erste Zahl unter den J\;, die ungleich 0 ist. Dann gilt

a = M\d" + A\py1@ 4+ NE =0

Die ji-te Komponente von a ist A\, also ungleich 0, d. h. a # 0, im Widerspruch
zur Annahme. Also sind @', ...,a" linear unabhingig.

Da a',..., a” eine Basis des von den Zeilenvektoren aufgespannten Unterraums
bilden, hat A, und damit auch A, den Zeilenrang r. Der Spaltenrang einer Matrix
ist also gleich ihrem Zeilenrang. Wir sprechen deswegen weiterhin nur von dem
Rang rg A einer Matrix A. O

Losbarkeit und Losungen von
Gleichungssystemen

Bislang haben wir nur ein Verfahren angegeben, wie man ein Gleichungssystem praktisch
auflosen kann. Wir wollen nun einige theoretische Aussagen iiber Losbarkeit und die
Losungen ableiten.

4.4.1 Definition. Ein lineares Gleichungssystem, in dem alle Koeffizienten b; der rech-
ten Seite gleich 0 sind heifst homogen. Ist wenigstens ein b; # 0, so heifst das Glei-
chungssystem inhomogen. Sei (I) das lineare Gleichungssystem

a1r1 + ...+ apxr, = by,

Am1Z1 + ...+ GpnTn = bpy.
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Ferner sei (H) das zu (I) gehorige homogene Gleichungssystem

a1121 + ... +anzn = 0,

Am121 + .-+ amnzn = O.

Mit A bezeichnen wir die Koeffizientenmatrix

ay ... aip
Am1 -+ Gmn ,
mit (A,b) die erweiterte Matrix
a1 ... aip, b1
Aml --- Qmn bm
4.4.2 Satz. (i) Rangkriterium: (1) ist genau dann lésbar, wenn
rg A =rg(A,b)
(ii) Istx = (x1,...,xy,) eine Losung von (1), so durchliuft x+z alle Losungen von (1),

falls z = (z1,...,2,) alle Losungen von (H) durchliuft.

(iii) Die Losungen von (H) bilden einen Unterraum des R™ der Dimension n —rg A.

1. Beweis von (i). Wir kénnen nach dem Gaufischen Eliminationsverfahren das Glei-
chungssystem (I) in ein dquivalentes iiberfithren, dessen erweiterte Koeffizientenmatrix

(A,b) die Gestalt

0...a1 * ok % ok ok % l~)1
0... ... az, * %%k by
0 rj, *** by
br+1

0 :

b

m

besitzt. Das Gleichungssystem ist genau dann lésbar, wenn

Bt = o = b — 0.
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Sind byi1, ..., by = 0, so gilt rgfi = rg([l,l;). Ist ein b; # 0 fiir i € {r+1,...,m},
so ist die letzte Spalte von (A,b) linear unabhéngig von den ersten n Spalten, also
rg A < rg(A,b). Es gilt also:

(I) losbar < brp1=...=byp=0

e rg A =rg(A,D).

Nach Satz 4.3.1 ist R s

rg A=1g A, 1g(A,b)=18(4,0).
Damit folgt:

(I) losbar < rg A =rg(A,b). O

2. Beweis von (i). Wir konnen (i) beweisen, ohne dass wir auf das Verfahren zur
Lésung linearer Gleichungssysteme Bezug nehmen:

1 b1
Sei x = b= © |- Dann lautet das Gleichungssystem:

Ty b,
Aox =0
Wir betrachten A als lineare Abbildung des R™ in den R™. Dann gilt
(I) lésbar < b€ ImA.

Aber die Spaltenvektoren ay,...,a, von A bilden als Bilder der kanonischen Einheits-
vektoren ey, ..., e, im R™ ein Erzeugendensystem von Im A C R™. Deshalb gilt

(I) 16sbar < b € (a1, ...,a,)
< b ist Linearkombination der ay,...,a,
< Spaltenrang von A = Spaltenrang von (A, b)
< rg A =rg(ADb). O
Zu (ii): Wir zeigen allgemeiner:

4.4.3 Lemma. Sind V,W Vektorrdume, F : V. — W eine lineare Abbildung von V
nach W, w € W und vy € V' eine Lésung von

F(vg) = w. Q8]
Dann durchliuft u + vs alle Losungen von (1), falls w € V' alle Lésungen von
F(u) =0 (H)

durchlduft.
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Fiir V=R", W = R™ und F = A liegt die Situation von Satz 4.4.2 (ii) vor.

Beweis.  (I) Sei u Losung von (H), d. h. F(u) = 0. Dann ist
Flu+vs) =F(u)+ F(vs) =04+ w = w.
u + v ist also eine Losung von (I).
(IT) Sei v Losung von (I), d. h. F(v) = w. Dann ist
F(v—v,) = F(v) — F(v,) = w—w =0,

d. h. v — v, ist Losung von (H).

Wir koénnen also v schreiben als u + vg, wobei u eine Lésung von (H) ist. O
Wir wollen zwei Beispiele fiir die eben bewiesene Verallgemeinerung von Satz 4.4.2 (ii)
betrachten:

4.4.4 Beispiele. (i) Sei V = C?(R) der Raum der zweimal differenzierbaren Funk-
tionen, deren zweite Ableitung stetig ist, W = C'(R). Sei A € R. Die durch

L(y) :=y" + Ny
definierte Abbildung L : C*(R) — C(R) ist linear. Dann ist

y' +Ay=g Gleichung einer erzwungenen Schwingung, (I)

y' + Xy =0 Gleichung einer freien Schwingung. (H)

Die erzwungenen Schwingungen entstehen also durch Uberlagerung einer spezi-
ellen erzwungenen Schwingung mit freien Schwingungen.

(ii) Sei V. =W := C([a,b]), a < b. Sei K(s,t) eine in a < s,t < b stetige Funktion,
etwa K(s,t) = (s —t)%. Sei K : C[a,b] — C|a,b] die durch

b
(Kz)(s) := z(s) +/ K(s,t)x(t)dt

b
fir € Cla, b] erkldrte Abbildung. Kz liegt in Cfa, b], denn / K(s,t)z(t) dt ist
a

eine in a < s < b stetige Funktion. Ferner ist K linear. Die Gleichung

b
x(s) + / K(s,t)x(t) dt = g(s)

ist eine Integralgleichung. Durch Satz 4.4.2 (ii) werden die Losungen der inhomo-
genen Integralgleichung mit den Lésungen der zugehorigen homogenen Integral-
gleichung in Verbindung gebracht.
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Beweis von (iii). Wir fassen A wieder als Abbildung von R™ nach R™ auf. Die Lo-
sungen von H bilden dann gerade den Kern von A. Nach der Dimensionsformel fiir Kern
und Bild, Satz 3.4.5, folgt

dimKer A =dimR” —dimIm A
=n-—rgA.

Die Losungen von (H) bilden also einen linearen Unterraum der Dimension n—rg A. O

Abschlieftend notieren wir noch die folgenden zwei Spezialfélle:

4.4.5 Satz. (i) Das inhomogene Gleichungssystem (I) ist genau dann universell
losbar, d. h. es ist fiir alle b € R™ ldosbar, wenn

rgA=m
gilt.
(ii) Das homogene Gleichungssystem (H) besitzt genaw dann nur die Nullbsung, wenn
rgA=n
ist. Genau in diesem Fall besitzt das inhomogene Gleichungssystem (1) héchstens

eine Losung, weshalb man etwas ungenau sagt, dass in diesem Fall (I) eindeutig
losbar ist.

Beweis. Zu (i): Fassen wir A als Abbildung von R™ nach R™ auf, so ist (I) genau dann
16sbar, wenn b € Im A ist, also (I) fiir alle b € R™ genau dann losbar, wenn Im A = R™
ist, d. h. rg A = m gilt.

Zu (ii): Aufgrund der Rangformel
dim(Ker A) + dim(Im A) = n
gilt:

KerA={0} < dim(Ker A) =0
< rg A =dim(Im A) = n.

Deshalb gilt der erste Teil von (ii). Der zweite Teil ist ein Korollar zu Satz 4.4.2 (iii). O
4.4.6 Beispiel.

5x1 + 8xo + 163 =9,
x| + 21’2 + 4.’E3 = 4, (I)
2I1 + 31’2 + 7$3 = 5.
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58169 12
Abn=(1244) z1c2 (58
2375 23
1 2 4 4
Zy — b7, — 0 -2 —4 -11 —%ZQ —
Zs — 27, 0-1-1 -3 7,
12 4 4
01 2 1
— D) —
)
Zs — Zo 00—1—5 —Zs

UL O

124 4

11
012 —
2

011 3

124 4

01211
2

5
001 -
2

Es ist rg(A,b) = rg A = 3 = m = n. Somit ist (I) losbar, sogar universell, d. h. fiir belie-
bige rechte Seiten, und eindeutig 16sbar. Die Losung ergibt sich durch weitere elementare

Umformungen:
124 4 7y — 473 120 -6 7y — 27,
012% Zy—2Z3 | 010 %
5 5
001 3 — \001 3

Das umgeformte Gleichungssystem (I) lautet also

T = —7,
_ 1
Z2 - §a
5}
Tr3 = 5
Die Losung ist
-7
Iy 1
Tr = T2 = 2
3 5
2

4.4.7 Beispiel.

Ty + 229 + 3x3 + 424 + S5 = 6,
Iy +2(E2 -|—4x3 +3£E4 +5£L’5 = 67
X1 +2£ng +3$3 +4SC4 +6I5 = 5

—

100 -7

| O =
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123456 — 123 45 6
(A,b)=(124356 Zy — 7y 001-10 O
123465 Zs — 7y 000 O01-1

Also ist rg(A,b) = rgA = 3 = m = n — 2. Deshalb ist (I) losbar, sogar universell

16sbar, und es gilt dim £y = 5 — 3 = 2, wobei wir £y = Ker A fiir den Losungsraum des
zugehorigen homogenen Gleichungssystems (H) schreiben. Wir formen weiter um:

123 45 6\ Z1—-543,Z21—-3Z, (120 70 11
001-10 O — 001-10 O
000 01 -1 000 01 -1

Das umgeformte inhomogene Gleichungssystem lautet also:

T +21‘2 —|—7CC4 = 11,
Tr3 — T4 = O,
Is -1

e Bestimmung einer speziellen Losung z: Wahle 3 =24 =0 =

ry =11, 23 =0, z5 = —1,
also ist
11
0
Ty = 0
0
-1

eine spezielle Losung von (I).

e Bestimmung der Losungsmenge von (H): Sei 29 = A1, £4 = Aa, A1, A2 € R. Dann

folgt, dass
Ir1 = 72)\1 — 7)\2,
T3 = A2,
Iy — 0.
Also ist
—2 -7
1 1 0
Lo={ x= =)\ 0 + Ao 1 AL, A €R
0 1
T
° 0 0
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e Der Losungsraum £ = x4 + Lo von (I) ist

—_
—_
|
[N}
|
~J

+ A2 )\1,)\2€]R

o
oo o
O = = O






5 Linear- und Bilinearformen

Wir wollen spezielle lineare Abbildungen betrachten, und zwar lineare Abbildungen von
einem Vektorraum V nach R. Dabei fassen wir R als Vektorraum tiber R auf.

5.1 Der Dualraum und orthogonale Vektorraume

5.1.1 Definition. Eine Linearform auf einem Vektorraum V ist eine lineare Abbil-
dung ¢ : V — R, d. h. eine Abbildung mit

(v +w) = @v) + o(w),
p(Av) = Ap(v).

Fiir beliebige lineare Abbildungen hatten wir Addition und Multiplikation mit reellen
Zahlen erkldrt. Insbesondere sind die Linearformen ¢ + 1), wobei ¢, 9 Linearformen auf
V, XA € R, erklart durch

(P +9)(v) = p(v) + 9 (v),
(Ap)(v) = Ap(v).

5.1.2 Satz und Definition. Die Linearformen auf V' bilden mit dieser Addition und
Multplikation einen Vektorraum, welcher der zu V' duale Vektorraum heifst. Er wird
mit V* bezeichnet.

5.1.3 Spezialfall. Ist V' ein endlich dimensionaler Vektorraum, so ldsst sich der Dual-
raum leicht beschreiben: Sei { ey, ..., e, } eine Basis von V. Dann gilt fiir eine Linear-
form ¢ € V* und jedes v =i A\ie; € V

p(v) = (Z >\i€i> = il
i=1 i=1
= ZM%,
i=1

wobel ¢; = ¢(e;). Die Zuordnung: V* — R”
@ (P15 0n)
ist umkehrbar eindeutig (Satz 3.2.6). Wir betrachten speziell die dem n-Tupel

(0,...,0,1,0,..)

T
k-te Stelle
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zugeordnete Linearform ej. Es ist also

e;; (i )\iei> = /\k-
=1

Behauptung: Die ¢}, bilden eine Basis von V*, d. h. jede Linearform lésst sich in ein-
deutiger Weise als Linearkombination der e}, schreiben.

Beweis. Seien ¢1,...,¢, € R. Dann gilt

(Z wkez> () =

k=1

M=

(prer)(e:)

k=1

prer(ei) = @i

NE

E
I
—

Der Abbildung Y77_,; pre; ist also das n-Tupel (¢1,. .., ¢,) zugeordnet. Aus der Bijek-
tivitdt der Abbildung

@ = (P15 ¢n)
folgt, dass sich jede Linearform als Linearkombination der e} schreiben lasst. Die Ein-

deutigkeit folgt aus der Existenz dieser Zuordnung. { e7, ..., e} } ist also eine Basis von
V. O

5.1.4 Definition. {e],..., e} } heift die zu { e1,..., e, } duale Basis von V*. e} ist
charakterisiert durch
1 1=k

er(ei) = 0pi = {0 i 4k

Falls V' endlich-dimensional ist, gilt also insbesondere
dimV* =dim V.

5.1.5 Beispiele. (i) Sei X eine beliebige Menge und V' = R der Vektorraum der
reellwertigen Funktionen aus X. Fiir festes x¢ € X ist durch

o(f) = flxo) fir fEV

eine Linearform auf V definiert, denn es gilt

o(f +9) = (f + 9)(x0) = f(w0) + g(x0) = (f) + ©(9),
e(Af) = (Af) (o) = Af (o) = Ap(f).
Ist X ={1,...,n}, also V =R", so sind diese ¢ gerade die Linearformen e}, der

zur kanonischen Basis des R™ dualen Basis. Im Allgemeinen bilden diese ¢ aber
keine Basis des Dualraumes.



5.1 Der Dualraum und orthogonale Vektorraume 113

(ii) Sei V' =C([a,b]), a < b, g € V fest. Dann ist durch

b
)= / F(Hg(t)) dt

eine Linearform ¢ auf V' definiert.

5.1.6 Bezeichnung und Rechenregeln. Statt ¢(v) schreiben wir auch (p,v). Fiir
(p,v) gelten die folgenden Rechenregeln:

v+ w) = (p,v) + (g, w),

50"_1/]’ > - <4P,'U> + <va>7
Ap,v) = X, v).

Die Regeln (i) und (ii) besagen gerade, dass ¢ linear ist, die Regeln (iii) bzw. (iv)
entsprechen der Definition der Addition bzw. Multiplikation fiir Linearformen.

Sei M eine Teilmenge von V. Aus den Regeln (iii) und (iv) folgt, dass die Menge
{peV* | (p,v)=0Vve M}

ein Vektorraum von V* ist. Ist N eine Teilmenge von V*, so folgt aus den Regeln (i)
und (ii), dass die Menge

{veV]|{pv)=0VpeN}
ein Untervektorraum von V ist.

5.1.7 Definition. v € V, ¢ € V* heiflen orthogonal, wenn
{¢,v) =0.
Ist M (bzw. N) Teilmenge von V (bzw. V*), so heifit der Unterraum
Li={peV*|{pv)=0YveM}

(bzw. Nt == {v eV |{p,v) =0V N}) von V* (bzw. V) der zu M (bzw. N)
orthogonale Unteraum.

Wenn V endlich-dimensional und M = U ein Unterraum von V ist, so kénnen wir U+
néher beschreiben:

5.1.8 Satz. Ist V endlich-dimensional und U ein Unterraum von V, so gilt
dimU* = dimV — dimU

und
Utt = Ut =U.
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Der Beweis liefert eine exakte Beschreibung von U+.

Beweis. Mit V ist auch U endlich-dimensional. Sei { ej,..., e, } eine Basis von U.
Wir ergénzen zu einer Basis {e1,...,em,€m+t1,-..,6n  von V. Sei {ef,... el } die
duale Basis von V*.

(I) Sei p =577, gief € V*. Wegen der Linearitét von ¢ gilt

pelUt & (pe)=0 Yk=1,...,m.

Es ist
(pren) = O piefex)
i=1
= Z Pi <€fa 6].;)
i=1
= $k-
Also gilt
velUt & o, =0 Yk=1,...,m
S o= .
i=m—+1
{er11,.... € } bilden also eine Basis U+. Damit folgt die Dimensionsformel.

(IT) Sei v =Y _p_; Axer € V. Wegen der Rechenregeln (iii) und (iv) gilt
veUrt o (ef,v)=0firi=m+1,...,n.

Wie unter (I) kénnen wir folgern

veU & \=0firl=m+1,...,n
= V= Z)\kek
k=1
{e1,...,em } bilden also eine Basis von U++. Damit ist U = UL+, O

Die analogen Aussagen gelten auch fiir die zu Unterrdumen von V* orthogonalen Réiu-
me. Das wird spéater bewiesen werden.
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5.2 Die duale Abbildung

Sei ' : V. — W eine lineare Abbildung. Wir wollen aus F' eine lineare Abbildung
zwischen den Dualrdumen V*, W* erhalten. Fiir v € W*, v € V betrachten wir den

Ausdruck
(1, F(v)).

Fiir festes 1) erhalten wir durch

e(v) == (¥, F(v))

eine Abbildung ¢ : V' — R. Aus der Linearitét von F' und aus den Regeln (i) und (ii)
folgt, dass ¢ eine lineare Abbildung, also eine Linearform auf V ist. Diese Linearform
¢ bezeichnen wir mit F*(v).

5.2.1 Definition und Lemma. Durch F*(¢) := ¢ ist eine Abbildung F* von W*
nach V* erklart:

F*: W*—=Vv*
Y= FE (),
dabei ist F*(¢) erklart durch
(F (), v) = (¢, F(v)).

Aus den Rechenregeln (iii) und (iv) folgt, dass F** eine lineare Abbildung ist. F** heift
duale (oder auch transponierte) Abbildung (und wird auch mit *F oder F'T bezeich-
net).

5.2.2 Rechenregeln. Fir duale Abbildungen gelten die folgenden Rechenregeln:
() (F+G) =F*+G* fir V=% w
(il) (GoF) =F*oG* fir U 5 v S w
(ifi) id} = idy-
(iv) (F~1)" = (F)~L

Beweis. Die Regel (i) folgt sofort aus der Regel (i) fiir (p, v).
Zu (ii): Es gilt fiir alle ¢y € W* und alle v € U:
(Go F)* (), u) = (¢, G o F(u)
=(G*(¢), F(u))
= ((F" o G")(¥), u).

Es ist also
(GoF)" =F"oG".

(iil) folgt unmittelbar aus der Definition der dualen Abbildung.
(iv) folgt aus (ii) und (iii). O
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5.2.3 Kern und Rang der dualen Abbildung. (i) Wir wollen den Kern der dua-
len Abbildung bestimmen. Nach Definition ist

KerF*={yeW* | F*()=0}.
Nun gilt fiir alle v € V:

(F™(¢),v) = (¢, F(v)),

also

Y eKerF* < (¢, F(v)) =0firalleveV
s e (ImF)*.

Wir erhalten also
Ker F* = (Im F)*.

(ii) Sei dimW < oco. Dann ist wegen dim W = dim W* auch W* und damit auch
Im F endlich-dimensional. Wir wollen den Rang von F* berechnen. Mit den Sat-
zen 3.4.5 und 5.1.8 folgt

rg F* = dim W* — dim Ker F*
def F*
= dim W — dim(Im F)*
=dim W — (dim W — dim(Im F))
=rgF.

Der Rang der dualen Abbildung F* ist also gleich dem Rang von F'.

5.2.4 Matrixdarstellung der dualen Abbildung. Seien nun V und W endlich-
dimensional. Sei {ey,...,e, } Basis von V, { f1,..., fm } Basis von W, {ef,... e* }
bzw. { ff,..., f5 } seien die dualen Basen von V* bzw. W*. A = (a;;) sei die F : V —
W bezliglich den Basen { e1,...,en }, { f1,---, fm } zugeordnete m x n-Matrix. Es soll
die n x m-Matrix von F* beziiglich der dualen Basen berechnet werden. Dazu miissen
wir F*(f;) als Linearkombination der ej darstellen. Sei v =3""_; A\je; € V Dann gilt

(F(fE),0) = (F*(f): ) Aies)
j=1
= (i, F (Z >‘]63>
= <fe*v Z Aj Zaijfi>

Aj Zaw I fi)

1 =1

J
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=1
Es ist also
F(ff) = Zaejew
=1
d. h.
F*(ff) =) ajie]
=1
n
=D _buci
i=1

Zu F* gehort also die n x m-Matrix (b;;) mit b;; = aj;, die i-te Zeile von (a;;) geht
also iiber in die i-te Spalte der zu F* gehérigen Matrix und die j-te Spalte von (a;;)
geht iiber in die j-te Zeile.

5.2.5 Satz und Definition. Ist A = (a;;) die m x n-Matrix von F beziiglich der

Basen { e1,...,e, } von V und { fi1,..., fn } von W, so ist die transponierte (oder
gestiirzte) Matrix AT = (aj;) die F* beziiglich der dualen Basen { ff,..., fi } von
W* und {e},...,e: } von V zugeordnete n x m-Matrix A* = AT,

Hieraus kénnen wir nun viel schneller als in Kapitel 4 folgern, dass der Spaltenrang
einer Matrix gleich dem Zeilenrang ist:

Da der Rang von F* gleich dem Rang von F ist, sind die Spaltenrdnge der zu F' und
F* gehorigen Matrizen A und A* = AT gleich. Da die Spaltenvektoren von A* die
Zeilenvektoren von A sind, folgt:

Spaltenrang von A = Zeilenrang von A.

5.3 Bilinearformen
Wir kénnen (, ) als Abbildung von V* x V nach R auffassen:

(,):V*xV =R
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(g, v) = (p,v).

Die Rechenregeln (i)—(iv) besagen, dass die Abbildung (, ) bei festem ¢ (bzw. v) im
zweiten (bzw. ersten) Argument linear ist.

5.3.1 Definition. Eine Bilinearform B auf V' x W ist eine Abbildung

B: VxW-—=R
(z,y) = B(z,y),

die fiir festes v € V' (bzw. w € W) eine Linearform auf W (bzw. V') ist, d. h. es gilt

B(vy + v, w) = B(v1,w) + B(ve, w),
B(Av,w) = AB(v,w),

B(v,wy +wg) = B(U wy) + B(v, ws),
B(v, Aw) = AB(v, w).

Es sollen einige Beispiele fiir Bilinearformen betrachtet werden.

5.3.2 Beispiele. (i) Durch

B(QD,U) = <QD,’U> = QD(U)
ist eine Bilinearform auf V* x V erklart.

(ii) Sei V.= W der Raum der geometrischen Vektoren des Raumes. Nach den Re-
chenregeln fiir das Skalarprodukt ist durch

B(v,w) Z Aifbi

eine Bilinearform auf V' x V definiert, dabei ist v = Y ;" Nje;, w = S iy pies,
wobei eq, ..., e, Grundvektoren sind. Wir kénnen das Skalarprodukt also als Bi-
linearform auffassen.

(iii) Auf dem R™ x R™ ist das Skalarprodukt

B([L’ y szyz

fir x = (z1,...,2n) = (y1,- .-, Yn) eine Bilinearform.

(iv) Sei V. =W = C([a,b]). Aus den Regeln fiir die Integration folgt, dass durch

b
- / f(tyg(t) dt

eine Bilinearform erklart ist.
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Wir kénnen nun die Definitionen von ,orthogonal“ und ,orthogonalem Unterraum* ver-
allgemeinern:

5.3.3 Definition. v € V und w € W heifsen orthogonal beziiglich B, falls
B(v,w) =0
gilt. Sei M C V. Dann ist
M+ :={weW |Bw,w)=0YvelU}

ein Unterraum von W. Er heifft der zu M orthogonale Unterraum beziiglich B.
Analog erklart man fir N C W den zu N orthogonalen Unterraum.

5.3.4 Spezialfall. Fiir jedes Paar V, W von Vektorrdumen V, W haben wir die durch
B(v,w):=0

definierte Bilinearform. Beziiglich dieser Bilinearform ist der orthogonale Unterraum
jeder Teilmenge M von V der Raum W. Analoges gilt fiir die Teilmengen von W.
Bei dem Skalarprodukt auf den geometrischen Vektoren ist das nicht der Fall; genauer
kénnen wir zu jedem Vektor v # 0 einen Vektor w finden mit (v, w) # 0, ndmlich w = v.

5.3.5 Definition. B heiflt auf V (bzw. W) nicht-ausgeartet, wenn aus B(v,w) = 0
fiir alle w € W (bzw. v € V) folgt, dass v = 0 (bzw. w = 0) ist. B heifst nicht ausgeartet,
wenn sie auf V' und W nicht ausgeartet ist.

Die Bilinearformen aus 5.3.2 sind allesamt nicht-ausgeartet:

5.3.6 Beispiele. (i) Wir beweisen, dass die Bilinearform (,) auf V* x V fiir endlich-
dimensionales V' nicht-ausgeartet ist. Es gilt aber allgemein:

(a) nicht-ausgeartet auf V*: Ist (p,v) = 0 fiir alle v € V, so ist ¢ = 0 nach
Definition die Nullabbildung.

(b) nicht-ausgeartet auf V: Sei{ ey,...,e, } Basisvon V, { e},... e’ } die duale
Basis von V*. Sei v = S Nie; € V. Ist (p,0) = 0V ¢ € V*, so gilt
insbesondere A\, = (e}, v) =0 fiir k =1,...,n, weshalb v = 0 ist.

(ii) Wir betrachten das Skalarprodukt (,) auf den geometrischen Vektoren des Raum-
es. Da das Skalarprodukt symmetrisch ist, d. h.

(v, w) = (w, v),

brauchen wir nur nachzuweisen, dass das Skalarprodukt in einem Argument nicht-
ausgeartet ist. Sei v # 0. Dann gilt fiir w = v:

(v,w) > 0.
Das Skalarprodukt ist also nicht-ausgeartet, weil fiir jedes v # 0 gilt:
(v,v) > 0.
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5.3.7 Definition und Lemma. Eine Bilinearform B auf V' x V heifst symmetrisch,
falls
B(v,w) = B(w,v),

positiv-definit, falls
B(v,v) >0

fiir alle v # 0.

Jede symmetrische, positiv-definite Bilinearform ist nicht-ausgeartet.

5.3.8 Beispiele (Fortsetzung von 5.3.6). (iii) Das Skalarprodukt

n
i=1
ist auf R™ x R™ symmetrisch und positiv-definit: Ist x # 0, so gilt

(x,z) > 0.

(iv) Die Bilinearform

n
(2,y) = inyi — Tn+1Yn+1
i=1

ist auf dem R™*! x R™*! symmetrisch, aber nicht positiv definit. Fiir alle  mit
n
2 2
Z Ti = Tpta
i+1

gilt (x,z) = 0. Dies ist der Lichtkegel:

(v) Die Bilinearform
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ist auf C([a, b]) x C([a,b]) symmetrisch. Sie ist auch positiv-definit: Es gilt

b
B(f.f) = / (F(0)2 dt > 0.

Ist C([a,b]) > f # 0 auf [a,b], so gibt es ein o € (a,b) mit f(to) # 0, also
(f(t))? > 0 in einem Intervall mit Mittelpunkt to. Deshalb gilt dann

b
/ (f(t)*dt > 0.

Nach obigem Lemma ist diese Bilinearform nicht-ausgeartet.

5.4 Die darstellenden Abbildungen

Von jetzt an wollen wir stets voraussetzen, dass V, W endlich-dimensional sind. Ferner
sei B eine nicht-ausgeartete Bilinearform auf V' x W.

Fiir festes v € V ist durch B(v,-) eine Linearform auf W erkldrt. Wir bezeichnen sie
mit Sv. Es ist also
B(v,w) = (v, w).

Fir v € V ist Sv € W*. Wir erhalten also eine Abbildung

S:VW*
v— SV.

5.4.1 Lemma. S ist eine lineare Abbildung.

Beweis.  (I) Seien vq,vy € V. Dann gilt fiir jedes w € W
(S(v1 + v2),w) = B(vy + v2,w)
= B(vi,w) + B(v2, w)
= <Sv1,w> + <S’U2aw>v

weshalb
S(v1 4+ ve) = Svy + Svs.

(IT) Sei v € V, A € R. Dann gilt fiir jedes w € W

(S(A\v),w) = B(Av,w)
= AB(v,w)
= MSv,w).

Es gilt also
S(Av) = A\Sw. O
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Was bedeutet es fiir S, dass B nicht-ausgeartet auf V ist? Es gilt

B nicht-ausgeartet auf V< B(v,w) =0Vw = v=0
& (Sv,w)=0Vw = v=0
S Sv=0=v=0
< KerS={0}
& S injektiv.

Die analogen Uberlegungen kénnen wir fiir das zweite Argument durchfiihren:

Fiir festes w € W ist durch B(-, w) eine Linearform Tw auf V erklért. Es ist
B(v,w) = (Tw,v)y.
Das liefert uns eine lineare Abbildung

T: W—=V*
w— TW.

Wie oben zeigt man, dass
B nicht-ausgeartet auf W < T injektiv.

Wir haben also gezeigt:

5.4.2 Lemma und Definition. Durch

(Sv,w)w := B(v,w),
(Tw,v)y := B(v,w)

sind lineare Abbildungen S :V — W* und T : W — V* gegeben mit:

B nicht-ausgeartet auf V. < S injektiv
B nicht-ausgeartet auf W < T injektiv

S und T heifien darstellende Abbildungen von B.

5.4.3 Satz. FEs gilt unter den obigen Voraussetzungen, d. h. B nicht-ausgeartet auf V
und W, dass

dimV =dim W

und S, T sind Isomorphismen.
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Beweis. Da S, 7T injektiv sind, folgt aus fritheren Dimensionsformeln, dass

dimV =dimIm S
<dmW* <dimW
=dimImT <dimV* = dimV,

weil Im S (bzw. ImT) Unterraum von W* (bzw. V*) ist. Es folgt
dimV = dim W.

Ferner folgt dim Im S = dim W*, also Im S = W*, d. h. S ist surjektiv, und dimIm 7 =
dim V*, also T surjektiv. Da S, T injektiv sind, sind sie damit Isomorphismen. O

5.4.4 Beispiel. Sei V ein beliebiger endlich-dimensionaler Vektorraum. Ferner sei

B(p,v) = (p,v)v
fiir p € V*, v € V. Dann gilt fiir S: V* - V*
(Se,v)y = (p,v)y fir allev € V.
Es ist also

Sp =,

d. h.
S =idy~.

Fiir T:V — V** .= (V*)* gilt
(Tv,@)v- = (p,0)v = p(v).
Die Linearform Tv auf v* ordnet also jedem ¢ € V* den Wert p(v) zu:
Tv: V' >R
@ = p(v).
Da T ein Isomorphismus ist, hat jede Linearform auf V* diese spezielle Gestalt.

5.4.5 Lemma und Definition. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann
hat jede Linearform auf V* die Gestalt ¢ — @(v) fir ein festes v € V. Genauer ist
durch

(Tv, p)v= = (p,v)v = p(v)

ein Isomorphismus T : V. — V** gegeben. T heifit der kanonische Isomorphismus
von V auf V**.
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5.5 Allgemeine Orthogonalrdume

Mit Hilfe der Isomorphismen S bzw T kénnen wir die zu Satz 5.1.8 analogen Aussagen
fir Unterrdume von W bzw. V auf diesen Satz zuriickfiihren.

5.5.1 Satz. Unter den obigen Voraussetzungen gilt:

(i) Fir jeden Unterraum U C V:

dim U+t =dimV — dim U,
Utt =U;

(ii) Fir jeden Unterraum U C W :

dim U+ = dim W — dim U,
Utt =u.

Beweis. (I) Sei U C V Unterraum. Dann gilt fir w € W

weUr < Bo,w)=0 YveU
< (Tw,v) =0 Ywvel.
Bezeichnen wir den zu U beziiglich ( , ) g orthogonalen Unterraum in V* mit U’,

so folgt
welUt & Twel'.

Da T ein Isomorphismus ist, also auch die von T induzierte Abbildung: U — U’,
gilt
Ut=u'

Auf U’ kénnen wir Satz 5.1.8 anwenden. Es folgt

dimU+ = dim U’
=dimV —dimU.

(IT) Sei U ¢ W Unterraum. Dann gilt fiir

veUt o Bw)=0 YweW
< (S,w)yw =0 YweW.
Bezeichnen wir den zu U beziiglich ( , )y orthogonalen Unterraum in W* mit

U’, so folgt
velUt & Svel'.

Da S ein Isomorphismus ist, gilt
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Auf U’ konnen wir nun wieder Satz 5.1.8 anwenden. Damit erhalten wir dann die
Dimensionsformel

dim U+ = dim U’
=dimW — dimU.

(IIT) Sei U C V Unterraum. Zunéchst gilt U C UL+, denn jeder Vektor aus U ist zu
allen Vektoren aus U~ orthogonal. U~ ist ein Unterraum von W. Mit (II) folgt

dim U+ = dim W — dim U ™.
Mit (I) und Satz 5.4.3 folgt dann

dim U+t = dim W — (dim V — dim U)
=dimW.

Da U c U+ Unterraum, folgt U = U++.

(IV) Analog zu (III) zeigt man, dass fiir einen Unterraum U von W
U—=ytt
gilt. O
5.5.2 Beispiel. Wir wenden Satz 5.5.1(i) auf
B(p,v) = {p,r)v

an, dabei ist V ein endlich-dimensionaler Vektorraum: Nach Satz 5.5.1(i) gilt fiir einen
Vektorraum U von V*

dimU+ = dimV® — dimU
dimU++ = U.

Dies ist zu Satz 5.1.8 analoge Aussage fiir Unterrdume U von V*, welche dort nur fiir
Unterrdume U von V bewiesen wurde.

5.6 Duale Abbildungen und Gleichungssysteme

Mit diesem Satz kénnen wir auch das Bild der transponierten, d. h. dualen Abbildung
berechnen: Sei F': V' — W eine lineare Abbildung. Dann ist die duale Abbildung

F* W =V

erklart durch
<F*waU>V = <¢7F<U)>W
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Wir hatten schon gezeigt, dass

Ker F* = (Im F)* (5.1)
gilt. Aus
Fv)=0& (¥, F(v))=0 V¢yeW*
S (F*pv) =0 YoeW*
folgt
Ker F = (Tm F*)*
und damit

(Ker F)* = Im F*.

Aus (5.1) erhalten wir
(Ker F*)* =Im F.

5.6.1 Satz. Sei F : V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
Vektorrdumen, und sei F* : W* — V* die durch

(F*p,v)y = (¥, Fo)w
erkldarte duale Abbildung. Dann gilt
(Ker F)* = Im F*,
(Ker F*) =Im F.
5.6.2 Anwendung auf lineare Gleichungsysteme. Die Gleichung (5.3) liefert uns

ein neues Kriterium fiir die Losbarkeit linearer Gleichungssysteme. Wir betrachten das

lineare Gleichungungssystem
Az = b,

wobei A m x n-Matrix, x € R™ Spaltenvektor, b € R™ Spalte. Dann gilt
Ax = b l6sbar < b e Im A
ebe (KerAT)*t
S (z,b)=0 VzcKerA'.

Wir wollen dieses Kriterium deuten:

Legen wir die kanonische Basis des R™ und die dazu gehérende duale Basis zugrunde, so
konnen wir die Linearformen auf dem R™ als m-Tupel z = (21, ..., 2;n) € R™ auffassen.
Dabei ist der Wert der Linearform z fiir y = Y i, y;e; gegeben durch

i=1

Sei A = (a;;). Dann liegt die Linearform z = (21, ..., 2,) im Kern von A" genau dann,
wenn z das zu der Matrix AT, also das zu der zu A transponierten Matrix gehérige
homogene Gleichungssystem 16st.
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5.6.3 Satz (Hauptsatz iiber lineare Gleichungssysteme). Das inhomogene Gleichungs-
system

a1r1+ ...+ a1pry = b1

Am1Z1 + - ..+ Ty, = b

ist genau dann lésbar, wenn
m
E ZlbZ =0
i=1

fiir alle Losungen z1, ..., z, des homogenen transponierten Gleichungssystems

ai1z21+ ...+ amizm =0

ainz1 + ...+ amnzm =0

gilt.

Dass dieses Kriterium notwendig ist, lisst sich auch folgendermafsen leicht einsehen:

Sei z1,...,z, eine Losung von Az = b und zi,..., %, eine Losung von ATz = 0.
Wir multiplizieren jeweils die i-te Gleichung mit z; und addieren alle Gleichungen. Der
Koeffizient von z; ist dann

Qij2z1 + ...+ QmjZj,

also gleich 0. Also ist die linke Seite der neuen Gleichung gleich 0. Damit muss dann
auch die rechte Seite gleich 0 sein, d. h. 2161 + ... + z;by = 0.

Dass das Kriterium hinreichend ist, ldsst sich an dieser Formulierung nicht so leicht
ablesen, deshalb die allgemeine Theorie.

by
5.6.4 Beispiel. Wir wollen die Menge B aller b = : bestimmen fiir die das

ba
Gleichungssystem

3x1 + 39 — 3x3 = by
21+ x2 — 313 = by
1 + 224 = b3
To+ T3 =0by

16sbar ist.



128 5 Linear- und Bilinearformen

1. Losungsweg: Wir wenden das Gauf-Verfahren an:

33 -3b A 12 b3
21 -3 b ) . 21 -3 by
12 0 by Zs 33 -3b
01 1 by 01 1 by
— 12 0 bs ARV 10 -2 b3 —22
Zy =27 0 —3 —3 by — 2b3 —373 01 1 2b3—3b,
Z3 — 37, 0 -3 -3 bl —3b3 —%Zg 01 1 b3 — %bl
01 1 b — 01 1 by
Das zugehorige Gleichungssystem (I’) lautet:
T - 2253 = bg - 3b4
2 1
i) + T3 = gbg — ng
) (r)
g + $3=b3—§b1

Tro + I3 :b4.

Ist es l6sbar, so folgt
2 1 1
—bg — —by = b3 — -b; = by.
3% 3% == 30 4

Gelten umgekehrt diese Bedingungen, so lautet das Gleichungssystem

T — 233'3 = b3 - 2b4 (Iy)
To + x3 = by.
Die Losungsmenge ist
T bs — 3by 2
L= xo | = by +A[ -1 AeR
T3 0 1
(I) ist also genau dann 16sbar, wenn
1 1 1
—by — by — =bs3 =0
A )
gbl - b3 + 4 = O

Wir 16sen dieses System wieder mit dem Gauf-Verfahren:

( —;—§0) 321, (171710)

0 -11 372 10 -33

Wl Wl
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— (1 -1 -1 0) Zy + Z (10—3 3>
Zo—27, \0 1 —23 — 01-23
Damit haben wir
b —3b3 +3by =0
1 3 4 (H,)
b — 2b3 4 3by = 0.
Die Losungsmenge ist
b1 -3 3
_ by | -3 2
B= by | = A 0 ol ALpeR
by 1 0
by
Dies ist die gesuchte Menge B aller b = : |, fiir welche das Gleichungssystem (I)
bs

l6sbar ist. Dieser Losungsweg ist aber nicht empfehlenswert, deshalb gehen wir jetzt
folgendermafsen vor:

2. Losungsweg: Wir betrachten das transponierte homogene Gleichungssystem

3z1 + 229+ 23 =0
3214+ 204+223+24=0 (HT)
—3z1 — 329 +z4 =0.

Losung mit dem Gaufs-Verfahren:

3 210 3 210

3 1 21 Zo— 21 +—> 0-111

-3 -301 3+ 24 0-111
321 0 7y — 27, 30 3 2
—7Zy — 01 -1 -1 — 01 -11
Zs — Zo 00 0 O 00 0O
17 101 2/3
— 01 -1 1
00 0 O

Das zugehorige Gleichungssystem lautet

2
z1 +23+§Z4:0
(H")
29— 23— 24 =0.
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Mit dem Losungsraum

5 —2/3 -1

B={ =2 )=x{ Y J4+ul !} )| rper
zZ3 0 1 ’
zZ4 1 0

Nun gilt (b, 2) = 0 fiir alle z € LHT) &

2
_§b1+b2 +bs=0

(He)
—b1 + by + b3 =0,
—2/3 ~1
weil die Vektoren (1) , i eine Basis des Vektorraumes £(H") bilden. Wir
1 0

16sen das System (Hj) mit dem Gaufs-Verfahren:

01) —Z2,521 (1 -1 -1 0)
1 AREY A 1-3 0 -2

%(1—1—1 0> %<1—1—10>Z1+Z2H(10—3
Ty — 74 -1 _3) 27, 01 —-23 01 -2
Das zugehérige Gleichungssystem lautet

b1 —3bs+3by =0
by —2b3 +3by =0

mit der Losungsmenge

b1 -3 3
B= 22 =A _03 +u % ApeR
by 1 0
Nach dem I;)Iauptsatz iber lineare Gleichungssysteme ist dies die gesuchte Menge B
1
aller b= | : |, fiir die das Gleichungssystem(I) 16sbar ist.
by

Auf beiden Losungswegen haben wir dasselbe Resultat erhalten. Der zweite Losungsweg
ist der empfehlenswerte, weil hier lediglich zwei homogene Gleichungssysteme gelGst
werden mussten.



§ Affine Geometrie

Wir hatten den Begriff des geometrischen Vektors in Abhéngigkeit von einem vor-
her willkiirlich ausgezeichneten Punkt 0 erkldrt. Das hat zur Folge, dass mit den 1-
dimensionalen Unterrdumen nur die Geraden durch den Punkt 0 erfasst sind. Fiir belie-
bige Geraden im Raum der geometrischen Vektoren haben wir bislang in der abstrakten
Theorie noch kein Aquivalent. Wir werden deshalb den Begriff des Unterraumes ver-
allgemeinern. Der Deutlichkeit halber schreiben wir fiir ,,Unterraum* in diesem Kapitel
Untervektorraum.

6.1 Affine Unterraume

6.1.1 Definition. Ist V ein Vektorraum, U ein Untervektorraum und v € V', so heiftt
U=U4+v={utv|uelU}
ein affiner Unterraum von V.

6.1.2 Lemma. U ist durch U’ eindeutig bestimmt; bei gegebenem U’ kann v beliebig
aus U’ sein.

Beweis.  (I) Sei U’ = U + v. Wir zeigen, dass
U:{UI_U/I|UI7UI/EU/}

gilt. Daraus folgt dann die Eindeutigkeit.
,C*“Seiu e U. Dann ist u +v € U’, ferner v € U’, also

u=ut+v—ve{u - | eU}.
, D% Seien u',u” € U'. Es gilt u,w € U mit v/ = v + v, v = w + v. Damit folgt

v —u'=u—weUl.

(II) v liegt in U'. Sei v/ € U’, d. h. v/ = uw + v mit v € U. Dann ist

U+v =U+(u+v)=U+u)+v
=U+v=U". U
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6.1.3 Definition. U heifst der U’ zugeordnete Untervektorraum. Die Dimensi-
on eines affinen Unterraumes U’ erklidren wir durch die Dimension des zugeordneten
Untervektorraumes U:

dim U’ := dim U.

Der Durchschnitt von affinen Unterrdumen kann leer sein. Wir zéhlen deshalb die leere
Menge auch zu den affinen Unterrdumen. () hat aber keinen zugeordneten Untervektor-
raum. Wir setzen

dim ) := —1.
6.1.4 Beispiele. i) fiir affine Unterrdume in beliebigen Vektorrdumen:
Dimension ‘ Bezeichnung
1[0
0 | Punkt
1 | Gerade
2 | Ebene

Ist dim V' = n, so heifen die (n — 1)-dimensionalen affinen Unterrdume Hyper-
ebenen. In der Dimension n haben wir dann nur V als affinen Unterraum.

(ii) Sei F: V — W eine lineare Abbildung, b € W. Dann ist
U:={veV|Fw)=b}
ein affiner Unterraum. Ist U’ # (), so ist der zugeordnete Untervektorraum
U:={veV|Fw)=0}=KerF,

denn jeder Vektor aus U’, d.h. Losung von F(v) = b, ldsst sich darstellen als
Summe einer speziellen Losung von F(v) = b und einer Losung von F(v) = 0,
d. h. als Summe eines speziellen Vektorraumes U’ mit einem Vektor aus U.

6.1.5 Spezialfall. Sei ¢ : V — R eine von Null verschiedene Linearform, V n-
dimensional. Dann ist fir c € R

U:={veV|{pv)=c}

eine Hyperebene.

Beweis. (I) Wir zeigen zunéchst, dass jede von Null verschiedene Linearform sur-
jektiv ist: Aus ¢ # 0 folgt, dass ein v € V existiert mit {p,v) # 0. Zu jedem
¢ € R existiert ein A mit ¢ = A (p, v), also

¢ = (g, Av).

(IT) Aus der Surjektivitat von ¢ folgt insbesondere, dass U’ nicht-leer ist. U’ ist eine
Hyperebene, wenn der U’ zugeordnete Untervektorraum

U={veV]|{pv)=0}
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= Ker ¢
(n — 1)-dimensional ist. Das folgt aber aus
dimKer¢p =dimV — dimIm ¢

~—
=R

=n-—1. O

Der folgende Satz gibt Kriterien an, wann eine Teilmenge eines Vektorraumes ein affiner
Unterraum ist.

6.1.6 Satz. Sei V ein Vektorraum, U' C V eine Teilmenge. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) U’ ist affiner Unterraum.

(il) Aus vy,...,vp € U und Ay,..., A € R mit Zle A =1 folgt
k
Z)\ivi el
i=1

(i) Ausv,weU’, \,p e R mit \+p =1 folgt
v+ pw € U'.
(iii)” Aus v,w € U’, A € R folgt
A+ (1—=Nwel'.

Wir wollen (iii) bzw. (iii)’ geometrisch deuten:

Fiir A + p = 1 gilt

A+ pw = v+ p(w —v)
=+ (1-XNw

Av, A< 0
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Die Punkte Av + pw mit A + p = 1 durchlaufen also die Strecke durch v und w. Die
Aquivalenz von (i) und (iii) besagt daher:

Eine Teilmenge ist genau dann ein affiner Unterraum, wenn sie mit irgend zwei Punkten
die Gerade durch diese Punkte enthélt.

Beweis. (i) = (ii)* Ist U’ = 0, so ist (ii) erfillt. Sei U’ # §. Dann ist U’ = U + v,
wobei U der U’ zugeordnete Untervektorraum und v € U’. Seien vy,...,v, € U’,
Ay A € R mit Z;ﬂ:l)\i = 1. Dann gibt es u; € U mit v; = u; +v (i = 1,...,k).
Dann gilt

k k
Z Aiv; = Z Ai(u; +v)
i=1 ’L:l .
l:l i=1
= Z i + v.
=1

Da Zle Aiu; in U liegt, folgt

k
Z Nu; € U
i=1

,»(il) = (iil)“ (iii) ist ein Spezialfall von (ii).

»(1il) = (1) Ist U’ =0, so ist nichts zu zeigen. Sei also v € U’.

Behauptung: U := U’ — v ist ein Untervektorraum. Aus U’ = U + v folgt dann (i).
(I) 0€U,dennv e U’
(IT) Seiu=v" —v e U, v €U, und A € R, Dann gilt

Au= ' — v
=X+ (1 - Mo —w.

' + (1 — AN liegt in U’ und damit Au € U.
(III) Seiw; =u, —veU,u, eU’,i=1,2. Es gilt

uy + uz = uj +uy — 2v
1 !/ 1 /
=2 §u1+§u2—v .
1w} + Sub liegt in U’, damit uf + 2ub — v und schlieflich nach (II) auch u; + us
inU. O
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Mit Hilfe von Kriterium (iii) folgt sofort, dass mit U’,U” auch U’ N U” ein affiner
Unterraum ist, denn aus v,w € U'NU” und A, 4 € R mit A+ p = 1 folgt, dass v + pw
in U’ und in U”, also in U'NU" liegt. U'UU" ist im allgemeinen kein affiner Unterraum.
Wir kénnen aber den kleinsten affinen Unterraum angeben, der U'UU” oder allgemeiner
eine beliebige Teilmenge M des Vektorraumes V' enthalt:

Nach Kriterium (ii) miissen alle E?:l Aiv; mit A, ..., €R, vq,..., 0 €M,

k
doai=1
i=1

in diesem affinen Unterraum liegen.

6.1.7 Satz und Definition. Ist M C V eine Teilmenge, so st

k
U/ = { Z)\ﬂh

k
keN, vi,...,up € M, \i,..., M\, €R, ZA11}
i=1

i=1

ein affiner Unterraum von V. Er ist der kleinste affine Unterraum der M enthdlt und
heifst der von M erzeugte affine Unterraum.

Beweis. Wir benutzen Kriterium (iii): Seien S5, \w;, Z§:1 pjw; € U', wobei v;,
wj € M, X\, pi; € R, Zle ANi=1= Zle . Seien A, u € R mit A+ ¢ = 1. Dann ist

k L k J4
i=1 j=1 i=1 j=1

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist wieder eine Linearkombination von Vektoren aus
M und die Summe der Koeffizienten ist 1, denn

k ¢
Zx\/\i+2uuj=)\+u:1.
i=1 j=1

A (Zle /\¢v7;> +u (Zﬁ:l ujwj) liegt also in U’. Damit geniigt U’ dem Kriterium (iii).
O

6.1.8 Spezialfall. Sei M = {vy,...,v; }. Dann ist der von M erzeugte affine Unter-

raum . .
U/:{Z)\ivi )\iER,Z)\i:1},
=1 =1

und es gilt
dimU <k —1.
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Beweis. Wir brauchen nur die Dimensionsaussage zu beweisen. Sei k¥ = 0, dann ist
M =0, also U’ = () und damit

dimU’ = -1<k—-1.
Sei k # 0. Dann konnen wir U’ in der Form
U'=U+ Vg

schreiben. Es ist U = U’ — v;. Wegen

k k k k—1
Z)\ivi — Vg = ZMW - Z)\ivk = ZAi(Ui - Uk)7
i=1 i=1 i=1 i=1

falls Zle A; = 1, wird U von den k — 1 Vektoren vy — v, ..., v5_1 — vi erzeugt. Es gilt
also
dimU’' = dimU <k — 1.

6.2 Affine Abbildungen

Die linearen Abbildungen sollen verallgemeinert werden zu Abbildungen von affinen
Unterrdumen in affine Unterrdume.

6.2.1 Definition. Seien V, W Vektorrdume, U’ C V bzw. U” C W affine Unterraume.
Eine Abbildung f : U’ — U” heifit affine Abbildung, wenn es eine lineare Abbildung
F:V — W und ein b € W gibt mit

f() = F(v) + b fiir alle v € U’.

Die lineare Abbildung F ist nicht eindeutig bestimmt; besteht etwa U’ nur aus einem
Punkt v und ist V' # {0}, so kann man F abéndern.

Fiir affine Abbildungen gilt:

6.2.2 Lemma. Die Hintereinanderausfihrung zweier affiner Abbildungen ist eine affine
Abbildung.

Beweis. Seien U, V,W Vektorrdume, U’ C U, V' ¢ V, W' c W affine Unterraume.
Seien f: U — V', g: V' — W’ affine Abbildungen. Es sei

=
S

~—
I

F(u) + b fiir u e U,
g(v) =Gv)+dfirveV,
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wobei F': U —-V,G:V — W linear, b€ V, d € W. Dann gilt

go f(u) =g(f(u))

wobei Go F : U — W linear, G(b) +d € W. go f : U — W’ ist also eine affine
Abbildung. O

6.2.3 Lemma. Das Bild eines affinen Unterraumes unter einer affinen Abbildung ist
ein affiner Unterraum.

Beweis. Seien V' C V, W’ C W affine Unterrdume, f : V' — W’ eine affine Abbildung,
f(v) = F(v)+0bfir ve V' wobei F:V — W linear, b € W. Sei U’ = U + v affiner
Unterraum von V mit U’ C V’. Dann gilt

fU) = U +v)

=FU+wv)+b
=F(U)+ (F(v)+b).

F(U) ist Untervektorraum, also f(U’) affiner Unterraum. O

Lineare Abbildungen konnten wir beschreiben durch die Bilder von Basiselementen.
Eine dhnliche Aussage kénnen wir auch fiir affine Abbildungen ableiten:

6.2.4 Satz. Seien V,W Vektorriume, dimV < oo, W/ C W affiner Unterraum,
{vo,...,ox } CV, {wo,...,w, } CW".

Hat der von {vy,...,v} erzeugte affine Unterraum U’ die Dimension k, so existiert
genau eine affine Abbildung
f:U —-w
mit
f(UZ) = Ww; fiiri:(),...,k.

Beweis. (I) Existenz: Wir suchen eine lineare Abbildung F' : V' — W und ein
be W mit
F(v;) +b=w; fiiri =0,...,k.

Dies ist dquivalent mit

(6.1)

F(v; —vo) = w; —wo fiiri =1,...,k,
F(vg) + b = wo.
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Da der von {w,,...,v; } erzeugte affine Unterraum U’ die Dimension k hat,
bilden v; — vy, ...,V — vg eine Basis des zu U’ gehorigen Untervektorraumes U.
Diese Basis konnen wir zu einer Basis { v1 — vg, ...,V — V0, €41, --,€n } von V.

erginzen. Nach Satz 3.2.6 gibt es dann eine lineare Abbildung F': V' — W mit

F(vi—wy) =w; —wy furi=1,... k,
F(e;) =0 firi=k+1,...,n.

Wir setzen
b= wg — F(vp).

Dann erfiillen F,b das System (6.1). Es existiert also eine affine Abbildung f :
U — W mit f(v;)) =w; firi=0,...,k.

(II) Eindeutigkeit: Sei f : U’ — W' eine affine Abbildung mit f(v;) = w; fiir

i=0,...,k Sei f(v) = F(v)+b fiir v € U, wobei F : V — W linear, b € W.
Dann gilt fiir alle v = Zf:o Aivi, Zle A =1,

k
flo)y=F (Z Am) +b
k - k
i=1 =1
k
= Z)\i (F(vi) +b)

k
2
i=1

6.2.5 Zusatz 1. Erzeugt {wy,...,wx} W' und gilt dim W' =k, so ist [ bijektiv.

Um das zu beweisen, iiberlege man sich, dass man jeden Vektor w des k-dimensionalen
affinen Unterraumes W’ eindeutig in der Form

k
=0

k
mit A; € R, > A; = 1 schreiben kann, falls { wo,...,wy } W’ erzeugt.
=0

6.2.6 Zusatz 2.Ist dimU’' = k, {vo,...,vs} ein Erzeugendensystem von U’ und
{wo, ..., we} C W', so existiert im allgemeinen keine affine Abbildung f : U" — W’
mit f(v;) = w;. Wir wollen das fiir den Fall, dass U’ eine Gerade und ¢ = 2 ist, ndher
betrachten.
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6.2.7 Beispiel. Sei U’ eine Gerade und seien vy, v1, vy verschiedene Punkte derselben.
Existiert ein f mit f(v;) = w;, so miissen auch die w; auf einer Geraden liegen, denn
die Gerade durch vy, v; wird abgebildet auf die Gerade durch wg, w1 .

Der die Gerade zugeordnete Untervektorraum U hat die Dimension 1. v; — vy bildet
also eine Basis von U. Es gibt ein A mit

vy —vg = A(v1 — v).

A heifst das Teilverhéltnis von vg, vy, vs.
Existiert eine lineare Abbildung F' und ein Vektor b mit w; = F(v;) + b, so folgt
wq — wp = F(va — o)
= AF(v1 —vp)
= AMwi — wp).
Notwendig fiir die Existenz einer affinen Abbildung f mit f(v;) = w; ist also, dass

die w; auf einer Geraden liegen, und dass das Teilverhéltnis von vg, vy, vy gleich dem
Teilverhéltnis von wg, w1, ws ist. Diese Bedingung ist auch hinreichend.

6.3 Konvexe Mengen

Fiir den Rest des Kapitels beschéftigen wir uns mit konvexen Mengen. Es sollen die
Grundbegriffe erldutert und einige Ergebnisse — aber ohne Beweis — angegeben werden.

Zunéchst betrachten wir die folgende Situation: Seien a,b zwei beliebige Punkte eines
Vektorraumes. Der von diesen Punkten aufgespannte affine Teilraum, die Verbindungs-
gerade, ist

{da+pb|\peR, A\ +p=1}%.

Es gilt
{da+pb| MpeR, A+pu=1}={da+(1-XNb| eR}
={a+AXb—a)|AeR}.
In Analogie zur anschaulichen Geometrie definieren wir:
6.3.1 Definition. Die Verbindungsstrecke von a und b ist die Menge
ola,b):={a+Ab—-a)|0<A<1}
={da+p|0<\u<1, A+pu=1}%.

6.3.2 Definition. Eine Teilmenge M C V heifst konvex, wenn mit a,b € M die
Verbindungsstrecke o(a,b) von a,b in M liegt.

6.3.3 Bemerkung. Fiir konvexe Mengen gibt es ein zu Satz 6.1.6 analoges Kriterium:
M ist genau dann konvex, wenn aus a; € M, \; € R, A\; > 0, und Zle A; = 1 folgt,
dass Zle Aia; € M.
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Der Beweis kann durch Induktion nach der Anzahl der Summanden gefithrt werden.
Dieses Kriterium liefert uns:

6.3.4 Satz und Definition. Ist M C V eine Teilmenge, so ist

i=1

k
keN, a; € M, )\120,2)\121}

i=1

eine konvexe Menge. Es ist die kleinste konvere Menge, die M enthdlt. Sie heifst die
konvexe Hiille von M.

Wir wollen einige Beispiele betrachten.

6.3.5 Beispiele. (i) Sei M = {a}. Dann ist M konvex, die konvexe Hiille von M
ist gleich M.

(ii) Sei M = { a,b}, dann ist die Hiille die Verbindungsstrecke o(a, b).

(iii) Sei M = { a,b,c}. Falls a,b, ¢ nicht auf einer Geraden liegen, dann ist die Hiille
das von a, b, ¢ aufgespannte Dreieck.

(iv) Sei M = {ap,a1,...,ar }, wobei die a; nicht in einem (k — 1)-dimensionalen
affinen Unterraum liegen. Dann heifft die Hiille von M das von ag,aq,-..,ax
aufgespannte k-dimensionale Simplex.

Bei affinen Abbildungen geht die konvexe Hiille in die konvexe Hiille iiber. Nach
Zusatz 1 (6.2.5) sind also die k-dimensionalen Simplizes bis auf affine Transfor-
mationen gleichwertig.

(v) Seien aq,...,ax linear unabhéingig. Dann heift die konvexe Menge
k
i=1
das von azy, ..., a; aufgespannte k-dimensionale Parallelotop.

6.3.6 Definition. Sei ¢ € V*, ¢ # 0 und ¢ € R. Dann ist
{veVi](pv) =c}
eine Hyperebene. Die Menge
{veVi(pv) >c}

heiftt abgeschlossener Halbraum.

Strecken, Dreiecke, Simplizes und Parallelotope lassen sich als Durchschnitt von Halb-
raumen schreiben.

Allgemeiner gilt:
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6.3.7 Satz. Jede abgeschlossene konvexe Teilmenge eines endlich-dimensionalen Vek-
torraumes ist Durchschnitt von abgeschlossenen Halbrdumen.

6.3.8 Beispiel. An einem Kreis in der Ebene wollen wir uns die Aussage veranschau-
lichen:

4/
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Ein Kreis in der Ebene ist eine abgeschlossene konvexe Menge. Er ist Durchschnitt aller
Halbrdume, die durch Tangenten beschrieben werden und den Mittelpunkt enthalten.

6.3.9 Definition. (i) Ein Durchschnitt endlich vieler Halbrdume heiflt konvexes
Polyeder.

(ii) Ein Punkt eines konvexen Polyeders P, der gleich dem Durchschnitt der ihn ent-
haltenden begrenzenden Hyperebenen der P definierenden Halbrdume ist, heifst
Ecke von P.

6.3.10 Satz. In einem endlich-dimensionalen Vektorraum ist jedes beschrinkte konvexe
Polyeder die konvexe Hiille der Menge seiner Ecken.

Ein Halbraum ist nach Definition die Lésungsmenge einer linearen Ungleichung; ein
konvexes Polyeder, d. h. ein Durchschnitt von endlich vielen Halbrdumen, also die ge-
meinsame Losungsmenge von endlich vielen linearen Ungleichungen.
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7.1 Multilinearformen

In Abschnitt 1.9 hatten wir uns mit der Frage der Messung der Flache eines Parallelo-
gramms bzw. in 1.10 des Volumens eines Parallelotops im Raum beschéftigt. Die dort
angestellten Uberlegungen sollen verallgemeinert werden fiir die Berechnung des Inhalts
eines von den Vektoren aq,...,a, aufgespannten Parallelotops

P(al,...,an):{Alal—i—...—l—)\nan|0§)\i§1}.

Fiir die algebraische Behandlung hatte es sich als giinstig erwiesen, den orientierten
Flacheninhalt zu betrachten, weil er additive Eigenschaften besafs. Wir fordern von
dem orientierten Inhalt eines von n Vektoren aufgespannten Parallelotops diejenigen
Eigenschaften, die wir frither fiir n = 2,3 geometrisch abgeleitet hatten:

Sei V ein Vektorraum, aq, ..., a, € V. Dann soll der orientierte Inhalt D(ay,...,a,) des
von aq, . ..a, aufgespannten Parallelotops eine reelle Zahl sein und fiir allei =1,...,n
soll gelten:

(1) D(ala ceey Qi—1, 04 + bi7ai+17 .. 7an) = D(a17 LR 7ai717ai7a’i+17 LR 7an)
+ D(alv e 7ai713b’iaai+17 .. ;a’n)v
(11) D(al, RN ¢ 7 )\ai, Ait1yee ey an) = )\D(al, PR ¢ 7 S [P 7 ¢ 7 S PP ,an).
Die Forderungen (i) und (ii) besagen gerade, dass D bei festen ay,...,a;—1,@it1,...,an

als Funktion von a; linear ist.

7.1.1 Definition. Eine Abbildung D : V™ — R mit den Eigenschaften (i) und (ii)
heiftt eine n-fache Multilinearform auf V.

7.1.2 Spezialfdlle. (i) n = 1: Eine 1-fache Multilinearform ist eine Linearform
p:V =R auf V.

(ii) n = 2: Eine 2-fache Multilinearform ist eine Bilinearform B : V x V — R auf
V xV (bzw. auf V).

7.1.3 Definition. Weiter fordern wir von einem orientierten Inhalt:

(iii) D(a1,...,a,) =0 falls a; = a;, fiir ein Paar (i, k) mit ¢ # k.
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Eine Multilinearform D mit der Eigenschaft (iii) heift alternierend oder Determi-
nantenform.

7.1.4 Bemerkung. Multilinearformen mit der Eigenschaft (iii) heifen alternierend,
weil bei Vertauschung von zwei Argumenten das Vorzeichen wechselt:

0=D(...,a+b,...,a+D,...)
=D(.. a—|—b )+D( Sbyoo,a+b,.)
:D( )+D( , b, )
+D( b ...)+D(. b ,b,. )
Wegen
D( 7a" 70’7 ):D(" 7b? 7b? ):O
folgt

(i)’ D(....ay... b)) =—D(...b....a,...),

d. h. D ist schiefsymmetrisch.

Aus 7.1.4 folgt sofort (iii), d. h. D ist genau dann alternierend, wenn D schiefsymme-
trisch ist. (Dies gilt nicht in allgemeinen Korpern!)

7.1.5 Definition. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Dann heift D : V* — R
normiert, wenn fiir eine festgewihlte Basis { e1,...,e, } von V gilt:

(iv) D(e1,...,en) =1.

Unser Ziel ist es, eine Abbildung D : V"™ — R zu finden, die die Eigenschaften (i)—(iv)
besitzt.

Zunichst betrachten wir n-fache Multilinearformen auf einem beliebigen endlich-dimen-
sionalen Vektorraum V', lassen also die Bedingungen (iii) und (iv) aufer acht und setzen
auch nicht voraus, dass V' die Dimension n hat.

Sei D : V™ — R eine Multilinearform. Sei { e1,..., e, } eine Basis von V. Wir wol-
len D(ay,...,a,) durch die Koordinaten der aj beziiglich der Basis { e1,...,e,, } aus-

driicken. Sei
m
ap = g apiei, k=1,...,n

Dann folgt aus den Eigenschaften (i ) und (ii):

m
D(ay,...,an) =D (E a1i€i7a27-~-aan>
i=1
m m
:ZaliD eiuZGQjejaafia”'van
i=1 Jj=1
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m m
= E E auang(ei,ej,ag,...,an)
i=1 j=1
m
= a1i1a2i2-...~amnD(ei1,...,ein).
LSRN in=1
Setzen wir
Ciy. iy = D (eila 7eln) 5

so erhalten wir:

7.1.6 Lemma. Jede n-fache Multilinearform auf einem Vektorraum der Dimension m
ist von der Gestalt

m

D(al,...,an) = Z alil .. 'anineil.“in' (71)

Umgekehrt ist durch (7.1) bei beliebig gewdhlten e;, ;. € R, i € {1,...,m}, eine

n-fache Multilinearform auf V' erkldrt.

n

Beweis. Es ist zu zeigen, dass eine durch 7.1 definierte Abbildung die Eigenschaften (i)
und (ii) besitzt.

(I) Wir zeigen zunéchst, dass durch
Clay,...,an) =014y * . Qni,,

bei festen iq,...,14, eine Multilinearform erklért ist:
Zu (i): Es gilt

C’(al,...,ak+bk,...,an):alilo...~(akik+bkik)~...~amn
:alil-...-ak,-k-..mamn—kaul-...~bkik-...-am-n
=Cl(ay,...,ak,...,an) +C(ar,...,bgy... an).

Zu (ii): Es gilt

C(al,...,)\ak,...,an):alil~...-()\akik)~...-am"
:)\-alil~...-akik-...~amn

=XC(a1,..., 0k, ..., a4p).

(IT) Durch (ay,...,an) — @14, * ... an;, ist also eine Multilinearform erkldrt. Da mit
D auch AD fiir beliebiges A eine Multilinearform ist, ist durch

(al, . ,an) — (£ PRI ¢ POV S 7 SR I
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eine Multilinearform erklirt. Da die Summe von Multilinearformen wieder eine
Multilinearform ist, folgt: Durch

m

(al,...,an) — E A1y * v - Qpg,, " €iyoip

i1 yein=1

ist eine Multilinearform auf V definiert. O

Im Weiteren wollen wir alternierende Multilinearformen, d.h. Multilinearformen mit
der Eigenschaft (iii) (oder 7.1.4) betrachten:

Sei n > m = dimV. Dann sind in jedem e;, .;, = D(e;,,...e;,) mindestens zwei
Argumente gleich. Ist D alternierend, so ist also

D(Gil,...76¢n) = 0 fiir alle il,... ,in.

Fiir n > dim V' verschwindet also jede n-fache alternierende Multilinearform auf V.

Sei n = m. Ist D eine alternierende Multilinearform, so ist
D(eil,. . .,ein) = O,

falls 4; = i), fiir wenigstens ein Paar (j, k), j # k. Wir brauchen also nur iiber diejenigen
n-Tupel (i1, ...,4,) zu summieren, in denen jede Zahl von 1 bis n genau einmal auftritt,
d. h.

k— iy

eine bijektive Abbildung von IN,, = { 1,...,n } auf sich darstellt.

7.1.7 Definition. Eine bijektive Abbildung = : IN,, — IN,, heilst eine Permutation.
Die Menge aller Permutationen wird mit S,, bezeichnet.

Wir werden uns mit Permutationen im néchsten Abschnitt beschéftigen.
Es gilt also

D(ala . '7an) = Z Aix(1) “ -+ Opx(n) * D (67\'(1)3 . '7€7r(n)) .
T(ESn

Wir wollen den Ausdruck

D (eﬂ(l), ey eﬂ(n))
naher betrachten. Unser Ziel ist es, D (eﬁ(l), e eﬂ(n)) durch D(eq,...,e,) und einen
von der Permutation m abhéngigen Faktor auszudriicken. Allgemeiner wollen wir fir
beliebige Vektoren ai,...,a, € V D(ar(1),...,0r(n)) durch D(ay,...,a,) und einen
von m abhéngigen Faktor ausdriicken.

Wir hatten gezeigt, dass sich bei Vertauschung von zwei Argumenten das Vorzeichen
andert. Es gilt also:

D(a,r(l)7 [N ,aw(i), .. .,aﬂ(k), .. .,aﬂ(n)) = —D(a,r(l)7 [N ,a,ﬂ.(k)7 [N ,aw(i), .. .,aﬂ(n)).
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Sei p die durch

Jm(d) fiir j # i, k,
i — w(k),
k— 7(4)

erklarte Permutation. Dann ist

D(aw(l), N 7(177(“)) = —D(ap(l), ey ap(n)).

Wir kénnen p schreiben als
p=ToOT,

wobei 7 diejenige Permutation ist, die ¢ und k vertauscht und die anderen Zahlen fest
lésst.

7.1.8 Definition. Permutationen, welche zwei Elemente vertauschen und die anderen
fest lassen, heiffen Transpositionen.

Wir haben also: Ist p = 7o 7, 7 eine Transposition, so gilt

D(aﬂ(l), RN ,aﬂ(n)) = —D(ap(l), ey ap(n)).

Durch Iteration erhalten wir: Ist c =wo7 0...07,., 71,...,7. Transpositionen, so gilt

D<a’7T(1)7 .- -aaﬁ(n)) = (—1)TD<(10(1), T ’CLU("))'

Ist speziell 0 = 1 0... 07, so gilt also
D(a,...,an) = (=1)"D(agy; - - - Ao(n))-

Da wir jede Permutation als Produkt von endlich vielen Transpositionen schreiben
konnen (Beweis im néchsten Paragraphen), folgt also

7.1.9 Satz. Seime S,, t=m0...07, T1,...,7 Transpositionen. Dann gilt

D(ar(ry, - an(n)) = (=1)"Dla, ..., an).

Beweis. Angenommen, es gibt eine Permutation 7, die sich sowohl als Produkt einer
geraden als auch ungeraden Anzahl von Transpositionen schreiben ldsst. Dann wiirde
aber jede m-fache alternierende Multilinearform verschwinden, was aber nicht der Fall
ist (der Beweis erfolgt im nichsten Abschnitt).

Deshalb lésst sich jede Permutation (evt. auf mehrere Arten) als Produkt von Transpo-
sitionen schreiben. Die Anzahl der Faktoren bei verschiedenen Darstellungen ist dabei
jedoch entweder stets gerade oder stets ungerade. O
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7.2 Permutationen

7.2.1 Definition. Eine Permutation einer Menge M ist eine bijektive Abbildung von
M auf sich.

Zwischen den Permutationen einer festen Menge kann durch die Hintereinanderausfiih-
rung eine Verkniipfung erklért werden: Seien 7, p Permutationen von M. Wir setzen

Tp:=Top,

d. h.
mp(x) = w(p(x)) fir z € M.

m p ist wieder eine bijektive Abbildung, also eine Permutation. Die Hintereinanderaus-
fiihrung von Abbildungen ist assoziativ, also gilt

(i) (wp)o = m(po).

Wir schreiben dafiir auch kurz mpo. Diese Verkniipfung besitzt ein neutrales Element,
néamlich
g = id]y[,

denn es gilt fiir jede Permutation m von M
(ii) me =em = .

Da die Permutationen bijektive Abbildungen sind, gibt es zu jeder Permutation 7 ein
Inverses 7! mit

(iii) mrl=7n"lr=¢.

Die Permutationen bilden also mit dieser Verkniipfung eine Gruppe, d. h. die Verkniip-

fung ist assoziativ, es existiert ein neutrales Element und zu jeder Permutation ein
Inverses.

7.2.2 Definition. Eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung o : G x G — G
heifsit Gruppe, falls

(i) (aob)oc=ao(boc) (Assoziativgesetz).
(ii) Es gibt ein neutrales Element ¢ mit

ao&E =a.

(iii) Zu jedem a € G existiert ein inverses Element a~! mit

aoa =¢&.
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7.2.3 Bemerkungen. (a) Gilt auch das Kommutativgesetz, ndmlich

(iv) aob=boa,

so heifit die Gruppe kommutativ oder Abelsch. Kommutative Gruppen werden
h&aufig additiv geschrieben, z. B. ist jeder Vektorraum eine kommutative, additiv
geschriebene Gruppe.

Es gilt

aloa=ce.

Beweis. Nach (iii) gibt es ein (a7!)~! € G mit

Es folgt
aloa=(a""oa)oe=(a"toa)o(a o(a""))

=ato(aca o (a™H)?

= (cfl 05) o(a™H™t

:ailo(ail)il =€ [
Es gilt

egoa=a.

Beweis.

coa=(aoca oa=ao(atoa)

= aQ0€ =a. D

Das neutrale und inverse Element sind eindeutig bestimmt.

Beweis. (a) Seien £1,e5 zwei neutrale Elemente. Dann folgt
E1 = E10€&9 = €9.
(b) Sind a4, as zwei inverse Elemente zu a, so gilt

a1 =aj10e=ajo(aoay) = (a;oa)oay

=coag = as. O
Die Gleichungen
aox =b,
yoa=>»b

sind fiir alle a,b € G eindeutig 16sbar. Es gilt z =a ' ob, y =boa™".
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7.2.4 Satz und Definition. Die Permutationen einer Menge M bilden beziiglich der
Verknipfung ,0“ eine Gruppe. Diese Gruppe heifit die symmetrische Gruppe S(M)
der Menge M.

Wir werden im weiteren stets den Fall M = { 1,...,n } = IN,, betrachten. Wir schreiben
S(IN,) = S,,.

7.2.5 Bezeichnung. Eine Permutation 7 aus S;, beschreiben wir durch das Zahlen-
schema

B < 1 2 ... n >
T=\x(1) 7(2) ... 7(n)/) "
Da 7 bijektiv ist, tritt in der unteren Zeile jede Zahl von 1 bis n genau einmal auf.
Umgekehrt stellt jedes Zahlenschema

(1 2 ... n)
i1 42 ... i)’
in welchem in der unteren Zeile jede Zahl von 1 bis n genau einmal auftritt, eine Per-

mutation aus S,, dar.

7.2.6 Lemma. S, hatn!=n-(n—1)-...-1 Elemente.

Beweis. Wir betrachten das Zahlenschema

(1 2 ... n>
i iy i)

wobei die Zahlen 41, ..., 7, so gewahlt sind, dass es eine Permutation ist. Fiir ¢; kénnen
wir alle Zahlen von 1 bis n setzen, also n Zahlen. Bei fest gewéhltem i; haben wir dann
fiir 75 noch n — 1 Moglichkeiten, ndmlich die Zahlen von 1 bis n aufter i;. Bei festen i

und 75 haben wir fiir i3 n — 2 Moglichkeiten, usw. Bei festen 1,40, ...,7,_1 haben wir
fiir 4,, genau eine Moglichkeit. Also gibt es insgesamt

nn—1)Mn-2)-...-1=nl
Moglichkeiten, die Zahlen i1, ..., so zu waihlen, dass das Zahlenschema eine Permu-
tation aus .S,, ist. .S,, hat also n! Elemente. O

7.2.7 Das Rechnen mit Permutationen. Wie rechnet man mit den Zahlenschema-
ta?

(i) Das zu dem Produkt 7 o p der Permutationen
_(12345) _(12345)
T=\54321)° P7 135214
gehorige Zahlenschema ist wie folgt gegeben: Statt unter ¢ im Schema p die Zahl
7 und unter j im Schema 7 die Zahl k, so steht unter i im Schema 7 o p die Zahl

k. Es ist also
(12345) (12345)_(12345)
54321)°\13524) 53142/
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(ii) Das Schema der zu p inversen Permutation erhélt man, wenn man die iiber 4
stehende Zahl im Schema von p im Schema von p~! unter i schreibt:

_1_<12345)
P =\14253)

Wir wollen nun die im letzten Paragraphen angekiindigten Ergebnisse beweisen. Zu-
néchst zeigen wir, dass sich jede Permutation als Produkt von endlich vielen Transpo-
sitionen — das sind diejenigen Permutationen, die zwei Elemente vertauschen und die
anderen fest lassen — darstellen lasst.

7.2.8 Definition. Mit 7%, ¢ # k (¢ < k) bezeichnen wir die durch

Tik(j) = Jj fir j # 4, k,
(1) ==k,
Ti(k) =14

erklarte Transposition. Zu 7;; gehort das Schema

Ti = Tiit+1 furz:l,,n—l

Wir setzen

Um eine Permutation darzustellen, brauchen wir nur die Transpositionen 7;:

7.2.9 Satz. Jede Permutation m € S, ldsst sich schreiben als ein Produkt von Trans-
positionen T;.

Beweis. Seinm = ( 1

z> Durch Multiplizieren mit Transpositionen 7; kénnen wir
n in n tberfithren:

1 ...n
Th—1©...0T;410T; 0T = n)-

Durch Induktion nach n folgt nun der Satz:

n = 1: Die einzige Permutation in S ist die Identitdt. Wir kénnen die Identitét in der
gewlinschten Form darstellen, wenn wir das leere Produkt zulassen und vereinbaren,
dass das leere Produkt gleich der Identitét ist. Diese Konvention ist auch fir n > 1
verniinftig.

Induktionsschluss von n — 1 auf n: Sei w € S,,, m(n) = i. Dann gilt fiir die Permutation
Pp=Tpn—-1...T;T

p(n) =n.
Wir kénnen p also auffassen als Permutation aus S,_;. Nach Induktionsvoraussetzung
lafst sich p € S, —1 als Produkt von Transpositionen 7; € S;,_; schreiben. Setzen wir

7;(n) :=mn,
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so konnen wir p € S, als Produkt von Transpositionen 7; € S, darstellen. Wegen
m™T=T;...Tn—-1Tp—-1...T;T
=Ti..-Tpn—-1pP
kénnen wir dann auch 7 als Produkt von Transpositionen 7; € S,, schreiben. O

Als weiteres wollen wir eine Aussage iiber die Anzahl der Faktoren der Darstellungen
einer Permutation ableiten. Zun#chst ein Beispiel:

Sei n = 3. Es gilt
B (1 2 3) B
T1T2T1T2T1 — 132 = T2.

Wir haben also fiir die Permutation G g 2) zwei Darstellungen verschiedener Lange,
aber die Paritdt der Anzahl der Faktoren ist bei beiden Darstellungen gleich.

Wir wollen zeigen, dass das allgemein gilt. Dazu brauchen wir eine Zahl, die angibt, wie
weit eine Permutation von der Identitat e abweicht. Fiir € gilt

i<k = e(i)<e(k).

Wir messen die Abweichung von ¢ durch die Anzahl der Paare (4, k) fiir die die Reihen-
folge der Bilder umgekehrt ist.

7.2.10 Definition. Eine Inversion oder Fehlstand einer Permutation 7 € .S,, ist ein
Paar (i, k) mit i < k, aber 7(¢) > m(k). Mit inv(7) wird die Anzahl der Inversionen von
7 bezeichnet.

Es gilt inv(e) = 0.

7.2.11 Beispiel. Die Permutation

— =
W DN
ot W
N

= Ot
N—

hat die Inversionen
(2,4), (3,4), (3,5).

Es gilt also inv(7) = 3.
7.2.12 Lemma. Die Anzahl der Inversionen einer Transposition Ty, (i < k) ist unge-

rade.

Beweis. Die Paare (j,¢), in denen ¢ und k nicht auftreten, sind keine Inversionen.
Ferner sind die Paare (j,¢) mit j < i, £ = i,k, und (¢,7) mit j > k, £ = i,k keine
Inversionen. Es bleiben die Paare

(i,i+1),(i,i+2),... (5, k= 1), (4, k),
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i+ 1LEk),G+2,k),...,(k—1,k).
Das sind alles Inversionen. Die Transposition 7;; hat also
k—i)+(k—-1—-4i)=2(k—1i)—1

Inversionen, d. h. inv(7;) ist ungerade. O

Wie &ndert sich die Anzahl der Inversionen bei Vorschaltung einer Transposition 7;?

7.2.13 Lemma. Seim € S, und 1 <i<n-—1. Dann gilt

inv(rr;) = inv(m) £ 1.

Beweis. Wir betrachten das folgende Schema

o1 —1 1 1+1 1+2 ... n
m: w(l) ...ow(@—-1) 7w@) w@E+1) 7(t+2) ... w(n)
rri:w(l) ow(@—1) 7(i4+1) w@) #(E+2) ... 7w(n).

In der mittleren Zeile stehen die Werte von m, in der unteren die Werte von 77;.

(I) Paare, in denen ¢ und i + 1 nicht auftreten, sind gleichzeitig Inversionen von 7
und 77;.

(II) Das Paar (4,i+1) ist entweder Inversion bei 7 und nicht bei 77; oder umgekehrt.

(IIT) (4,7) oder (4,j) ist Inversion bei 7w genau dann, wenn (j,i + 1) oder (¢ + 1,7)
Inversion bei n7; ist, j # 4,7 + 1.

(IV) (j,i + 1) oder (i + 1,7) ist Inversion bei 7w genau dann, wenn (j,4) oder (i,7)

Inversion bei w7; ist, j # 4,7 + 1.

Aus (I), (III) und (IV) folgt, dass die Anzahl der Inversionen von 7 unter den Paaren
die ungleich (7,7+1) sind, gleich der Anzahl der Inversionen von 77; unter diesen Paaren
ist. Mit (II) folgt die Behauptung. O

7.2.14 Definition. Die Zahl (—1)™¥(™) heift das Signum oder Vorzeichen sgn ()
der Permutation 7.

7.2.15 Satz. Seien w,p € S,,. Dann gilt
sgn(mp) = sgn(m) - sgn(p).
Allgemeiner gilt fir 71, ..., 7 € Sy,
sgn(my ... m) =sgn(my) - ... - sgn(m,).

Insbesondere ist
sgnm = (—1)",

falls w ein Produkt von r Transpositionen ist.
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Beweis. (I) Fiir eine Transposition 7;; gilt
gy = (—1) ) = 1,
da inv(7;) ungerade ist.

(IT) Sei m Produkt von r Faktoren 7;. Es gilt
sgn(id) = (—1)"v0d = 1,
Bei Vorschaltung eines Faktors 7; &ndert sich das Vorzeichen, also gilt
sgnt;, =sgn(id-r,) = —1.
Durch sukzessive Vorschaltung der 7; erhalten wir
sgn(m) = sgn(ri,,...7,.) = (=1)".

(IIT) Mit (II) folgt nun, dass das Signum eines Produkts von r Transpositionen (—1)"
ist.

(IV) Sei m Produkt von p Faktoren 7; und p Produkt von r Faktoren 7;. Dann ist wop
Produkt von p + r Faktoren 7;. Es gilt also

sgn(m - p) = (—1)PF" = (=17 (-1)"
= sgn(7) - sgn(p). O

Dieser Satz liefert uns das gewiinschte Ergebnis:

7.2.16 Lemma und Definition. Ldsst sich eine Permutation m darstellen als Produkt
einer geraden (bzw. ungeraden) Anzahl von Transpositionen, so ist sgnm = +1 (bzw.
—1). Dann muss aber auch die Anzahl der Faktoren jeder anderen Darstellung von 7 als
Produkt von Transpositionen gerade (bzw. ungerade) sein. Ist sgn(mw) = +1, so heifst =
eine gerade Permutation, ist sgn(m) = —1, so heifit m eine ungerade Permutation.
Die Menge aller geraden Permutationen bildet eine Untergruppe von Sy, genannt die
alternierende Gruppe A,.

7.2.17 Schreibweise fiir Permutationen. Wir wollen noch einige Schreibweisen fiir
Permutationen einfithren, die das Rechnen vereinfachen.

(i) In dem zu einer Permutation gehérigen Zahlenschema lassen wir diejenigen Spal-
ten weg, in denen die obere Zahl gleich der unteren ist, z. B.
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(ii) Eine weitere Vereinfachung stellt die Zyklenschreibweise dar: Seien i1, ..., 1,

r verschiedene Zahlen aus { 1,...,n }. Dann stellt der Zyklus (i; i ... i,) die
durch das Zahlenschema
(il iQ ir—l Zr>
i 43 ... iy 11

beschriebene Permutation aus S,, dar.

Jede Permutation lisst sich als Produkt von disjunkten Zyklen schreiben, z. B.

2345
(3524):(2354)’
234567
<352476>:(235®w7)

Da die Zyklen paarweise fremd sind, kdnnen sie in beliebiger Reihenfolge geschrie-
ben werden.

7.2.18 Beispiel. Betrachte die folgenden Permutationen:

_<12345678)
Tm\26578143)
_<12345678)
P=\34581762)"
(i) Berechnung des Produkts o = 7p:
12345678 12345678
c=134581762]|= 57839416
57832416
(i) Berechnung des Inversen 7~
-1 (65 81 43)_(12345678>
m 12345678/ -\61873245)/°

(iii) Zyklenschreibweise fiir :
=(126)(358)(47).
(iv) 7 als Produkt von Transpositionen:

(126)=(12)(26),
(358)=(35) (58),

also:

—(126)(358) (47)
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= (12)(26)(35)(58) (4
= (12)(26)(35)(47)(58)
(man konnte vertauschen, da die Transpositionen (4 7) und (5 8) ziffernfremd

sind).

(v) Aus Teil (iv) folgt, dass
sgn(rm) = (—1)° = —1.

(vi) Bestimmung der Anzahl der Inversionen von 7 : Die Inversionen sind:

(1,6), (2,3), (2,6), (2,7), (2,8),

(3,6), (3,7), (3,8), (4,6), (4,7),

(47 8)7 (57 6)7 (57 7)’ (578)7 (778)7
d.h

inv(m) = 15,
weshalb
sen(m) = (~1)!% = -1
7.3 Determinanten

Wir setzen die Uberlegungen aus 7.1 fort. Mit den Ergebnissen aus 7.2 koénnen wir
uns eine vollstindige Ubersicht iiber die n-fachen alternierenden Multilinearformen auf
einem n-dimensionalen Vektorraum verschaffen. Es wird sich herausstellen, dass eine
n-fache alternierende Multilinearform eindeutig charakterisiert werden kann durch den
Wert auf den Basisvektoren einer Basis des Vektorraumes.

Sei V' ein Vektorraum der Dimension n, { ej,...,e, } eine Basis von V, D : V" — R
eine n-fache alternierende Multilinearform auf V. In 7.1 hatten wir gezeigt, dass fiir
ar =Y g agie;, k=1,...,n, gilt:

D(al, ey CL,,L) = Z al,r(l) et anﬂ(n)D (eﬂ(l), ey €7r(n)) .
TES,

Weiter hatten wir gezeigt, dass
D (e,r(l), e ,eﬁ(n)) = (—1)TD(61, ceey €n)

ist, falls sich 7 als Produkt von r Transpositionen schreiben ldsst. Mit den Ergebnissen
aus 7.2 erhalten wir

D (eﬁ(l), el eﬂ(n)) =sgn(m)D(eq, ..., e,).

Damit erhalten wir
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7.3.1 Satz. Unter den obigen Voraussetzungen ist

D(ay,...,a,) = Z Sg(T)A1r(1) - - - - - Apm(myD(e1, .. -, €n).

TESy
D(ay,...,ay) wird also gegeben durch einen nur von den Koordinaten der aj, abhdngigen
Ausdruck, der mit dem Faktor D(ey, ..., e,) multipliziert wird. Die Koordinaten der ay,
bilden eine n-reihige Matrix
aq a11 ... Q15 ... A1n
Qg = Akl .- kg - .. Qkn
Qp, apl -+ Qpi «.. App

7.3.2 Definition. Sei (ag;) eine n-reihige Matrix. Dann heift

ail ... Qinp

det(api) = | : D= Z SEN(T)A1r(1) - - - - * Cnr(n) (7.2)

Gnl - .. Gnon TESn

die Determinante der Matrix (ag;). Mit dieser Bezeichnung erhalten wir
D(ay,...,a,) = cdet(ag;),
wobei ¢ = D(ey, ..., ep).

7.3.3 Satz. Zu gegegebenem c € R gibt es genau eine n-fache alternierende Multiline-
arform D auf V. mit

D(ey,...,en) =c,

ndmlich die durch
D(ay,...,an) = cdet(ag;), (7.3)
wobei (ay;) die n-reihige Matriz der Koordinaten der ay, ist, erkldrte alternierende Mul-

tilinearform.

Beweis. (I) Die Eindeutigkeit haben wir oben schon gezeigt.

(IT) Esist zu zeigen, daB es eine alternierende Multilinearform gibt mit D(eq, ..., e,) =
c. Dazu weisen wir nach, dass durch (7.3) eine alternierende Multilinearform D
mit D(eq,...,e,) = c erklirt ist.
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(a) D(e1,...,en) =c
Das folgt, wenn wir zeigen, dass die Determinante der Matrix der Koordi-

naten der Basisvektoren ey, ..., e, gleich 1 ist, d. h.
1 o
=1 (7.4)
o 1
Die Summanden sgn(m)air(1) - ... * Gpr(n) verschwinden fiir 7 # ¢ = id,

denn dann ist wenigstens ein ay,(x) kein Diagonalelement der Matrix und
also gleich 0. Weiter ist

sgn(id)ayy ... app =1,

also gilt (7.4).
(b) Dass D eine Multilinearform ist, haben wir schon in Lemma 7.1.6 bewiesen.
) Es bleibt zu zeigen, dass D alternierend ist, d.h. D(ay,...,a,) = 0, falls

zwei Argumente gleich sind. Das folgt, wenn wir zeigen, dass det(ag;) = 0
ist, falls zwei Zeilen gleich sind.

Sei die k-te Zeile der Matrix (ay;) gleich der ¢-ten Zeile, d. h.

—
(e

ag; = ag; firi=1,...,n.

Wir zeigen, dass sich jeweils zwei Glieder der Summe Y, g sgn(m)ai (1) -
-+ Upr(n) aufheben. Dazu teilen wir S, in die Teilmengen

Sp=A{m€Sn|m(k)>n(0)},
S/ ={me 8, |nk) <)}

auf. S, und S/ sind disjunkt und ihre Vereinigung ist S,,. Weiter gibt es zu
jedem 7 € S, genau ein p € SV mit 7(j) = p(j) fir j # k, £, und zwar gilt

P = TTke

und umgekehrt, d. h. die Zuordnung 7 — p von S; nach S) ist bijektiv.
Damit erhalten wir

Z Sgn(ﬂ)alﬂ'(l) teest App(n)

TESy
= Z Sen(mM)ain(1) * - - Qp(n) + Z Sen(m)ain(1) " - - - Qn(n)
resy, resy
= Z (Sgn(ﬂ—)alﬂ(l) CeetOpp(n) T Sgn(ﬂ—TM)alﬂ'Tke(l) Tt anﬂ’"‘kz(n)) :

TeS],
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Bleibt zu zeigen:

SEN(T)A1r(1) * - - - * Cpr(n) + SEN(TThe)A1rry (1) * - -+ Oy (n) = 0

Wir setzen 7,y = 7. Dann ist

Sgn(T)a1r(1) * - -+ Gpr(n) +SEN(TT)A1rnr(1) " -+ Gprr(n)

= sgn(m) H Wjn() (o (k) Gem(0) = o (0) Bem()) = 0
J#k,L

Wegen Gpx(k) = Aex(k) UNA Gpr(g) = Agr(e)- Damit haben wir gezeigt, dass
die Determinante einer Matrix mit zwei gleichen Zeilen Null ist. U

7.3.4 Berechnung der Determinante. Die Determinante einer n-reihigen Matrix
soll fiir n = 1, 2,3 ausgerechnet werden:

n=1 det(all) = dai1.
a11 @12

n=2 det ( = a11022 — 12021
a21 22

a1l @12 a3
n=3 det | a1 ag2 ass = 11G22G33 — 011G023G032 — 413022031
a31 asz a33

— 12021033 + 12023031 + A13021032.

Fiir n = 2,3 stimmt die hier definierte Determinante mit den in den Abschnitten 1.9
und 1.10 betrachteten Determinanten iiberein.

7.4 Die Determinante einer linearen Abbildung

Wir wollen eine Determinante fiir lineare Abbildungen erkldren. Sei F' : V — V eine
lineare Abbildung. Sei A = (a;;) die Matrix von F' beziiglich der Basis {e1,...,e,}. Die
Determinante von F' soll gleich det(a;;) gesetzt werden. Damit die Determinante von
F unabhéngig von der Wahl der Basis ist, ist zu zeigen, dass det(a;;) unabhéngig von
der Wahl der Basis ist.

Dazu betrachten wir die durch
C(z1,...,2y) := D(F(x1),...,F(z,))

erkliarte Abbildung C, hierbei sei D eine noch ndher zu bestimmende alternierende
Multilinearform. Wegen der Linearitdt von F' und der Multilinearitit von D ist C
multilinear, ferner ist C alternierend, denn aus xp = xy folgt F(z;) = F(x¢) und
damit D(..., F(zg),..., F(xg),...) =0, also C(...,x,...,x4,...) = 0. C ist also eine
alternierende Multilinearform. Nach Satz 7.3.3 ist dann

C(x1,...,xn) =Cley, ..., e,)det(zx),
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d. h.
D(F(z1),...,F(zn)) = D(F(e1),...,F(en)) det(zk;).

Wegen F(e;) = > i a;je; folgt

D(F(x1),...,F(z,))
= Z (27 7% BRI ~ainnD (eil,...,ein)det(:vki)

i1,00in=1

= det(ai;) " D(ei,- . ., en) det(zg;) = det(aj;) det(wy, . . ., ).

D(F(x1),...,F(z,)) und D(z1,...,z,) sind von der Basis { ej,...,e, } unabhingig.
Wahlen wir nun fiir D eine nicht verschwindende alternierende Multilinearform — aus
Satz 7.3.3 lésst sich folgern, dass es nicht identisch verschwindende alternierende Mul-
tilinearformen gibt — und ein n-Tupel von Vektoren 1, ...,z, mit D(z1,...,x,) # 0,
so folgt
D(F(z1),...,F(zy))

D(ml,...,xn) '

Da die rechte Seite unabhéngig von der Wahl der Basis ist, ist die linke Seite unabhéngig
von der Wahl der Basis.

7.4.1 Definition. Sei F': V — V eine lineare Abbildung und A = (a;;) die F beziiglich

det(aﬂ) =

einer Basis { e1,...,e, } zugeordnete Matrix, d. h. F(e;) = > a;je;. Dann heifst
=1

det F :=det AT = det(a;;)

die Determinante von F'.

7.5 Eigenschaften der Determinanten

Im Weiteren sollen einige Eigenschaften der Determinanten einer Matrix abgeleitet wer-
den.

7.5.1 Satz. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum, D eine nicht identisch verschwin-

dende alternierende Multilinearform auf V. Dann gilt fir ai,...,a, € V:
D(ay,...,a,) =0 & aq,...,a, linear abhingig .
Beweis. ,<“ Seien ay,...,a, linear abhingig. Dann liegen ay,...,a, in einem (n —

1)-dimensionalen Unterraum U von V. Die Einschrinkung von D auf U ist eine n-
fache alternierende Multilinearform. Wegen n > dim U verschwindet D auf U identisch,
insbesondere ist also

D(ay,...,an) =0.

,=" Selen ay,...,a, linear unabhingig, also eine Basis von V. Wére D(ay,...,a,) =
0, so wirde D im Widerspruch zur Voraussetzung identisch verschwinden. Also ist
D(ay,...,a,) #0. O



7.5 Eigenschaften der Determinanten 161

Aus diesem Satz konnen wir einige Aussagen iiber die Determinante folgern:
7.5.2 Korollar. Sei V =R", ax = (ak1,...,axn) € R", k=1,...,n. Dann gilt

det(ar;) =0 & aq,...,a, linear abhdngig .

Beweis. Setzen wir
D(as,...,a,) = det(ag;),

so folgt die Behauptung. O
7.5.3 Korollar. Fir n-reihige Matrizen A gilt:

det A #0 < A invertierbar .

Beweis. Sei {ej,...,e, } eine Basis des R". Dann gilt
D(AT(e1),...,AT(en)) =det AD(ey, ..., en).
Wegen D(eq,...,e,) # 0 folgt

det A#0< D(AT(e1),..., AT (en)) #0
e | AT (e1),..., A (en) } Basis des R".

Wegen A invertierbar < AT invertierbar < {ATe;,..., ATe,} Basis folgt

det A #0 < A invertierbar . O

Seien F,G : V — V lineare Abbildungen. Wir wollen die Determinante der Hintereinan-
derausfiihrung G'o F' berechnen. Sei D eine nicht identisch verschwindende alternierende
Multilinearform. Dann gilt

det(Go F) - D(x1,...,2n) = D ((Go F)(x1),...,(Go F)(xy))
=det G D(F(z1),...,F(xy))

=detG-det F'- D(zq,...,2,).
Wiahlen wir z1,...,x, so, dass D(z1,...,x,) # 0 ist, so folgt

7.5.4 Satz.
det(G o F) = det F' - det G.

Wir werden nun Eigenschaften der Determinante herleiten, die fiir die praktische Be-
rechnung von Determinanten niitzlich sind. Dass die Determinante alternierend und
multilinear ist, liefert uns einige Aussagen dariiber, wie sich die Determinante einer
Matrix bei Abdnderung der Zeilen verhilt. Wenn wir zeigen, dass die Determinante
einer Matrix gleich der Determinante ihrer gestiirzten Matrix ist, so konnen wir die-
se Aussagen auch auf das Verhalten der Determinante bei Abidnderung der Zeilen
ibertragen.



162 7 Determinanten

7.5.5 Satz.
det AT = det A.

Beweis. Sei A = (ax;) eine Matrix und B = AT = (b;) die gestiirzte Matrix,
d. h. by; = a;;. Dann ist

det(aki) = Z Sgn(ﬂ-)alﬂ'(l) Cees Qup(n),

TESH
det(bri) = Y s20(p)bip(1) * - * bup(n)
pESn
= Z Sgn(p)ap(l)l teeet Qp(n)n.
PESH
Wir fiihren zunéchst @y (1) - *@pr(n) in ein Produkt a,qy1-. - .- @p(n)n iber: Da 7 bijektiv

ist, durchlaufen 7(1),...,7(n) die Zahlen 1,...,n. Ist i = 7(k), so gilt 7=1(i) = k. Es
gilt also
alﬂ(l) Ceeet amr(n) = a,ﬂ-—l(l)l el a,rfl(n)n.

Wegen

l=sgn(ror ') =sgnm-sgnw*

gilt
sgn al= sgn .

Durchliuft 7 alle Permutationen von S,,, so durchliuft auch p = 7~ alle Permutationen
von S™. Es gilt also

det A = det(ay;) = Z SgN(T)a1r(1) - - - Ap(n)

TES,
= Z sgn(m ™) ar-1(1)1 " -+ Qrm1(nyn
TESy
= Z Sgn(p)ap(l)l Tt Qp(n)n
PESH
= det(a;;) = det AT. O

7.5.6 Satz. Die Determinante einer Matriz besitzt die folgenden Eigenschaften:

Sie hangt linear von jeder Zeile und jeder Spalte ab.

)

(ii) Sie dndert das Vorzeichen beim Vertauschen von zwei Zeilen oder zwei Spalten.
) Sie verschwindet genau dann, wenn der Rang der Matrixz nicht mazimal ist.
)

Sie andert sich micht, wenn man zu einer Zeile bzw. Spalte ein Vielfaches einer
anderen Zeile bzw. Spalte addiert.
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Beweis. Wir brauchen nur noch (iv) nachzuweisen. Sei (ax;) eine n-reihige Matrix, die
k-te Zeile von (ay;) sei ai. Wir betrachten die durch

D(ay,...,ay,) = det(ag;)

definierte n-fache alternierende Multilinearform. Es gilt

D(ay,...,a + Aag,...,a¢,...,an)
=D(a1,...,0k, .., 00, ...,0n) +AD(a1,... a0, ... ,a¢,...,05)

/l\
k-te Stelle

=D(a1,...,Qk, ...,y ...,0n).

Damit folgt die Aussage (iv) fiir Zeilen. Fiir die Spalten erhalten wir sie durch Ubergang
zu den gestiirzten Matrizen. O

Wir leiten eine weitere Regel her: Wir betrachten die n-reihige Matrix

A % 12
A:
0 A" ) n—1¢,
{n—/

dabei sei A’ eine ¢-reihige Matrix, A” eine (n — ¢)-reihige Matrix. Die Determinante von
A soll durch die Determinanten von A’ und A” ausgedriickt werden.

Fiir die Koeffizienten ag; von A gilt

ap; =0 fir k>0, i </

Es ist
det A = Z sgn(m)air(1) * - -+ Gnr(n)-
TeSy
Ist a1r(1) - -+ Apren) # 0, so gilt fiir 7
k=(+1,....n = w(k)e{{+1,...,n},
d. h.

a{l+1,...,n}C{l+1,....,n}.
Weil 7 bijektiv ist, gilt

a{l+1,....n}={l+1,...,n},

und damit auch

{1, 0y ={1,... ¢}
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Wir koénnen 7 schreiben als Produkt einer Permutation von { 1,...,¢} und einer Per-
mutation von { £+ 1,...,n }:

Seien 71, o definiert durch

(k) k<
mi(k) = {k k>,
ko k<t

ma(k) = {w(k) k> L.

Dann gilt m = 7 o my. Jede Permutation 7w aus
S ={reS,|m{l,....0}={1,....0}}
koénnen wir also als Produkt
T = T 0T

schreiben, wobei 71, mo wie oben definiert sind. 71 ldsst sich auffassen als Permutation
aus Sy, mo als Permutation aus S{¢+1,...,n }.

Haben wir umgekehrt Permutationen 71 € Sy, o € S{+1,...,n}, so kénnen wir diese
als Permutationen aus S,, auffassen und das Produkt 7 o 7 liegt dann in S/,. Damit
erhalten wir

det A = Z SEN(T)A1n(1) * - - - * Anr(n)

TeSy
= Z SgN(T)A1r(1) * - - - * Cpr(n)
TeS],
= Z sgn(71) SgN(T2) A1z, (1) + -+ * Ay (£) * Ut 1ma (41) * -+ + * Oy (n)
T1E€Se,

me€S{ 4+1,....,n }

( Z sgn(m1) 1y (1)« -+ agm(g)>

T1ESy

Z Sgn(ﬂ-2>af+17r2(£+1) Tt Qg (n)
T €S{L+1,....,n }

=det A’ -det A”.

/!

7.5.7 Satz. Fir A = (‘g ;1",/> gilt

det A=det A" - det A”.

7.5.8 Korollar. Ist A von der speziellen Gestalt

(a1 *
a=(% 1),
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so gilt
det A =aydet A'.

7.5.9 Korollar. Ist A eine obere Dreiecksmatriz, d. h.

a *
1(12

O an
so folgt durch sukzessive Anwendung von Korollar 7.5.8, dass
detA=ai-as-... an,.

Die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix ist also das Produkt der Diagonalele-
mente.

Durch Ubergang zu den gestiirzten Matrizen erhalten wir die analoge Aussage fiir

A0
A =
x A

7.5.10 Beispiel. Durch Anwendung der Regeln aus Satz 7.5.6 wollen wir die Determi-
nante

© N O =
S 0 = N
_ O Ot Ww
OOy O

berechnen. Dazu {iberfiihrt man moglichst die Matrix mit Hilfe der Operationen aus

! li
den Regeln (i), (ii) und (iv) aus Satz 7.5.6 in eine Matrix (13 Z,,) oder (A* f(l)”) An-

schliefend wendet man dieses Verfahren auf det A’ und det A” an, bis man sie auf leicht
zu berechnende Determinanten zuriickgefiithrt hat. Durch Subtraktion des 3-fachen der
letzten Zeile von der zweiten Zeile erhalten wir

1230 1 230 | 93
0456|282, =274 20| _o| ooy s
7800 7 800 2 %0
9012 9 012

Aus der zweiten Spalte ziehen wir den Faktor 2 heraus,

0 = DN

3 1
2| =41-27
0 7

>~ N =
[ =N

1
2|27
7
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und subtrahieren die 2. Spalte von der ersten und das 3-fache der 2. Spalte von der
letzten:

113 01 0
4|-2722/=4]|-292 —4
7 40 3 4 -12
10 0
125 _yl9 29 —4| = —4’59 _142‘.
4 3 —12

Ziehen wir aus der letzten Spalte den Faktor —4 und aus der letzten Zeile den Faktor
3, so erhalten wir

1230

04506 _ _ [-20 —

7800 3 —12

9012

-29 1

— (-0 (-9)-3| 7}
= 48(—29 — 1) = —48 - 30
= —1440.

Zum Abschluss wollen wir noch einige Regeln ableiten, die vorwiegend fiir theoretische
Uberlegungen brauchbar sind.

a4
Sei (ag;) eine n-reihige Matrix. Den i-ten Spaltenvektor : koénnen wir in der
An;
Form
0
ai; n 0
= Qs
— 0
Ani k=1
0
schreiben. Damit erhalten wir
aiq ... 0 ... QA1n
ai; ... A1 ... Q1p n 0
= § : . Qg
At - Qi - .. Qpp| F=1 0
ap1 --- 0 ... Gpn
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Durch ¢ —1 Vertauschungen benachbarter Spalten kénnen wir die i-te Spalte in die erste
Spalte {iberfiihren. Die Reihenfolge der ersten ¢ — 1 Spalten bleibt dabei erhalten. An-
schlieffend kénnen wir die k-te Zeile durch k£ — 1 Vertauschungen benachbarter Zeilen in
die erste Zeile iiberfiihren. Die Reihenfolge der ersten k& — 1 Zeilen bleibt dabei erhalten.
Damit folgt

det(agi) = Y (1) (=D © | k-te Zeile fehlt

i-te Spalte fehlt

wobel

A = (—1)’“‘” k-te Zeile fehlt

i-te Spalte fehlt.

7.5.11 Definition und Laplacescher Entwicklungssatz. Es gilt die Formel (7.5) fiir
die Entwicklung von det(ay;) nach der i-ten Spalte, dabei heifft Ag; das algebraische
Komplement zu ay; in der Matrix (ag;).

Es soll die Cramersche Regel fiir die Auflésung eines Gleichungssystems von n Glei-
chungen mit n Unbekannten angegeben werden. Wir betrachten das Gleichungssystem

a1+ ... a1, = b1
: (7.6)
Ap121 + ..+ ATy = by,
Wir setzen voraus, dass das Gleichungssystem genau eine Losung besitzt. Das ist genau

dann der Fall, wenn
rg(ai;) = n bzw. det(a;;) # 0.

Die Cramersche Regel gibt dann die Losung an.

Sei (z1,...,x,) die Losung. Dann ist

a1+ ...+ ax, =0,
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wobel

Anj by

Sei D die durch
D(y1,. .., yn) = det(yi;)

definierte alternierende Multilinearform, dabei sind y1,...,y, die Spalten von (y;;).
Dann folgt
D(ala s aak—lyb>ak+17 s ;an)
n
= zjD(a1,...,a0k-1,0j, k41, .-, 0n)
j=1
=uziD(ay,...,ak—1,0k, Qkt1,-..,0p)
=zD(ay,...,an).

Nach Voraussetzung ist D(aq,...,a,) # 0, wir erhalten also die Cramersche Regel

Tp = D(alv KK aak717b7 Ak41y- - - 7an)

D(ay,...,ay)

7.5.12 Cramersche Regel. Sei det(a;;) # 0. Dann ist durch

a1 ... Q1g—1 b1 Qg1 -.. Qin
det :
T apl --- Qpk—1 bn Unk+1 --- Qnn
k =
det(aij)

die Losung von (7.6) gegeben.

Mit Hilfe der Cramerschen Regel und der Entwicklung einer Determinante nach einer
Spalte kénnen wir die Inverse einer Matrix berechnen:

Sei A = (a;;) eine invertierbare n-reihige Matrix, B die inverse Matrix, d. h. AoB = I,,.
Fiir die Koeffizienten by, der ¢-ten Spalte von B haben wir das Gleichungssystem

aibie+ ... +ambpe = 0
anbie+ ... +apmby = 1

an1bie + ...+ apnbpe = 0.
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Nach der Cramerschen Regel gilt dann

air ... A1g—1 0 A1k+1 --- A1n
1 | < f-te Zeile
an1 -+ Ank—1 0 Gpgy1 -0 Qon
bre =
det(a,-j)
Durch Entwicklung nach der k-ten Spalte folgt
by — Ay
M det A

Wir erhalten also

7.5.13 Satz und Definition. Sei A eine invertierbare Matriz. Dann ist die Inverse
A7l = B = (byy) gegeben durch

1 1
-1 o _ T
AT = k) = g M) = oMk

Die Matriz (Ag) = (Are) T heifst die zu A adjungierte Matriz.

2 460 — 2-460
o . [ -4 7 32 Zy + 27, 0—-115 2
7.5.14 Beispiele. (i) A= 3 158 Zg—%Zl <0 7 48
1 =259 Zy— 571 00 29
2-46 0 2-46 0
— 0-115 2 — 0-115 2
23+ 729 0 0 101 22 0 0 101 22
00 29 Zy—157%5 N0 0 0 %
865
A=2-(-1)-101- — = -1
= det (—1) 101 757 730
2-46 0
.. 0-115 2 2 -4 101 22
(ii) det A = det 0 0 101 22 —det<0 1>-dt<2 9>——1730
00 2 9
iy a—( 1324 — 2 743
1\ -10-13 -10-13
375 5 3755
— 13 2 4
Zo—27, [01 0 =5
Zs+ 7y 00 1 22
Zy— 32, 00-1-17
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Wegen der Zeilenvertauschung im ersten Schritt haben wir also

13 1 22
SR NN T
(iv) Cramersche Regel:
20+ 4y +3z2=—1
r+ y—3z2=2
3x+5y+5z=3
-14 3 150
2 1-3 21 -3
355|242 355
"TToas] T PBso
11-3 11-3
35 5 35 5
1—3_52—3
Entw. 1.Z. 5 3 _15
B -3 -3 27
b 5)-5f 3]

etc.
(v) Wir betrachten das folgende Gleichungssystem:

1221 + 7Txo + 2023 + 1424 + 8x5 = 10
4z + dxo + 1723+ 224+ 25 = 3
8r1 +2x2 + 3x3+ 1224 + Ty = 7

—12x1 + x9 + 1lxg — 2224 — 1325 = —11

(7.7)

Die 2. und 3. Zeile sind linear unabhéngig. Aufserdem ist 7y = Zy + Z3, Z4, =

Zoy — 275,
Weiter ist rg A = rg(A4,b) = 2. Also ist (7.7) 16sbar, und es geniigt, das Glei-
chungssystem
4r1 +5x9 + 1723+ 224+ x5 =3 (7 77)
8x1 4 2x9 + 3w+ 1204+ Tz =7 '
zu 16sen.

o Spezielle Losung: 3 = x4 = x5 = 0:

~N W

5
2] -29 29
‘_32_32’

T =

Do Ot

4
8
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43

87 4
Tg="— =—o=.

—32 32

e Als Basis des homogenen Lésungsraums berechnen wir:

—x3=1, 24 =25 =0:

175
3 2 19
xry = -
—32 32
4T
8 3 124
2T T 3 T T3
—z4=123=25=0:
2 5
12 2 56
T = T 99
-39 32
4 2
B 8 12| 1
2T T 3y T
—aws=lag=a4 =001 =33, 2y = 2.
e Allgemeine Losung
29 19 56 —33
39 32 ~32 32
s 124 1 §3
35 32
0 0 1 0
0 0 0






3 Figenwerte und Eigenvektoren

8.1 Motivation und Zielsetzung

Wir wollen lineare Abbildungen und Matrizen moglichst einfach beschreiben. In Kapi-
tel 3 hatten wir gezeigt, dass wir zu jeder linearen Abbildung F' : V — W Basen von
V und W finden kénnen, derart, dass die F' beziiglich dieser Basen zugeordnete Matrix

die Gestalt
1 (0

hat (Normalform 3.4.9).

Wir wollen hier lineare Abbildungen F' : V — V betrachten, d. h. Endomorphismen.
In diesem Fall wird man den linearen Abbildungen die Matrizen beziiglich nur einer
Basis von V' zuordnen. Dann muss man aber nach einem anderen Verfahren suchen, die
linearen Abbildungen moglichst einfach zu beschreiben, denn fiir die obige Beschreibung
braucht man im allgemeinen zwei verschiedene Basen. Der Unterschied zwischen der
fritheren Situation und derjenigen, die wir hier betrachten wollen, wird deutlicher, wenn
wir uns iiberlegen, was das fiir die Matrizen bedeutet.

8.1.1 Normalform von linearen Abbildungen und Matrizen. Zunéchst betrach-
ten wir die frithere Situation:

Der linearen Abbildung F': V' — W sei beziiglich der Basen { e; } von V, { f; } von W
die Matrix (a;;) zugeordnet. Sind nun { e}, } bzw. { f; } weitere Basen von V bzw. W,
so ist — wie wir in Abschnitt 3.4.10 gezeigt haben — F' die Matrix

(der) = (cei)(aij)(bjr)

zugeordnet, wobei (bj;) die Matrix der identischen Abbildung von V' beziiglich der
Basen { e}, }, {e; } und (cp) die Matrix der identischen Abbildung von W beziiglich

der Basen { f; }, { f. } ist.
v 4oy Dow ey gy
€k €j fi fe-
(bjx)  (ai;)  (cu)
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Die Matrizen (bjx) und (cs;) sind invertierbar. Basiswechsel bedeutet also in diesem
Fall Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links und rechts. Dass wir zu jeder
linearen Abbildung Basen finden kénnen beziiglich derer die Matrix die Gestalt

1 o

O 0
hat, bedeutet dann gerade, dass wir eine beliebige Matrix durch Multiplikation mit
invertierbaren Matrizen von links und rechts in diese Gestalt bringen kénnen.
8.1.2 Der Fall V =W, e; = f;, e} = f;. Dann ist (a;;) eine quadratische Matrix.
Behauptung: Es gilt
(ces) ™" = (bjk)-
Beweis. Wir haben die folgende Situation:
v vy o ddv,
a ¢ ey

(bjr)  (ce)

Der komponierten Abbildung idy oidy = idy ist beziiglich der Basis { ¢}, } die Ein-
heitsmatrix zugeordnet. Damit erhalten wir

(ces) © (bjk) = In,
also (cg;) ™' = (bjr)- O
In diesem Fall bedeutet Basistransformation also Multiplikation mit einer invertierbaren
Matrix von links und ihrer Inversen von rechts. Damit haben wir weniger Freiheiten bei

der Transformation der Matrizen. Wir wollen einige Beispiele von Abbildungen im R?
betrachten.

8.1.3 Beispiele. (i) Seien e; = (1,0), e2 = (0,1) die Vektoren der kanonischen
Basis des R?. Sei F' die durch

F(el) = €9,
F(ez) =€

charakterisierte lineare Abbildung. F' hat beziiglich { e, e5 } die Matrix

(35)

Wir kénnen F auffassen als Spiegelung an der Winkelhalbierenden R(e; + e3).
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R(e1 + e2)

_el2 €2 \

Insbesondere bleibt der Vektor
el :=e; + ez
fest unter der Abbildung F'. Der zu der Winkelhalbierenden senkrechte Vektor
!
€y 1= €1 — €2

geht in sein Negatives iiber:

{ €}, ey } bilden wieder eine Basis des R%. Bzgl. { ¢/, ¢} } hat F die Matrix

(0%
0-1/"
Diese Matrix hat nahezu die frithere Form, genauer hat sie Diagonalgestalt.

Wir betrachten die durch

F(Gl) = €1,
F(es) =e1+ e

charakterisierte Abbildung. F' hat beziiglich {ey,es} die Matrix
(o)
01/

Wir wollen versuchen, eine Basis zu finden, derart, dass die zu F' gehorige Matrix
Diagonalgestalt hat. Wir miissen also Vektoren finden, die sich bei Anwendung
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(iii)

von F' nur mit einem Faktor multiplizieren. Der Vektor z = x1e; 4+ x2e5 wird bei
Anwendung von F' genau dann mit dem Faktor A € R multipliziert, wenn z, A
der Gleichung

F(x161 + 1‘262) = /\(58161 + Izeg), (81)

d. h. der Gleichung
xrie1 + 1‘2(61 + 62) = /\(1‘161 + l‘g@g)

geniigen. Wegen der linearen Unabhéngigkeit von eg, es erhalten wir das Glei-
chungssystem

T1 + 19 = A1y (8.2a)
Ty = Ar2. (8.2b)

Die Gleichung (8.2b) ist in den Fillen
(a) x2 =0, X beliebig,
(b) 22 #0, A =1
erfiillt. Liegt (a) vor, so ist (8.2a) erfiillt, wenn entweder
x1 =0, X beliebig oder 1 #0, A =1

gilt. Im ersten Fall wiare x = 0, im zweiten ware = ein Vielfaches von e;.

Liegt (b) vor, so folgt aus (8.2a), dass x2 = 0 ist, im Widerspruch zu (b). Die
Gleichung (8.1) wird also genau von den Vektoren

Xr =T1€1

mit A = 1 fiir 21 # 0, A beliebig fiir 1 = 0 gelost. Wir kénnen also keine Basis aus
Vektoren finden, die bei Anwendung von F' nur mit einem Faktor multipliziert
werden, d. h. keine Basis, beziiglich der die zu F' gehorige Matrix Diagonalgestalt
hat.

Sei F' die durch

F(Cl) = €2,
F(eg) = —e1

charakterisierte Abbildung. Beziiglich { e1,e2 } hat F die Matrix

(G0)
1.0)/°
Auch zu F gibt es keine Basis aus Vektoren, die bei Anwendung von F' in ein

Vielfaches iibergehen: x = xi1e; + xoes geht bei Anwendung von F' genau dann
in das A-fache iiber, wenn x, A der Gleichung

Fx = Az,
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8.2

d. h.
T1eg — xae1 = A(T1€1 + T2€2)

geniigen. Wegen der linearen Unabhéngigkeit von eq, es erhalten wir

—To = Az (8.3a)
x] = A2 (8.3b)
(8.3a) in (8.3b) eingesetzt, liefert
Ir = —)\2{171,

also ; = 0 oder A2 = —1. Da die Gleichung A2 = —1 keine reelle Lésung hat,
bleibt nur z; = 0, damit aber dann auch x5 = 0. Der einzige Vektor, der

Fr =Mz

geniigt, ist also der Nullvektor. Wir kdnnen also auch die zu F' gehorige Matrix
nicht auf Diagonalgestalt bringen.

Lassen wir im vorigen Beispiel komplexe Zahlen zu, dann erhalten wir

—T2 = )\131 (84&)
1 = A\&o. (8.4b)
(8.4a) in (8.4b) eingesetzt, liefert
T = —)\2!E1,

also z1 = 0, in welchem Fall 25 = 0, \ beliebig oder \> = -1, d. h. A = /1 =

+i. Wegen + = Fi ist dann (8.4a) dquivalent zu (8.4b), es gilt

Ty = —AT1 = Fizy,

d.h.x= (xl) ware ein Vielfaches von ( 1.).
T2 F

Eigenwerte und Eigenvektoren

In den Beispielen haben wir gesehen, dass die Vektoren, die in ein Vielfaches tibergefiihrt
werden, eine entscheidende Rolle bei der Umformung der Matrizen auf Diagonalgestalt
spielen.

8.2.1 Definition. Sei V' ein K-Vektorraum mit K = R oder K = C. Sei F : V — V
eine lineare Abbildung. Eine reelle oder komplexe Zahl A heift Eigenwert von F', wenn
es einen Vektor x € V, x # 0, gibt mit

Fr = A\z.

x heiftt dann Eigenvektor von F' zum Eigenwert A.
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Diese Definition ist fiir Vektorrdume beliebiger Dimension sinnvoll. Im Weiteren wollen
wir aber voraussetzen, dass der Vektorraum V' n-dimensional ist.

Wir wollen zunéchst die Eigenwerte einer linearen Abbildung F' : V' — V bestimmen.
Die Eigenvektoren erhalten wir dann als Losungen von linearen Gleichungssystemen.

Wir suchen nach reellen (oder komplexen) Zahlen A, fiir die
Fr=\x (8.5)
fiir wenigstens ein x # 0 gilt. (8.5) ist dquivalent zu
(F = Midy)z =0,
wobei idy : V' — V die identische Abbildung ist. Wir suchen also nach solchen A, fiir
e (F=Xidy)z=0

ist fiir wenigstens ein x # 0, d. h. die Abbildung einen nicht-verschwindenden Kern hat.
Es gilt:

dimKer(F — Aidy) >0 < rg(F — Aidy) <dimV =n
& die Bilder der Basisvektoren sind linear abhéngig
< det(F — Aidy) = 0.

8.2.2 Lemma. )\ ist genau dann ein Eigenwert von F', wenn

det(F — Xidy) = 0.

Wie sieht die Determinante von F'— A idy aus? Sei A = (a;;) die Matrix von F' beziiglich
irgendeiner Basis von V. Dann gilt

det(F — Xidy) = det(A — Xidy) " = det(A — Xidy),
a1 — A ai2 . A1n

det(A — Aidy) = | 920 927 A

An1 cer Qpp — A

Wir wollen die einzelnen Summanden der Determinante ndher betrachten, verglei-
che (7.2). Ist m = ¢ die identische Permutation, so erhalten wir den Summanden

(a11 — )\)(CLQQ — )\) et (ann 7)\)

In allen weiteren Summanden treten hochstens n — 2 Faktoren der Form a;; — A auf.
Wir erhalten also

det(A—)\I):(a11—)\)-(agg—)\)~...-(ann—)\)
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+ Glieder mit hochstens n — 2 Faktoren a;; — .

Wir sortieren nach Potenzen von A. Die Glieder mit den Potenzen A", \*~! erhalten
wir allein aus (a1; — A) - (@22 — A) - ... - (@pn — A); und zwar sind das (—1)" A" und die
Glieder (—1)""1a;;A"~! fiir i = 1,...,n. Den konstanten Koeffizienten des Polynoms
det(A — AI) erhalten wir, wenn wir A = 0 setzen. Der konstante Koeffizient ist also
det A. Dann erhalten wir

det(A = M) = (=1)"\" + (=1)" > @A™ 4 ... 4 det A,
=1

8.2.3 Definition. Die Summe Y i, a;; der Diagonalelemente der Matrix (a;;) heifit
die Spur von (a;;), in Zeichen

n
Spur A = trace A = Z i

i=1

oder auch — da det(A — A\ I) unabhiingig von der Basis und die A\¥ linear unabhingig
sind, ist der Koeffizient von A\"~! unabhiingig von der Basis — die Spur der linearen
Abbildung

Spur F' = trace F.

8.2.4 Definition.
det(F — AI) bzw. det(A — AI)

heiftt das charakteristische Polynom von F bzw. A.

8.2.5 Satz. Die Eigenwerte von F bzw. A sind genau die Nullstellen des charakteris-
tischen Polynoms.

Damit kennen wir theoretisch die Eigenwerte einer linearen Abbildung F' bzw. einer
Matrix A. Die Eigenvektoren zu dem Eigenwert A sind dann die Losungen des Glei-
chungssystems

Fx = Az bzw. Ax = \x.

8.3 Diagonalisierung von Matrizen

Wir kommen wieder auf unser Ausgangsproblem zuriick. Wir wollen untersuchen, wann
der Vektorraum V eine Basis aus Eigenvektoren von A besitzt, oder anders ausgedriickt:
Wann ist die Matrix A von F' bezliglich einer geeigneten Basis diagonal?

Wir werden ein notwendiges und ein hinreichendes Kriterium angeben. Zunéchst wol-
len wir eine notwendige Bedingung ableiten: Die Matrix von A habe beziiglich einer
geeigneten Basis die Gestalt

A1 0

0 )\n
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Dann gilt fiir das charakteristische Polynom

AL — A 0
det(A—\I) = .
0 Ap — A
=AM =A)-M2=A)-..-(A =)
=(=D"A =) - A=A2) .- (A= Ap).

Das charakteristische Polynom zerfillt also in n Linearfaktoren. Die Eigenwerte sind
Alyeeey Ane

8.3.1 Notwendige Bedingung. Der C- oder R-Vektorraum V besitze eine Basis aus
Eigenvektoren. Dann ist das charakteristische Polynom von A ein Produkt von n Line-
arfaktoren.

Wir wollen diese Bedingung an den Beispielen testen:

8.3.2 Beispiele. (i) A := ((1) (1)> Dann ist
-2 1 2
det(A—/\Ig):‘1 _/\‘:)\ —1l=A-1)A+1).

A hat, wie wir oben ausgerechnet haben, die Eigenwerte +1. Die notwendige
Bedingung ist also erfiillt.

(ii) A:= <(1) }) Dann ist
1-Xx 1

det(A—)\I):’ 01—

’:(1—)\)2:()\—1)2.

Die notwendige Bedingung ist zwar erfiillt, es gibt aber — wie wir frither gesehen
haben — keine Basis aus Eigenvektoren.

(i) A:= <(1) _01> Dann haben wir

- -1

det(A — \I) :’ A

’ =N+ 1
A2 + 1 zerfallt iiber den rellen Zahlen nicht in Linearfaktoren. Die notwendige
Bedingung ist also nicht erfiillt.
(iv) Uber den komplexen Zahlen zerfillt A\? + 1 in die Faktoren (\ & 1), es gilt
M4l=0A=i)(\+1).

Die notwendige Bedingung ist also erfiillt. Die komplexen Eigenwerte sind =+i.



8.3 Diagonalisierung von Matrizen 181

8.3.3 Hinreichende Bedingung. Das charakteristische Polynom ist Produkt von n
verschiedenen Linearfaktoren. Damit dquivalent ist: Das charakteristische Polynom hat
n verschiedene Nullstellen.

Dass diese Bedingung nicht notwendig ist, siecht man am Beispiel der n-reihigen Ein-
heitsmatrix. Wir zeigen, dass diese Bedingung hinreichend ist, indem wir nachweisen,
dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig sind. Dann folgt
namlich, dass n Eigenvektoren zu n verschiedenen Eigenwerten, d. h. Nullstellen des
charakteristischen Polynoms, eine Basis von V bilden.

8.3.4 Satz. FEigenvektoren x1,...,x, von A zu verschiedenen Eigenwerten Ai,..., A,
sind linear unabhdngig.

Beweis. Wir zeigen die Aussage durch vollstdndige Induktion nach r.

Induktionsanfang r = 1. Da Eigenvektoren ungleich 0 sind, ist der Satz fiir r = 1
richtig.

Schluss von r» — 1 auf r: Seien 1, ..., x,_1 linear unabhéngig. Seien ¢; € R mit
cirx1+...+cr—1x +cpx = 0. (8.6)
Anwendung von A auf (8.6) liefert
aMzTi+ ... Fer_1A—12r + Nz, = 0. (8.7)
Multiplikation von (8.6) mit A, liefert
cidCl+ ...+ ATy + NoCray = 0. (8.8)
Subtrahieren wir (8.8) von (8.7), so erhalten wir
aM =AMz +. o+ eo1( Ao — M)z = 0.
Wegen der linearen Unabhéngigkeit von x1, ..., x,_1 folgt
Ni— M) =0

firallei =1,...,7r — 1. Wegen \; — A\, #0 folgt ¢; =0,i=1,...,r — 1.
Dann folgt aus der Gleichung (8.6) wegen x,. # 0, dass

¢ = 0.

Damit ist gezeigt, dass 1, ..., z, linear unabhéngig sind. O

Sei A eine n-reihige Matrix. Wir kennen Bedingungen, unter denen es eine invertierbare
Matrix B gibt, derart, dass B~' AB Diagonalgestalt hat.
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8.3.5 Definition. Wir sagen, dass zwei n-reihige Matrizen A und A’ &hnlich sind,
falls es eine invertierbare n-reihige Matrix B gibt mit

B 'AB=A'.
B heikt auch eine Ahnlichkeitstransformation.

Wir wollen nun ein B explizit angeben:

A habe die Eigenwerte A1, ..., \,. Wir suchen nach einem B mit
A1 0
B™'AB = , = D.
0 An

Diese Gleichung ist dquivalent zu

AB = BD.
b1k
Sei by, = die k-te Spalte von B. Dann gilt

bnk

b11 ... bin A1 0] b1k Ak

bjk o /\k = | * bjk)\k x|,
bn1 .- bpn o An bk Ak
T
k-te Spalte

d. h. die k-te Spalte von BD ist gleich A\;bg. Die k-te Spalte von AB ist gleich Abx. B
16st also die Gleichung AB = BD genau dann, wenn fiir die Spalten von B gilt

Aby, = Apby,
d. h. die b Eigenvektoren von A zu dem Eigenwert )y sind.
8.3.6 Lemma. Fir eine invertierbare Matriz B gilt

A\ 0
B7lAB = )
O >\n

genau dann, wenn die Spalten by von B Figenvektoren von A zum Eigenwert \i sind.
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Zur Bestimmung einer Matrix B, derart, dass B~!AB Diagonalgestalt hat, miissen wir
also zunéachst die Eigenwerte berechnen und dann Eigenvektoren. Die Matrix, deren
Spalten die Eigenvektoren sind, hat dann die gewiinschten Eigenschaften. Wir wollen
ein Beispiel durchrechnen.

8.3.7 Beispiel. Sei A die Matrix

3 -2 -2
-3 0 1
6 —2 =3

1. Schritt: Berechnung der Eigenwerte, d. h. Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms. Fiir das charakteristische Polynom gilt

3—A -2  —2[3-X -2
det(A—AI)=| —3 —A 1| -3 -\
6 -2-3-X 6 -2

=AB+N)B =N —12-12-12X+2(3 = X) +6(3+ )

=A%+ 9N —24 — 12X + 6 — 2\ + 18 + 6

=N EA=XA+1)1-N).
A hat also die Eigenwerte Ay =0, Ao =1, A3 = —1.
2. Schritt: Berechnung von Eigenvektoren zu den Eigenwerten Aq, A2, A3. Wir suchen
Losungen der Gleichungssysteme

Aﬂ;‘k = )\kl'k-
Das Gleichungssystem Ax; = Ay ist dquivalent dem Gleichungssystem
(A — )\kI)mk =0.

Fiir \; = 0 erhalten wir das Gleichungssystem

3 —2 =2 11
*3 0 1 o1 = 0
6 —2 —3 T31

2
Eine Loésung ist by =21 = | —3
6

Fiir Ao = 1 haben wir das Gleichungssystem

2 =2 =2 T12
-3 -11 oo =0.
6 —2 —4 I32
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-1
Eine Losung ist by = x5 = | —1
2
Fiir A3 = —1 erhalten wir das Gleichungssystem

4 -2 =2 I13
-3 1 1 I23 =0.
6 —2 -2 33

0
Dieses System wird gelst von by = z3 = 1
-1
Eine gesuchte Matrix B ist also gleich
2 1 0
-3 -11
6 2 -1

Zur Kontrolle kann man A o B und B o D berechnen und zeigen, dass Ao B = Bo D
gilt. Wir haben

00 O
B'AB=(01 0
00 -1
8.4 Transformation auf Dreiecksgestalt

Matrizen, deren charakteristisches Polynom der notwendigen Bedingung genitigt, lassen
sich auf Dreiecksgestalt bringen. Um das zu zeigen, brauchen wir die folgende

8.4.1 Regel fiir die Matrizenmultiplikation. Wir betrachten die in Késtchen zer-

legten Matrizen
(A\B) (E\F) n
c|D)/) G|H) m

n o m

Dabei sei die Spaltenzahl von A und C' gleich der Zeilenzahl von E und F', und die
Spaltenzahl von B und D gleich der Zeilenzahl von G und H. Dann gilt

<A B><E F)_(AE+BG\AF+BH)
¢ p)\G H) ~“\CE+DG[CF+DH)"

Wir wollen uns das fiir die Koeflizienten des oberen linken Késtchens der Produktmatrix
iiberlegen, fiir die anderen geht es analog: Wir betrachten den ik-ten Koeffizienten im
linken oberen Késtchen der Produktmatrix. Er entsteht aus der i-ten Zeile von (é B),

die aus der i-ten Zeile von A und der i-ten Zeile von B besteht und der k-ten Spalte
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von (g IF{>, die aus der k-ten Spalte von E und der k-ten Spalte von G besteht, indem

man den j-ten Koeffizienten der i-ten Zeile mit dem j-ten Koeffizienten der k-ten Spalte
multipliziert und dann addiert. Die Summe der ersten n Glieder ist gerade der ik-te
Koeffizient von AFE, die Summe der letzten m Glieder der ik-te Koeffizient von BG.
Der ik-te Koeffizient der Produktmatrix ist also die Summe des ik-ten Koeffizienten
von AE mit dem ik-ten Koeffizienten von BG.

8.4.2 Satz. Zu einer linearen Abbildung F : V — V gibt es eine Basis von V', beziiglich
der die Matrix A = Ar von F' Dreiecksgestalt, d. h. die Gestalt

hat genau dann, wenn das charakteristische Polynom von F' (bzw. A) ein Produkt von
Linearfaktoren ist. (Uber C gilt dies immer.)

Beweis. ,=“ Es gibe eine Basis beziiglich der die Matrix A von F' Dreiecksgestalt hat.
A1, ..., A, seien die Diagonalelemente der Matrix. Dann gilt fiir das charakteristische
Polynom

5\1—)\ *
det(A — A1) = =M =N An =)
0 An = A

»<=* In der Sprache der Matrizen bedeutet dies: Jede n-reihige Matrix A, deren cha-
rakteristisches Polynom in n Linearfaktoren zerfillt, ist einer Dreiecksmatrix &hnlich,
d. h. es gibt eine invertierbare n-reihige Matrix B, derart, dass B~'AB Dreiecksgestalt
hat. Wir beweisen diese Aussage durch Induktion nach der Reihenzahl n.

n = 1: Dann ist nichts zu zeigen, da jede 1-reihige Matrix Dreiecksgestalt hat.

Schluss von nn — 1 auf n: Sei A eine n-reihige Matrix, deren charakteristisches Poly-
nom in n Linearfaktoren zerfallt. Dann hat A mindestens einen Eigenwert A;. Sei fi
Eigenvektor zu A;. Wir konnen { f; } zu einer Basis { f1, fa,..., fn } des R™ ergénzen.
Sei ' = Fy : K — K" die der Matrix A beziiglich der kanonischen Basis des K"
zugeordnete lineare Abbildung. Bzgl. der Basis { fi, fo,..., f» } hat F die Matrix

(otr):

dabei ist A" eine (n — 1)-reihige Matrix. Es gibt also eine invertierbare Matrix B; mit

otan = (1)
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Fiir das charakteristische Polynom von A gilt dann
det(A — AL,) = (A1 — A)det(A" — AL, _1).
det(A — AI,,) zerfillt in n Linearfaktoren. Division durch (A — A) ergibt, dass dann
det(A’—AI,,_1) in n—1 Linearfaktoren zerfillt. Nach Induktionsvoraussetzung existiert
eine (n — 1)-reihige Matrix B’, derart, dass
(B/)flAlB/

Dreiecksgestalt hat. Wegen

G3) =G )
((1) 39’)1 (%) ((1) §) - (Ao1 (B’):klA’B’)'

10
0 B’

folgt

. . )\1 *
Die Matrix (O (B)LA'B'

wiinschte Figenschaft, denn es gilt

—1
_ 10 10
B 'AB= (B (0 B,)) AB; (0 B,)

) hat Dreiecksgestalt, B := B; ( ) hat also die ge-

) GG s)

8.5 Der Satz von Cayley-Hamilton

8.5.1 Vorbemerkung. Sei A eine n-reihige Matrix. Da die Menge aller n-reihigen
Matrizen K™*" ein n?-dimensionaler IK-Vektorraum ist, sind die Potenzen

I, =A% A =AY A2 . A"
linear abhéngig. Also gibt es ag, a1, ...,a,2 € K, nicht alle a; = 0, so dass

aoEp + a1 A+ as A + ...+ anzA”2 =0

gilt, d. h. es gibt ein Polynom P(\) = ag + a1 A+ ... + anz)\"2 vom Grad < n? mit
P(\) £ 0, so dass P(A) = 0 gilt.
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Den folgenden Satz wollen wir nicht beweisen.

8.5.2 Satz (Satz von Cayley-Hamilton). Sei A eine n-reihige Matriz, und sei Pa()\) =
(=)™ ()\” Fap N 4+ ao) das charakteristische Polynom von A. Dann gilt

Py(A) = (—1)" (A" + an—1 A"+ .+ ag I,) =0.
8.5.3 Korollar. Sei A eine n-reihige invertierbare Matriz, und sei
Pa(A) == (=1)" (A" + an1 A" P+ ..+ arh +ag)
das charakteristische Polynom von A. Dann gilt

aOZthA#O.

Aus dem Satz von Cayley-Hamilton folgt, dass
0= PA(A) = (—]_)n (An + anflA"_l +...+ (LlA + agp In) 5
weshalb
aoln =-A (An_l + Cl,n,114n_2 +...+a In) .

Deshalb ist

1 n_
Al = — (—A"*1 Ty R ﬂI,L)
Qo ag ap

eine Formel fiir die Berechnung der Inversen einer Matrix.

8.5.4 Beispiel. Sei

b

Il
OO
(G20 \OIN \V]
S =W

Dann ist

1-x 2 3
PaN) =det(A—M3) = 0 2-x 4
0 5 6-2\

=1 =N ((2-=2)(6-2x) —20)
= -\ +9)\% -8,

Also ist

1 9
A =A%+ 24
g T3

L1223\ /123\ /123
——~lo24)(0o24)+2(0214
8\os56/ \os6/ B\os6
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L /12129 123
——~(o02432)+2 (024
8\o4056/) S%\os56
8 —3 —2
1
—-(o-6
8\o0 5 —2
Zur Probe berechnen wir
L /123 /8 -3 -2 L /800
AoAa ' =-(024)[0-64 |=2(080] =1,
8\os56/ \0 5 —2 8\00s8

8.5.5 Beispiel. (i) Methode zur Berechnung von P(A), wenn P ein beliebiges Po-
lynom ist: Sei

A= 1

o O =
N — —

1
0
und

P(\) == A1

Fiir das charakteristische Polynom P4(\) von A gilt:

Py(A)=-(A-1DA+1)(A-2)
=M 4ra4 -2

Die Nullstellen sind Ay = —1, Ay = 1, A3 = 2. Wir dividieren P(\) durch —P4())
mit Rest. Hier ist die explizite Berechnung, welche jedoch iiberfliissig ist:

AL (A3 =207 = XA +2) = A8 + 207 + 5X6 + 1005 4 212* + 4273
AL 910 )9 49)8 +85)\2 + 170\ + 341
M0 4 N9 )8
N0 4N —2X8 44T
59 —4\7
5A2 —10A%  —BA7T +10X6
10A%  + AT —10X¢
1008 —20A7 —10X6 +20)\°

170A* —340\3 —170\2 +340\
3413 —340\

341X3 —682A%2 —341)\ +682

6822 +A —682

N
Rest,
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d. h.
MU= (A3 =207 = XA+ 2)- (A% + 207 + 500 + 10A5 + 212* +42)3
+ 852 + 170X + 341) + 682)\% + X — 682.
Hieraus folgt, dass
AN = 682A4% + A — 68213 (8.9)

111 111 111
=682(0-11 0-11|+(0-11)—-682
00 2 00 2 00 2

104 —681 1 1
=682(011 ]|+ 0 —-683 1
004 0 0 —680
1 1 2729
=10-1 683
0 0 2048

Die Gleichung (8.9) erhélt man besser so:

Wegen P4(A) =0 ist
A = by A? £ by A bos.

Auferdem gilt
-1 :/\%1: by — b1 + by
1 =XM'"= ba+ bi+b
211 = M1 = 4by + 2b;y + bo.

Die Losung dieses Gleichungssystems lautet

211 —9 211 )
by = 3 =—682, by =1, by = = 682.
Sei
3 2 4
A= 0 1 0
-1 -3 -1
Wir wollen A berechnen: Es ist
3—X 2 4
Pi(A)=det|[ 0 1-X 0 =—-(A=1)3%

-1 -3 —-1-=X
A1 = 1 ist also ein Eigenwert mit der Vielfachheit 3. Es gilt
AM =0y A% + 01 A+ bol3 = R(A)



190 8 Eigenwerte und Eigenvektoren

und
1= )\%12 P(M)= ba+bi+by= R(1)
11= 11M%= P/(\) =2by + by = R(1)
110 = 110A] = P"(\1) = 2by =R'(1).

Dieses Gleichungssystem wird gelést von

bo = 45, by = —99, by = 55,

weshalb
23 —473 44
A = 5542 — 994 + 4515 = 6 —43 0
~11 242 —26
8.6 Die Jordansche Normalform

Wir haben in 8.3 ein notwendiges und ein hinreichendes Kriterium dafiir gefunden, dass
eine n-reihige Matrix A zu einer Diagonalmatrix dhnlich ist. Nicht jede quadratische
Matrix ist diagonalisierbar, kann jedoch auf Dreiecksgestalt gebracht werden. Durch eine
Ahnlichkeitstransformation kann jede quadratische Matrix auf eine ziemlich einfache
Form transformiert werden:

8.6.1 Satz iiber die Jordansche Normalform. Sei A eine n-reihige Matrixz kom-

plexer Zahlen. Dann gibt es eine invertierbare n-reihige komplexe Matriz B, so dass
B~ 0 Ao B die folgende Form besitzt:

J1 (0]
Jo

o J,

mit Jordan-Kdstchen J, von der Form

Ak 0
1
Jp =
o 1 X
firk =1,...,r. Die e sind die Eigenwerte von A, sie sind jedoch micht notwendig

verschieden, d. h. in verschiedenen Kistchen Jy, kimnen gleiche Ay, auftreten.
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Wir wollen diesen Satz nicht beweisen, in der Literatur findet man Beweise etwa bei
G. Fischer: Lineare Algebra, Abschnitt 4.6. Die Bestimmung der Matrix B erfordert
oft aufwendige Rechnungen, bei vielen Anwendungen dieses Satzes reicht es jedoch, die
Existenz einer Matrix B mit den geforderten Eigenschaften zu haben. Wir formulieren
noch einen Spezialfall:

8.6.2 Satz. Ist A milpotent, d. h. es gibt ein k € IN, k > 2 mit A* =0, dann gibt es
eine invertierbare Matrix B, so dass

Ny (0]
No
B 'oAoB=
0] N,
mit Kdastchen Ny von der Form
0 0]
L
N, =
o 10

8.6.3 Zusatz. Jedem Jordan-Block entspricht eine Jordan-Kette in B, d. h. Spalten
in B, welche so konstruiert wird:

Man betrachte das charakteristische Polynom
Py A=A =N (A= A

von A, Ai,..., Ay paarweise verschieden.
Sei _
@](x) = (A_ )‘kIn)J ox, x € Cnv .] = 17"'5Vk'
Sei
Vi=Kerg, ={xecC"|(A—-AI,)"* ox=0}.

Dann heifst x € C™, z # 0, Hauptvektor p-ter Stufe zum Eigenwert A\;, 1 < p < v,
falls
(A= XeI,)Px =0, (A—MI,)P tx #£0.

Die Vektoren

—~

Vg =

A — )\kln)vl
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vp = (A — Aply)vp_1

bilden eine Jordan-Kette. Es existiert eine Basis von Vi, welche nur aus Jordan-Ketten
besteht. Insgesamt erhélt man so eine Basis des C™ und die Ahnlichkeitstransformation

B.

8.6.4 Beispiel. Sei

1
0

A=
-1

—= =N =
o N OO
W= O

e Fiir das charakteristische Polynom gilt

L0 b e
Py(N) = =(2-N| -1 2—-Xx 1
-1 1 2-x 1 L0 s,
-1 1 0 3—-X\
_ 2l1—=XA 1 | 4
_(2_)‘) -1 3_)\_()‘_2)
A1 = 2 ist Eigenwert mit Vielfachheit v, = 4.
e Berechnung der Eigenvektoren:
-1101 1
. 0 000 To
(A-Mlhz={ 40, T3
—-1101 Tq
d.h. —z1 + 29 + x4 = 0.
0 0 1
5= 0 G -1 5 0
1 — 1 ) 2 — 0 3 — 0
0 1 1
sind 3 linear unabhéngige Eigenvektoren.
e Bestimmung der Hauptvektoren:
-1101 —-1101
0 00O 0 00O
(A=) = 1101 1101
—-1101 —-1101
0000
[ 0000} _ 0
10000 7
0000
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Also ist jeder Vektor, welcher kein Eigenvektor ist, Hauptvektor 2. Stufe. Wéhle

1
|0
V1 = 0
0
Dann gilt
—-1101 1 —1
0 00O 0 0
=A== ygq ) lo )= 1
—-1101 0 —1
e Also ist vy, vy eine Jordan-Kette, U3 wegwerfen:
v3 1= 01, V4 := U2 und vy, Vo
ist eine Jordan-Basis von R*.
e Sei
1-10 0
00 0-1
B = (’U17U2,'U3,U4) == 0 11 O
0-10 1
Dann gilt
2000
1 [ 1200
B "0AoB= 0020
0002
Man rechne dies nach! Zuerst:
e Berechnung von B~
1-10 0/1000
0 00-1{0100
0-11 0j0010
0-10 1|{0001
1-100/1 00 O
—(Z2+2Z4) 0 100{0-10-1
— 0-110{0 01 O
0-101{0 00 1
Zi1+ 25 10001 —-10 -1
— 0100/0-10-1 !
Js+2Z5 0010(0-11-1
Zy+Z, 0001{0—-10 O
/[\
1.
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Tatsédchlich gilt:

8.6.5 Beispiel. Sei A

1

0 00-20

—4 -4

0 00 2

-1

-1 A-1

0
A—-10 0

0

-2 4 2+4

0
A—=-10

-1 A-1

0
-1

0

)-1 0

‘(A—1

A
-2 4 A+4

0

2

Entw.n.d
1.Zeile

)

-1
A—=10

-1 2-1

0

1

4 A+4

0

0

-1
A—=10

A—1

0
-1

A

0
0

(=12

Entw.n.d
3.Zeile

4 A+4
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A-1 -1 0 O
1 A=10 0
0 0 X -1
0 0 4X+4
=((A=124+1) [(A=1)2+1) - (N> + 41 +4)]
—(A 427 (A =1)2+1)%
Die Nullstellen bzw. Eigenwerte sind
A1 = —2 mit Vielfachheit v; = 2
A2.3 =1+ 14 mit Vielfachheit v 3 = 2.

+1-

e Berechnung der Eigenvektoren zu A\; = —2:
3 001 0 O 10000 O
1 311 0 0 03100 O
-1-13-10 0 0-1300 O
A=Mls=1 1903 00 || 00010 o0
0 00-22 1 00002 1
0 00 2 —4-2 00 00—-4-2
100000
010000
. 001000
000100 ’
000021
000000
T
d.h.z = ist genau dann Eigenvektor zum Eigenwert \; = —2, wenn
L6
r1 =29 =23 =24 = 0 und 2x5 + x¢ = 0 gilt.
0
0
o 0
v = 0
-2
1
ist ein (1. u.) Eigenvektor.
e Berechnung der Hauptvektoren zu A\; = —2:
3 001 0 O 3 001 0 O
1 311 0 0 1 311 0 0
2 -1-13-10 0 -1-13-10 0
(A=Mle)"=1 1 g 03 0 0 -1003 0 0
0 00-22 1 0 00-22 1
0 00 2 —4-2 0 00 2 —4-2
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8 006 00 100000
4 86 6 00 010000
. -6 -68-800 . 001000
a -6 0 08 00 000100 ’
2 00-800 000000
-2 001000 000000
Z1
d.h.z= ist genau dann Hauptvektor der Stufe 2 zum Eigenwert \; =
Zg

—2, wenn 7 = x9 = x3 = x4 = 0 und 2x5 + xg # 0. Wahle

V1 =

— O OO oo

und berechne

0
0
0
Vo = (A — )\1[6)’01 = O
1
-2
Werfe 91 weg und nehme die Jordan-Kette
V1, V2.
[ ]
- 0 0 1 0 0
1 — 1 1 0 0
-1-1—--1 0 0
A=XEs=1""1 9 0 - o 0
0 0 0 —-2-1—7 1
0 00 2 -4 —-5—1
Z =14y 10037 O 0
— 1—-1 1 0 0
1141 0 0
000 2 1+4 —1
000-2 4 5+
000O0 O 0
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>
>

> ist genau dann Eigenvektor zum Eigenwert Ao = 1 4+ 4, wenn

e
—
coo’ + o
0
e
cocoo +t<wo
Al
RES IR
N _QnﬂO
—
O 00O
o —~ococo
o000 oo

(
(
g

—

7y — 7
Z3 — 24

e
0001,41_.0
0
SN
coo +< o
Al
teS
< 2240
—
o soococo
o—-ocooco
=== =N=)

Z3
Zo +iZs
—

>,

100000
012000

o o
S -
— O
o O
o O
o o

000001

000000

T
€2
Te

<;

d.h. z

0.

r5 = ¢ = 0 und x5 + tx3

T1 = X4 =

>
>

e
D ,
—
coocon | @000~
Ju f
e
T | <
0000_%00001f
i |
|
— = O
111_._2«./_‘211_ I«
e
N —
o~ Tooo © | @e=
— o T Tocooco
-
o lTooo I
‘- — - T T T oo

(
(
(

(A — N\ Fg)?

;

—4+ 27 —6— 21
—2—47 24+ 8 20+ 10

—21
-2
—2 =240
2
4+ 49

0
0
0

21
0
0
0

21
24
2

-2

—2—-2t -2 =2
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Zy=—i2y 1 00 i 0 0
— 1441 4 i 0 0
i 1 -1 =143 0 0
1 00 242 —24¢ —3—1
-1 0 0 —1—2¢ 12447 10+ 5
0 00 0 0 0
— 100 i 0 0
Zy— (14+i)2, 01 4 1 0 0
Zs — 12 07 -1 4 0 0
Zy— 74 00 0 244 —244i —3—1
Zs+ 23 00 0 —1—412+44i 10+ 54
00 0 0 0 0
100 1 0 0
014 1 0 0
Z3 — 2o 000 2+4¢ —2+4i¢ —3—1
— 000 —-1—412+4: 10+ 54
000 O 0 0
000 O 0 0
T
T = : ist genau dann Hauptvektor der Stufe 2 zum Eigenwert Ay = 1 + 4,
Tg
wenn
T, +txy =0,
To +ix3 + x4 =0,
und x5 + ix3 # 0.
Wihle
—1i
-1
0
vy = 1 (siehe Nebenrechnung:)
—19+48i
25
23114
25

Nebenrechnung: Losung des Gleichungssystems
(—2 + i)x5 + (—3 — i).’L‘G =-2—3
(12 +4i)zs + (10 + 5i)azg = 1+
nach der Cramerschen Regel:

—(2+0)(10 + 5i) + (1 +4)(3 + 1)
(=2 +4)(10 + 51) + (12 + 47)(3 + 1)

Iy =
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(=20 — 10i — 10i — 5i%) + (3 + 4 + 3i + ?)
(=20 — 100 + 10i + 5i2) + (36 + 127 + 123 + 442)

. —13-16i  —19+438i
- T+424 25

vy — (=2+d)(1+1) + (12 +44)(2 +14)

7+ 244

(=224 i+4%) + (24 + 120 + 8i + 44?)
B 7+ 24i
C17419i 23— 11¢
T+24i 25

Vg = (A — )\2[6)1)3

—1

—~i 0 0 1 0 0 0
1 =i 1 1 0 0 -1 1
~1-1-i-1 0 0 O 1
10 0 —i 0 0 1= o
00 0 -2-1—-i 1 =48 0
00 0 2 -4 —5-i 211 0

Dann ist v3, v4 eine Jordan-Kette zum Eigenwert A\; = 1 + 4.

e Also ist
i
-1
_ 0
Up = V3 = 1 )
—19-8i
25
234114
25
0
1
_ —1
Ve = Vg — 0
0
0
eine Jordan-Kette zum Eigenwert Ao = 1 — 1.
e Setzen wir
00 — 0 =1 0
oo -1 1 -1 1
00 0o 4+« 0 —i
B = (Ul,UQ,Ug,U4,U5,U6) = 00 1 0 1 0 5
—194+8i  —19-8i
01 5% U~
23114 234114
1 -2 =520 '2"75 0
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so folgt aus der Theorie, dass

-2 0 (0]
1 -2
1+47 0
1 1439
1—1 0
o 1 1—1

Zur Probe berechne man B~! und dann B~! o A o B!

8.6.6 Satz iiber die Jordansche Normalform reeller Matrizen. Sei A eine reelle
n-rethige Matriz. Dann gibt es eine invertierbare n-reihige reelle Matriz B, so dass
Ji O

Jo

B 'oAoB=

B l'oAoB=

0] JIr
Zu jedem Jordan-Block Ty gehort ein Figenwert e von A. Ist dieser reell, so hat der
Block dieselbe Gestalt wie bei der Jordanschen Normalform. Ist jedoch Ay micht reell,

so ist auch 5\;C ein Figenwert. Ist 5\;C = ay + 1 by, so hat der Block die Gestalt

ag bk O
—by ag
1 0 Qg bk
jk — 0 1 —bg ap
1 0 ap by
(0] 0 1 —by ag

8.6.7 Beispiel. Die reelle Normalform fiir die Matrix A aus dem vorigen Beispiel 8.6.5
lautet

-20 0000
1 -2 0000
0 0 11060
0 0 -1100
0 0 1011
0 0 01-11

Die reelle Ahnlichkeitsmatrix ist
Breenl := (v1, 2, Revs, Zmvs, Re vy, Zmuvy)
00 0 —-100

00 -1 0 10
00 0O 0 01
=100 1 0 00
01 -2 3 00
1-2 2 _Ugy



9  Gebilde zweiter Ordnung

9.1 Gebilde zweiter Ordnung

9.1.1 Kurven in der Ebene. Wir betrachten zunéchst einige Kurven in der Ebene.
x,y seien die Koordinaten beziiglich der kanonischen Basis des R?. Durch die lineare

Gleichung
r+y=1 (9.1)

wird ein 1-dimensionaler affiner Unterraum, d. h. eine Gerade, beschrieben.

Y
N
<
'
1 T
Die Losungsmenge der Gleichung
z-y=1 (9.2)
ist eine Hyperbel.
™

]Y &8
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Durch die Gleichung

w2 F4y® =1 (9.3)
wird eine Ellipse,
Y
T A
2
] T
1z
~L__| I
durch die Gleichung
y =a2° (9.4)
eine Parabel beschrieben.
v, ) a2

_—

9.1.2 Flichen im Raum. Seien z,y,z die Koordinaten beziiglich der kanonischen
Basis des R3. Die Losungsmenge der Gleichung

2?4y 22 =07 (9.5)

ist eine Kugel vom Radius 7,
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die Gleichung
z =2 +y? (9.6)

beschreibt einen Paraboloiden im R®.

Die Kurven in der Ebene bzw. die Flichen im Raum werden alle beschrieben durch
eine Gleichung in den Koordinaten. In der ersten Gleichung (9.1) treten nur lineare
Glieder und ein konstantes Glied auf. In den iibrigen Gleichungen treten Glieder zwei-
ter Ordnung, d. h. Produkte von zwei Koordinaten, ein lineares oder konstantes Glied
auf. Hier sind die Glieder héchster Ordnung Glieder zweiter Ordnung. Wir wollen im
folgenden Gebilde betrachten, die durch eine Gleichung der Form

Glieder 2. Ordnung + Glieder 1. Ordnung + konstantes Glied = 0

gegeben sind.

9.1.3 Definition. Ein quadratisches Polynom von n reellen Variablen ist eine Funk-
tion f: R™ — R von der Art

flay,. . xy) = Z a;;x;xy + Zbkmk +c
k=1

i,j=1

mit Koeffizienten a;j, by, c € R.

Die Koeflizienten sind im Wesentlichen eindeutig bestimmt, im Einzelnen gilt:
9.1.4 Lemma. Ist ebenfalls
n n
[z, z,) = Z @z + Z by + ¢,
ij=1 k=1
so gilt
d =c, b, = b,

Az + aj; = Qyj + aji-
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Der Beweis geschieht durch vollstdndige Induktion {iber n.

9.1.5 Beispiel. Sei

2
2 2
flxr,x2) = E Qi TiT; = A11%] + Q1212 + A21T2T1 + Q2275
ij=1
mit
ai1 =az =1, ajp =2, as; =0.
Dann gilt
2 2
flz1, @) = o7 + 221202 + 5
/ 2 / ! 2
= 01177 T A1pT1%2 + Ao
mit

ayy =aby =1, a1 =0, as = 2.
Weiterhin gilt auch, dass

_n 2 " " 2
flz1,m2) = af127 + afsz122 + ag575

mit
1 1 1 1
ap = Ay =1, ajy = ay; =1,
insbesondere haben wir hier eine Darstellung von f durch eine symmetrische Matrix
afy afs (11
ayy ay,)  \11/)°
Im Allgemeinen kann man

1
ajy = ay; = —(a12 + az1)

2

setzen, um eine symmetrische Matrix zu erhalten.

9.1.6 Bemerkung. Bei den Koeffizienten der quadratischen Glieder kommt es also nur
auf die Summe a;; +a;; an. Wir konnen deswegen a;; = aj; wahlen, denn falls a;; # a;;,
dann ersetzen wir a;; und aj; durch

1
a;j = aj; = i(aij + aji)-

Im Folgenden setzen wir a;; = aj; voraus.

Die Gebilde, die wir betrachten wollen, sind die Nullstellenmengen von quadrati-
schen Polynomen in n Variablen.

Dazu werden wir nach einer méglichst einfachen Beschreibung der Polynome suchen.
Wir werden zunéchst eine andere Schreibweise einfiihren:
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Wir schreiben Punkte des R™ als Spaltenvektoren x = © |, die Koeffizienten by

der linearen Glieder fassen wir zu einem Spaltenvektor b = : zusammen und die
bn,

Koeffizienten a;; der quadratischen Glieder fassen wir zu einer n-reihigen quadratischen
Matrix zusammen: A = (a;;). Wegen a;; = aj; gilt

AT = A,
d. h. A ist eine symmetrische Matrix.

9.1.7 Behauptung. Es gilt

fx)=2z"Az+b"z+ec

Beweis. Es gilt

T n
bTI: (blv"'7bn) © = bk'rk
T, k=1
sowie
ail - Ain Z1
.I‘TAJ?:(Il,...,xn)O . : o
apl -+ Gpp Ty
n . .
Zj:l a15T;

= (z1,...,Tp) 0 :
n
> j=10n;T;
n n n
= E E xiaijmj = E aijscixj.
i=1 \j=1 i,j=1

O

Bisher haben wir f(z) ausgedriickt durch die Koordinaten von x beziiglich der kanoni-
schen Basis des R"™. Wie verhilt sich f(z) bei einem Wechsel des Koordinatensys-
tems und bei Verschieben des Nullpunkts? Dazu untersuchen wir, wie sich f(z)
bei Anwendung von linearen Abbildungen und Translationen &ndert.

9.1.8 Translation um x¢ € R™. Behauptung: Mit f ist auch

x— f(x+ x0)
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ein quadratisches Polynom, und zwar gilt
flz+x0) =2 Az + (24z0 +b) "z + f(z0),
falls f(z) = 2" Az + bz + c.

Beweis. Es gilt
flx420) = (z+20)" 0 Ao (x+x0) +b' (z+x0) + ¢
=z Az + 2" Azg + {L‘JA:,E + gc(—)rAwo +b "z 4+b"zo+c
=" Az +xg Az + (2T Azo) " + bz + f(x0)
=z Av+ag Az +ag AT e+ x + f(xo)
= Az + (220A +b) 2z + f(x0),

weil 1 x 1-Matrizen bei Transposition ungeédndert bleiben und weil A als symmetrisch
angenommen wird. O

9.1.9 Anwendung einer linearen Transformation S : R™ — R"™. Behauptung:
Mit f ist auch
x+— f(Sx)

emn quadratisches Polynom, und es gilt
f(Sz)=aT(STAS)z + (STh) "z + ¢,
falls f(x) = 2" Az +b"z + c. AuPerdem ist ST AS eine symmetrische Matriz.

Beweis. Es gilt
f(Sz) = (Sz)TASz +b" Sz + ¢
=2 STASz+ (STh) "z +c.
Wegen
(STAS)T =8TAS
ist ST AS symmetrisch. O

9.1.10 Definition und Lemma. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Ein quadra-
tisches Polynom auf V' ist eine Funktion f : V' — R, derart, dass fiir einen (und damit
fiir jeden) Isomorphismus G : R® — V die Funktion f o G : R™ — R ein quadratisches
Polynom auf R™ ist.

Beweis. Sei G : R™ — V ein Isomorphismus, fiir den foG : R™ — R ein quadratisches
Polynom ist. Es ist zu zeigen, dass dann fiir jeden Isomorphismus G’ : R™ — V auch
f o G’ ein quadratisches Polynom ist:

G~ 'oG" :R™ — R" ist ein Isomorphismus, nach 9.1.9 ist also auch
foG =(fo@)o (G to@)

ein quadratisches Polynom. O
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Die Gebilde, die wir untersuchen wollen, sind die Nullstellenmengen quadratischer
Polynome:

9.1.11 Definition. Eine Teilmenge ) eines n-dimensionalen Vektorraumes V' heifst
eine Hyperfliche zweiter Ordnung oder Quadrik oder quadratisches Gebilde,
wenn es ein quadratisches (nichtlineares) Polynom f auf V' gibt mit

Q={xeV]|fl)=0}.

Die Hyperflachen zweiter Ordnung eines 2-dimensionalen Raumes heiften auch Kurven
zweiter Ordnung, die eines 3-dimensionalen Raumes Flichen zweiter Ordnung.

Unser Ziel ist es, die Hyperflichen zweiter Ordnung in verschiedene Typen einzutei-
len. Wir werden dann zunéchst quadratische Polynome klassifizieren. Es ist also zu
beachten, dass es nicht gleichbedeutend ist, quadratische Polynome oder Nullstellen-
mengen zu untersuchen, denn es gibt verschiedene Polynome, die die gleichen Nullstel-
lenmengen haben. Zum Beispiel hat das Polynom Af fiir A # 0 dieselben Nullstellen
wie das Polynom f.

9.2 Das Normalformproblem

Wir wollen versuchen, quadratische Polynome durch Einfiihrung geeigneter affiner Ko-
ordinaten in eine Normalform {iberzufiihren.

9.2.1 Das Problem. Gegeben sei ein quadratisches Polynom f auf V. Gesucht ist eine
Basis { e1,...,e, } von V und ein Vektor d aus V derart, dass

i=1

eine moglichst einfache Gestalt hat. An dieser Gestalt wollen wir dann die Eigenschaften
der Hyperfliche { x € V' | f(x) =0} ablesen.

Die quadratischen Polynome auf einem beliebigen n-dimensionalen Vektorraum V' sind
mit Hilfe einer Isomorphie G : R™ — V erklart. Wenn wir fiir das Polynom foG auf R"”
eine Basis und einen Vektor aus R™ gefunden haben, beziiglich der f o G eine einfache
Gestalt hat, so hat f beziiglich des Bildes der Basis unter G und des Bildes des Vektors
dieselbe einfache Gestalt. Wir brauchen also nur Polynome auf dem R"™ betrachten.

9.2.2 Umformulierung der Problemstellung. Sei f ein quadratisches Polynom auf
dem R™. Wir suchen eine Basis {ej,...,e, } des R™ und einen Vektor d € R", mit
anderen Worten eine bijektive affine Abbildung

g:R" = R",
n
T = (Lz"l,...,mn)—r — inei—i—d,
i=1

derart, dass f o g moglichst einfache Gestalt hat.
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Wir hatten oben schon untersucht, wie sich ein quadratisches Polynom unter Anwen-
dung von Translationen und linearen Abbildungen transformiert. Wir wollen nun ver-
suchen, durch Translationen und Isomorphismen des R™ auf sich die quadratischen,
linearen Glieder und das konstante Glied weitgehend zu vereinfachen, genauer: mog-
lichst viele Koeffizienten zum Verschwinden zu bringen.

Sei f(z) =aT Az +b"x+c.

9.2.3 Die quadratischen Glieder. Zunéchst betrachten wir die Koeffizienten der
quadratischen Glieder. Durch Translationen wird die Matrix A nicht verdndert. Bei
Anwendung einer Isomorphie S geht A in die Matrix ST AS iiber. Der Rang von ST AS
ist gleich dem Rang von A, denn S und damit ST sind invertierbar und Multiplikation
mit invertierbaren Matrizen von links oder rechts dndert den Rang nicht. Der Rang von
A bleibt also unter bijektiven affinen Transformationen invariant. Insbesondere l&sst
sich A nicht in die Nullmatrix tiberfiihren, wenn A # 0 ist.

Ausfiithrlicher werden wir uns mit dem quadratischen Term im néchsten Abschnitt be-
schéftigen.

9.2.4 Die linearen Glieder, Fall (a): b € Im A. Betrachten wir nun das lineare
Glied. Ist b # 0, so ist auch Sb # 0 fiir jeden Isomorphismus S des R™ auf sich.
Durch Anwendung von Isomorphismen lésst sich das lineare Glied also nicht in Null
iiberfiihren.

Bei Anwendung einer Translation um ¢y € R™ geht b in
2A$0 + b

iiber. Das lineare Glied durch eine Translation in Null iiberzufiihren, bedeutet also, ein
z9 € R™ zu finden, das der Gleichung

QAJJO =-b

geniigt. Das ist genau dann moglich, wenn b im Bild von A liegt, d. h. b € Im A. Diesen
Fall nehmen wir jetzt an. Durch Translation kann das lineare Glied zum Verschwinden
gebracht werden, d. h. es gibt ein g € R™ mit

flz+20) =" Az + f(x0).

Sei g die affine Abbildung, die = in x + z( iiberfithrt. Das Fehlen des linearen Gliedes
des Polynoms f o g bedeutet geometrisch, dass die Fléche

{zeR"[fog(x)=flz+w0) =0}

den Nullpunkt als Mittelpunkt besitzt. Dabei heifst ein Punkt m € R™ Mittelpunkt
einer Teilmenge M des R™, wenn mit x auch 2m — = in M liegt. Insbesondere ist 0
Mittelpunkt von M, wenn mit x auch —x in M liegt. Das ist offensichtlich fiir die Null-
stellenmenge von f o g erfiillt. Die Nullstellenmenge von f hat dann zg als Mittelpunkt.
Hyperflachen, die einen Mittelpunkt besitzen, heifen auch Mittelpunkthyperflichen.
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Sei nun f ein Polynom, in dem keine linearen Glieder auftreten:
flz)=z" Az +c.

Kann dann auch das konstante Glied zum Verschwinden gebracht werden? Bei linearen
Abbildungen adndert sich das konstante Glied nicht. Bei einer Translation um xy haben
wir

flz420) =" Az + (2Az0) "z + f(z0).

Das lineare Glied bleibt gleich Null genau dann, wenn xg im Kern von A liegt. Gilt
xo € Ker A, so gilt aber
f(z0) = 24 Az +c = c.

Das konstante Glied konnen wir also nicht mehr d&ndern.

9.2.5 Der Fall (b): b ¢ Im A. Dieser Fall kann nur eintreten, wenn rg A < n. Das
lineare Glied konnen wir in diesem Fall nicht zum Verschwinden bringen. Wir wollen
zeigen, dass wir das konstante Glied in 0 iiberfithren kénnen. Dazu brauchen wir den
folgenden Hilfssatz.

9.2.6 Lemma. Sei A eine n-reihige Matriz mit rg A < n. Dann gibt es zu jedem
beR™, b#£0,b¢ImA, ein x € Ker A mit

bz #£0.
Beweis. (I) Wir betrachten die symmetrische Bilinearform
(,):R"xR" = R, (y,x)HyTox:Zyixi.
i=1

(', ) ist nicht ausgeartet:
(y,x) =0 fiir alle x = y =0,
denn ist y # 0, so gibt es ein x, ndmlich x = y mit (y,z) # 0. Genauso gilt

(y,z) =0 fiir alle y = = = 0.

(IT) Wir zeigen, dass
(Ker A)t =Tm A :
Fiir x,y € R™ gilt
(Ay, )= (Ay) e =y ATz
=y Az = (y, Ax),

weil A symmetrisch ist. Es gilt also insbesondere

(Ay,z) = 0 fiir alle z € Ker A,
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d. h.
Im A C (Ker A)*,

da (, ) eine nicht-ausgeartete Bilinearform ist. Mit Satz 5.1.8 und der Rangfor-
mel, Satz 3.4.5, folgt

dim(Ker A)L =n—dimKer 4
=dimIm A,

deshalb gilt die Gleichheit.
(ITII) Nach Voraussetzung ist b ¢ Im A = (Ker A)*, d. h.
bTax = (b,x) # 0 fiir z € Ker A,
d. h. es gibt ein 2 € Ker A mit bz # 0. O

9.2.7 Fortsetzung von 9.2.5. Sei nun A wieder die Matrix der Koeffizienten der
quadratischen Glieder von f, b die Spalte der Koeffizienten der linearen Glieder. Wir
wollen zeigen, dass wir das konstante Glied ¢ zum Verschwinden bringen kénnen. Dazu
sei z € Ker A mit b"x # 0. Fiir d € R gilt

fdz) = (dz) " A(dz) + b (dz) + ¢

=d(b"z) +c
Fiir d = _bTL ist dx also eine Nullstelle des Polynoms f. Bei Translation um xy =
x
—TLx geht dann das konstante Glied in 0 iiber.

b'x

9.2.8 Lemma. Die Figenschaft b € Im A ist invariant unter bijektiven affinen Trans-
formationen.

Beweis.  (I) Bei Translationen um zy € R™ bleibt A fest, und b geht iiber in
2A$0 +b.

Es gilt
belmA & 2Axy+beImA.

(IT) Sei S : R™ — R™ ein Isomorphismus. Bei Anwendung von S geht A in STAS
iiber, b in STb. Es gilt

Im(S"TAS) = STAS(R")
= STA(R")
= ST (ImA).

Da ST ein Isomorphismus ist, folgt

beImA & S'he ST (ImA) =Im(STAS). O
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Damit ist gezeigt, dass die Eigenschaft b € Im A invariant unter bijektiven affinen
Abbildungen ist. Wir haben damit die quadratischen Polynome in zwei disjunkte,
unter affinen Transformationen abgeschlossene Klassen aufgeteilt.

Wir haben gesehen, dass die Nullstellenmengen von Polynomen, die b € Im A geniigen,
einen Mittelpunkt besitzen. Wir wollen zeigen, dass die Nullstellenmengen von nicht-
linearen Polynomen, die b ¢ Im A geniigen, keine Mittelpunkte haben:

9.2.9 Lemma. Sei b ¢ Im A. Dann ist die Nullstellenmenge von f fir A # 0 keine
Mittelpunkthyperfliche.

Beweis. Sei dazu f ein Polynom mit
fl)=z"Az+b 2z +¢,
wobei A # 0, b € Im A. Wir nehmen an, dass die Fldche
Q={zeR"[f(z)=0}

einen Mittelpunkt besitzt. Durch eventuelle Translation kénnen wir erreichen, dass F
den Nullpunkt als Mittelpunkt hat. Sei x € @, d. h. = sei Nullstelle von f:

' Az + bz +c=0. (9.7)
Da 0 Mittelpunkt ist, folgt, dass f(—z) = 0, also

z' Az —b x4 c=0.
Durch Addition bzw. Subtraktion der Gleichungen erhalten wir

z Az +¢=0,

9.8
bz =0. (0.8)

Eine Losung von (9.7) ist also auch eine Losung des Systems (9.8). Wir konstruieren
nun eine Losung von (9.7), die keine Losung von (9.8) ist:

Da A # 0 ist, ist wenigstens einer der Koeflizienten a;; # 0. Wegen
n
y Ay = Z ijYiYs,
i,j=1

koénnen wir ein y € R” finden mit y " Ay # 0. Durch Multiplikation mit einem geeigneten
Faktor konnen wir auch
y Ay +c#0

erreichen. Nach Lemma 9.2.6 gibt es ein z € Ker A mit

bz #£0.
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Wir setzen x := y + dz, wobei d € R noch naher zu bestimmen ist. Es gilt:

f(z) = fy +dz)
=y Ay +dz" Ay +b" (y +dz) + ¢
=y Ay +dy AT+ Ty +db 24 ¢
=y Ay+b'y+db z+¢
=fly)+db 2

wegen der Symmetrie von A. Wir wihlen d so, dass f(x) = 0. x ist also Losung von (9.7).
Genauso gilt
Az +c=y Ay +c#0,

weshalb x aber keine Losung von (9.8) ist. Die Fliche Q@ = {z € R™ | f(z) =0} hat
also keinen Mittelpunkt, falls f die Eigenschaft b ¢ Im A besitzt. O

Wir fassen unsere Ergebnisse in dem folgenden Satz zusammen:

9.2.10 Satz. Sei f(x) = Y7o @@z + > pey bxp + ¢ = a7 Az + bz + ¢ ein qua-
dratisches Polynom in x1,...,x, mit A symmetrisch, A # 0. Dann ist die Figenschaft
b € Im A invariant unter bijektiven affinen Transformationen.

Fall (a): Giltb € ITm A, dann gibt es ein xy € R", so dass die Translation g : R™ — R™,
T — =+ xo das lineare Glied in O uberfihrt, d. h. es gilt

foglx)=flx+x0) = ! Az + f (o).

Die Quadrik Q@ = { f(x) =0} ist eine Mittelpunkthyperfliche mit Mittelpunkt xo. Das
konstante Glied kann durch affine Abbildungen nicht mehr geindert werden.

Fall (b): Im Fallb & Tm A gibt es ein x € Ker A mit bT 2 # 0, und durch Translation
UM To = — & kann das konstante Glied in 0 tbergefithrt werden, d. h. es gilt
flx+z0) =2 Az +b'z.

Die Quadrik Q besitzt keinen Mittelpunkt. Der lineare Term kann durch affine Abbil-
dungen nicht in Null tbergefihrt werden.

9.3 Quadratische Formen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Umformung des quadratischen Terms eines
quadratischen Polynoms beschéftigen.

9.3.1 Definition. Eine quadratische Form in z1,...,z, (auf dem R™) ist ein qua-
dratisches Polynom in 1, ..., z, ohne lineare und konstante Glieder. Eine quadratische
Form f in x1,...,x, ist also von der Gestalt

n
f(xh s 71'71) = Z Qi T;T5 = iETAI'.

i,7=1
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L1

Dabei ist x = € R und A = (a;;). Wir kénnen voraussetzen, dass A eine
Ty

symmetrische Matrix ist, d. h. AT = A.

9.3.2 Verhalten unter affinen Abbildungen. Spezialisieren wir die Formeln, die
das Verhalten von quadratischen Polynomen bei Anwendung von Translationen bzw.
linearen Abbildungen beschreiben, auf quadratische Formen, so sehen wir, wie sich
quadratische Formen unter Translationen und linearen Abbildungen verhalten. Bei An-
wendung von Translationen auf quadratische Polynome treten im Allgemeinen lineare
und konstante Glieder auf, d. h. quadratische Formen gehen unter Translationen im
Allgemeinen nicht in quadratische Formen iiber. Unter linearen Abbildungen dage-
gen gehen quadratische Formen stets in quadratische Formen iiber. Genauer gilt: Ist f
eine quadratische Form mit
flz)=x" Az

und S : R™ — R" eine lineare Abbildung, so gilt
f(Sz)=x"(STAS)zx.

9.3.3 Definition. Eine quadratische Form auf einem n-dimensionalen Vektorraum V
ist eine Abbildung f : V — R derart, dass fiir eine Basis {e1,...,e, } von V (und

damit fir jede)
f <Z xiei>
i=1

eine quadratische Form in z1,...,z, ist.

9.3.4 Erlduterung. Sei { f1,..., f, } eine Basis von V. Ist durch f (> ;_; z;f;) eine
quadratische Form gegeben, so ist das gerade die quadratische Form foG auf R™, wobei

G der durch
T

&
Il

n
=Y wif;
=1

definierte Isomorphismus: R™ — V ist. Wie fiir quadratische Polynome ldsst sich zeigen,
dass mit f o G auch f o G’ fiir jeden Isomorphismus G’ : R® — V eine quadratische
Form auf R" ist. Damit ist gezeigt, dass mit f (3> i, z;e;) auch f (> i, @i fi) fiir jede
Basis { f1,..., fn } von V eine quadratische Form in 1, ..., z, ist.

Tn

Wir wollen uns zunéchst iiberlegen, dass ein enger Zusammenhang zwischen quadrati-
schen Formen und symmetrischen Bilinearformen besteht.

9.3.5 Satz. Zu jeder quadratischen Form f auf V existiert genau eine symmetrische
Bilinearform B : V xV — R auf V mit der Figenschaft

f(z) = B(x, z).
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Beweis. (I) Existenz. Sei { ey,...,e, } eine Basis von V. Dann ist

f (i xiei> = fTA.i?,
i=1

T
wobei T = © ], A eine symmetrische Matrix. Sei B : V x V — R die durch

’Iﬂ,

Blay) = B (z z%) g
=1 =1

definierte Abbildung. Dann gilt
f(z) = B(x,z) fiir alle x € V.

Bleibt zu zeigen, dass B eine symmetrische Bilinearform ist. Die Bilinearitidt von
B folgt aus den Distributivgesetzen fiir Matrizen, die Symmetrie aus

B(r,y)=3"Aj=3"AT§=(§" Az)"

(IT) Eindeutigkeit. Sei B eine symmetrische Bilinearform auf V' mit
f(z) = B(z,z) fir alle z € V.

Wir werden eine Formel herleiten, in der B(z,y) allein durch Werte der quadra-
tischen Form f ausgedriickt wird. Damit folgt dann die Eindeutigkeit:

Seien z,y € V. Dann gilt

fx+y)=B(x+y,x+y) = B(x,z) + B(z,y) + B(y,z) + B(y,y)
= f(z) +2B(z,y) + f(y)-

Damit erhalten wir die Polarisationsformel

B(z,y) = 5 (f(z+y) = f(z) = f(y)). O

N | =

9.3.6 Problemstellung. Unser Ziel ist es, quadratische Formen mdoglichst einfach zu
beschreiben. Sei f eine quadratische Form auf V. Beziiglich der Basis { ej,...,e, } von

V sei f gegeben durch
f (Z xiei> = i‘TAi‘,
i=1
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T
wobei T = € R™, A eine symmetrische Matrix. Mit Hilfe der zu f gehorigen

Tp
symmetrischen Bilinearform B auf V kénnen wir die Koeffizienten a;; der Matrix A
durch die Basisvektoren ausdriicken. Es gilt

0
0
B(e;,ej) = (0,...,0,1,0,...,0) A 1] < j-te Stelle
0 0
i-te Stelle .
0

= aij.

Wir wollen versuchen, durch geeignete Wahl der Basis von V' die Matrix A auf moglichst
einfache Gestalt, genauer auf Diagonalgestalt zu bringen. Dazu brauchen wir eine
Basis, deren Vektoren paarweise zueinander orthogonal sind.

9.3.7 Definition und Satz. Sei f eine quadratische Form auf V, B die zugehirige
symmetrische Bilinearform. Dann besitzt V' eine Orthogonalbasis, d. h. eine Basis,
deren Vektoren paarweise zueinander orthogonal sind.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach der Dimension von V.

Ist dim V' = 1, so bildet jeder von Null verschiedene Vektor aus V' eine Orthogonalbasis
von V.

Sei dim V' = n > 1. Verschwindet B identisch auf V', so ist jede Basis von V eine Or-
thogonalbasis. Wir nehmen deshalb an, dass es z,y € V gibt mit B(z,y) # 0. Dann
verschwindet auch die quadratische Form f nicht identisch wegen der Polarisationsfor-
mel. Es gibt also einen Vektor f; € V mit

B(f1, f1) # 0.

Wir wollen zeigen, dass sich jeder Vektor z € V' in eindeutiger Weise in ein Vielfaches
von f; und einen Vektor aus dem zu f; orthogonalen Unterraum (f;)* C V zerlegen
l&sst:

=M1 +zmit A€ R, z € (fi)t,

d. h.
V={(f1)® ()"

Wir zeigen zuniichst die Eindeutigkeit der Darstellung: Sei z = Af; + z mit z € (f1)*.
Wegen B(z, f1) = 0 folgt

B(z, f1) = BAf1, fi) + B(z, fi) = AB(f1, f1),
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also
\ = B({l?7f1)
B(flafl)
und Bla. f1)
z,J1
z:x—)\flzx—mfl.

Damit ist die Eindeutigkeit nachgewiesen.

Bleibt die Existenz zu zeigen. Wir haben

. B(‘Tafl) P
o B(fl,f1)f1 e
wobel z = x + BB((fxl:J;ll))fl. Es ist zu zeigen, dass z € (f1)*, d.h. B = (2, fi) = 0. Das
folgt aber aus
B(z, f1) = mB(fol) + B(z, f1)

= B(z, f1) + B(z, f1).
Der Vektorraum (f;)1 hat kleinere Dimension als V. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es eine Orthogonalbasis { fa,..., fm } in (fi)*.
Wir zeigen, dass { f1, fa,..., fm } eine Orthogonalbasis von V ist:

f1 ist orthogonal zu allen f;, i > 2. Ferner sind die f;, ¢ > 2, paarweise orthogonal
zueinander. Wir brauchen nur noch nachzuweisen, dass { fi, f2, ..., fm } eine Basis von
V ist, d. h. jedes x € V lésst sich eindeutig als Linearkombination von { f1, fa,..., fm }
schreiben. Das folgt aber daraus, dass sich jedes z € V' eindeutig in der Form

r=Af1+z2
und z eindeutig als Linearkombination von { fa,..., fm } schreiben lsst. O

9.3.8 Korollar. Wir kénnen also zu jeder quadratischen Form f auf V' eine Ortho-
gonalbasis {e1,...,en } von V beziglich der zu f gehorigen Bilinearform B finden,
beztiglich der die Koeffizientenmatriz A = (a;;) von f Diagonalgestalt hat. Es gilt

flei) firi=j

a;j = Blei, ;) = {0 fiiri # §

sowre

n n
f E xXr;e; | = ffTAi' = E Qi T2
i=1

ij=1
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Z1
wobei T =
Ln
9.3.9 Basiswechsel. Wie éndert sich die Koeffizientenmatrix von f bei Basiswechsel?

Seien { e1,...,en }, {€],...,€, } Basen von V, sei B = (b;;) die Matrix der durch

ej e}
charakterisierten Isomorphie von V beziiglich der Basis { ey, ..., e, },d. h. e;- =Y bijes,
G, G’ die durch

0

0

i-te Stelle — | 1| ~ e; bzw. €}

0

0
charakterisierten Isomorphismen: R" — V.
Sei weiter

n n
x = inei = Zx;e,’i,
i=1 j=1

sowie

flx)=f <Z Iz’%) =foG(z)=i" Az

=/ (Z ) = foG(E) = (#)TAF,
j=1

A, A’ symmetrische n-reihige Matrizen. Dann gilt

f <Zx;e;> =f (Zx;ZbijeZ)
j=1 J



218 9 Gebilde zweiter Ordnung

= foG(Bi')
=3 (BTAB)Z'.

Es folgt, dass
A'=DB"AB.

Bzgl. der Basis { €], ...,¢e/, } hat f also die Koeffizientenmatrix B" AB.

Dass wir laut Korollar 9.3.8 eine Basis finden kénnen, beziiglich der die zu f gehorige
Matrix Diagonalgestalt hat, besagt gerade, dass sich jede symmetrische Matrix durch
Multiplikation von rechts mit einer invertierbaren Matrix, von links mit deren Trans-
ponierten auf Diagonalgestalt bringen l&dsst:

9.3.10 Definition und Satz. Zwei n-reihige Matrizen A, A’ heiffen kongruent, wenn
es eine invertierbare n-reihige Matrix B gibt mit

A" = BTAB.

Jede symmetrische Matrix ist kongruent zu einer Diagonalmatrix, d.h. es gibt eine
invertierbare Matrix B und reelle Zahlen \q,...,\,, so dass

A1 0
BTAB=D := )
0 An
9.3.11 Vereinfachung. Bisher haben wir gezeigt, dass es zu einer quadratischen Form
f eine Basis { e1,...,e, } von V gibt, beziiglich der die Koeffizientenmatrix A = (a;;)

von f Diagonalgestalt hat. Dabei ist { e1, ..., e, } eine Orthogonalbasis beziiglich der zu
f gehorigen Bilinearform. Wir kénnen die zu f gehorige Matrix noch weiter vereinfachen:

Der ij-te Koeffizient a;; der zu f gehérigen Matrix A beztiglich { e, ..., e, } ist gegeben
durch

fle;) firi=j

0 fiir i # .

Ersetzen wir die Basis { e1,...,e, } durch die Basis { Ajeq,..., Ape, } mit A; # 0 fir
t=1,...,n, so geht a;; iiber in

aij = Blei, e;) = {

B()\iei, Ajej) = B(ei, ej))\i)\j = aij)\i>\j-

Wegen B(e;, e;) = 0 fiir ¢ # j ist die beziiglich { Aieq, ..., e, } zu f gehorige Matrix
wieder eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen

2 2
a11>\1, ey ann)\n.

Durch geeignete Wahl der \; kénnen wir also erreichen, dass die Diagonalelemente gleich
+1,—1 oder 0 sind. Weiter lésst sich die Matrix nicht mehr vereinfachen.
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Wir werden zeigen, dass die Anzahl der positiven und negativen Glieder in der Diago-
nalen unabhéngig von den Umformungen ist.

Zuvor wollen wir untersuchen, was die im Beweis von Satz 9.3.7 durchgefiihrte Kon-
struktion einer Orthogonalbasis rechnerisch bedeutet:

9.3.12 Das Orthogonalisierungsverfahren. Sei f : V — R eine quadratische Form
auf V. Bzgl. der Basis { e1,...,e, } sei f gegeben durch

n n
f E xX;e; = E AijjTiTj.
i=1

i,7=1

Sei B:V xV — R die zu f gehorige symmetrische Bilinearform auf V. Falls B auf V'
identisch verschwindet, ist nichts zu tun. Wegen

aij = Blei, e5)

sind alle a;; gleich Null.

B verschwinde nicht-identisch. Dann ist ein Vektor « € V' zu wéhlen mit B(xz,z) # 0.
Wir nehmen zur Vereinfachung an, dass

B(el,el) = a1 # 0.

(Ist B(ey,e1) =0, aber ein B(e;,e;) # 0 fiir ¢ > 1, so kénnen wir durch Umnumerierung
B(ei,e1) # 0 erreichen. Ist B(e;,e;) = 0 fiir alle 4, so ist B(e; + ej,e; +¢€;) # 0 fiir
wenigstens ein Paar 4, j. Man betrachte dann anstelle der Basis { e1,...,e, } die Basis
{en, e eitej,eipr, . €5, —€j,€j41,...,6n }.)

Wir wéhlen e; als ersten Vektor der zu konstruierenden Orthogonalbasis. Weiter ist nun
eine Orthogonalbasis des zu e; senkrechten Unterraumes (e1)* zu finden. Dazu zerlegen
wir die e;, ¢ > 1, in die zu e; parallele und zu e; senkrechte Komponente:

12 .
e;=XNe1+e, i=2,...,n.
Da sich die Vektoren der Basis { e1, ..., e, } linear aus ey, €5, ..., e/, kombinieren lassen,
bilden ey, e}, ..., el ein Erzeugendensystem von V, also eine Basis von V. ¢e},... el
spannen den zu e; orthogonalen Unterraum auf:
1 _ / /
(e1)™ = (€h,...,e).
Wendet man dieses Verfahren auf €),... e/ an, usw., so erhdlt man schlieflich eine

Orthogonalbasis von V.

9.3.13 Quadratische Erginzung. Wir wollen untersuchen, was der erste Schritt fiir
die Koeffizienten bedeutet. Es gilt

f (Z xi%) =f <9€1€1 + in()\iel + e;))
i—1

=2
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=f ((Il + i:)\zx'L) ey + i::cwé) .
=2 =2

Wegen f(x +y) = f(x) + f(y) + 2B(x,y) erhalten wir

() (B o (5)

In f (DL, zi€}) treten nur quadratische Glieder in s, ..., z, auf. Wir haben also
n n 2 n
f <Z $i6i> = all ((El + Z )\Z(E2> + Z a;j(Ein
i=1 i=2 i,j=2

mit gewissen Koeffizienten agj. Nach dem Beweis von Satz 9.3.7 gilt
Blei,e1) = A\iB(e1, e1),

also
a14

A = .
a11

Damit folgt nun

n 2 n
ai2 A1n /
E Qi T;T; =a11 \ 1+ —Ta+ ...+ —Tyn + E AT T
— a1 a1 —
i,7=1 i,j=2
Die rechte Seite entspricht der quadratischen Ergénzung fiir x; bei festen zs, ..., x,.

Das Orthogonalisierungsverfahren bedeutet also hier, nacheinander die quadratische
Ergénzung fir =1, z9,...,z,—1 zu bilden.

9.3.14 Beispiele. (i) Als Beispiel wollen wir die quadratische Form
flx1,x0,23) = xf + 23:% + 3:0% + 4x1x0 + SroT3

betrachten. Damit wir die quadratische Form als Summe von Quadraten mit ge-
wissen Koeflizienten schreiben kénnen, brauchen wir nach obigem Verfahren nicht
mit Basen zu rechnen, sondern nur nacheinander die quadratischen Ergdnzungen
zu bilden:

f(wy,20,m3) = (21 + 2962)2 — 2:8% + 3ﬂc§ + daoxs

5 \? 25
= (1 + 222)% — 2 (502 - sz) + ga:g + 323
5 \? 49
= (21 4 229)% — 2 (xg — chg) + %mg
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(i)

Setzt man

] = x1 + 219
, 5
Ty = Tog — T3
2 4
I
T3 = I3,
so erkennt man, dass die Quadrik { f(x1,z2,23) = 0} in den neuen Koordinaten

die Gleichung
49

() = 2(ah)? +

(#)? =0
erfiillt, also ein (Doppel-) Kegel ist.
Wir betrachten das quadratische Polynom
flxy,29) = x129.
Weil die quadratischen Terme x? und 3 fehlen (siehe auch in 9.3.12 den Fall,

dass B(e;, e;) = 0 fiir alle ), erinnern wir uns daran, dass die Gleichung z1xs = 1
ein Hyperbelpaar darstellt. Die Gleichung

stellt auch ein Hyperbelpaar dar, denn wir kénnen schreiben

y% - y% = (y1 +¥2) (Y1 — y2) = 122,
wobel

1 = Y1 + Y2,
T2 = Y1 — Y2.

Deshalb schreiben wir umgekehrt
w129 = (Y1 +y2) (1 —y2) = Ui — %5
mit dem Koordinatenwechsel (9.9), d. h. es gilt
1
Y1 = 7(':51 +I2),
2
Y2 = 5(931 — T2).
Damit haben wir

Fyi,y2) = f(@1(yr, v2), 22(y1,92)) = yi — ¥3-
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(iii) Sei
f(z1, 2, x3) = 20129 + 3x123 + 4T0T3.
Wir setzen
1 =Y + Y2,
T2 = Y1 — Y2,
T3 =1Y3

und erhalten

T, y2,u3) = f@1(y1, y2,¥3), 22(y1, 2, ¥3), ©3(Y1, Y2, ¥3))
=2(y1 +y2)(y1 — y2) +3(y1 +y2)ys + 4(y1 — y2)ys
=27 — 203 + Ty1ys — Y2u3

7 \? 49
=2 (yl + 1y3) —2y5 — gyg — Ya2U3

7 \? 1 \?
:2(?/1“!‘1:93) _2<y2+1y3) _6y§~

Wir wollen nun nachweisen, dass die Anzahl der positiven und die Anzahl der negativen
Glieder in der obigen abgeleiteten Diagonalgestalt fiir die Koeffizientenmatrix einer
quadratischen Form nur von dieser abhéngen:

9.3.15 Triagheitssatz von Sylvester. Sei f eine quadratische Form auf V, B die
zugeordnete Bilinearform auf V. Sind { e1,...,en } und { f1,..., fn } zwei Orthogonal-
basen mat

1 firi=1,...,p
Bleise)) =< -1 firi=p+1,....p+q

0 firi>p+q,

1 firi=1,....r
B(fi,fi)=<—1 firi=r+1,....,r+s

0 firi>r+s,

soistp=r,q=s. Die Zahlen p,q,n—p+ q heiffen auch Trigheitsindizes, Signatur
oder Rang von f.

Beweis. Wir werden fiir p und ¢ Charakterisierungen angeben, die unabhéngig von
Basen sind. Dazu erinnern wir uns, dass eine Bilinearform positiv (bzw. negativ) definit
heift, wenn fiir alle x € V, x #£ 0,

B(z,z) >0 (bzw. B(z,x) <0)
gilt. Wir zeigen: Es gilt

p=max{dimU | U C V Unterraum, B positiv definit auf U }.
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Wenn wir das gezeigt haben, folgt p = r. Dazu zeigen wir zunéchst, dass es einen
Unterraum U der Dimension p gibt, auf dem B positiv definit ist: Sei

U:=(e1,...,ep).
Dann ist dim U = p und B positiv definit auf U, denn:
P P P P
B <inei, ije]) = Zx?B(ei,ei) = Zw?
i=1 j=1 i=1 i=1

Ist p = n, so ist die Behauptung bewiesen. Anderenfalls sind wir fertig, wenn wir das
folgende gezeigt haben:

Falls dimU > p, so ist B auf U nicht positiv definit. Dazu sei U ein Unterraum mit
dim U > p. Wir betrachten den Unterraum

W = {ept1,...,en) NU.
W hat dann positive Dimension, denn es ist
dimW =dimU + (n — p) — dim({ep+1,...,€n) + U) > dimU — p > 0.
Es existiert also ein von Null verschiedener Vektor
n
Z xe; € U.
i=p+1
Nach Voraussetzung ist
n n p+q p+q
B ( Z Ti€;, Z J;iei> = Z r3B(e;, ;) = — Z z? <0.
1=p+1 1=p+1 i=p+1 1=p+1

B ist also nicht positiv definit auf U.

Analog zeigt man, dass
g =max{dimU | U C V Unterraum, B negativ definit auf U }.

Damit folgt ¢ = s. O

9.4 Klassifizierung der Hyperflachen zweiter
Ordnung

Wir haben nun die Mittel, die wir brauchen, um ein quadratisches Polynom moglichst
einfach zu beschreiben. Wir setzen wieder V' = R™ voraus. f sei ein quadratisches
Polynom in z1,...,z,, gegeben durch

f)=z"Az+b 2z +c,
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x
wobei x = - |. Wir hatten zwei Typen von quadratiscchen Polynomen unter-

Ty
schieden:

e Typ (a) beImA,

e Typ (b) b¢ ImA.

Zu den Polynomen vom Typ (a) gehoren die Hyperflichen mit Mittelpunkt, zu den
Polynomen vom Typ (b) gehoren die Hyperflichen ohne Mittelpunkt.

9.4.1 Typ (a) b € Im A. Durch Translation kénnen wir erreichen, dass die linearen
Glieder wegfallen. Wir setzen deshalb b = 0 voraus. Sei also

flx)=xzTAz+c.

Wir werden nun die quadratischen Glieder vereinfachen. Wir haben gezeigt, dass zu der
symmetrischen Bilinearform B, die zu der quadratischen Form

x| Ax
gehort — sie ist durch
B(z,y) ==z Ay
definiert — eine orthogonale Basis { by, ...,b, } des R™ existiert mit
+1

B(b;,b;) =< —1
0.

Wir ordnen die b; so an, dass

+1 firi=1,...,p
B(b;,b;)) =< -1 firi=p+1,...,p+q=r
0 fiir ¢ > 7.

Wir werden nun das quadratische Polynom beziiglich dieser Basis schreiben. Es gilt

Z?:l b1y

n
> b = : = By,
=t Z?:l bniYi
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Y1
wobei y = : |, B=(b1,...,b,), B ist also die Matrix mit den Spalten by,...,b,.

Yn
Wir erhalten dann

f (Z yb) = (By)"A(By) + ¢
- n T n
= (Z ylb7> A (Z yjbj> +c
i=1 j=1
= (i yib?> A (Zn: yﬂ’j) +e
i=1 j=1

= Z blTAbjyly] +c

ij=1
n
= > B(bibj)yiy; +c
i,j=1
:yf+...+y§—y§+1f...—y§+q+c.

In dem neuen Koordinatensystem hat das quadratische Polynom also die Gestalt
yf+...+yz—yf,+1—...—yf+c.

9.4.2 Die Quadriken im Fall b € Im A. Die zugehérige Hyperflache wird beschrie-
ben durch

y%—k...—i—yﬁ—yf,H—...—yf—kc:O.

Ist ¢ = 0, so haben wir den Fall
y%+...+y§fy§+1f...fyf:0. (1)
Sei ¢ # 0. Wir dndern die Nullstellenmenge nicht, wenn wir die Gleichung mit f%

multiplizieren:

2 2 2 2
i, % Y Y

=1
—c —c —c —c

Durch nochmaligen Koordinatenwechsel kénnen wir die Gleichung auf die Form
zf+...+z§fzg+1—...fzzzl (2)

bringen: Wir setzen

Zi = firi=1,...,n

v—c
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im Fall ¢ < 0 und fir ¢ > 0:

y\p/g firi=1,...,r—p
Zi = ‘%L\ET firi=r—p+1,...,r
Yi firi=r+1,...,n.

Es ist zu beachten, dass fiir ¢ > 0 die in (2) auftretende Zahl p nicht mit dem fritheren
p iibereinstimmt.

9.4.3 Typ (b) b € Im A. Durch Translation kénnen wir erreichen, dass das konstante
Glied wegféllt. Wir setzen deshalb ¢ = 0 voraus. Sei

fx)=2"Az+b"z.

Wir wollen f wieder auf einfache Gestalt bringen. Dazu wahlen wir zunédchst eine Or-
thogonalbasis { b1, ...,b, } mit

+1 firi=1,...,p,

B(bj,b;)) =< -1 firi=p+1,...,r
0 firi=r+4+1,...,n

wie in 9.4.1. Wenn wir uns f beziiglich dieser Basis aufschreiben, so sehen wir, dass zwar
der quadratische Teil die gewiinschte Form, aber das lineare Glied im allgemeinen keine
einfache Gestalt hat. Wir werden deshalb die Basis noch etwas abdndern. Zunéchst
zeigen wir

9.4.4 Lemma. {b,y1,...,b, } ist eine Basis von Ker A.

Beweis. Sei y € Ker A. Dann ist
B(x,y) = 2" Ay = 0 fiir alle z € R".
Ist andererseits y € R™ mit
B(z,y) =0 fir alle z € R",

so gilt y € Ker A, denn wére Ay # 0, so ware eine Koordinate von Ay ungleich Null,
etwa die i-te Koordinate. Dann ist aber

' Ay =0,
falls die i-te Koordinate von x # 0 gilt, was aber nicht sein kann.

Damit haben wir

Ker A= {yeR"| B(z,y) =0 fiir alle z € R" } = (R")*.
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Seije{r+1,...,n} Wegen B(b;,b;) =0firi=1,...,n gilt
B(xz,b;) = 0 fiir alle z € R".
Es gilt also b; € (R™)* fiir j =r +1,...,n. Sei nun z = 31 ; 2;b; € (R™)*. Wegen
- +x; firi=1,...,r
0=Bbi2)=B (bi’kz_lx’“b’“> - {0 fiiri=r+1,...,n
gilt z;, =0firi=1,...,r.
{()TH)’L ., by, bilden also ein Erzeugendensystem von (R™)% und damit eine Basis von
R™)-. O

9.4.5 Fortsetzung von 9.4.3. Wir dndern nun b,41, ..., b, ab. Nach Lemma 9.2.6 gibt
es einen Vektor z € Ker A mit b'z # 0. Durch Multiplikation mit einem geeigneten
Faktor konnen wir

blo=-1
erreichen. Wir wihlen b,; = x. Da durch "z = 0 eine Hyperfliche in Ker A beschrie-
ben wird, kénnen wir n — (r + 1) linear unabhingige Vektoren b,.2,...,b, in Ker A

finden mit
bTbh; =0firi=r+2,...,n.

Die neuen by41,b,42, ..., by, bilden eine Basis von Ker A, zusammen mit by, ..., b, bilden
sie eine Basis des R". Ferner gilt

B(b“bj):()furz;éj,
+1 flre=1,...,p,
B(bi,bj) =< —1 firi=p+1,...,r
0 firi=r+1,...,n

Bzgl. dieser Basis hat f die Gestalt

(o) (E) 4(Ewe) o ()

n

n
Z (b;‘rAbj) Yiy; + Z b by

ij=1 i=1
=YY Yy~ — U — Y1+ Y b by
i=1
Der Vektor
bThy
b'h,
0
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liegt im Bild der Matrix

1

1 +— p-te Zeile

-1 «— r-te Zeile.

0]

0
Durch Translation um einen geeigneten Vektor kénnen wir also das Polynom in die
Gestalt

Yt U~ Y~ U~ Yrg1 O

iberfithren. Wahlen wir y,41 — ¢ als neue (r + 1)-te Koordinate, so erhalten wir fiir das
Polynom die Gestalt

yf+...+y§—y12,+1—---—yf—yrﬂ-

9.4.6 Die Quadriken im Fall b ¢ Im A. Die Nullstellenmenge wird dann beschrieben
durch

Yt Y — Yo — o~ Yr = Yrg (3)

9.4.7 Allgemeine Klassifikation. Wir unterscheiden also drei Typen von Hyper-
flichen, und zwar bei den Hyperflichen mit Mittelpunkt diejenigen, welche bei
geeigneter Wahl eines affinen Koordinatensystems und bei eventueller Multiplikation
mit einem von Null verschiedenen Faktor durch eine Gleichung vom Typ (1)

y%+...+y§—y§+1—...—yf:0

oder durch eine Gleichung vom Typ 2
y%+...+y§—y§+1—...—yf:1

beschrieben werden, und die Hyperflichen ohne Mittelpunkt, die bei geeigneter
Wahl von affinen Koordinaten durch eine Gleichung vom Typ (3)

Vit Y=Y — e — YR =Y

beschrieben werden. Die Koordinatenachsen heiffen Hauptachsen der Quadrik.

Fiir die Falle n = 2 und n = 3 wollen wir uns diese Typen noch néher ansehen.
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9.4.8 Der Fall n = 2.

Typ (1) i+ 25=0 Punkt
r—25=0 Geradenpaar mit Schnittpunkt

2 =0 Gerade (Doppelgerade)

Typ (2) w2422 =1 Kreis, Ellipse
2 — 22 =1 Hyperbel (-paar)

—23—zi=1 leere Menge

=1 paralleles Geradenpaar

—z? = leere Menge

Typ (3) T3 = 1y Parabel

Die Gleichungen, die durch Vertauschen der Variablen ;1 und z9 aus diesen hervorgehen,
sind nicht aufgefiihrt. Die wesentlichen Abbildungen fiir diese Félle finden sich zu Beginn
des Kapitels.

9.4.9 Der Fall n = 3. Von den Flichen zweiter Ordnung im R? fiihren wir nur
diejenigen auf, in denen alle drei Koordinaten explizit auftreten — die anderen kénnen
wir als Zylinder {iber einer Kurve zweiter Ordnung auffassen. Ferner lassen wir die
Gleichungen, deren Losungsmenge leer ist oder die sich durch Vertauschen der Variablen
aus aufgefiihrten Gleichungen ergeben, fort.

Typ (1) T+ a3 +23=0 Punkt
il -2i=0 (Doppel-) Kegel

Typ (2) ri+a3+a3=1 Kugel, Ellipsoid
o2l —ai=1 einschaliges Hyperboloid

e | zweischaliges Hyperboloid

Typ (3) 2+ ad = a3 elliptisches Paraboloid
z? — 22 =13 hyperbolisches Paraboloid

(Sattelflache)
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Abbildung 9.1: Doppelkegel

Abbildung 9.3: Elliptisches und hyperbolisches Paraboloid



10  Euklidische Geometrie

Auf den zwei- bzw. dreidimensionalen Rdumen der geometrischen Vektoren hatten wir
ein Skalarprodukt. Diese Situation soll auf beliebige Vektorrdaume iibertragen werden.
An die Stelle des Skalarproduktes wird eine positiv definite symmetrische Bilinearform
treten.

10.1  Euklidische Vektorraume

10.1.1 Definition. (i) Ein Vektorraum mit einer positiv definiten symmetrischen
Bilinearform ( , ) heifit ein Euklidischer Vektorraum. (Gelegentlich setzt man
zusétzlich voraus, dass V' endlich-dimensional ist.)

(ii) Analog zum elementargeometrischen Fall kénnen wir den Begriff des Betrages
eines Vektors einfiihren: Sei € V. Dann ist der Betrag oder die Norm |z| von

2 erklart durch
|| := 1/ (z, ).

10.1.2 Satz. Der Betrag hat die folgenden Figenschaften:

(i) Fir alle x € V' gilt
|z| > 0.

Es ist
|z] =0 < |z| =0 (positive Definitheit).

(il) Fir A e R gilt
[Az| = |\l |z| (Homogenitdt).

(iil) Fir alle z,y € V gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
(@, )| <l [yl
(iv) Fiir alle x,y € V gilt die Dreiecksungleichung
|z +yl < [z + [yl

Die Eigenschaften (i), (ii) und (iv) heiffen auch die Axiome oder Grundeigenschaften
des Betrages oder der Norm.
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Beweis. e (i) folgt daraus, dass (, ) positiv definit ist.

e Zu (ii): Fir A € R gilt

[Ax| = \/ Az, \x) \//\2 (z,x)
= [Al |z

e Zu (iii): Fiir A € R betrachten wir die Funktion
JO) = (z+ Ay, z + Ay).

Es gilt

0< f(N) = (z,2) +2M(z,y) + A (1, y).

Wir haben also ein quadratisches Polynom in A. Sei (y,y) # 0. Dann kénnen wir

die quadratische Ergénzung bilden und erhalten

OS y7y>\+ z,y ’— x7y2+ &€,
.9) (g A+ (2, 9))* = (2,9)* +(
Insbesondere erhalten wir fiir A = Ex§§7 dass

(,9) < (z,2)(y,y),

also
[(z, )] < |z ly|.

2)(y,9)) -

Ist (y,y) = 0, so ist nach (i) y = 0, also |(z,y)| = 0. Damit ist die Ungleichung

auch in diesem Fall richtig.

e Zu (iv): Wir schéitzen |z + y|* mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

ab:

lz+y=(x+y,z+y)

2+ 1y)* +2)z]y
jz* + [y]?).

Damit folgt
[z +y| < [z + [yl

also gilt die Dreiecksungleichung.

(
= (z,2) + (y,y) + 2(=,y)
<l|x
(

O

10.1.3 Diskussion des Gleichheitszeichens. Wir wollen untersuchen, wann in der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und der Dreiecksungleichung das Gleichheitszeichen
steht. Zunéchst betrachten wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
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Ist y = 0, so gilt fiir alle x € V:

(@, 9)] = || [y

Seien z,y € V, y # 0 mit
(@, 9)| = |zl [yl

Aus dem Beweis von 10.1.2(iii) erhalten wir dann die Ungleichung

0<(z+Ay,z+\y) = (WA + (2,9))*

b

(¥, 9)

Es gibt ein A € R mit (y,y)A + (z,y) = 0, also ist fiir dieses A auch
(x 4+ Ay, + \y) = 0.

Dann ist aber x + Ay = 0.

Zusammen erhalten wir also
[(z,y)| = |z| |y| = =,y linear abhéngig.

Es gilt auch die Umkehrung: Seien z,y linear abhéingig. Dann ist x = Ay oder y = Az.
Sei etwa y = Az. Dann folgt

('Tay)Q = (Z‘,/\J?)2 = /\2(377'1‘)2 = (xax)(%y)

also
(@, 9)] = || [yl
Damit haben wir
[(z,y)| = |z| |y| & =,y linear abhéngig.

Nun zur Dreiecksungleichung. Aus dem Beweis von (iv) folgt, dass in der Dreiecksun-
gleichung das Gleichheitszeichen genau dann steht, wenn

2(z,y) = 2|(z,y)| = 2|2/ [y
gilt, also genau dann, wenn
(z,y) > 0 und z,y linear abhéngig.
Dies kénnen wir noch umformulieren: x,y sind linear abhéngig ist dquivalent zu
x = Ay oder y = Az.
Sei etwa & = Ay. Dann ist (z,y) > 0 gleichwertig mit A > 0, denn
(z,y) = Ay, y)
und (y,y) > 0. Damit haben wir

|z +y| =|z|+ ly| & ==Xy oder y = Az mit A > 0.
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10.1.4 Geometrische Bedeutung. Was ist die geometrische Bedeutung der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung und der Dreiecksungleichung? Fiir die geometrischen Vekto-
ren hatten wir
(z,y) = |=] [y| cos ¢,

wobei ¢ der von = und y eingeschlossene Winkel ist. Die Cauchy-Schwarzsche Unglei-
chung besagt dann, dass cosp dem Betrage nach stets kleiner oder gleich 1 ist. Die
Dreiecksungleichung besagt, dass die Lange der Dreiecksseite x + y hochstens gleich der
Summe der Lingen von x und y ist. Das Gleichheitszeichen tritt auf, wenn x und y
gleichgerichtet sind.

10.1.5 Beispiel. Wir wollen ein nicht-geometrisches Beispiel betrachten. Sei Cla, b] der
Raum der stetigen Funktionen auf dem Intervall [a,b] C R. Wir hatten friiher gezeigt,
dass durch

b
(f.9) = / £(0)g(t)de

eine positiv-definite symmetrische Bilinearform auf Cla,b] erkldrt ist. Die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung lautet:
b b
< / f(t)2dt / g(t)2dt,
die Dreiecksungleichung

\/ / ) + g2t < \/ / " fedi+ \/ / o

Diese beiden Ungleichungen finden hiufige Anwendung in der Analysis.

b
/ F(Dg(t)dt

10.2  Orthonormalbasen und orthogonale
Abbildungen

Von jetzt ab setzen wir voraus, dass V' n-dimensional und ( , ) eine positiv-definite sym-
metrische Bilinearform auf V ist. Wir haben gezeigt, dass wir eine Basis {e1,... e, }
von V aus paarweise orthogonalen Vektoren

(ej,e;) =0furi#j

finden konnen. Da ( , ) positiv definit ist, gilt (e;,e;) > 0 fiir ¢ = 1,...,n. Dividieren
wir den i-ten Basisvektor e; durch |e;|, so erhalten wir eine Orthogonalbasis von V, fiir
welche jeder Vektor die Lange 1 hat.

10.2.1 Satz und Definition. In einem Fuklidischen Vektorraum gibt es eine Basis
{e1,...,en } von paarweise orthogonalen Vektoren der Linge 1, d. h. es gilt

ern0) = 1 firi=j
i €5) = 0 firi#j.



10.2 Orthonormalbasen und orthogonale Abbildungen 235

Eine solche Basis heifst Orthonormalbasis, das zugehirige Koordinatensystem heifst
Cartesisches Koordinatensystem.

Wir wollen den Begriff Bewegung um den Ursprung, das ist eine lineare Abbildung,
die das Skalarprodukt erhélt, auf Euklidische Vektorrdume {ibertragen.

10.2.2 Definition. Eine lineare Abbildung F': V' — V heifit orthogonale Transfor-
mation, wenn

(F(z), F(y)) = (z,y) fir alle z,y € V
gilt.

Sei I eine lineare Abbildung auf V. Wir wollen untersuchen, wann F' eine orthogonale
Transformation ist.

10.2.3 Satz. Sei{ej,...,e, } eine Orthonormalbasis von V. Dann ist F genau dann
eine orthogonale Transformation, wenn { F(e1),...,F(e,) } eine Orthonormalbasis von
V ist.

Beweis. ,=“ Sei F eine orthogonale Transformation. Dann gilt

0 firi#j
1 fiir i = j.

(F(ei), F(ej)) = (ei,e5) = {

Wir brauchen nur noch zeigen, dass F'(e1),...,F(e,) eine Basis von V bilden. Seien
ALy -5 Ap € R mit
>\1F(€1) + ...+ /\nF(En) =0.

Bilden wir das Skalarprodukt mit F(e;), so erhalten wir

0= (zn: /\jF(ej), F(ei)> = )\z

F(e1),...,F(ey) sind also n linear unabhéngige Vektoren und bilden damit eine Basis
von V.

=" Sei
(F(ei), Fej)) = 0ij = (ei, ;).
Es ist zu zeigen, dass
(F(x), F(y) = (2,y)
gilt fiir alle z,y € V. Sei x = Y"1 ; wie;, y = > yje;. Dann ist

n

(F(2), F(y) = 3 (F(ei), F(ej)ziy;
= Z (eu ej)xiyj

ij=1
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Um nachzupriifen, dass eine lineare Abbildung eine orthogonale Transformation ist,
brauchen wir also nur zu testen, ob das Skalarprodukt auf einer Orthonormalbasis
erhalten bleibt.

10.2.4 Die Matrix einer orthogonalen Transformation. Wir wollen uns jetzt die
Matrix einer orthogonalen Transformation ansehen. Dazu miissen wir uns iiberlegen,
was die Bilinearform (, ) auf V in einem Cartesischen Koordinatensystem ausdriickt.

Sei { e1,..., e, } eine Orthonormalbasis von V, seien
L1 hn
T = bzw. § =
In Yn

die Spalten der Koordinaten von z = 77", z;e; bzw. y = Z;-L:l y;je;. Dann gilt

n n
(z,y) = (Z TiCi, Z yj€j>
i=1 j=1
n

= Z (ei, €5)ziy;

ij=1

n
= Z TilYi
—

Tg.

N

K

In einem Cartesischen Koordinatensystem driickt sich also eine positiv definite symme-
trische Bilinearform aus wie das Skalarprodukt bei den geometrischen Vektoren, ndmlich
als Summe der Produkte der entsprechenden Koordinaten.

Sei A eine n-reihige Matrix. Es soll untersucht werden, was es bedeutet, dass A = Ap die
Matrix einer orthogonalen Transformation F' : V' — V beziiglich einer Orthonormalbasis
{e1,...,e, } ist.

Ist £ die Koordinatenspalte eines Vektors x aus V beziiglich dieser Basis, so hat der

Bildvektor y = F(x) als Koordinatenspalte die Spalte AZ. Wenn A die Matrix einer
orthogonalen Transformation ist, so gilt mit unseren obigen Uberlegungen

Y
T fiir alle Z,§ € R

also

T AT A = 7' 7 fiir alle Z,§ € R™.
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Insbesondere haben wir fiir die Vektoren der kanonischen Basis

0 0
0 0
(0...010...0) ATA| 1| < j-te Stelle=(0...010...0) [ 1 | = 6.
T 0 0
i-te Stelle . .
0 0
0
0
(0...010...0)ATA | 1| ist der ij-te Koeffizient b;; = (A" A);; der Matrix AT A. Es
0
0
gilt also
bij = dij,
d. h.
ATA=1,

wobei I die n-reihige Einheitsmatrix ist. Die Umkehrung gilt auch, wie man leicht
nachrechnet, wir haben also das folgende Ergebnis:

10.2.5 Satz und Definition. Eine n-reihige Matrix A ist genau dann die Matriz einer
orthogonalen Transformation beziiglich einer Orthonormalbasis, wenn die Transponierte
von A gleich der Inversen von A ist, d. h. wenn

ATA=1T

bzw. wenn A invertierbar ist und A=Y = AT gilt. In diesem Fall heifit A auch eine
orthogonale Matrix.

10.2.6 Eigenschaften orthogonaler Transformationen und Matrizen.

(i) A ist genau dann orthogonal, wenn die Spaltenvektoren { a1, ...,a, } von A eine
Orthonormalbasis des R™ bilden. Durch Ubergang zur transponierten Matrix
erkennt man, dass dies genau dann der Fall ist, wenn die Zeilenvektoren von A
eine Orthonormalbasis des R™ bilden.

(ii) Fiir eine 2-reihige Matrix A stimmt die Gleichung
ATA=1

gerade mit den Bedingungen an die Koeffizienten iiberein, die wir in 1.8.3 als
Formeln fiir eine Bewegung um den Ursprung abgeleitet haben.



238 10 Euklidische Geometrie

(iii) Die Determinante einer orthogonalen Transformation ist also 1. Beide Fille
treten tatséchlich auf: Die Identitét ist eine orthogonale Transformation mit De-
terminante 41, durch e; — —ey, e; — ¢e; fiir i > 1 ist eine orthogonale Trans-
formation mit Determinante gleich —1 gegeben. Sei F' eine orthogonale Transfor-
mation. Ist det F' = +1, so heifst F' eigentliche, ist det F' = —1, so heiftt F' eine
uneigentliche orthogonale Transformation.

10.3  Selbstadjungierte Abbildungen

Eine weitere wichtige Klasse von linearen Abbildungen auf einem Euklidischen Vektor-
raum bilden die selbstadjungierten linearen Abbildungen.

10.3.1 Definition. Eine lineare Abbildung F': V — V heifit selbstadjungiert, wenn
(F(x),y) = (z, F(y)) fir alle z,y € V.

10.3.2 Charakterisierung selbstadjungierter Abbildungen. Wir hatten in Kapi-
tel 5 die duale Abbildung F* : V* — V* erkliart durch

(F* (), ) := (¢, F(x)) = p(F(x)).
Analog erhalten wir durch
(F*(z),y) == (z, F(y))
die zu F adjungierte Abbildung F* : V' — V beziiglich (, ). Ist F selbstadjungiert, so

gilt
(F*(x),y) = (F(z),y).
Da (, ) nicht-ausgeartet ist, folgt
F*=F,

d. h. die adjungierte Abbildung ist selbst wieder F.

10.3.3 Beispiel. Wir wollen ein Beispiel fiir selbstadjungierte lineare Abbildungen
betrachten: Sei V' = R", die Bilinearform (, ) sei erklart durch

(z,y) =z "y.

Im Folgenden verstehen wir unter R”™ stets den R™ mit dieser positiv-definiten symme-
trischen Bilinearform, genannt Euklidisches Skalarprodukt. Sei A eine Abbildung
auf den R”, d. h. eine n-reihige Matrix. Wegen

(Az,y) = (Az) Ty = 2" ATy,
(z,Ay) =z Ay
ist A genau dann selbstadjungiert, wenn
zT ATy =27 Ay fiir alle z,y € R™.
Wahlt man fiir x und y die kanonischen Einheitsvektoren, so erhéilt man

' Aly=2a" Ay fir alle z,y e R" & A" = A.



10.3 Selbstadjungierte Abbildungen 239

Damit folgt

10.3.4 Lemma. FEine n-reihige Matriz A ist genau dann selbstadjungiert, wenn A
symmetrisch ist.

Den selbstadjungierten Abbildungen entsprechen also die symmetrischen Matrizen.

10.3.5 Lemma. Jede selbstadjungierte Abbildung F' : V — V besitzt mindestens einen
reellen Eigenwert.

Wir kénnen dieses Lemma mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Algebra beweisen, wel-
cher uns die Existenz eines komplexen Eigenwertes sichert. Man braucht dann nur noch
zeigen, dass dieser Eigenwert reell ist. Da wir komplexe Zahlen nicht verwenden wollen,
werden wir einen anderen Beweis mit analytischen Hilfsmitteln angeben. Wir verwen-
den die Tatsache, dass eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge ein Maximum
besitzt (Satz von Weierstral), ferner einige Regeln iiber Differentiation.

Beweis fiir V = R". Wir betrachten die Funktion f: R™\ {0} — R, die durch

fla) = LD

(z,z)

definiert ist. Die Einheitssphire {z € R™ | |[x| = 1} ist eine beschrénkte, abgeschlos-
sene Menge im R", also kompakt. f hat also ein Maximum in einem Punkt 2% €
{z €R"™||z| =1}. Wir zeigen, dass f(z*) sogar ein Maximum von f auf R™\ {0}
ist:

Jeder Vektor aus R™\ { 0 } lésst sich als Vielfaches eines Vektors der Lénge 1 schreiben.
Wegen f(Az) = f(z) folgt dann, dass f(x) ein Maximum von f auf R™\ {0} ist.

Sei z € R® und g : R — R die durch
g(t) := f(a™ + tx)

erkliarte Funktion. g hat an der Stelle ¢ = 0 ein Maximum. Nach dem Satz von Fermat
verschwindet die erste Ableitung ¢’ von g an der Stelle 0, also gilt

g'(0) =0.

Mit der Quotientenregel der Differentiation

(u)’ vu’ — uv’
v V2

erhalten wir

d

0=g0) =12 (

(2t + to, F(at + tz)) >
(zt 4 tx,zt + tx)

t=0
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_d ((m*,Fx*) +2(zT, Fx)t + (x,x)tz)

Tdt \ (ztat) + 2zt o)t + (x, 2)E2

2(zt,2)(z", Fx) — 2(z™, Fat) (2T, x)
(zt,at)? '

Wegen (z7,2%) =1 folgt
0= (.CL'+,F$) - ($+,$)($+,FI+)
= (Fxt,z) — (2, Fz )z ™, x)
= (Fa© — (¢*, Fat)at, z).
Da dies fiir alle x € R"™ gilt, erhalten wir
Fat = (2%, Fa )z ™.

z7T ist also Eigenvektor von F' zum Eigenwert (z+, Fz™). O

Wir wollen eine Orthonormalbasis von V finden, die nur aus Eigenvektoren von F
besteht. Wir werden die Existenz einer solchen Basis durch Induktion beweisen. Das
Lemma liefert uns den ersten Basisvektor. Wir werden dann die Induktionsvorausset-
zung auf den zu diesem ersten Basisvektor orthogonalen Unterraum anwenden. Damit
wir das machen kénnen, miissen wir fiir diesen die Voraussetzungen verifizieren. Einen
Teil davon leistet das folgende Lemma.

10.3.6 Lemma. Sei U ein Unterraum von V und F eine selbstadjungierte lineare

Abbildung auf V. Ist F(U) C U, so auch F(U+) C U*.

Beweis. Sei y € Ut. Es ist zu zeigen, dass F(y) € U+, d. h.
(z,F(y)) =0 fur alle z € U.
Das folgt, da F selbstadjungiert ist, aus

(F(x),y) =0 fur alle z € U. O

10.3.7 Satz. Sei V ein endlich-dimensionaler Euklidischer Vektorraum, F' eine selbst-
adjungierte lineare Abbildung. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
von F.

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch vollsténdige Induktion nach der Dimension n
des Vektorraumes.

Sei n = 1. Nach Lemma 10.3.5 gibt es einen Eigenvektor von F. Wenn wir diesen
normieren, sind wir fertig.
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Schluf von n — 1 auf n: Nach Lemma 10.3.5 gibt es einen Eigenvektor von F'. Durch
Normieren erhalten wir einen Eigenvektor b; von F', der die Lange 1 hat. Es gilt also

F(bl) = A\1b; fiir ein \; € R,
b1]? = (b1, b1) = 1.

b1 soll der erste Basisvektor einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von F' werden.
Sei U := (b1). Es gilt F(U) C U, also nach Lemma 10.3.6 F(U+) c F(U4).

Nach Satz 5.5.1 hat U~ die Dimension n— 1. U~ erfiillt die Voraussetzungen des Satzes:
(, ) induziert auf U+ eine positiv-definite symmetrische Bilinearform, F' eine selbst-
adjungierte Abbildung. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Orthonormalbasis

{b1,...,by_1 } von UL aus Eigenvektoren von F.
Dann ist { by,...,b, } ein System von Eigenvektoren von F' mit
0 fiiri#j
bi,b;) = T
(bisb;) {1 fir 2 = j.
Wie im Beweis von Satz 10.2.3 zeigt man, dass by, .. ., b, eine Basis von V bilden. Damit
ist der Satz bewiesen. O

Von jetzt ab sei V' = R"™ mit dem Euklidischen Skalarprodukt (z,y) = zTy. Wir wollen
Satz 10.3.7 benutzen, um eine einfache Beschreibung einer quadratischen Form in einem
Cartesischen Koordinatensystem abzuleiten.

10.3.8 Satz iiber die Hauptachsentransformation quadratischer Formen. Ist
f eine quadratische Form auf dem R™ mit

fla) =2 Az,

so gibt es eine Orthonormalbasis { by, ..., b, } des R™ mit

f (Z yibi> => A
i=1 i=1

Dabei sind die \; Figenwerte von A und b; die zugehdrigen FEigenvektoren.

Beweis. Wir kénnen o. B. d. A. annehmen, dass AT = A gilt; dann ist die Matrix A
selbstadjungiert. Nach Satz 10.3.7 gibt es also eine Orthonormalbasis { b1, ...,b, } aus
Eigenvektoren von A. Es ist also

Abz = )\11)2 fir ein )\1 € R,

0 fiiri#j
b b = (b, b;) =
i b = (bi,by) {1 fiir i = j.
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Damit folgt

() = (S )2 (£

n
= > bl Abjyiy;
ij=1

= > b Nbiyay;

4,5=1

n
=> Al 0
1=1

Fiir Matrizen formuliert, bedeutet Satz 10.3.7:

10.3.9 Satz und Definition. Zu jeder symmetrischen Matriz A existiert eine Ortho-
gonalmatriz B, d. h. es gilt B~' = BT, derart, dass

BTAB =B 'AB

Diagonalgestalt hat, d. h. A ist zu einer Diagonalmatriz éhnlich und orthogonal kon-
gruent.

Beweis. Sei {b1,...,b, } eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A. Dann ist
die Matrix B = (b1,...,by,), deren i-te Spalte b; ist, eine Orthogonalmatrix, denn das
Bild der kanonischen Basis des R™ ist die Orthonormalbasis { b1,...,b, }. Wir hatten
frither gezeigt, dass dann

A 0
B 'AB=D = )
0 A’n

gilt, wobei b; Eigenvektor zum Eigenwert ); ist. Da B~' = BT gilt, folgt

A 0
BTAB = : O
0 An

Zum Abschluss soll untersucht werden, was die in Satz 10.3.8 abgeleitete Normalform
einer quadratischen Form in Cartesischen Koordinaten fiir die Hyperflichen zweiter
Ordnung bedeutet. Wir werden keine Klassifikation der Hyperflichen geben, sondern
nur einen Spezialfall behandeln.
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10.3.10 Beispiel. Wir betrachten Mittelpunkthyperflichen. Eine Mittelpunkthyper-
fliche lésst sich beschreiben durch eine Gleichung der Gestalt

z Az =c.
Durch Multitplikation mit einem geeigneten Faktor kénnen wir ¢ = 0 oder ¢ = 1

erreichen. Wir wollen nur den Fall ¢ = 1 untersuchen. Nach Satz 10.3.8 konnen wir
ein Cartesisches Koordinatensystem wéhlen, in dem die Hyperflache

Q:{xE]R"’xTszl}
durch die Gleichung
n
>t - 1
i=1
beschrieben wird. Ohne Einschrinkung kénnen wir voraussetzen, dass

O<>\1§)\2§...S)\p,
O>Ap+12...2)\7«,
O:)\T+17~-~,)\n-

Wir setzen 1

C; = \/¥

Nasy
Dann wird @ beschrieben durch die Gleichung

S (8) -2 () -

i=p+1

firi=1,...,p

firi=p+1,...,7.

Der Vektor a; := % heiftt Hauptachse von @, ¢; der Achsenabschnitt.
Im Falle n = 2 geben wir eine geometrische Deutung dieser Darstellung.

Fiir p = 2 haben wir eine Ellipse

) ()’
() (2
C1 C2

Fiir p =1, r = 2 haben wir eine Hyperbel

(-2 -



