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KAPITEL 1

Mengenlehre

In der Mathematik betrachtet man nur Aussagen, die “entscheidbar” sind, also von denen es moglich ist zu
sagen, ob sie “wahr” sind, oder “falsch”; z.B. die Aussagen “1+1=2" und “Mehr als 30.000 Studenten sind an
der Universitdt Ulm immatrikuliert” sind beides entscheidbare Aussagen (und insbesondere ist die erste wahr
und die zweite falsch), wiihrend die Aussage “Mein Hund ist intelligenter als deine Katze” nicht entscheidbar ist.
Wohlgemerkt, eine entscheidbare Aussage braucht nicht leicht entscheidbar zu sein: z.B. die Aussage “232582657 _1
ist eine Primzahl”.

In dieser Vorlesung setzen wir die Grundlagen der Logik, insbesondere die Begriffe von Aussage, Implikation,
Wahrheit voraus. Fiir eine ausfiihrlichere Einfiihrung verweisen wir auf Lehrbiicher, etwa [3] Kapitel 2], aber eine
intuitive Vorstellung dieser Begriffe wird ausreichen. Ubrigens, 23282657 _ 1 ist tatsiichlich eine Primzahl, wie es
2006 bewiesen wurde.

Die Folgende Definition gilt als Startpunkt der moderner Mengenlehre. Wir werden sie verbatim zitieren und
wortlich akzeptieren, trotz ihrer (nur scheinbaren!) Ungenauigkeit. Sie wurde von Georg Cantor 1895 vorgeschlagen.

DEFINITION 1.1. Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M wvon bestimmien wohlunter-
schiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die Elemente von M genannt werden)
zu einem Ganzen.

Wenn ein Objekt x zu einer Menge M gehort schreibt man x € M. Besteht M aus den Elementen x1, o, . . ., Ty,
so schreibt man M = {z1,...,2,} (oder manchmal M := {x1,...,2,}, wenn wir die Menge M gerade definieren).
Wohlgemerkt: eine Menge darf auch unendlich viele Elemente enthalten. Nach Definition sind alle Elemente einer
Menge notwendigerweise paarweise unterschiedlich.

BEISPIEL 1.2. Also bildet z.B. {1} eine Menge (die nur aus 1 besteht), aber {1, 1} nicht. Ahnlich ist {Berlin}
eine Menge, doch ist {Berlin, Hauptstadt von Deutschland, Stuttgart} keine Menge. O

Sind zwei Objekte x,y wohlunterscheidbar, so kann man die Begriffe von Gleichheit und Ungleichheit von x,y
als wohldefiniert voraussetzen. In diesem Fall schreibt man = = y bzw. © # y. Zwei Mengen M, N heiflen gleich
(und man schreibt M = N) falls sie die selben Elemente enthalten, d.h.: Ist m € M, so ist m € N, und umgekehrt
ist m € N, soist me M.

DEFINITION 1.3. Die Anzahl der Elementen einer Menge M heifst Kardinalitit von M und wird oft mit | M|
bezeichnet.

BEISPIEL 1.4. Man kann die Menge S aller StudentInnen der Universitdt Ulm betrachten. Jeder, der an diese
Vorlesung teilnimmt, ist Element dieser Menge. Betrachtet man die Menge T derjenigen, die an der Universitét
Ulm immatrikuliert sind, so ist S = 7. Im Wintersemester 2007,/08 war |S| = 6.842. O

Mit der obigen Definition [T.1] sollte man vorsichtig umgehen. Bereits 1901 hat der Mathematiker, Philosoph
und Nobelpreistriger Bertrand Russell gemerkt, dass eine naive Anwendung der Definition zu Paradoxa fiihren
kann, etwa dem folgenden

SaTz 1.5 (Russelsche Antinomie). Es gibt keine Menge R aller Mengen, die sich selbst nicht als Element
enthalten.
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BEWEIS. Angenommen R enthélt sich selbst, dann gilt aufgrund der Eigenschaft, mit der R definiert wurde,
dass R sich nicht enthélt, was der Annahme widerspricht. Angenommen es gilt das Gegenteil und R enthélt sich
nicht selbst, dann erfiillt R die Eigenschaft, sodass R sich doch selbst enthélt entgegen der Annahme. (]

Wir wollen auf eine axiomatische Einfithrung der Mengenlehre verzichten. Als Faustregel merken wir nur
an, dass sich solche Paradoxa doch vermeiden lassen, wenn man bei der Einfithrung einer Menge R durch eine
Eigenschaft immer prézisiert, aus welcher sonst (wohl!) definierten Menge die Elemente R ausgewéhlt werden
diirfen und die moglicherweise eine oder mehrere Bedingungen erfiillen, etwa

{z € M : die Bedingung A wird von x erfiillt}.

DEFINITION 1.6. Sei M eine Menge. Fine weitere Menge N heifit Teilmenge von M, falls jedes Element
n € N auch Element von M ist.

Ist N eine Teilmenge von M, so schreibt man N C M (oder manchmal auch M D N). Man sieht leicht, dass
die Mengen M, N genau dann gleich sind, wenn M C N und auch N C M. Insbesondere ist jede Menge Teilmenge
von sich selbst.

BEISPIEL 1.7. Die Menge I der Informatikstudenten ist eine Teilmenge der Menge S aus dem Beispiel[[.4 O
DEFINITION 1.8. Die Menge, die keine Elemente hat, heifst leere Menge und wird durch () bezeichnet.

Wohlgemerkt: die leere Menge () ist eine wohl definierte Menge. Die Implikation “aus der Giiltigkeit der
Aussage A folgt die Giiltigkeit der Aussage B” ist wahr, falls die Aussage A schon falsch ist. Insbesondere ist jede
Implikation von der Form “aus x € @) folgt x € M”, denn kein Objekt ist Element von (). Also gilt der folgende

SATZ 1.9. Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge.

DEFINITION 1.10. Sei M eine Menge. Die Menge P(M) aller Teilmengen N von M heifit Potenzmenge von
M.

Der Name “Potenzmenge” folgt aus der Tatsache, dass die Potenzmenge einer Menge mit n Elementen Kar-
dinalitdt 2™ hat, s. Ubungsaufgabe

BEISPIEL 1.11. Sei M die Menge der Buchstaben a, b, also M = {a,b}. Dann ist P(M) = {0, {a}, {b}, {a,b}},
d.h. [M| =2 und |P(M)| = 22 O
BEISPIEL 1.12. Sei A das Alphabet, also
A = {a7b7c7d’e’f’g7h’i’j)k717m7n707p7q7r7s7t7u7V7W7X7y7Z7é‘767ﬁ)B}'
Beobachte, dass {h,u,n,d}, {k,a,t,z,e} € P(A), und {h,un,d} # {k,a,t,z,e}. Doch bildet P(A) nicht das Worterbuch:
einerseits folgt aus der Definition von Menge, dass {h,un,d} = {n,u,d,;h}, und allgemeiner stimmt jedes “Wort”
(d.h. jede Teilmenge von A) mit seinen Anagrammen iiberein; andererseits gehoren nicht alle iiblichen Worte zu

P(A), denn z.B. bildet {umn,iv,ers,it,it} (und i.A. jedes Wort, in dem mindestens eine Buchstabe mehrmals
vorkommt) keine Menge, vgl. Beispiel (|

Man kann verschiedene Mengenoperationen definieren.

DEFINITION 1.13. Seien M, N zwei Mengen. So definiert man die folgenden Mengen:

o der Durchschnitt M N N ist die Menge der Elementen, die sowohl in M als auch in N enthalten sind,
also x € M NN genau dann, wenn x € M und x € N; ist M NN =0, so heiffen M, N disjunkt;

e die Differenzmenge M \ N st die Menge der Elementen von M, die keine Elemente von N sind, also
x € M\ N genau dann, wenn x € M und x & N; ist N C M, so heifst die Differenzmenge M \ N auch
Komplement von N in M, und wird mit N© bezeichnet;

o die Vereinigung M U N ist die Menge der Elementen von M, die auch Elemente von N sind, also
r € MUN genau dann, wenn x € M oder x € N;
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o die symmetrische Differenz MAN von M und N ist die Menge der Elementen von M, die keine
Elemente von N sind, und der Elementen von N, die keine Elemente von M sind, also x € MAN genau
dann, wenn entweder x € M oder x € N.

ANMERKUNG 1.14. Insbesondere gilt fiir alle Mengen M, N
MNNCMCMUN sowie MNNCNCMUN

und
M\NCMANCMUN sowie N\M cC MAN C MUN.

Elementare Rechenregel fiir Mengenoperationen lassen sich leicht beweisen.

SATz 1.15. Seien M, N, P Mengen. Dann gelten die Mengengleichungen

(1) M) =0,
(2) MUD=M,
(3) M\0 =M,

(4) MUN =NUM,

(5) MNN=NNM,

(6)  MNN)NP=Mn(NNP),

(7) (MUN)UP=MU(NUP),

(8) ( MNN)UP=(MUP)N(NUP),
(9) ( MUN)NP=(MNP)U(NNP),

BEWEIS. (1) M N0 ist nach Definition die Menge der Elementen, die M und () gehéren. Da () keine Elemente
hat, hat M N @ ebenfalls keine Elemente.
(4) Sei € M U N: nach Definition gehort  der Menge M oder der Menge N, und somit ist « auch Element von
NUM.
(8) Ist z € (M N N)U P, so ist  Element von P oder von M N N, d.h. von M und N. Ist x € P, so ist « nach
Anmerkung[1.14auch Element von M U P sowie von NUP, und somit von (M UP)N(NUP). Ist jedoch z € MNN,
soist z € M C MUP und auch x € N C N UP. Damit hat man die Inklusion (M NN)UP C (MUP)N(NUP)
bewiesen. Um die umgekehrte Inklusion zu beweisen, sei z € (M U P) N (N U P). Dann ist 2 Element sowohl von
M U P als auch von N U P. Also ist x Element von M oder P und auch von N oder P. Ist z Element von P, so
ist auch z € (M N N)U P; ist jedoch x ¢ P so muss z Element von M (damit € M U P) und auch von N (damit
x€ NUP)ist. Alsoiss te MNN C(MNN)UP. O

SATz 1.16. Sind M, N beide Teilmengen der Menge P sind, so

es gilt genau dann M C N, wenn N¢ ¢ M¢,
M\ N =MnNNC°,

(MUN)® =M NN,

(MNN)Y =MCuUNC°.

UBUNGSAUFGABE 1.17. Vollende den Beweis vom Satz m
UBUNGSAUFGABE 1.18. Fiihre den Beweis vom Satz durch.

Man kann leicht das Darstellungsproblem im Beispiel beheben. Etwas salopp definiert man als geord-
netes Paar eine Sammlung (z,y) zweier nicht notwendig voneinander verschiedener Objekte x,y, wobei eines der
beiden ausgezeichnet ist (eine genauere Definition, die auf Mengenlehre beruht, hat Norbert Wiener vorgeschla-
gen). Das ausgezeichnete Objekt 2 wird oft vordere (oder erste) Komponente, das andere y hintere (oder
zweite) Komponente des geordneten Paars genannt. Z.B. bilden (7,3),(1,2),(2,1),(1,1) geordnete Paare (die
alle unterschiedlich sind). Allgemeiner fithrt man ein:
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DEFINITION 1.19. FEin n-Tupel ist eine Sammlung von n nicht notwendig voneinander verschiedener Objekte,
wobei die Reihenfolge der Angaben beriicksichtigt werden soll, etwa (x1,...,x,), wobei x; der i-te Eintrag (oder
die i-te Koordinate) des Tupels heifst.

Sind M, N Mengen, so kann man die Menge aller geordneten Paare (z,y) definieren, sodass ¢ € M und y € N.
Eine Solche Menge heifit kartesische Produkt von M und N und wird durch M x N bezeichnet. Wohlgemerkt:
M x N # N x M!

BEIspPIEL 1.20. Sind M = {1,2} und N = {Ingenieurwissenschaften und Informatik,Naturwissen-schaften,Medizin,Mathe:
und Wirtschaftswissenschaften} die Menge der Fakultiten der Universitdt Ulm, so sind z.B.

(Naturwissenschaften, 2) € N x M und (2, Medizin) € M x N.

Allgemeiner fithrt man die folgende Definition ein.

DEFINITION 1.21. Das kartesische Produkt M; x ... M, (oder H?Zl M;) der Mengen My, Ms, ..., M, ist
die Menge aller n-Tupel (x1,...,x,), sodass der i-te Eintrag x; Element von M; ist. Sind My = ... = M, so
bezeichnet man oft ihr kartesische Produkt durch M™.

BEISPIEL 1.22. Betrachte die Menge A aus dem Beispiel Wir haben gesehen, dass die Teilmengen
{h,u,;n,d} und {n,u,h,d} iibereinstimmen. Doch sind die tupel (h,un,d),(n,uh,d) € A* unterschiedlich, und
(u,n,i,v,e,r,s,i,t,4,t) € A ist als tupel wohldefiniert. O

DEFINITION 1.23. Seien M eine Menge. Jede Teilmenge R C M x M heifst Relation auf M, und man schreibt
xRy, falls (z,y) € R.

BEISPIEL 1.24. Seien V eine Menge und E eine Relation auf V. Dann heifit das geordnete Paar (V, E) ein
Graph. Die Elemente von V heiflen iiblicherweise Knoten, die Elemente von E heiflen Kanten. Der Begriff von
Graph ist sehr wichtig in der Mathematik sowie in der Informatik und wird in der Graphentheorie untersucht. O

DEFINITION 1.25. FEine Relation R heift Aquivalenzrelation, falls fir alle x,y,z € M
e zRx (R reflexiv),
e xRy genau dann, wenn yRx (R symmetrisch),
e xRy und yRz impliziert xRz (R transitiv).
Dann heifit die Menge [x] :== {y € M : xRy} Aquivalenzklasse von x. Jedes Element der Aquivalenzklasse
[x] heifit Reprdsentant oder Vertreter von [x]; zwei Elemente einer Aquivalenzklasse heiflen dquivalent. Die
Menge aller Aquivalenzklassen bzgl. R heifit Quotientenmenge bzgl. R.

Die Definition formalisiert die Idee, dass zwei unterschiedliche Elemente einer Menge fiir bestimmte Zwecke
als gleichwertig angesehen werden kénnen.

Jedes Element von M ist in genau einer Aquivalenzklasse enthalten. Die Aquivalenzklassen zu zwei Elementen
x,y € M sind entweder gleich oder disjunkt, jenachdem, ob z,y dquivalent sind oder nicht.

BEISPIEL 1.26. Sei M eine Menge und Ry := {(x,y) € M x M : x = y}. Dann ist R; eine Aquivalenzrelation,

und es gilt genau dann zRyy, wenn x = y, also gilt [x] = {z}. Dariiber hinaus ist Ry := M x M auch
Aquivalenzrelationen: es gibt offensichtlich genau eine Aquivalenzklasse (M x M selber) bzgl. Ry. Wir merken
auch an, dass die leere Menge keine Relation ist, denn (z,z) € 0 fiir kein . O

BEISPIEL 1.27. Sei M die Menge der Dreiecke, und definiere xRy, wenn z &hnlich zu y ist, d.h. wenn sie
dieselben Innenwinkel haben. Dann definiert R eine Aquivalenzrelation. |

BEISPIEL 1.28. Sei p € N. Deﬁpiere eine Relation R auf Z dadurch, dass xRy genau denn, wenn x — y ein
Vielfach von p ist. Dann ist R eine Aquivalenzrelation und man schreibt « = y( mod p). Also ist z.B. fiir p = 2 [0]
die Menge aller geraden und [1] die Menge aller ungeraden Zahlen. O



KAPITEL 2

Abbildungen

Intuitiv ist eine Funktion ein mathematisches Objekt, welches Paare von Elementen aus zwei verschiedenen
Mengen verbindet. Doch ist es oft wichtig, iiber eine formellere Definition zu verfiigen.

DEFINITION 2.1. Seien E,F Mengen und G eine Teilmenge von E X F, sodass fiir jedes x € E genau ein
y € F gibt, mit (z,y) € G. Dann heifit f := (E, F,G) eine Funktion oder Abbildung. Dabei heiffen E und F
Definitionsmenge bzw. Zielmenge von f, und G ist der Graph von f.

Die Bezeichnung f : E — F heifit, dass F und F Definitions- bzw. Zielmenge einer gegebener Funktion f
sind. Sei (z,y) € G, so schreibt man f(x) = y. Das allgemeine Gesetz, das ein beliebiges © € E nach f(z) € F
abbildet, bezeichnet man oft durch f : z — f(z).

DEFINITION 2.2. Sei f := (E, F, Q) eine Funktion. Dann heifit f

e injektiv, falls x = y aus der Bedingung f(x) = f(y) folgt, fir alle x,y € E;
o surjektiv, falls fir alle y € F ein x € E existiert, sodass f(x) =y;
e bijektiv, falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Man sieht, wie wichtig es ist, bei der Definition einer Funktion f die Mengen E, F' zu prézisieren. Z.B. kénnen
Funktionen mit gleichem Graph aber unterschiedlicher Zielmenge unterschiedliche Eigenschaft haben.

BEISPIEL 2.3. Sei M eine Menge. Dann kann man stets die identische Funktion oder Identitét definieren:
diese ist die Funktion, die jeden & € M nach x selbst abbildet. Offensichtlich ist die Identitdt immer bijektiv. O

BEISPIEL 2.4. Ist xg € M, so kann man die konstante Funktion M — M mit Wert xy durch x — 2
definieren. Die konstante Funktion ist nicht injektiv, so bald M ein weiteres Element enthélt. (I

BEISPIEL 2.5. Sei E die Menge der ICE-Ziigen, die in Ulm einmal halten, F' die Menge der Ulmer Bahnhofe.
Bildet f jeden ICE auf den Ulmer Bahnhof ab, wo er hilt, so ist die Funktion nicht surjektiv, denn ICEs halten in
Ulm nur am Hauptbahnhof. Betrachtet man aber die Funktion f := (E,F,G), wobei F = {Hauptbahnhof} c F
ist, so ist f surjektiv. O

BEISPIEL 2.6. Betrachte die Mengen M der StudentInnen der Universitit Ulm und IV der beiden Geschlechter.
So kann man die Funktion f betrachten, welche jedem Studierendem sein Geschlecht zuordnet. Eine solche Funk-
tion f : M — N ist nicht injektiv (so lang an der Universitit Ulm mindestens zwei Ménner oder zwei Frauen
immatrikuliert sind) aber surjektiv (so lang mindestens ein Mann und eine Frau immatrikuliert sind). O

BEISPIEL 2.7. Betrachte die Menge E der Bundesldnder und die Menge F' der Landeshauptstadte. Dann ist
die Funktion, welche jedem Bundesland seine Landeshaupstadt zuordnet, bijektiv. (Il

DEFINITION 2.8. Die Menge F := {y € F:y= f(z) fir mindestens ein x € E}, die im Beispiel eingefihrt
wurde, heiffit Bildmenge von f.
Ist U C E, so heifit f(U) :={y € F :y = f(x) fir mindestens ein x € U} Bild von U unter f. Besteht U
aus nur einem Element, etwa U = {x}, so heifit einfach y = f(x) Bild von x unter f. Ist V C F, so heifit
f7YV):={x e E: f(x) € V} Urbild von V unter f.
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Eine Funktion ist also genau dann surjektiv, wenn Thre Zielmenge mit der Bildmenge iiberein-stimmt. Anders
gesagt: gegeben sei eine Funktion f = (E, F,G), so kann man eine neue surjektive Funktion dadurch definieren,
dass man F durch F := f (E) ersetzt. Auch kann man eine injektive Funktion dadurch definieren, dass man die
Definitionsmenge durch eine kleinere Menge F ersetzt: die neue dadurch definierte Funktion heifit Einschrinkung
von f auf F und wird meistens durch fie bezeichnet.

UBUNGSAUFGABE 2.9. Wie kénnte man die Funktion f aus dem Beispiel so einschrinken, dass die Ein-
schrankung injektiv ist? Was fiir eine Funktion wiirde man dadurch tatséchlich definieren?

SATZ 2.10. Sei E eine Menge mit n Elementen, F' eine Menge mit m Elementen, f eine Funktion von E nach
F.
(1) Ist f injektiv, so ist n > m;
(2) Ist f surjektiv, so ist n < m.
(3) Ist f bijektiv, so ist n =m.
Im Allgemeinen gilt keine der Umkehrungen.

BEWwEIs. (a) Ist f injektiv, so haben paarweise verschiedene Argumente paarweise verschiedene Werte, und
somit hat f(E) genauso viele Elemente, wie E. Da f(E) C F, folgt die Aussage.
(b) Ist f surjektiv, so gibt es fiir jedes y € F mindestens ein z € F sodass {z} C f1({y}). Da nach Definition von
Funktion sind Urbilder zweier verschiedene Werte immer disjunkt, hat f~!(V) C E mindestens m Elemente.
(c) Die Aussage folgt unmittelbar aus (a) und (b). O



KAPITEL 3
N7 Z7 Qa R? C

In der Mathematik fithrt man die Menge N = {0, 1,2, 3,...} der natiirlichen Zahlen axiomatisch ein, d.h., die
Theorie der natiirlichen Zahl kann nicht aus anderen Axiomen (z.B. aus derjenigen der Logik) hergeleitet werden,
sondern wird ad hoc geschaffen. Auch in der linearer Algebra fithrt man Theorien (z.B. die der Vektorrdume)
axiomatisch ein, doch es konnte einem vielleicht besonders seltsam vorkommen, dass man Axiome sogar zur
Definition von Zahlen braucht. Das liegt daran, dass man mit Zahlen (sowie Mengen und Vektorrdume) formell
umgehen mochte, und dazu braucht man universell akzeptierte Manipulationsregel.

Die Konstruktion der natiirlichen Zahlen geht auf Giuseppe Peano zuriick, welcher 1889 die folgenden Axiome
vorschlug. Sie lauten

(A1) 0 ist eine natiirliche Zahl.
(A2) Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es genau einen Nachfolger n’, der ebenfalls eine natiirliche Zahl ist.
(A3) Es gibt keine natiirliche Zahl, deren Nachfolger 0 ist.
(A4) Jede natiirliche Zahl ist Nachfolger hochstens einer natiirlichen Zahl.
(A5) Sei M eine Menge, die erfiillt
e die Zahl 0 € M und
e ist die natiirliche Zahl n € M, so ist auch n+ 1 € M,
so ist bereits M = N, d.h. die Menge der natiirlichen Zahlen ist die kleinste, welche die obigen beiden Eigen-
schaften besitzt.

Manchmal werden wir mit N* die Menge N* bezeichnen.

Selbstversténdlich spiegeln die fiinf Peanoschen Axiome die intuitive Vorstellung wieder, die Menschen von
natiirliche Zahlen haben. Sie beruhen nur auf dem intuitivem Begriff von “Nachfolger” und werden in der Mathe-
matik wie auch alle andere Axiome als unbewiesene Wahrheiten angenommen und benutzt.

Mittels der Peanoschen Axiome (und insbesondere des Begriffs vom “Nachfolger”) kann man formell die
Addition + zweier Zahlen definieren. Wir verzichten darauf und benutzen die intuitive Vorstellung der Addition.
Man beachte, dass die Addition auf N keine Gruppenoperation definiert, denn keine natiirliche Zahl (bis auf 0)
hat eine Inverse bzgl. 4+, denn fiir alle x € N ist  + y # 0 fiir jedes y € N*. Also definieren wir die Menge Z
axiomatisch als die kleinste Menge, die N enthélt und in der die Addition eine Gruppenoperation definiert. Somit
kann man Z wie iiblich als {z : z € N oder — z € N*} definieren, wobei —n die Inverse der Zahl n bezeichnet.

Ahnlich kann man die Menge der rationalen Zahlen Q als kleinste Menge definieren, die Z enthilt und in der
Addition und Multiplikation eine Kérperstruktur (vgl. Vorlesung zur linearer Algebra) definiert, also Q := { :
n € Z,m e N*}.

Die iibliche Anordnung durch < und > definieren jeweils eine Relation auf Q (und auf den reellen Zahlen,
die noch nicht definiert wurden). Diese kann axiomatisch (und genauer) eingefithrt werden: wir setzen jedoch die
Anordnung der Zahlen voraus — vgl. [ Kapitel 2] fiir eine ausfiihrliche Diskussion der Anordnungsaxiome. Fiir
uns ist eigentlich nur wichtig, dass die Anordnung auf R wvollstindig ist, d.h. es gilt fiir je zwei reelle Zahlen x,y
entweder x < y oder x £ y (und im letzterem Fall schreibt man z > y). Ist > 0 (bzw. z < 0), so heifit x positiv
(bzw. negativ); ist « > 0 (bzw. x < 0), so heifit x strikt positiv (bzw. strikt negativ).

Die vollstindige Anordung von R erlaubt die Einfiihrung einer besonderer Klasse von Mengen.

11
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DEFINITION 3.1. Seien a,b € R mit a < b. Dann heifst die Menge
[a,b0] ={x eR:a<z<b}
abgeschlossenes Intervall mit Endpunkte a,b. Weiter betrachtet man auch das offene Intervall
(a,0) :={z €eR:a <z <b}
und die beiden halboffenen Intervalle
[a,b) :={zx eR:a <z <b} und (a,b] :={x €R:a < x < b}
Man fiihrt auch die nach oben bzw. nach unten unbeschrdinkten abgeschlossenen Intervalle
[a,00) :={z €R:a <z} und (—o00,b:={z eR:2 <b}
sowie die nach oben bzw. nach unten unbeschrinkten offenen Intervalle
(a,00) :={z €eR:a <z} und (—00,b) :={z eR:z < b}
ein.
Die Mengen [0, c0) und (—o0, 0] werden oft mit Ry bzw. R_ bezeichnet.

DEFINITION 3.2. Sei M C Q. M heifit nach oben beschrdnkt, falls ein x € Q existiert, sodass x >y fir
alle y € M : ein solches x € Q heifit obere Schranke von M.
Ahnlich heifit M nach unten beschrinkt, falls ein x € Q existiert, sodass © < vy fir alle y € M: ein solches
z € Q heifst untere Schranke von M. Die Menge heifit nach oben bzw. nach unten unbeschrdnkt, wenn
sie nicht nach oben oder nach unten beschrdnkt ist. Sie heifit beschrdnkt, wenn sie nach oben und nach unten
beschrankt ist.

DEFINITION 3.3. Sei M C Q und x eine obere Schranke von M. Dann heifit x Supremum von M, falls © < z
ist fir alle obere Schranken z von M. Ist zusdtzlich x € M, so heifst x Mazximum von M.
Sei M C Q und x eine untere Schranke von M. Dann heifit x Infimum von M, falls x > z ist fiir alle untere
Schranken z von M. Ist zusdtzlich x € M, so heifst © Minimum von M.

ANMERKUNG 3.4. Zeige: Das Infimum einer Menge aus positiven (bzw. negativen) Zahlen ist stets positiv
(bzw. negativ), aber das Infimum einer Menge aus strikt positiven (bzw. strikt negativen) Zahlen muss nicht strikt
positiv (bzw. negativ) sein: betrachte z.B. die Menge (0,1), deren Infimum 0 ist.

BEISPIEL 3.5. Betrachte die Menge M := {z € Q : © > 0}. Dann ist M nach unten beschrinkt, denn jede
rationale Zahl > mit n < 0 und m € N* ist eine untere Schranke: 0 ist Infimum und auch Minimum von M. O

BEISPIEL 3.6. Betrachte die Menge M := {z € Q : 22 < 2}. Dann ist M nach oben beschrinkt, denn z.B. 2
ist eine obere Schranke. Wie man schon ahnt wire die kleinste obere Schranke v/2, die aber nicht in Q liegt, und
somit auch nicht in M (also kein Maximum wire!). O

BEISPIEL 3.7. Die Menge N ist nach unten beschrinkt und nach oben unbeschrankt. Ihr Minumum ist 0. [
Wir definieren die Menge der reellen Zahlen durch eine abstrakt Eigenschaft wie folgt.

DEFINITION 3.8. Die Menge R der reellen Zahlen bildet (mit Addition und Multiplikation) den einzigen
angeordneten Kérper, der vollstindig ist, d.h: jede nach oben beschrinkte Teilmenge hat ein Supremum (oder
dquivalent: jede nach unten beschrinkte Teilmenge hat ein Infimum). Jede Zahl aus R\ Q heifit irrational.

SATZ 3.9. Die Zahl /2 gehort zu R aber nicht zu Q.

Dieses Resultat taucht (mit Beweis!) bereits in Menon auf, einem Dialog des griechischen Philosophen Platon.
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BEWEIS. Dass die Zahl v/2 reell ist, folgt aus der Definition von R, denn /2 ist das Supremum der Menge M
aus Beispiel und muss somit in R liegen.

Sei nun /2 rational angenommen, dann lédsst sie sich als gekiirzten Bruch V2 = % mit m € Z und n € N*
darstellen. Dann ist m? = 2n2, und somit ist m? gerade. Es folgt unmittelbar, dass m selber gerade ist, also
m = 2p fiir p € Z passend. Also gilt 4p? = (2p)? = m? = 2n?, also 2p? = n?, und somit sind auch n? und n gerade.
Der Bruch ist also nicht vollstédndig gekiirzt. Somit wird eine Folge (x,,)nen definiert, welche gegen o konvergiert
und jedoch ohne dass (f(zn))nen gegen f(xo) konvergiert, ein Widerspruch zur Annahme. O

ANMERKUNG 3.10. Das Resultat im Satz [3.9 war im alten Griechenland bahnbrechend. Viele Mathematiker
haben sich damit beschéftigt. 14 weitere, alternative Beweise vom Satz[3.9/kann man unter www. cut-the-knot . org/proofs/sq_ro

BeispIEL 3.11. Betrachte erneut die Menge M aus dem Beispiel Die irrationale Zahl v/2 ist also Supremum
von M, obwohl M C Q. O

DEFINITION 3.12. Der Betrag |x| einer reellen Zahl x wird durch

(3.1) 2 == Va2 = { x  fallsx >0,

—x sonst.
Er entspricht dem Abstand zwischen x und 0 auf der reellen Achse. Das Signum sign x von x wird definiert durch

. = falls x # 0,
signz = |z]
0  sonst.

Eine wichtige Eigenschaft des Betrags wird im folgendem geschildert

LEMMA 3.13. Seiein z1, 22 € C. Dann gilt

(1) |71 + 22| < |z1| + |22| (Dreiecksungleichung),
(2) |z122| < |z1]|22] (Multiplikativitit des Betrags),
(3) |z1| — |z2| < |21 — 22| (Inverse Dreiecksungleichung).

BEWwEIs. (1) Beide Seiten sind positiv, genau dann gilt also die Ungleichung, wenn die Quadrate der beiden
Seiten eine dementsprechende Ungleichung erfiillen: also soll man zeigen, dass

nZ+anZ2t 2122 + 2272 < 21Z1+2|21 22|+ 227,
Setzt man z := 2173, so bleibt z+z < 2|z| zu zeigen. Sei z = a + ib. Dann gilt
(a+1b) + (a —ib) = 2a < 2/ a?+b?
und somit |a| < v/a2 + b2, was immer gilt. |
UBUNGSAUFGABE 3.14. Beweise Lemma [3.13](2).

UBUNGSAUFGABE 3.15. Seien z,y € R und betrachte die Menge {z,y}. Zeige, dass

1 . 1
max{x,y}zﬁ(x+y+|x—y|) und mln{x,y}zi(x+y—|x—y|)

fiir jedes x,y € R, wobei max{z, y} die groBere der beiden Zahlen z, y und min{x, y} die kleinere der beiden Zahlen
x,y bezeichnet.

UBUNGSAUFGABE 3.16. Sei A eine Teilmenge von R. Zeige, dass
inf A = —sup(—A)
gilt, wobei —A:={zx e R: —z € A}.
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UBUNGSAUFGABE 3.17. Seien A, B Teilmengen von R. Zeige, dass
sup(A+ B) =sup A + sup B

gilt, wobei (A+ B):={x+y€eR:z€ A, y€ B}.
(Hinweis: Um sup(A + B) > sup A + sup B zu zeigen, beweise man, dass sup(A + B) —x > sup B fiir beliebige
x€A.)

DEFINITION 3.18. FEine Menge M heifst abzdhlbar, wenn es eine Teilmenge N C N und eine Funktion
f: N — M gibt, welche bijektiv ist. Ist eine Menge nicht abzihlbar, so heifst sie iiberabzdhlbar.

Insbesondere gilt folgendes: Ist eine Menge abzéhblar, so ist jede ihrer Teilmengen abzahlbar; ist eine Menge
iiberabzéhlbar, so ist auch jede weitere Menge, die sie enthélt.

Wir merken an, dass die Abzihlbarkeit einer Menge dazu dquivalent ist, dass man einen Algorithmus beschreiben
kann, um alle Elemente einer Menge abzuziihlen (daher der Name).

SATZ 3.19. Q st abzdhlbar.

BEWEIS. Zum Beweis reicht es einen Abzahlalgorithmus auf Q zu formulieren. Betrachte die Punkte auf einem
2-dimensionalem Gitter Z x N*. Jede rationale Zahl 7* mit m € Z und n € N* lisst sich mit einem Punkt dieses
Gitter identifizieren. Man duchlaufe dieses Gitter entlang konzentrischen (alternieren gegen den Uhrzeigersinn und
im Uhrzeigersinn) Halbkreisen, also (0,1) — (1,1) — (0,2) — (-1,1) — (-2,1) — (-1,2) — (0,3) — (1,2) —
(2,1) — (3,1) — .... Dadurch werden alle rationale Zahlen aufgelistet. O

Das folgende Resultat wurde von Georg Cantor bewiesen.
SATz 3.20. Die Menge [0,1] ist iberabzdihlbar.

BEWEIS. Sei eine Abzdhlung von [0, 1] moglich, liste also [0, 1] = {x1, zo, ...} auf. Jedes x; hat eine Darstellung
als Dezimalzahl, also x; = 0, ;122253 . . ., wobei jedes z;; eine Ziffer ist. Sei nun

T = 07f1f2f3...,

wobei
T = { 0 falls Tk = 1,
ke 1 sonst.
Dann ist nach Konstruktion # sowohl eine Dezimalzahl (also muss Z € [0,1] sein), als auch von allen Zahlen
Z1,Ta, ... unterschiedlich. Dies widerspricht die Annahme, dass jede Zahl zwischen 0 und 1 bereits durch x1,xa, ...
aufgelistet wurde, und beweist die Aussage. O

ANMERKUNG 3.21. Wir merken an, dass dieser Beweis eine Anwendung des allgemeinen Cantorschen Diago-
nalverfahrens. Insbesondere, dieses Verfahren l&sst sich auch zu anderen Zahlensystemen ohne Anderungen anwen-
den, z.B. binér, vgl. Kapitel 6. Eine anschauliche Darstellung dieses Verfahrens findet man unter http://en.wikipedia.org/wiki

Insbesondere ist jede Menge, die [0, 1] enthilt, iiberabzéhlbar.
KOROLLAR 3.22. R ist tiberabzihlbar.
Genauer gesagt kann man leicht eine bijektive Abbildung zwischen R und [0, 1] finden. Eine solche Abbildung

zu zeichnen ist viel leichter, als sie analytisch zu definieren, vgl. [2] S. 123].!

1Eigen‘clich ist [2] ein meistens gelungenes Experiment von Wissenschaftspopularisierung vieler Themen, welche mit der
Urgeschichte der Analysis und der Mengenlehre verbunden sind. Auf einem hoheren Niveau kann man auch [I] erwéhnen, welche
fast alle Themen dieser Vorlesung informell aber mathematisch genau behandelt.
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ANMERKUNG 3.23. Man nennt algebraisch alle Zahlen, die Nullstellen eines Polynoms mit rationalen koef-
fizienten sind (insbesondere sind alle rationale Zahlen algebraisch). Aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra
ist auch die Menge A der algebraischen Zahlen abzihlbar, also muss die Uberabzihlbarkeit von [0,1] an R\ A
liegen. Die Zahlen aus R \ A heiflen transzendent und sogar deren Existenz wurde vor 1844 blof§ vermutet, bis
Joseph Liouville sie endlich beweisen konnte, vgl. [1l § 11.6.2].

UBUNGSAUFGABE 3.24. a) Sei A eine nicht-leere Menge. Bezeichne P(A) die Potenzenmenge von A, d.h.,
die Menge aller Teilmengen von A. Zeige: Es existiert keine surjektive Abbildung von A nach P(A). (Hinweis:
Betrachte die Menge B:={zx € A:x ¢ f(x)}.)

b) Folgere, dass P(N) nicht abzdhlbar ist.

c) Sei A,, eine nicht-leere abzihlbare Menge, fiir alle n € N. Zeige, dass auch | J
Imitiere den Beweis der Abzihlbarkeit von Q.)

d) Die Menge aller endlichen Teilmengen von N ist abzihlbar.

nen An abzéhlbar ist (Hinweis:

Eine schone Erklarung der mathematischen Schritten, die zur Konstruktion von R fiithren, ja deren Notwendigkeit
findet man in [I, Chapt. 2].

Eine weitere Zahlenmenge spielt in der Mathematik eine sehr wichtige Rolle: die Menge C der komplexen
Zahlen. Sie wird dadurch eingefiihrt, dass man annimmt, die Gleichung #2 = —1 habe eine Losung, die man mit
i bezeichnet; und dass man dariiber hinaus die Menge C der geordneten Paaren (a,b) = a + ib betrachtet, wobei
a,b € R, mit passend definierter Addition und Multiplikation versehen. Die Grundeigenschaften dieser Mengen
kann man in jedem Lehrbuch nachschlagen, z.B. [3, §5.3] oder [4, Kapitel 3], und werden in dem 2. Ubungsblatt
zu dieser Vorlesung zusammengefasst. Man beachte insbesondere, dass zu jeder komplexer Zahl z := a + ib wird
eine weitere, sogenannte komplezx konjugierte Zahl zugeordnet: Z := a — ib. Insbesondere 16st auch ¢ die Gleichung

2?2 = —1, also ist die Wurzel einer Zahl in C nicht eindeutig. Allgemeiner gilt: fiir alle n € N gibt es genau n
komplexe Zahlen x1,...,z,, sodass 27 = ... =z = 1.
Dann kann man erneut den Betrag einer Zahl z durch |z|? := 2Z einfiihren (man beachte, diese Definition

stimmit mit (3.1)) iiberein, falls die Zahl reell ist). Es ist wichtig anzumerken, dass auch dieser komplexer Betrag
die Dreiecksungleichung erfiillt und multiplikativ ist.

Der Grund, warum man wahlweise und alternativ mit R oder C arbeitet, ist dass C sowohl Vor- als auch
Nachteile gegeniiber R hat. Eine Gleichung n. Grades hat z.B. stets komplexe Losungen (aber nicht unbedingt
reelle Losungen — s. Fundamentalsatz der Algebra), aber auf C kann man keine vollstindige Anordnung definieren:
d.h.; es gibt kein Analogon oder Erweiterung <c¢ der Relationen <, welche mit der Addition und Multiplikation
vertriglich ist und erlauben kann, jede beliebige komplexe Zahl auf Positivitdt zu priifen (z.B. ist es unmdoglich,
die komplexe Zahlen ¢ = (0,1) und 1 = (1,0) anzuordnen).

Was noch? Etliche Mathematiker haben versucht, die Konstruktion von Zahlen weiter zu verallgemeinern.
1843 sind somit durch William Hamilton Quaternionen (ihre Menge wird durch H bezeichnet) und durch John T.
Graves Oktonien (O) eingefithrt worden. Quaternionen kénnen als 4-Tupel dargestellt werden, Oktonien sogar als
8-Tupel. Sie spielen aber in der Mathematik eine sehr viel kleinere Rolle als komplexe Zahlen. Uber 150 Jahre nach
ihre Einfiihrung muss man sagen, dass wesentliche Anwendungen (noch) fehlen, die ihre Untersuchung motivieren
konnten. Thre Bedeutung ist also fast nur historisch: eine Wikipedia-Recherche ist aber trotzdem interessant —
etwa um zu entdecken, warum man nicht weiter geht, um 2"-Tupel einzufiihren.






KAPITEL 4

Vollstindige Induktion und Kombinatorik

Insbesondere stellt das 5. Peanosche Axiom einen méchtigen Weg dar, um Sétze zu beweisen. Aus (A5) folgt
nédmlich unmittelbar der folgende

SATz 4.1 (Induktionsprinzip). Sei fiir alle n € N A(n) eine Aussage tber die Zahl n. Gelte A(1) (“Induktion-
sanfang”) und dariberhinaus folge aus der Giiltigkeit von A(n) dass auch A(n + 1) gilt (“Induktionsschritt”), fir
n € N beliebig. So gilt A(m) fir alle m € N.

BEWEIS. Sei M := {n € N: A(n) gilt}. Dann ist nach Voraussetzung 0 € M und zusétzlich aus n € M folgt
n+ 0 € M. Somit ist nach dem 5. Peanoschen Axiom M =N, d.h., A(n) gilt fur alle n € N. O

ANMERKUNG 4.2. Das Induktionsprinzip kann in vielerlei Arten verallgemeinert werden, etwa in dem man
die Menge N durch eine ihrer (unendlicher) Teilmengen ersetzt. Eine niitzliche Erweiterung des Induktionsprinzip
bietet die sogenannte vollstéindige Induktion an: “Gelte A(1) und dariiberhinaus folge aus der Giiltigkeit von
allen Aussagen A(1),...,A(n) dass auch A(n + 1) gilt, fiir n € N beliebig, so gilt A(m) fiir alle m € N.

BEISPIEL 4.3. Der junge Carl-Friedrich Gauf} zeigte mittels Induktionsprinzip, dass die Summe der ersten n
natiirlichen Zahlen gleich %n(n +1) ist. Dies kann man dank dem Induktionsprinzip nachvollziehen: fiir n = 1 gilt
die Aussage offensichtlich (1 = 21(1+1)). Seinun 1+2+...+n = in(n+1), so ist

1 1 1
1+2+...+n+n+1:5n(n+1)+n+1: (2n+1) (n+1):§(n+1)(n+2).

Vorsicht! Zum Beweis durch Induktion sind tatséichlich beide Voraussetzungen nétig: denn z.B. die Aussage
~ 1
An):=“1+2+...4+n= in(n +1)+7 fiiralleneN’ ist falsch,

obwohl der Induktionschritt A(n) = A(n + 1) gilt: das liegt daran, dass der Induktionsanfang A(1) falsch ist. [

BEISPIEL 4.4. Insbesondere lassen sich die Gleichungen aus Satz auf den Fall von endlich vielen Mengen
My, ..., M, (statt nur M, N) verallgemeinern. O

UBUNGSAUFGABE 4.5. Zeige, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n € N

- )(2n+1
Zkzzn(nJr )6(n+ ),und
k=1

n 2 2

+1
g k3 = raoTo) (n4 ) gilt.
k=1

UBUNGSAUFGABE 4.6. Sei p > —1. Zeige, dass (1 + p)™ > (1 + np) fiir alle n € N.

UBUNGSAUFGABE 4.7. Zeige, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n € N und alle reelle Zahlen x € (0,1) die

Ungleichung
1

1+nx

1-2)"<
gilt.

17
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UBUNGSAUFGABE 4.8. Zun € N sei A(n) eine Aussage sodass
(1) A(ng) richtig fiir ng € N ist, und
(2) fiir m > ng gilt: ist A(m) richtig, so ist auch A(m + 1) richtig.

Zeige mit Hilfe des Peanoschen Axioms, dass dann A(n) fiir alle n > ng gilt.

SATZ 4.9. Sei M eine Menge. Sei eine Funktion f: N — M nur rekursiv definiert, d.h.,

e f(0) sei gegeben und
e cs gebe eine Vorschrift, mit der aus f(n — 1) der Wert f(n) bestimmbar ist.

Dann ist die Funktion eindeutig bestimmdt.

BEWEIS. Der Beweis erfolgt iiber Induktion. Sei A(n) die Aussage “f(n) ist eindeutig bestimmt”. Dann gelten
sowohl der Induktionsanfang A(1) als auch der Induktionsschritt A(n) = A(n + 1) nach Voraussetzung. O

BEISPIEL 4.10. Die moglicherweise beriithmteste rekursiv definierte Funktion wurde von Leonardo “Fibonac-
ci” Pisano 1202 erfunden — oder vielleicht nur nach Europa eingefiihrt: 1985 wurden z.B. in der Nihe von Finike
(Tiirkei) 12 Waagengewichte aus dem XIIT Jh. v. Chr. entdeckt, welche scheinen den Vielfachen einer (heute un-
bekannten) Gewichtseinheit bzgl. den Fibonacci-Zahlen zu entsprechen, vgl. http://mtcs. truman.edu/ thammond/history/Arche
Sie ist folgendermaflen definiert:

fO)=0, f)=1,  f(n):=fln-1)+f(n-2), n=23,....

Dass f wohldefiniert kann man durch vollstéindige Induktion beweisen. Die biologische Motivation fiir die Einfiihrung

von f ist naiv, aber f taucht erstaunlicherweise oft in der Natur auf (mehr dazu z.B. unter http://www.pijnappel2.tmfweb.nl/de
Es ist z.B. bekannt, dass Honigbiene Ménnchen ohne Befruchtung, aber Weibchen mit Befruchtung zeugen — anders

gesagt hat jedes Minnchen ein Elternteil und jedes Weibchen zwei. Ein Ménnchen hat somit 1 Elter (seine Mutter),

2 Grofleltern (Mutter und Vater seiner Mutter), 3 Grofigroeltern (beide Eltern seiner Grofmutter und die Mutter

seines Grofivaters, 5 Grofigrofigrofieltern, 8 GroBigrofigrofigrofeltern usw., und i.A. f(n) (Grof)"2eltern. O

DEFINITION 4.11. Sein € N.
(1) Die Zahl n! (Aussprache: “n Fakultitf”) bezeichnet

0l:=1, nl:=1-2-...-n, n>1.

(2) Der Binomialkoeffizient (Z) bezeichnet
n\ n\ n! o n-(n—=1)-...-(n—k+1) B
() ()t ke
Unter “Anordnung” einer Menge A mit n Elementen versteht man ein n-Tupel (z1,...,z,) aus A™, sodass

alle Eintriage x; paarweise disjunkt sind. Dann gilt der folgende
SATZ 4.12. Die Anzahl der Anordnungen einer Menge {x1,...,x,} ist nl.

BeEwEIs. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber n. Die Aussage ist offensichtlich giiltig fiir n = 1. Sei
nun n! die Anzahl der Anordnungen von {x1,...,x,}: betrachte alle Anordnungen von {x1,...,Z,41}, sodass z;
als erste Koordinate der Anordnung auftritt: fiir ein festes 4 gibt es nach Induktionsannahme n! davon. Wiederholen
wir die Argumentation fiir ¢ = 1,2,...,n+ 1, so hat man insgesamt n!(n+ 1) = (n + 1)! Anordnungen, und somit
ist der Induktionsschritt bewiesen. O

SATZ 4.13. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer Menge {x1,...,x,} ist (Z)
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BEwEIS. Die Aussage gilt fiir & = 0, denn die leere Menge ist nach Definition die einzige Teilmenge ohne
Elemente.

Nach Satz betrachtet man fiir & # 0 alle n! moglichen Anordnungen der Menge und sucht sich alle
Moglichkeiten, die ersten k Koordinaten mit paarweise unterschiedlichen Elementen zu besetzen. Es gibt nun k!
Anordnungen dieser Elementen in den ersten k& Koordinaten, und (n — k)! Anordnungen der iibrigen Elementen
in den letzten n — k Koordinaten. Da Anordnungen keine Rolle bei der Definition einer Menge spielen, muss man
also n! durch k! und (n — k)! teilen, was die Aussage unmittelbar liefert. O

UBUNGSAUFGABE 4.14. Wieviele Teilmengen hat insgesamt eine n-elementige Menge?

UBUNGSAUFGABE 4.15. Sei M eine Menge mit endlich vielen Elementen. Zeige durch vollstiindige induktion
iiber die Anzahl n der Elementen von M, dass die Potenzmenge von M genau 2™ Elemente hat.

SATZ 4.16. Sei n € N. Fir jede Zahl x gilt
n __ n n 2 n n—1 n
(1+2) 1+<1)x+(2>x +...+(n_1)x +a".

I+z)"=010+z) ...-(14+2x).
So besteht (1 4+ z)™ aus der Summe aller Produkte, die genau einen Summant aus jedem der n Termen (1 + z)

BEWEIs. Es gilt

Moglichkeiten aus diesen n Termen den Summant x k-mal

enthalten. Es gibt nun laut Satz |4.13| genau (Z)

auszuwéhlen (und somit den Summant 1 (n — k)-mal). Durch Ausmultiplizieren folgt die Aussage. O

UBUNGSAUFGABE 4.17. Zeige, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n, k € N mit n > k + 1 die Identitéit

()= (=) (%)

gilt, und interpretiere das sogenannte Pascalsche Dreieck

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

nach Blaise Pascal genannt.

UBUNGSAUFGABE 4.18. Zeige, dass

(1) n? < 2" fiir jede natiirliche Zahl n # 3 und
(2) 2™ < n! fiir jede natiirliche Zahl n > 4.
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Folgen

DEFINITION 5.1. Fine Funktion f mit Definitionsmenge N (oder N*, oder allgemeiner irgendeiner abzihlbare
Menge) heifit Folge.

Oft schreibt man x,, statt f(n), und fir die gesamte Folge (bzw. Funktion) (x,)nen oder (z,)52, oder
(zo, 21,22, ..).

BEISPIEL 5.2. Bezeichne mit z,, die hochste Temperatur, die am n. Mérz 2008 in Ulm gemessen wurde, wenn

n < 31, oder x,, = 0 sonst. Dann definiert (x,)nen+ eine Folge. O

BEISPIEL 5.3. Sei F eine Menge und y € F. Sei z,, := y fiir alle n € N. So definiert (x,),cn eine konstante
Folge. O

Besonders wichtig sind fiir uns die Folgen mit Werten in einer Mengen von Zahlen, etwa C: eine solche Folge
wird numerische Folge genannt. Spricht man im Folgendem von “Folge”, so wird man immer eine numerische
Folge meinen.

DEFINITION 5.4. Sei (xp)nen mit x, € C fiir alle n € R. Dann heifst die Folge beschrdnkt, falls M > 0
existiert, sodass |x,| < M fir alle n € N.

DEFINITION 5.5. Sei (z)nen mit z, € R fiir alle n € R. Dann heifit die Folge monoton wachsend (bzw.
fallend), falls ©, < xpy1 (bzw. Tpp1 < xy,) fir alle n € N. Sie heifit streng monoton wachsend (bzw. streng
monoton fallend), falls x,, < p41 (bzw. Tpi1 > xy) fir alle n € N.

BEISPIEL 5.6. Ist F' = R, so ist die konstante Folge aus dem Beispiel [5.3] ist beschréinkt, monoton fallend und

wachsend. 0

BEISPIEL 5.7. Sei z,, := (—1)"n fiir alle n € N. So definiert (z,),en eine unbeschrinkte Folge, die nicht
monoton ist (weder fallend noch wachsend). Die Folge (|x,|)nen ist ebenfalls unbeschrinkt, aber monoton wach-
send. O

BEISPIEL 5.8. Durch (1,—1,1,—1,...) wird eine Folge definiert. Diese Folge ist beschréinkt aber nicht monoton
(weder fallend noch wachsend). Strebt sie gegen eine Zahl? Gegen 1 oder gegen —17 Oder vielleicht gegen ihren
Mittelwert 0, wie manche mittelalterliche Mathematiker dachten? Dies kann formell mittels des modernen Begriffs
von Konvergenz untersucht werden. (I

DEFINITION 5.9. Sei (2,,)nen eine Folge mit x, € C fir alle n € N. Sei v € C. Dann sagt man, dass (Zn)n N
gegen = konvergiert, falls fiir alle m € N* ein Index N, € N existiert, sodass |x, — x| < % fiir alle grofiere
Indizes n > Ny,. In diesem Fall schreibt man lim, . x, = x, und x heiffit Grenzwert der Folge. Ezistiert der
Grenzwert einer Folge, so heifst sie konvergent. Ist der Grenzwert x =0, so heifit (z,)nen Nullfolge.

ANMERKUNG 5.10. Es folgt unmittelbar aus obiger Definition, dass eine Folge (z,)ncn genau dann gegen x
konvergiert, wenn die Folge (x, — x)nen eine Nullfolge ist.

SATz 5.11. Ist die Folge (xy,)nen konvergent, so gibt es nur einen Grenzwert x.

21
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BEWEIS. Betrachte zwei Grenzwerte x, y. Sind sie verschieden, d.h. x # y, so ist der Betrag M := |z —y| > 0.
Sei nun m € N*, sodass % < % Dann gibt es nach Definition von Konvergenz ein N%, sodass

M
\xn—m|§? sowie |y, —y| < fﬁrallenzN%.

3
Also gilt fiir alle n > N M wegen der Dreiecksungleichung
M=lz—yl=lr—an+z, —yl <|on —a[+]on -yl < — +

)

M M 2
—+—==-M
3 3 3
ein Widerspruch zur Annahme, dass M > 0. d

ANMERKUNG 5.12. Ist man mit C noch nicht ganz vertraut, so ist das an dieser Stelle kein Problem! Denn
der Grenzwert einer konvergenten Folge mit Gliedern aus R ist ebenfalls eine relle Zahl. Ahnlich ist der Grenzwert
einer konvergenten Folge mit Gliedern aus Ry auch eine positive Zahl. Aber Vorsicht! Sind die Glieder einer
konvergenten Folge rationale Zahlen, so ist ihr Grenzwert nicht unbedingt eine rationale Zahl. Das liegt daran,
dass Q kein vollsténdig angeordneter Korper ist. Z.B. sind die Zahlen (1 + %)" fiir alle n € N* rational, doch
konvergiert die dadurch definierte Folge gegen eine irrationale Zahl, vgl. Satz

UBUNGSAUFGABE 5.13. Zeige, dass die Folge im Beispiel nicht konvergiert.

BEISPIEL 5.14. Betrachte die Folge (%)nEN*: Sie konvergiert gegen x = 0. Sei ndmlich m € N*| so ist fiir
Nppo=m

|z — x| == < fiir alle n > N,,,.

1
m

3=

O

ANMERKUNG 5.15. Die Glieder der Folge (%)nEN* werden also beliebig klein, wenn man n grofl genug wéhlt:
die Definition einer konvergenten Folge kann man also auch dadurch ausdriicken, dass fiir alle Zahlen £ > 0, ein
Index n. € N existiert, sodass |z, — x| < ¢ fiir alle groBere Indizes n > n., kiirzer:

Ve >03n. eN: |z, — x| <eVn>ng

denn fiir alle m € N* gibt es ¢ > 0 mit € < %, und umgekehrt fiir alle € > 0 gibt es m € N* mit % < g, also kann
man mit beiden Notationen das Ziel erreichen, eine beliebige Genauigkeit bei der Approximation des Grenzwertes
zu fordern.

SATZ 5.16. Seien (z)nen eine Nullfolge und (yn)nen eine beschrinkte Folge. So ist die Produktfolge (Xnyn)nen
eine Nullfolge.

BEWEIS. Es gibt nach Voraussetzung M > 0, sodass |y,| < M fiir alle n € N. Sei nun m € N und betrachte
eine natiirliche Zahl m > mM. Dann gibt es ein Ny, sodass |z, | < % fiir alle n > Ng,. Also gilt fiir alle n > Ny,
aufgrund der Multiplikativitdt des Betrags

M

‘mnyn| = |wn||yn| < =<
m

)

3=

also ist (zpYn)nen eine Nullfolge. O

Also ist eine Folge gegen x konvergent, wenn ihre Glieder beliebig nah an « kommen, und schliefllich (d.h. fiir
grofere Indizes) auch dort bleiben.

UBUNGSAUFGABE 5.17. Zeige, dass jede konvergente Folge beschrinkt ist, aber nicht umgekehrt.

SATZ 5.18. Seien (Tp)neN, (Yn)nen beschrinkte Folgen. Dann ist die Folge (xpYn)nen der Produkte ihrer
Glieder eine beschrinkte Folge.

Insbesondere ist das Produkt einer konvergenten und einer beschriankten Folge beschrinkt.
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SaTZz 5.19 (Rechenregel fiir konvergente Folgen). Gegeben seien zwei Folgen, (xn)nen, (Yn)nen, welche gegen
x bzw. y konvergieren. Dann gelten die folgenden Rechenregel.

(1) Die Folge (xy, + Yn)nen st konvergent und lim, oo (T +yn) = + y.
(2) Die Folge (xnyn)nen ist konvergent und lim, oo (Tnyn) = zy.

(3) Ist yn # 0 fiir alle n € N und auch lim,, o yn # 0, so ist die Folge (%)nEN konvergent und limy, o $* =

< |8

BEWEIS. (1) Sei m € N. Dann gibt es N3, und N3, , sodass |z, —z| < 5~ und |y, —y| < 5 fiirallen > N3,
bzw. n > N3,.. Setze N, := max{NJ,,, N3, }. Dann gilt
1 1 1
[T+ Yo =2 =yl < zn —2[+yn —yl < 5+ 50 = —
m 2m m

(2) Es reicht zu zeigen, dass

(‘rnyn - xy)neN = (xnyn — TYn + TYn — xy)nEN = ((xn - x)yn + x(yn - y))nEN

eine Nullfolge ist. Man beachte, dass (2, — z)nen und (yn)nen nach Voraussetzung bzw. laut Aufgabe eine
Nullfolge bzw. eine beschrinkte Folge sind, also ist dank Satz ihr Produkt eine Nullfolge. Ahnlich zeigt man,
dass auch (z(yn — y))nen eine Nullfolge ist und somit auch ihre Summe. Das vollendet den Beweis. g

ANMERKUNG 5.20. Es folgt aus dem Satz (2), dass lim,, oo (@zy,) = alim, o ©, fiir jede Zahl o und
jede konvergente Folge (z,,)nen-

UBUNGSAUFGABE 5.21. Beweise den Satz (3).

UBUNGSAUFGABE 5.22. Priife folgende Folgen (z,),cy auf Konvergenz.
(1) = (=)™
(2) @y ="
(3) zp:=n+(—1)"n.

UBUNGSAUFGABE 5.23. Zeige sowohl durch direkten Nachweis (entsprechend der Definition), als auch durch

Ausnutzung der Rechenregeln fiir Grenzwerte, dass die folgende Folgen (z,,)nen konvergieren:
2

o n“+n+l1
® Tp 1= n3+n2+n2+17
1
oz, = (14+1)" -1,
— 3n’—dn41
® Tp = 4n24+5n—17"

Wie man der Definition entnehmen kann, spielen in der Tat bei Konvergenz nur “spétere Glieder” eine Rolle.
Genauer gilt der folgende

SATZ 5.24. Sei (zp)nen €ine gegen x konvergente Folge. Sei N € N und betrachte eine beliebige neue Folge
(Zn)nen, sodass x, = &y, fir alle n > N. Dann konvergiert auch (Z,)nen gegen x.

BEwEIS. Sei m € N*. Nach Voraussetzung gibt es N,,, € N, sodass |z, — z| < % fiir alle n > N,,. Sei nun
N,, = maX{Nm,N}. Dann ist |Z, — x| = |z, — 2| < % fiir alle n > N,,. |

Es ist meistens moglich, die Konvergenz einer Folge direkt zu iiberpriifen. Doch manchmal ist es niitzlich, ein
Konvergenzresultat aus der Konvergenz anderer Folgen bzw. aus anderen Eigenschaften der gegebenen Folge zu
folgern.

SATZ 5.25 (Sandwichsatz oder Satz der Polizisten). Seien (Tn)nen, (Un)nen zwei konvergente Folgen reeller
Zahlen mit gleichem Grenzwert x € R. Sei (z,)nen eine dritte Folge, sodass es ein N € N gibt mit x,, < z, < yn,
fiir alle n > N. Dann konvergiert auch (z,)nen gegen .
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2m

BEWEIS. Sei m € N*. Dann gibt es Ny, Noy € N, sodass |z, — x| < 5L fiir alle n > Ny, und |y, — 2| < ﬁ
fiir alle n > Na,y,. Sei nun Ny, := max{ N1, Nay, }. Dann gilt fir n > N,,
1 1
m m
und somit

1
<zp—x < —
m

dh. |z, —z| < L. O

)

3~

KOROLLAR 5.26. Ist (yn)nen eine Nullfolge. Sei (zn)nen $0, dass 0 < z, <y, fir alle n € N. Dann ist auch
(zn)nen eine Nullfolge.

BEWEIS. Betrachte die Folge (2, )nen mit konstantem Wert 0 und wende Satz an. O
Die moglicherweise beriihmteste Anwendung des obigen Satzes ist der folgende
SATZ 5.27. Die Folge ((1 + %)n)neN* konvergiert. Der Grenzwert dieser Folge wird mit e bezeichnet.

ANMERKUNG 5.28. Die Bezeichnung e steht fiir (Leonard) Euler und/oder fiir “Exponential(funktion)”, vgl.
http://www.zeit.de/2007/24/N-Eulersche-Zahl. Genaues weifit man nicht, denn eine solche Bezeichnung wurde
von Euler selber eingefithrt. (Die Zahl selber ist jedoch bereits 1690 erschienen, in einem Brief von Gottfried
Leibniz). Heute ist bekannt, dass die Zahl e in mehreren Bereichen auftaucht: insbesondere wurde sie von Jacob
Bernoulli zur Zinseszinskalkulation untersucht.

SchlieBlich stellen wir ein letztes Kriterium zur Entscheidung der Konvergenz einer Folge vor.

SATZ 5.29 (Cauchysche Konvergenzkriterium). Genau dann ist eine Folge (x,,)nen konvergent, wenn fiir alle
m € N* ein N,,, € N existiert, sodass

1
|z, — xp| < - fiir allen > p > N,,.

Das obige Kriterium besagt, dass eine Folge genau dann konvergent ist, wenn es einen Index gibt, sodass alle
folgenden Folgenglieder nah beieinander sind. Vorsicht! Es reicht dazu nicht, dass nur die Folgenglieder x,,, ;41
fiir grofie n beliebig nah aneinander liegen!

UBUNGSAUFGABE 5.30. Sei (zn)nen eine konvergente Folge. Definiere eine neue Folge (Z,,)nen durch

- Tn_100, wenn n > 101,
" T, sonst.

Zeige, dass lim,, oo ©; = limy, o0 Ty

. . 2
UBUNGSAUFGABE 5.31. Sei (Zp,)nen* := (%)new.

(1) Zeige, dass lim,,_,o z, = 1.
(2) Zue=1,e=10"3 und ¢ = 1076 bestimme das kleinste n. € N so, dass |a, — 1| < ¢ fiir alle n > n..

UBUNGSAUFGABE 5.32. Bestimme den Grenzwert der folgenden Folgen (Zn)nen-
(1) @ = 53
2
(2) zp = 55
(3) T, :==vn+1—/n.
Hinweise: Zu (2): benutze Ubungsaufgabe . Zu (3): erweitere den Bruch 7M mit vn+ 14 y/n.
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BEISPIEL 5.33. Betrachte die Zahl 0,9 = 0,99999 . ... Damit ist wohl die Zahl gemeint, die als Grenzwert des
Approximationsprozesses
0,9, 0,99, 0,999, ey
erhalten wird, d.h. der Grenzwert der Folge

9 9 9% 1
107 100° 1000" "’ o)

Es gilt offensichtlich

1
1-=-<1- €L <1,
n 10m B
und dank dem Satz sieht man, dass lim,, (1 — 10%) =1. Also ist 0,9 =1. O

Im Beispiel haben wir den Fall zweier Folgen (z,,)neny und (|2, |)nen gesehen, welche unbeschrinkt sind —
und somit notwendigerweise nicht gegen eine relle Zahl konvergieren. Doch oszillieren die Werte der ersten Folge
stédndig und zwar mit immer grofleren Spriingen, wihrend die zweite Folge regelméflig wéchst. Wir mochten diese
beide Verhaltensweisen unterscheiden: dazu betrachten wir die folgende

DEFINITION 5.34. Sei (x,)nen eine Folge mit x,, € R fiir alle n € R. Die Folge heifst uneigentlich gegen
+00 (bzw. —o0) konvergent, falls fiir alle M € N einen Index Ny € N existiert, sodass x,, > M (bzw. x,, < —M)
fiir allen > Nyy.

ANMERKUNG 5.35. Nach Definition ist jede uneigentlich konvergente Folge auch unbeschrankt.

DEFINITION 5.36. Sei (x,)nen eine Folge, welche weder gegen ein x € R noch uneigentlich gegen +o00 oder
—o00 konwvergiert. Dann heifit die Folge divergent.

SATZ 5.37. Sei (xn)nen eine Folge mit Gliedern aus R. Sei (xy,)nen monoton wachsend (bzw. fallend).

(1) Genau dann ist die Folge konvergent, wenn sie beschrdnkt ist: in diesem Fall stimmt ihr Grenzwert mit dem
Supremum (bzw. Infimum) x der Menge {z,, € R : n € N} dberein.
(2) Genau dann ist die Folge unbeschrinkt, wenn sie gegen +o0o (bzw. —oo) uneigentlich konvergiert.

BEWEIS. Sei 0.B.d.A. (z,,)neny monoton wachsend — sonst betrachte (—x,, )nen-
(1) Sei m € N* und z := sup{z,, € R: n € N}. Dann gilt fiir alle n € N

1
anxSerE,

wobei die erste Ungleichung gilt, weil = eine obere Schranke der Menge ist, und die zweite, weil % stets positiv ist.
Aus der Ubung [12.17| folgt auch, dass ein N,, € N* existiert, sodass = — % < zn,, (denn z ist die kleinste obere
Schranke). Wegen der Monotonie der Folge gilt aber fiir alle n > N,,

1 1
r—— <N, ST ST T+ —,
m m

d.h.

—— <zp—z< —,
m m
und somit gilt die erste Implikation. Die Umkehrung folgt aus der Aufgabe

(2) Sei nun (z,)nen eine monoton wachsende unbeschrénkte Folge. Nach Definition ist die Menge {x, € R :
n € N} nach oben unbeschrinkt, also gibt es fiir alle M € N ein Nj; € N, sodass zx,, > M. Wegen der Monotonie
der Folge gilt aber auch x,, > M fiir alle n > Nj;. Die Umkehrung folgt aus der Anmerkung |

ANMERKUNG 5.38. Die Folge in Beispiel [5.8] konvergiert nicht, jedoch scheint sie aus zwei zusammengesetzten
Folgen zu bestehen, die jeweils konstant und somit konvergent sind. Solche (und allgemeinere) Verhaltensweisen
kann man mathematisch formalisieren und die Begriffe von “Teilfolgen” und “H&ufungspunkte” einfithren. Wir
verweisen dazu auf [6, § 5.4] oder [3, § 7.7], vgl. auch das Ubungsblatt 4 zur Vorlesung.
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SaTz 5.39 (Rechenregel fiir uneigentlich konvergente Folgen). Seien (z,,)nen, (Yn)nen Folgen mit x,,y, € R
fiir alle n € R. Sei (xp)nen eine konvergente und (yn)nen eine gegen +o0o (bzw. —oo) uneigentlich konvergente
Folge. Dann gelten die folgenden Rechenregel.

(1) Die Folge (xy, + yn)nen ist uneigentlich gegen +o00 (bzw. —oo) konvergent.
(2) Die Folge (xnyn)nen ist uneigentlich gegen +o00 (bzw. —oc) konvergent, falls lim, o , > 0.
(3) Die Folge (xnyn)nen ist uneigentlich gegen —oo (bzw. +00) konvergent, falls lim,, o, z, < 0.

ANMERKUNG 5.40. Im Allgemeinen kann man nichts {iber die Summe zweier uneigentlich gegen +o0o bzw.
—oo konvergenten Folgen sagen: z.B. ist
lim (n —n) =0, lim (2n —n) = 400, lim (n —2n) = —o0.
n—oo n—oo n—oo

Ebenfalls gibt es keine Regel iiber das Verhalten des Produktes einer Nullfolge und einer uneigentlich konvergenten

Folge: z.B. ist
) 1 ) 1 . 1
lim | —n | =0, lim [ —n® ) = +o0, lim [ —n* | = —oc.
n—oo \ N n—oo \ N n—oo \ —N

UBUNGSAUFGABE 5.41. Beweise den Satz m

Manchmal ist es nicht nur interessant zu wissen, ob eine Folge uneigentlich konvergiert, sondern auch, wie
schnell sie das tut. Das ist bei der Untersuchung informationstheoretischer Algorithmen oder der Komplex-
itdtstheorie oft der Fall. Eine solche Konvergenzgeschwindigkeit (auch “asymptotisches Verhalten” genannt) wird
iiblicherweise durch die sogenannte Landau-Symbole gemessen, die 1894 von Paul Gustav Heinrich Bachmann und
1909 von Lev Davidovich Landau eingefiihrt wurden.

DEFINITION 5.42. Seien (an)nen, (bn)nen Folgen mit a,, b, € R fir alle n € N. Dann sagt man, dass (a,)nen
von Ordnung b, ist und schreibt (ap)neny = O((bn)nen) (oder manchmal einfacher a, = O(by,)), wenn die Folge
(13 nen beschrankt ist. Auch schreibt man (an)nen € 0(bn), wenn (|5 |)nen eine Nullfolge ist.

UBUNGSAUFGABE 5.43. a) Zeige: Zwei Folgen (,,)nen, (Yn)nen konvergieren genau dann, wenn (2, + ¥n )nen
und (2, — Yn)nen konvergieren.

b) Sei ¢ € (0,1). Zeige: Wenn 0 < z,, und 41 < gz, fiir alle n € N, dann ist lim,,_ . z, = 0.

UBUNGSAUFGABE 5.44. Wie kann man den Satz so umformulieren, dass er auch fiir uneigentlich konver-
gente Folgen gilt?
UBUNGSAUFGABE 5.45. Folgere aus dem Satz dass lim,, o =D _ .

on

UBUNGSAUFGABE 5.46. Sei ¢ € (0,1). Zeige, dass lim, ., ¢" = 0. Verallgemeinere diesen Grenzwert auf
komplexe Zahlen.

UBUNGSAUFGABE 5.47. Sei I,, = [ay, by], sodass a, < a1 < by < by, fiir alle n € N. Sei weiter lim,, oo @y, —
b, = 0. Zeige: Es gibt genau ein s € [, oo (d.h. s € R und s € I, fiir alle n € N). Eine solche Intervallfolge
(I )nen heifit Intervallschachtelung.
Zeige umgekehrt auch: Fiir alle s € R gibt es eine Intervallenschachtelung (1,), ey mit I, = [an, by] und ay,, b, € Q
fiir alle n € N, sodass s € [,y In-

UBUNGSAUFGABE 5.48. Sei (2, )nen. Zeige, dass (2, )nen genau dann konvergiert, wenn die Folgen (Re(z,, ) )nen
und (Im(z,,))nen der Real- und Imaginérteilen konvergieren.
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Reihen

Wir betrachten erneut die Folge aus Beispiel und fragen uns, welchen Wert die Summe aller ihrer Glieder
betragt. Im Mittelalter war dies ein beliebtes Problem, dass manche durch

1-141-141...=1-(1-1H)-(1-1)—...=1
16sten. Andere dachten dagegen, dass
1-141-141...=1-D)+1-1)+...=0.

Diese und ahnliche Fragestellungen haben zur Einfithrung des folgenden Begriffs gefiihrt.

DEFINITION 6.1. Gegeben sei eine Folge (ay)nen und setze sy 1= ZZ:O ay,. Dann heifit s;, die k-te Partial-
summe von (a,)nen und die Folge (sp)nen die zur Folge (a,)nen assoziierte Reihe: sie wird mit Z;‘;O ak
oder Y .oy ak bezeichnet. Ist die Folge (sp)nen konvergent, so heifit die Reihe konvergent und der Grenzwert
dieser Folge wird ebenfalls mit Z;OZO ay bezeichnet.

Ist die zur Folge (|ay|)nen assoziierte Reihe konvergent, so heifit >~ a, absolut konvergent.

BEISPIEL 6.2. Man kann nun zeigen, dass 1 —1+1—141... nicht konvergiert (und insbesondere nicht gegen
die Werte 0 und 1). In der Tat ist fiir a,, = (=1)", n € N, sg = 1, s1 =0, s9 = 1, s3 = 0, also oszilliert die Folge
der Partialsummen sténdig und somit konvergiert sie nicht (genauer gesagt: die Folge konvergiert nicht, weil sie
zwel Haufungspunkte hat. vgl. Anmerkung [5.38)). a

Aufgrund der obigen Definition kann man diverse Eigenschaften von Reihen auf Eigenschaften von Folgen
zuriickfithren.

SaTz 6.3 (Rechenregel fiir Reihen). Gegeben seien eine Zahl ¢ und zwei Folgen (ap)nen, (bn)nen, sodass die
assoziierten Reihen gegen a bzw. b konvergieren. Dann gelten die folgenden Rechenregel.
(1) Die zur Folge (a, + by )nen assoziierte Reihe ist konvergent und > - (ag + b)) = a + b.
(2) Die zur Folge (ca,)nen assoziierte Reihe ist konvergent und > po(cay) = ca.

UBUNGSAUFGABE 6.4. Beweise den Satz [6.3

Betrachtet man Zahlen aq,as,...,a, und by,bs,...,b,, so kann man leicht das Produkt der zwei Summen
(a1+as+...4+ay) und (by +ba+...+b,) bilden. Betrachtet man jedoch zwei Folgen, so existiert das Produkt der
assoziierten Reihen nicht notwendigerweise — selbst wenn beide Reihen konvergent sind! Jedoch gilt der folgende

SATZ 6.5 (Cauchy—Produktformel). Gegeben seien zwei Folgen (ay)nen, (bn)nen, sodass die assoziierten Rei-
hen konvergieren, eine davon sogar absolut. Dann konvergiert auch das Produkt der Reihen und es gilt

() () -5 (o)

Der obige Satz geht auf Augustin Louis Cauchy zuriick, der aber nur den Spezialfall zweier absolut kon-
vergenten Reihen betrachtet hat (und in diesem Fall ist die Produktreihe sogar absolut konvergent). In dieser
Allgemeinheit stammt der Satz von Franz Mertens.

Ein wichtiges Beispiel einer konvergenten Reihe ist im folgenden

27
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BEISPIEL 6.6 (Geometrische Reihe). Sei ¢ € (0,1). Dann konvergiert die (sog. geometrische) Reihe Y >~ ¢"
gegen 1%[1, und divergiert sonst. Die n-te Partialsumme betragt namlich

_ qn+1
Sp=14+q+...+¢" = ——,
1—gq
wie man direkt nachpriifen kann. Also ist nach Satz [5.19]
. R e 1 —limy—oe "1 1
lim s, = lim = = ,
n—oo n—oo 1—q 1—q 1—q
weil laut I“Jbungsaufgabe~ lim,, ., ¢ = 0 gilt. Der erste Beweis der Konvergenz der geometrischen Reihe geht
auf Richard Suiseht zurA%ck, vor iiber 600 Jahre. (|

ANMERKUNG 6.7. Ein bekanntes Paradoxon stammt vom antiken griechischen Philosophen Zenon von Elea.
Zenon stellt sich vor, der schnelle Achilles wird von einer 10 mal langsameren Schildkréte herausgefordert, eine
Strecke zu laufen — allerdings unter der Bedingung, dass ihr ein Vorsprung von 10 Lingeneinheiten gewéhrleistet
wird. In der Zeit, die Achilles braucht, um den Startpunkt der Schildkréte zu erreichen wird sie wohl 1 Langeneinehit
gelaufen sein; in der Zeit, die Achilles braucht, um diese Langeneinheit durchzulaufen, wird die Schildkrote weitere
1/10 Léngeneinheit gelaufen sein, usw. Dieses “usw.” interpretiert Zenon als die Unmdoglichkeit des Achilles, die
Schildkrote zu erreichen — daher das scheinbare Paradoxon. In der Tat wissen wir heute, ein solches Paradoxon
lésst sich leicht 16sen. Denn die von der Schildkrote gelaufene Strecke betrédgt zum n. Schritt genau

1 1 1
n=1+—+...+—= —
=1t gt g = 2 1
k=0
Léngeneinheiten. Diese bildet eine geometrische Reihe, die bekanntlich gegen % konvergiert. Nachdem sie %
Léangeneinheiten gelaufen ist wird also die Schildkrote tatséchlich erreicht. Diese Losung des Paradoxon wurde
1647 von Grégoire de Saint-Vincent gefunden.

Unser Ziel ist typischerweise, Voraussetzungen an die Glieder einer Folge zu formulieren, welche die Konvergenz
der assoziierten Reihe implizieren. Aus Satz folgt unmittelbar der néchste

SaTz 6.8 (Cauchysches Konvergenzkriterium fiir Reihen). Sei (an)nen eine Folge. Genau dann konvergiert
die assoziierte Reihe, wenn fir alle m € N* ein N, € N ezistiert, sodass

n
I
k=p

ANMERKUNG 6.9. Ahnlich wie in Satz spielen bei der Konvergenz einer Reihe die ersten endlich vielen
Glieder keine Rolle: Seien N € N, (a,)nen eine Folge und betrachte eine beliebige neue Folge (@ )nen, sodass

fir alle n,p > Ny,.

3|~

a, = a, fir alle n > N. Genau dann konvergiert die zur Folge (a,)nen assoziierte Reihe, wenn die zur Folge
(@n)nen assoziierte Reihe konvergiert.

BEISPIEL 6.10. Sei (ay,)nen eine konstante Folge mit Wert ¢. Dann besteht die Folge der Partialsummen aus

Vielfachen von ¢, also
n

Zak :Zc: (n+1)e.

k=0 k=0
Da diese Folge offensichtlich unbeschrinkt ist, konvergiert die Reihe nicht. ]

Wie das obige Beispiel zeigt, konvergiert eine Folge mit konstanten positiven Gliedern nicht. Eine notwendige
Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe ist, dass die zugehorige Folge gegen 0 konvergiert.

SATZ 6.11. Sei (an)nen eine Folge. Konvergiert die assoziierte Reihe, so ist (an)nen eine Nullfolge.
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BEWEIS. Sei m € N*. Dann ist die Folge der Partialsummen konvergent. Nach dem Konvergenzkriterium von
Cauchy gibt es fiir alle m € N* ein N,,, € N, sodass [s;, — $im| < % fiir alle n > N,,, und insbesondere

1
|an| = [sn — sn-1] < —
m

fir alle n > N,,. O
Leider ist nicht jede zu einer Nullfolge assoziierte Reihe konvergent.

BEISPIEL 6.12 (Harmonische Reihe). Sei z,, := L. Dann ist die Folge (2, )nen- bekanntlich eine Nullfolge,
doch konvergiert die assoziierte, sog. harmonische Reihe nicht. Namlich ist
1+% + (%4—%; + E%+%+%+%; +.o.+
I+s + (ZTZ t o Efststs) Foof
1+35 + 5 + 5 +...+
und somit ist s, monoton wachsend und unbeschrénkt, also konvergiert sie uneigentlich gegen +o0o. Dieser Beweis
wurde bereits vor 600 Jahre von Nicole Oresme geliefert.

Die Divergenz der harmonischen Reihe zeigt insbesondere, dass man eine unendliche Briicke bauen kénnte. Es
reicht dazu, die Klotze mit einem der harmonischen Reihe entsprechenden Abstand aufeinander zu stapeln. Der
gemeinsame Schwerpunkt vom 1. Klotz und 2. Klotz liegt bei 11, der vom 1. Klotz, 2. Klotz und 3. Klotz bei 11

Sn

(6.1)

vl

SIS =3 =

22 23
der vom n. Klotz bei %% Eine solche Briicke mit n Klotzen wiirde also bereits eine Liange von % 1 % haben.
Wenn man iiber unendlich viele Klotze (etwa der Linge 1m) verfiigen konnte wiirde man somit eine Briicke der
Linge 2 377 | + = +00 errichten. O

SATZ 6.13 (Teleskopreihen). Sei (an)nen eine Folge und betrachte die zur Folge (a, — Gn—1)nen+ assoziierte
(sog. Teleskop-) Reihe. Genau dann konvergiert (a,)nen gegen a, wenn die Reihe gegen a — ag konvergiert.

BEWEIS. Die Folge der Partialsumme lautet

$1 = a1 — ao, Sy =az —a; +a; —ap = az — aop,
und i.A.
Sn=an — (@p—1 —ap-1)...— (a1 —a1) — ag = a, — ay, n € N.
Also gilt nach Satz genau dann konvergiert die Folge (s, )nen, wenn die Folge (ay,)nen konvergiert und in
diesem Fall ist

o
E (an —ap—1) = lim s, = lim a, — ag,
n=1

n—oo n—oo
was zu beweisen war. O
BEISPIEL 6.14. Betrachte die Folge (a, )52, wobei a, := ﬁ Da
1 1 1
= n € N*,

nin+1) n n+1l

ist die zu (ay,)$2 ; assoziierte Reihe eine Teleskopreihe und somit konvergiert sie gegen a1 — lim,, oo a, =1 —0=
1. O

SATZ 6.15 (Majorantenkriterium). Seien (an)nen, (bn)nen Folgen, sodass |ay| < by, fir allen € N. Ist die Reihe
Z;’;O br gegen ein b € R konvergent, so ist auch die Reihe ZZOZO ax konvergent, sogar absolut. Im Allgemeinen
ist ZZOZO ar # b. Konvergiert dennoch die Reihe ZEOZO |ax| uneigentlich gegen +00, so konvergiert auch die Reihe
Z,?;O b, uneigentlich gegen 400.

UBUNGSAUFGABE 6.16. Verallgemeinere das Resultat iiber die Konvergenz der geometrichen Reihe auf den
komplexen Fall mit Hilfe des Majorantenkriteriums und Ubungsaufgabe
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BEISPIEL 6.17. Betrachte die Folge (a,)3,, wobei a,, := -5. Da

1 n—1 1 2
— =1 -
g =1+ 2 (51

n

k=1
und ) .
0< < , e N*,
“(n+1)?2 7 nn+1) "
ist die zu (an)$2, assoziierte Reihe nach dem Majorantenkriterium und Beispiel konvergent. O
BEISPIEL 6.18. Sei a,, := % fiir n € N*. Dann konvergiert die Reihe Zzozl an, denn

n! 1-2-...-n 2

L D

n" nen-...-on " n?
fiir alle n > 2. O

ANMERKUNG 6.19. Es folgt unmittelbar aus dem Majorantenkriterium, dass jede absolut konvergente Reihe
auch konvergent ist.

UBUNGSAUFGABE 6.20. Seien (a, )nen, (bn)nen zwei Folgen, sodass a,, = O(b,). Ist die zu (b, )nen assoziierte
Reihe konvergent, so ist auch die zu (a,)nen assoziierte Reihe konvergent.

Unser Ziel ist also, hinreichende Bedingungen an eine (Null)Folge zu finden, sodass die assoziierte Reihe
konvergiert. Wir werden nur zwei Kriterien formulieren, obwohl auch weitere bekannt sind, vgl. [4, § VI.2.II].

SATZ 6.21 (Quotientenkriterium). Sei (an)nen eine Folge, sodass ein g € [0,1) existiert mit

Ap+1
Qnp

(6.2) <gq fiir alle n € N.

Dann ist die assoziierte Reihe absolut konvergent. Wenn aber ein N € N existiert mat

Ap41
29

(6.3) >1 fiir alle n € N,

dann ist die assoziierte Reihe gegen 400 uneigentlich konvergent.

Insbesondere folgt aus der Anmerkung [6.9] dass die Bedingungen in [6.2H6.3] durch die folgende schwiichere
Bedingung ersetzt werden kénnen: es gibt ein N € N und ein ¢ € [0,1) mit

An41
Qn

(6.4) <gq fiir alle n > N.

BEWEIS. Sei giiltig, dann gilt nach Voraussetzung |an+1| < ¢lay| fir ein beliebiges n € N. Andererseits
gilt auch |a,| < qlan_1], ..., |a1] < qlag|. All diese Abschitzungen zusammen liefern |a, 1| < qla,| < ¢*|an_1| <
.. < q"ay| < ¢"tag| fiir alle n € N und somit ist die zur Folge (|ag|q™)nen assoziierte Reihe eine Majorante der
gegebenen Reihe. Da die geometrische Reihe konvergiert, folgt die Aussage aus dem Majorantenkriterium und der
Rechenregel fiir Folgen.

Es gelte nun . Die uneigentliche Konvergenz der Reihe folgt ebenfalls aus dem Majorantenkriterium. [

Eine wichtige Anwendung des Quotientenkriterium ist folgendes

BEISPIEL 6.22. Sei z € C. Dann konvergiert die Reihe Y ° zn—:z absolut, denn fiir die Folge (%)nEN gilt
2L pl z
(n+D)zr|  |n+1]

sodass fiir N grof} genug ((6.4]) erfiillt ist. Somit ist die Reihe absolut konvergent.
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Ist z = 1, so konvergiert diese Reihe gegen die Zahl e aus dem Beispiel [5.27] Ist z = m € N, so konvergiert die
Reihe gegen die Potenz ™. Im Allgemeinen ist die Reihe fiir alle z € C absolut konvergent. In der Tat gilt

oo n o0 n
Zi<zﬂcw
— b
n! n!
n=0

n=0
wobei |z| den Betrag der komplexen Zahl z bezeichnet. Dies motiviert die folgende Verallgemeinerung der Definition
der Exponentialfunktion. O

DEFINITION 6.23 (Komplexe Exponentialfunktion). Die Funktion f : C — C, welche
X _n
z
P
n=0
abbildet, ist wohldefiniert. Sie wird iblicherweise mit exp bezeichnet und (komplexe) Exponentialfunktion
genannt.

ANMERKUNG 6.24. Wir haben in der Anmerkung [5.28] gesehen, dass die Einfiihrung der Zahl e geht auf eine
Frage des Jacob Bernoulli iiber Zinseszinskalkulation zuriick. Diese Frage wurde von seinem Neffe Daniel Bernoulli
beantwortet, der somit 1728 die Formel exp(x) = lim,— (1 + %)n vorgeschlagen hat. Die Reihendarstellung der
Exponentialfunktion wie in Definition wurde bereits 1669 von Sir Isaac Newton bewiesen.

UBUNGSAUFGABE 6.25. a) Sei (a,,)nen eine Folge komplexer Zahlen. Sei q := lim,, oo %/|a,|. Zeige, dass die

Reihe Y % | a,, konvertiert (bzw. divergiert) wenn ¢ < 1 (bzw. ¢ > 1): dies nennt sich Wurzelkriterium. (Hinweis:

Zeige dass die Reihe absolut konvergent ist, wenn q¢ < 1.)
b) Sei
S { 2~"  falls n gerade,
" 37" falls n ungerade.

Zeige mit Hilfe von a), dass > | a,, konvergiert. Konnte das Quotientenkrierium auch angewandt werden?
ANMERKUNG 6.26. Man kann zeigen, dass die obige Exponentialfunktion die Gleichung

(6.5) exp(z) exp(w) = exp(z + w)

erfiillt, fir alle z,w € C. Zusétzlich gilt offensichtlich

(6.6) exp(0) = 1.

In der Tat sind Exponentialfunktionen (oder, genauer gesagt, Funktionen der Form cexp(-) fiir ein ¢ € C) die
einzigen Abbildungen, die (6.5)) erfiillen, vgl. Ubungsaufgabe fiir eine dhnliche Aussage. Dies wurde zuerst
von Augustin Louis Cauchy erkannt.

Die Einschriankung der komplexen Exponentialfunktion auf R ist die iibliche (reelle) Exponentialfunktion, also
ist exp(m) = €™ falls m € N.

BEISPIEL 6.27 (Trigonometrische Funktionen). Mittels der komplexen Exponentialfunktion und der wichtigen
Eulersche Identitdit
exp(z) = exp(Rez) (cosImz + isinImz), z € C,
(die unmittelbar aus der Darstellung von z € C in Polarkoordinaten folgt) kann man indirekt auch die trigonometrischen
Funktionen cos und sin sowie die Hyperbelfunktionen cosh und sinh auf C definieren bzw. erweitern: es gilt namlich
exp(iz) — exp(—ix)
2

exp(ix) + exp(—ix)
2

cos(z) = = cosh(iz), sin(x) = = —isinh(iz), z €R,

sowie
exp() — exp(—)
2

exp() + exp(—a)
2

cosix = = cosh(z), siniz =1 = isinh(x), z eR.
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Es kann bewiesen werden, dass solche Funktion auf R mit den iiblichen Hyperbel- sowie trigono-metrischen Funk-
tionen iibereinstimmen. d

UBUNGSAUFGABE 6.28. a) Sei (x,)nen eine Folge reeller Zahlen, sodass x, > 0 fiir alle n € N. Zeige, dass
genau dann lim, . x, = 0 gilt, wenn lim,,_, - = too.

b) Sei & > 0. Zeige, dass lim,, oo % = +oo. (Hinweis: Wende a) an und benutze, dass die Reihe S oo, %

wn,
konvergiert.)

_ Das folgende Kriterium wird nicht bewiesen. Sein Beweis beruht auf dem Begriff der Teilfolge, welcher in der
Ubungsaufgabe [12.22] eingefiihrt wird, vgl. [4, § 6.2].

SATZ 6.29 (Leibniz-Kriterium). Sei (an)nen eine Nullfolge mit a, > 0 fir alle n € N. Ist (ap)nen monoton
fallend, so konvergiert die (sog. alternierende) Reihe

> (=1)"ap.

n=0

Ist a der Grenzwert der Reihe, so erfillt die n-te Partialsumme die Abschitzung |a — s,| < an, n € N.

BEISPIEL 6.30 (Alternierende geometrische Reihe). Sei x, := (_i)n. Dann erfilllt die Folge (z,)nen+ die
Bedingungen des Leibniz-Kriteriums und somit konvergiert die assoziierte (alternierende) Reihe. O

UBUNGSAUFGABE 6.31. Sind die folgende Reihen konvergent oder divergent?

St Y Lo YO 4
4 _ ’ on 2,2°

n:14n 3n+1 = 9gn = n:13n

UBUNGSAUFGABE 6.32. Sei zp > 0 eine ganze Zahl und (2, )nen- eine Folge von Zahlen aus {0,1,...,9}. Man
definiert a, := 2o + {5 + ... + 1= und schreibt a,, = 20, 2122 ... 2. Zeige
(1) (an)nen ist konvergent,
(2) lim, o0 an =1, falls 2o = 0 und z, = 9 fiir alle n € N,
(3) lim,— oo an, € Q, falls ng,p € N existieren, sodass z,4+, = 2, fiir alle n > ny.
Sei nun a > 0 beliebig. Finde eine ganze Zahl zg und eine Folge (2, )nen von Zahlen aus {0,1,...,9}, sodass

a = lim,, (20,21 - . - 2,). Mann nennt (2o, 21 . .. z,) die Dezimalbruchzerlegung von a. Ist sie eindeutig?

BEISPIEL 6.33. Sei z € [0, 10). Ihre Darstellung als Dezimalzahl kann man als

r =29, T1x2...,

hinschreiben, wobei z; € {0,1,...,9} fiir alle ¢ € N. Aquivalent kann man sie auch in Reihenform darstellen, also
o] T
k=0

Diese Reihe konvergiert tatséchlich, denn sie wird durch die Reihe

oo

majorisiert, welche eine (konvergente) geometrische Reihe ist.
Die Darstellung lésst sich leicht auf allgemeine reelle Zahlen verallgemeinern, indem man xg € Z zuldfit. O

ANMERKUNG 6.34. Sei g = ... = z;—1 = 0. Manchmal benutzt man (und Rechner sowieso) die sog.
Ezxponentialschreibweise: der entsprechend ist

Ty T1L2 -+« i1 T Tont1 - - - = (T, Tk 1Tmt2 - - - B —m).
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Z.B. schreibt man die Zahl 0,015 dquivalent als (1,5F — 2). Allgemeiner schreibt man

e T_2T 1T, B1T2 - T Tt 1 -+ - = (X—gs Togt1--- E q),
falls =, = 0 fiir alle n < —¢q, z.B. 13,2 = (1,32E 1). Allgemeiner heifit also die Schreibweise
S Yi
...En)= .
(Yo, Y192 n) 10+—n

k=0

Beispiel [6.33] zeigt, wie die formelle Umschreibung einer reeller Zahl in Dezimaldarstellung erfolgt. Man kann
sich allerdings fragen, ob es notwendig ist, dass die Zahlen x; Elemente der Menge {0,...,9} sind. In der Tat
ist dies nicht der Fall: Jede strikt positive Natiirliche Zahl p eignet sich fiir eine solche Darstellung und man
spricht vom p-adischem Zahlensystem. In der Geschichte kann man Beispiele von Kulturen finden, welche z.B.
12-, 20-, oder 60-adische Zahlensysteme benutzt haben. In dem (heutzutage wichtigsten) Fall von p = 2 geht
die Intuition eines solchen alternativen, sog. bindren, Zahlensystems auf Gottfried Leibniz zuriick. Er erfand es
1679 bei seinem Entwurf einer Rechenmaschine. Die Hauptmotivation, um das bindre System einzufiihren ist
tatséchlich die Leichtigkeit, mit der Multiplikationen durchgefiithrt werden kénnen, vgl. [1l § 1.3] fiir das Beispiel
der Berechnung eines konkreten Produktes im bindren System.

Den néchste Satz formulieren wir ohne Beweis. Mehr zum Thema Zahlensystem findet man in [3] § 13.3].

SATZ 6.35 (Eindeutigkeit der p-adischen Darstellung). Seixz € R und p € N*. Dann gibt es eine Folge (xy,)nez,
sodass x,, € {0,...,p— 1} und
[eS) I
= 5

k=—oc0 p

Nur endlich viele Glieder mit negativem Index verschwinden nicht und somit ist die Reihe dank dem Majo-
rantenkriterium und der Konvergenz der geometrischen Reihe konvergent.

DEFINITION 6.36. Die Folge (x,)nez heifst p-adische Darstellung von x. Sind die Zahlen x,, = 0 fir alle
n < q, so schreibt man
= (g Tgt1---E —q)p.

BEISPIEL 6.37. Es gilt 8 = (1E3), = (1,1E 1)s. O






KAPITEL 7

Elemente von Topologie des RV

In diesem Kapitel m6chten wir manche topologische Grundbegriffe erldutern: die von abgeschlossener, offener,
und kompakter Mengen. Wir schriinken uns an den relevanten Fall des RY, der Menge aller N-Tupel von reellen
Zahlen ein, wobei N € N*. Im Folgendem wird die Norm eines Elements z € RY ist fiir N € N* durch

lz| :==1/22+ ...+ 2%

definiert. Selbstverstinlich stimmt die Norm ||z|| mit dem Betrag |x| iiberein, falls € R. Somit kann man den
Begriff von Beschréanktheit einfiithren.

DEFINITION 7.1. Eine Menge A C RN heifit beschrinkt, falls ein M > 0 ezistiert, sodass ||z|| < M fiir alle
x € A.

BEISPIEL 7.2. Sei zg € RY und € > 0. Dann ist U.(z0) := {z € RY : ||z — z¢|| < ¢} eine Teilmenge von RY,
die e-Umgebung von xg genannt wird. Sie ist beschrinkt mit Schranke ||z + &. O

BEISPIEL 7.3. Betrachte M := {(z1,22) € R? : ||z|| <1 und 27 > 0 und x5 > 0}. Dann ist M eine beschréinkte
Teilmenge von R?, mit Schranke M = 1. Wie sieht sie aus? O

BEISPIEL 7.4. Die Teilmenge RY := {(21,...,2n) € RV : 2y > 0} ist unbeschréinkt, denn fiir M > 0 beliebig
grof} erfullt z.B. m := (M, ..., M) die Ungleichung ||m/| > M. O

Um abgeschlossene Teilmenge von RY definieren zu kénnen muss man den Begriff von Konvergenz fiir Folgen
in RY erweitern.

DEFINITION 7.5. Sein N € N*. Sei (z,)nen eine Folge, sodass x, € RN fiir alle n € N. Dann Dann sagt
man, dass (xn)n.n gegen & konvergiert, falls fir alle m € N* ein Index Ny, € N existiert, sodass ||z, — Z| < +
fir alle groflere Indizes n > N,,. In diesem Fall schreibt man lim,_ ., ©, = & und T heifst Grenzwert der Folge.
Existiert der Grenzwert einer Folge, so heifit sie konvergent.

UBUNGSAUFGABE 7.6. Sei (Tp)nen 0, dass z, = (T1n,...,Tn,) € RY fiir alle n € N. Zeige, dass (2, )nen
genau dann gegen & konvergiert, wenn die Folgen (21, )nen gegen 1 und ... und (T nn)nen gegen Zy konvergiert.

Die Resultate von Kapitel 5 iiber Folgen, welche die Anordnungseigenschaften von R nicht brauchen (etwa

die Sétze 5.19) gelten wortlich auch fiir Folgen mit Werten in RY.

UBUNGSAUFGABE 7.7. Konvergiert die Folge (£, -1, ),.en-? Und die Folge (£,n),en-?

1 1 1
n’ n2 n
DEFINITION 7.8. Eine Teilmenge A C RY heifit abgeschlossen, falls der Grenzwert jeder konvergente Folge
(Tn)nen (Mit p = (T1n,y ..., ZNn) € A fiir allen € N) in A liegt.
Eine Teilmenge A C RYN heift offen, falls ihr Komplement RN \ A abgeschlossen ist.

Die mathematische Theorie der offenen und abgeschlossenen Mengen heifit Topologie, und wird in diesem
Kapitel nur skizziert.

BEISPIEL 7.9. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist nicht abgeschlossen, denn es gibt irrationale Zahlen (wie
z.B. e, s. Satz[5.27) die als Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen dargestellt werden kénnen.

35
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(In der Tat gilt mehr: jede irrationale Zahl ldsst sich als Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen darstellen:
man sagt dazu Q ist dicht in R.) O

UBUNGSAUFGABE 7.10. Zeige:

(1) Die Vereinigung unendlich vieler offenen Mengen M,,, n € N, d.h. die Menge der Elementen, die zu jeder
Menge M; gehoren, ist offen.

(2) Der Durschnitt endlich vieler offenen Mengen Mj, ..., My, d.h. die Menge der Elementen, die mindestens zu
einer Menge M, gehoren, ist offen.

(3) Es gibt unendlich viele offene Mengen, deren Durchschnitt nicht offen ist.

UBUNGSAUFGABE 7.11. Zeige:

(1) Der Durchschnitt unendlich vieler abgeschlossenen Mengen M,,, n € N, d.h. die Menge der Elementen, die
mindestens einer Menge M; gehoren, ist abgeschlossen.

(2) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossenen Mengen M, ..., My, d.h. die Menge der Elementen, die jeder
Menge M; gehoren, ist abgeschlossen.

(3) Es gibt unendlich viele abgeschlossene Mengen, deren Vereinigung nicht abgeschlossen ist.

BEISPIEL 7.12. Jede e-Umgebung U (x¢) ist offen. Sei ndmlich (x,),en eine konvergente Folge, deren Glieder
in dem Komplement von U.(z) liegen. Nimm an, ihr Grenzwert Z liegt jedoch in U, (zg), also ||Z — x¢|] < € und
somit existiert € mit Uz(Z) C Ue(zo). Nach Definition von Grenzwert (und Anmerkung[5.15)) gibt es dann N € N,
sodass ||Z — z,|| < &. d.h., sodass z,, € Uz(Z) C Ue(xo) fiir alle n > N. Somit liegt aber z,, fir n > N in der
Menge U.(xg). Dies ist ein Widerspruch dazu, dass z, nach Voraussetzung in dem Komplement von U.(zg) fiir
alle n € N liegt. Eine e-Umgebung ist auch nicht abgeschlossen: warum? O

BEISPIEL 7.13. Seien a,b € R, sodass a < b. Dann ist das offene Intervall (a,b) offen im Sinne der Defini-
tion|7.8 Namlich kann man (a,b) als 1-dimensionale Umgebung U beo (%H’) darstellen, und somit folgt die Aussage
aus Belspiel Auch gilt: jedes offene unbeschréinkte Interval in R ist offen im Sinne der Definition[7.8 O

UBUNGSAUFGABE 7.14. Zeige: Jedes (beschriinkte oder unbeschriinkte) abgeschlossene Intervall in R ist eine
abgeschlossene Menge. Die Umkehrrichtung gilt nicht: finde ein Gegenbeispiel.

BEISPIEL 7.15. Die Menge M aus Beispiel ist abgeschlossen. Sei (15, Zan)nen eine gegen (27, C2) kon-
vergente Folge, deren Glieder in M liegen. Es gilt also 1, > 0, 29, > 0 und 2%, + 23, < 1 fiir alle n € N. Da
alle Glieder x1,, und 9, positiv sind, miissen auch @1, 22 positiv sein: Damit sie beliebig nah an (27, ©3) rankom-
men wiirden sonst (etwa wie im obigen Beispiel) unendlich viele Folgenglieder z1, < 0 und z3, < 0 erfiillen, ein
Widerspruch. Sei 124+ a2 =1+ g, so gibt es nach Definition von Grenzwert und Anmerkung ein N € N,
sodass

21 = @1l = |F2 — zan|l < (21, %2) = (€10, 22n) I = (€1 = 210)° + (G2 — 220)° <&
fiir alle n € N, und somit notwendigerweise 1,2 + 2,2 > 1, ein Widerspruch zur Annahme, dass (21, Z2,) € M
fir alle n € N. O

UBUNGSAUFGABE 7.16. Zeige: Die Menge aus Beispiel ist abgeschlossen.

ANMERKUNG 7.17. Es sollte schon aus der Definition[7.8 klar sein, aber besser ist es dies explizit zu bekriftigen:

e FEine Menge kann gleichzeitig offen und abgeschlossen sein;

e FEine nichtoffene Menge ist nicht notwendigerweise abgeschlossen;

e FEine nichtabgeschlossene Menge ist nicht notwendigerweise offen.
Zum Beispiel erfiillen sowohl die leere Menge als auch R offensichtlich die Definition einer abgeschlossener Menge
und sind somit beide sowohl offen als auch abgeschlossen. Das Intervall [0,1) = {x € R : 0 < z < 1} ist jedoch
weder offen noch abgeschlossen.

DEFINITION 7.18. Eine Teilmenge von RY heifit kompakt, falls sie abgeschlossen und beschrinkt ist.
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BEISPIEL 7.19. Jede e-Umgebung U, (&) ist nicht abgeschlossen: z.B. konvergiert die Folge
- 1 - - - -
<a:—|— (e——,0,... ,O)) gegen (%1 +e,Xa,...,2N) € U(2),
n nZN

wobei N eine natiirliche Zahl bezeichnet, die groB genug ist, dass alle Glieder in U:(Z) liegen. Somit sind e-
Umgebungen auch nicht kompakt. O

UBUNGSAUFGABE 7.20. Ist A C R kompakt, so sind ihr Supremum bzw. Infimum auch Maximum bzw.
Minimum.

BEISPIEL 7.21. Die Menge aus dem Beispiel [7.3] ist kompakt. O
BEISPIEL 7.22. Die Menge aus dem Beispiel [7.4] ist nicht kompakt. O

ANMERKUNG 7.23. Obwohl die algebraische Struktur von C bzw. R? unterschiedlich sind, die Norm eines
Elements in beiden Réumen gleich definiert. Ist niimlich z = (x1,22) € R? bzw. 2 = (Rex,Imz) € C, so ist ihre
Norm ||z]| = v/(21)% + (22)2 bzw. ||z = /(Rez)? + (Imx)2. Somit sind die topologischen Eigenschaften von C
und R? gleich: genauer gesagt ist jede Menge A C R? genau dann beschrinkt /abgeschlossen /offen /kompakt, wenn
A = {(Rex,Imz) € C : (z1,22) := (Rex, Imz) € A} beschriinkt/abgeschlossen/offen/kompakt ist.

Der Begriff von Teilfolge wird in der Ubungsaufgabe [12.22 eingefiihrt. Er erlaubt uns jetzt eine wichtige
Charakterisierung der kompakten Teilmengen von RY zu formulieren (ohne Beweis).

SATZ 7.24. Eine Teilmenge A C RY ist genau dann kompakt, wenn jede Folge (v, )nen mit x, € A fiir alle
n € N eine Teilfolge besitzt, welche gegen einen x € A konvergiert.






KAPITEL 8

Stetige Funktionen

Den Begriff einer Funktion haben wir bereits im Kapitel 2 eingefiihrt, wobei allgemeine Funktionen (d.h.,
Funktionen zwischen zwei beliebigen Mengen) recht wenige Eigenschaften haben, sodass ihre abstrakte Theorie
ziemlich arm ist. Plotzlich ist alles anders, wenn wir uns auf numerische Funktionen einschrianken.

Der Einfachheit halber fithren wir die Definition von Stetigkeit gleich auch im komplexen Fall ein. Vorsicht!
Wir betrachten nur den einfacheren Fall einer Funktion mit Werten in R oder C (obwohl sie moglicherweise auf
einer Teilmenge von RY definiert werden konnte). Es ist besonders wichtig, dass der sog. Wertebereich f(A) einer
Funktion f : A — C eine Teilmenge von C ist und somit kann man die Begriffe und die Theorie des vorigem
Kapitels anwenden.

DEFINITION 8.1. Sei A C RN. Sei f: A — C. Man sagt, dass f gegen y € C fiir x gegen xg € RN konvergiert
(xo nicht notwendigerweise Element von A!l), falls fiir alle € > 0 ein 6 > 0 ezistiert so, dass |f(x) — y| < e sobald
x € A und ||z —xo|| < 0. Man schreibt dann limy,_.., f(x) = f(xo). In diesem Fall heifit y Grenzwert von f fiir
x gegen xg.

Obwohl Analysis bereits in 17. Jahrhundert vergleichsméssig reif war, wurde der moderne Begriff von Kon-
vergenz von Funktionen erst von Karl Weierstral am Ende des 19. Jahrhunderts formuliert.

Die obige Definition kann offensichtlich auch fiir den Fall einer Funktion f : A — C mit A C C &hnlich
eingefiihrt werden.

Der Vollstédndigkeit halber definieren wir auch den Begriff von uneigentlicher Konvergenz, falls die Zielmenge
einer Funktion R ist.

DEFINITION 8.2. Sei A C RN, Sei f : A — R. Man sagt, dass f gegen +oo (bzw. —o00) fiir x gegen xg €
RN konvergiert (xo nicht notwendigerweise Element von A!), falls fiir alle M > 0 ein 6 > 0 existiert so, dass
flx) > M (bzw. f(z) < —M) sobald v € A und ||z — xo|| < §. Man schreibt dann limg_.,, f(z) = oo (bzw.
limg ., f(z) = —00).

BEISPIEL 8.3. Die identische Funktion f: C 5 x — z € C konvergiert gegen y fiir x gegen jedes y. (]

BEISPIEL 8.4. Sei a € C. Die konstante Funktion f : C 3 z — « € C konvergiert gegen « fiir x gegen jedes
Y- O

BEISPIEL 8.5. Betrachte die Funktion f : R — R, die durch

15 falls ¢ # 0,

)= { 0, fallsx =0,
definiert wird. Dann konvergiert f nicht gegen 0, fiir z gegen 0. Sei ndmlich ¢ = 1, dann gibt es fiir § beliebig
klein stets ein z € R so, dass |z — 0| < § und dennoch |f(z) — f(0)| = |f(x)] = & > 1. O

] =

SATZ 8.6. Sei A C RN. Dann ist eine Funktion f : A — C genau dann gegen y fiir x gegen xo konvergent,
wenn Uim, o, f(z,) =y fir jede gegen xo konvergente Folge (xy)nen, sodass x, € A fiir alle n € N.

BEWEIS. Sei f gegen y konvergent, fiir x gegen xg, und sei (x,)n,en eine gegen x konvergente Folge. Laut
Anmerkung reicht es zu zeigen, dass fiir alle e > 0 ein N € N existiert so, dass |f(z,) —y| < € fiir allen > N.

39
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Sei also € > 0. Nach Voraussetzung gibt es § > 0 so, dass
(8.1) x € Aund ||z — x| < impliziert |f(z)—y| <e.

Da aber lim,, ., @, = 2, nach Definition von Konvergenz (bzw. laut Anmerkung [5.15|) gibt es also fiir das obige
0 > 0ein N € N, sodass

(8.2) lwn — ol < fiir alle n > N.
Wegen (8.1) und (8.2)) gilt also: Es gibt fiir alle e > 0 ein N € N, sodass
(8.3) |f(zn) —y| <e firallen > N,

was zU zeigen war.
Sei umgekehrt lim,, . f(x,) =y fir jede gegen xy konvergente Folge (x,,)nen, sodass x,, € A fiir alle n € N.
Sei € > 0 aber gelte die Konvergenzbedingung nicht, also gebe es fiir alle § > 0

e £ € Amit ||z — x| <0 und dennoch
o [f(z) — f(zo)| Z &
Insbesondere gebe es also fiir alle n € N* ein N € N so, dass x,, erfiillt ||z — z,|| < % := 0 — und somit werde
eine gegen x konvergente Folge (x,,)nen gebildet — aber auch |y — f(z,,)] > € — und somit keine gegen y konvergente
Folge (f(xn))nen. Das ist ein Widerspruch zur Annahme. O

Es ist wie iiblich moglich, Rechenregel zu beweisen, welche die Uberpriifung der Konvergenz vereinfachen.
SATZ 8.7 (Rechenregel fiir Konvergenz von Funktionen). Sei A C RY. Gegeben seien zwei Funktionen f,g :

A — C, welche gegen yy bzw. 2y fiir x gegen xg konvergieren. Dann gelten die folgenden Rechenregel.
(1) Die Funktion (f + g) konvergiert gegen yo + zo fiir x gegen xo, wobei
(f+9):z— fx)+g(x), zeA

(2) Die Funktion (f - g) konvergiert gegen yozo fiir x gegen xq, wobei

(fg):x— flz)g(x), xe€A
(3) Ist g(x) # 0 fiir alle x in einer e-Umgebung von xo und ist zo # 0, so konvergiert die Funktion 5 gegen £

fiir x gegen xg, wobei
f f(z)

—ixe — x € A.
g g(x)
(4) Sei zusditzlich B C C und h : B — C so, dass yo € B. Konvergiert auch h gegen wq fir y gegen yo, so
konvergiert h o f gegen wq fiir x gegen xo, wobei

(hof):iwm h(f(x), €A

BEWEIS. (1) Sei € > 0. Dann gibt es 61,03 so, dass |f(x) — yo| < § und |g(z) — 20| < § fiir alle z € A mit

|z — x| < 01 bzw. |x — xg| < d2. Sei nun § := min{dy, d2 }, so gilt
e €
I(f +9)(@) = (yo + 20) < [f(2) —yol +9(z) —20] <5 +5=¢

fiir alle x so, dass |z — o] < 0.

(4) Sei e > 0. Dann gibt es n; so, dass |h(y) — wo| < ¢ fiir alle y € B mit |y — yo| < m1. Sei zusétzlich ny > 0
so, dass die Umgebung U, (yo) C B und setze 1 := min{n;,n2}. Zu diesem 7 gibt es nun § > 0, sodass f(z) € B
und |f(x) — yo| < n fiir alle x € A mit | — x| < §. Insgesamt gilt fiir alle © € A so, dass |x — xg| < , auch
[f(x) = yol <7 und somit |(ho f)(x) — wo| = |h(f(x)) — wo| <e. 0

UBUNGSAUFGABE 8.8. Fiihre den Beweis vom Satz (2)7(3) durch.

UBUNGSAUFGABE 8.9. Bestimme

: 1 2 1 .
(1) hmwg’l (x+3 ~ 3z+5 zfl)’
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(2) limg_., 2" =1 "in Abhingigkeit von n,m € N und a € R.

am—17

ANMERKUNG 8.10. Die Funktion h o f heiit Verkettung von f und h. Achtung: die Bedingung f(A) C B ist
notig, damit man die verkettete Funktion iiberhaupt definieren kann.

Wir koénnen jetzt den Begriff einer stetigen Funktion einfithren. Anschaulich bezeichnet Stetigkeit die Eigen-
schaft einer Funktion, einen sprungfreien Graph zu haben. Genauer gesagt

DEFINITION 8.11. Sei A eine Teilmenge von RN und xy € A. Dann heifit eine Funktion f : A — C in xg
stetig, falls sie gegen f(xq) fir x gegen xo konvergiert. Sie heifit in A stetig (oder einfach stetig), falls sie in
jedem xq € A stetig ist.

ANMERKUNG 8.12. Es gibt mehrere Griinde, warum eine Funktion in einem zy unstetig ist. Man kann in der
Tat Unstetigkeitspunkte einer Funktion klassifizieren. Wir verzichten darauf und verweisen auf [I, § VI.1.5].

BEISPIEL 8.13. Laut Beispiel ist die identische Funktion stetig x +— x auf C. O
BEISPIEL 8.14. Sei o € C. Laut Beispiel ist die konstante Funktion x — « stetig auf C. O

UBUNGSAUFGABE 8.15. Zeige: Ist eine Funktion f in A stetig, so ist sie auch in jeder Teilmenge A von A
stetig.

UBUNGSAUFGABE 8.16. Zeige: Eine numerische Folge, also eine Funktion f : N — C, ist immer stetig.
In folgendem Satz wird eine wichtige dquivalente Bedingung fiir die Stetigkeit einer Funktion formuliert.

SATZ 8.17. Sei A eine offene Menge von RN . So ist f : A — C genau dann in o € A stetig, wenn fiir jede
gegen xo konvergente Folge (z,,)nen, deren Glieder in A liegen, auch lim, o f(x,) = f(xo) gilt.

BEWEIS. Sei zg € A und f : A — C. Nach Definition ist f in z( stetig, wenn lim, . f(z) = f(xo) und das
ist nach Satz genau dann der Fall, wenn fiir jede gegen xg konvergente Folge (z,,)nen, deren Glieder in A
liegen, auch lim,, o f(z,) = f(xo) gilt. O

Das obige Kriterium 148t sich kaum im positiven Beweisen der Stetigkeit einer Funktion anwenden, doch ist
es sehr geeignet, um zu iiberpriifen, dass eine Funktion nicht stetig ist.

BEISPIEL 8.18 (Dirichletfunktion). Definiere eine Funktion D : R — R durch

D(x) = 1, fallsz e @
~]o0, fallsz ¢ Q.

Sowohl Q als ihr Komplement in R sind unendliche Mengen, doch sind wie bereits bekannt die irrationalen Zahlen
“mehr” als die rationalen, denn Q ist eine abzidhlbare Menge. M&chte man also den Graph von D skizzieren
sollte man der Funktion D unendlich oft den Wert 1 zuordnen, doch nur in der “absoluten Minderheit” der
Stellen im Definitionsbereich. Ist D stetig? Nein, D ist nicht stetig, und sogar stetig in keinem Element ihres
Definitionsbereichs: denn man kann jede Zahl x mit (mindestens) zwei verschiedenen Folgen annihern, welche
jeweils aus nur rationalen bzw. nur irrationalen Zahlen bestehen. In deren Folgenglieder ausgewertet wére dann
die Funktion D identisch 1 bzw. 0 und wiirde somit auch gegen 1 bzw. 0 konvergieren, was der Bedingung in
Satz widerspricht.

Die Funktion D wird oft Dirichletfunktion nach Peter Gustav Lejeune Dirichlet genannt.

Eine Variante der Dirichletfunktion ist die sogenannte Popcorn-Funktion P : R — R, welche von Carl Johannes
Thomae eingefithrt wurde. Sie wird durch

% falls x = % € Q in gekiirzter Form,
0 falls x € Q,

definiert. Man kann zeigen, dass P in jeder irrationaler Zahl unstetig und in jeder rationaler Zahl stetig ist.

fx) =
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(Umgekehrt kann es keine Funktion geben, welche in jeder rationaler Zahl unstetig und in jeder irrationaler
Zahl stetig ist, vgl. http://en.wikipedia.org/wiki/Thomae’s _function#Follow-up.) O

In Definition haben wir bereits die komplexe Exponentialfunktion eingefiihrt, mittels der auch die
trigonometrischen und hyperbolische Funktionen definiert werden konnen, vgl. Beispiel Nun zeigen wir,
dass sie stetig ist.

SATZ 8.19. Die Exponentialfunktion exp : C — C ist stetig.

BEWEIS. Wir werden erst zeigen, dass exp in 0 stetig ist, und werden dann den allgemeinen Fall betrachten.
Wir merken zuerst, dass nach Definition

|exp(z) —exp(0)] =

A
=
]

~
=
IA
=

N

=

=

also fir z € C mit |z| < 1 gilt wohl |exp(z) — exp(0)| < |z|exp(l). Mit einem dem Sandwichsatz fiir Folgen
ahnlichen Argument impliziert dies, dass lim, ¢ | exp(z) — exp(0)| = 0, also lim,_,¢ exp(z) = exp(0) und exp ist
in O stetig.

Sei nun w € C und betrachte eine Nullfolge (2, )ren. Jede gegen w konvergente Folge ist tatséchlich von der Form
(w + 2 )nen. Dann ist dank und der Stetigkeit der Exponentialfunktion in 0

lim exp(w + z,) = exp(w) lim exp(z,) = exp(w) exp(0) = exp(w),
n—00 n—oo
also ist exp auch in w stetig. (Il

UBUNGSAUFGABE 8.20. Betrachte die Funktion

-1
L falls x # 1
- T—1 )
f@): { 3 falls = 1.

Zeige, dass die Funktion auf R nicht stetig ist. Kann man die Definition der Funktion in = 1 so dndern, dass die
dementsprechend modifizierte Funktion stetig auf R wird?

Wir werden die folgende Definition brauchen.

DEFINITION 8.21. Sei A Teilmenge von R. Fine Funktion f : A — R heifft monoton wachsend (bzw.
fallend), falls f(z) > f(y) (bzw. f(z) < f(y)) fir alle x > y. Sie heifit streng monoton wachsend (bzw.

fallend), falls f(x) > f(y) (bzw. f(x) < f(y)) fir alle x > y.

ANMERKUNG 8.22. Andere wichtige Eigenschaften der Exponentialfunktion sollten erwihnt werden:

e Fiir reelle Argumente nimmt die Exponentialfunktion reelle Werte an, als konvergente Reihe mit reellen
Summanten.

e Die Einschrinkung der Exponentialfunktion auf R ist streng monoton wachsend. Zum Beweis davon,
muss man nur merken, dass Monotonie einer Funktion f dazu &dquivalent ist, dass i (fr';)h ) > 1 fiir alle

2,z + h im Definitionsbereich von f, sodass h > 0. In der Tat folgt aus exp(z + h) = exp(x) exp(h), dass

f(z+h)
f(x)

:exp(h)zl—i—zﬁ > 1.
k=1 "
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e In der Tat ist exp(x) > 0 fiir alle z € R. Denn exp(0) = 1 und somit exp(z) > 1 fiir alle x > 0 aufgrund
der Monotonie. Nun folgt aus (6.5), dass exp(y)~! = exp(—y) und somit ist fiir alle y < 0

1

— >0,
exp(—y)

exp(y) =

da —y > 0.

BEISPIEL 8.23. Sei A eine beschriankte Teilmenge von R und betrachte die sog. charakteristische Funktion
von A, d.h. die Funktion f: R — R, sodass f(z) =1 falls x € A und f(z) = 0 sonst. Dann ist f in a := sup A

unstetig. Denn fiir e = £ und alle § > 0 gilt wenn a € A (bzw. wenn a ¢ A)

[f(a) = fly)|=1> % fir alle y € (a,a+ ) (bzw. fur alle y € (a — §,a)).

Ahnlich zeigt man, dass f auch in b := inf A unstetig ist. |

Nach Definition von Stetigkeit einer Funktion sowie der Rechenregel aus Satz kann man die folgenden
unmittelbar beweisen.

SATZ 8.24 (Rechenregel fiir stetige Funktionen). Sei A C RY. Gegeben seien zwei Funktionen f,g: A — C,
welche in xg € A stetig sind. Dann gelten die folgenden Rechenregel.
(1) Die Funktion (f + g) ist in xq stetig.
(2) Die Funktion (f - g) ist in zo stetig.
(3) Ist g(x) # 0 fiir alle x in einer e-Umgebung von xg, so ist die Funktion 5 in xqo stetig.
(4) Sei zusditzlich n > 0 so, dass f(A) C U, (f(x0)) ist. Ist h: Uy(f(xo)) — C in f(xo) stetig, so ist die Funktion
ho f in xq stetig.

ANMERKUNG 8.25. Vorsicht! Wihrend jede Summe und jedes Produkt zweier stetigen Funktionen stetig (vgl.
Satz [8.24](2)) ist, kann das Produkt zweier unstetigen Funktionen auch stetig sein: betrachte z.B. die Dirichlet-
funktion D aus dem Beispiel Dann sind D und offensichtlich auch 1 — D : z — 1 — D(x) unstetig, doch sind
D + (1 — D) sowie D(1 — D) stetig: die erste ist die Funktion mit konstantem Wert 1, die zweite ist die Funktion
mit konstantem Wert 0. Sie sind somit auf R stetig.

BEISPIEL 8.26. Es folgt aus dem Beispiel und dem Satz (2), dass auch die Potenzfunktion x — z"
fiir alle n € N auf C stetig ist. Allgemeiner folgt aus den obigen Rechenregeln: fiir alle ay, ..., «, definiert das
Polynom ag + a1z 4+ asz? + ... + a,z™ vom Grad n eine auf C stetige Funktion. Weiter gilt: fiir alle o, .. ., Bm
ist die sogenannte rationale Funktion
ap +o1x+ ...+ apx”
Bo+ Brz + ...+ Bmz™
auf C\ D stetig, wobei D die Vereiningung der (hdchstens m) komplexen Nullstellen des Polynoms o + 1z + ... + Gnaz™
ist, welche nach dem Fundamentalsatz der Algebra existieren. Dabei darf € > 0 beliebig klein gewéhlt werden. O

ANMERKUNG 8.27. Sei f eine Funktion mehreren Variablen, welche aber nur von einer Variable z,,, explizit
abhéngt, wie z.B. die Funktion f : (z,y) — 2y. Die Funktion f ist genau dann stetig, wenn nur ihre Abhéngigkeit
von z,, stetig ist.

Betrachte nun eine Funktion g von n Variablen, welche sich als Summe, Produkt oder Verkettung von n Funk-
tionen f1, fa,..., fn einer Variablen darstellen lisst, wie z.B. f(x,y) = fi(z)f2(y). Sind dann alle Funktionen
f1, fa, ..., fn stetig, so ist auch f stetig.

UBUNGSAUFGABE 8.28. Betrachte die Funktion f, die durch

0 wenn x =y = 0,

f(xa y) = { ry SOHSt,

I2+y2
definiert wird. Zeige, dass f : R> — R nicht stetig ist, und dass jedoch f(-,y) : R — R fiir alle y € R stetig ist,
sowie f(x,-) : R — R fiir alle z € R.
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BEISPIEL 8.29. Die Funktion f : R? — R, welche durch
1T
f(.rl,l'Q) = 12 2
Yi1y2

definiert wird, konvergiert gegen 522 fiir (x1, z2) gegen jedes (y1,y2). So liefert f(z1,x2) bekanntlich den Flicheninhalt
eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn man mit x1, xo die Lange seiner Katheten bezeichnet. Diese Funktion ist also
stetig. (I

BEISPIEL 8.30. Die sogenannte Zustandsgleichung ist das Gesetz, welches das Volumen V eines idealen Gases
in Abhéngigkeit von Druck p, Masse m und Temperatur T' beschreibt. Sie lautet

T
V(p,m,T) =Rm7,

wobei R ~ 8,314472 die universelle Gaskonstante ist. Laut Anmerkung [8.27]ist diese Funktion stetig. (]

BEISPIEL 8.31. Wie bereits im Beispiel [6.27] antizipiert definieren wir die komplexen trigono-metrischen Funk-
tionen cosinus und sinus durch
o 5 — exp(iz) + exp(—zz)7 I exp(iz) — 'exp(—zz)7
2 21
Es ist unmittelbar klar, dass die Abbildung z +— iz auf C stetig ist, und somit auch ihre Verkettung z — exp(iz)
mit der Exponentialfunktion. Schliellich folgt aus der Rechenregel im Satz (1), dass auch cos und sin auf C
stetig sind. Wie im Beispiel erklért stimmen die komplexen mit den iiblichen, geometrisch motivierten (reellen)
trigonometrischen Funktionen iiberein, falls das Argument z reell ist. Ubrigens erlaubt die Definition dieser Funk-
tionen auch eine Darstellung als Reihen, auf Basis der entsprechender Reihendarstellung der Exponentialfunktion:
somit gilt

z eR.

© 2k

z
cosz=)» (1) , z €C,
2"
sowie
o0 L 22
sin 2 = —1)F eC.
sin z kz:%( ) k1) z
Dies zeigt unmittelbar, dass cos eine gerade Funktion ist und sin eine ungerade Funktion, d.h. cos(—z) = cos(z)
bzw. sin(—z) = —sin(z) fiir alle z € C. O

Seien f,h : C — C Funktionen. Das Problem, eine Funktion g zu finden, welche die Gleichung f 4+ g = h oder
f+g=h (im Sinne vom Satz[8.7)) erfiillt, ist leicht: die Losung ist die Funktion g, welche durch g(z) = h(z) — f()
bzw. (falls f(z) # 0 fiir alle x € C) g(z) = % definiert ist. I.A. viel schwieriger ist das Problem, ob die Gleichung

f
fog = h eine Losung hat, also ob man eine Funktion g finden kann, deren Verkettung mit f die Funktion A liefert.

DEFINITION 8.32. Seien A, B C C und f : A — B eine Funktion. Existiert eine Funktion g : B — A so, dass
fog: B — B gleich der identischen Funktion ist, also

flg(z)) == fiir alle x € B,
so heifit f~1:= g die Inverse oder Umkehrfunktion von f in B, und f heifit in B invertierbar.
Die Ezistenz einer solchen Inverse ist i.A. schwer zu beweisen: Hinreichende und notwendige Bedingung ist
dazu, dass die Funktion bijektiv ist.

ANMERKUNG 8.33. Sei f: A — R, wobei A C R. Ist f streng monoton, d.h. es gilt entweder
o f(x) < f(y) fir alle z,y € A so, dass z < y, oder
o f(x) > f(y) fir alle z,y € A so, dass x < y
so ist f, als Funktion von A nach f(A) versehen, bijektiv und somit invertierbar. Im ersten Fall sagt man, dass
die Funktion monoton wachsend ist, im zweiten Fall monoton fallend.
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ANMERKUNG 8.34. Ist die Umkehrfunktion einer stetigen Funktion stetig? Im Allgemeinem nicht. Ein Gegen-
beispiel erhilt man, indem die Funktion f : (0,1) U [2,3] — R betrachtet wird, wobei

= falls z € (0,1),
flw) = { x—1 fallsz € [2,3).
Die Funktion ist in jeder der beiden Teilmengen ihres Definitionsbereiches stetig, da eine gegen 2 konvergente
Folge (2, )nen deren Glieder im Definitionsbereich von f liegen notwendigerweise aus Elemente von [2, 3) besteht,
sodass lim,, e f(x,) = lim, oo 2, — 1 = =14 lim,, o ¢, = —14+2 = 1. Also ist das Bild von f die Menge (0, 2)
und die Umkehrfunktion ist durch

. o €T falls x € (O, 1)a

sodass sie in 1 unstetig ist. Stetige invertierbare Funktione, deren Umkehrfunktion ebenfalls stetig ist, heiflen
Homdéomorphismen.

Wir werden im néchsten Kapitel sehen, dass die Stetigkeit einer Umkehrfunktion ist durch eine stiarkere Regular-
itdtsannahme gesichert ist, vgl. Satz [9.11](4).

Den folgenden Satz erwéhnen wir ohne Beweis, s. [4] § 7.2].

SATZ 8.35. Seien A C R ein Intervall und B C C und sei f : A — B eine bijektive stetige Funktion. Dann ist
auch die Umkehrfunktion f~': B — A von f stetig.

ANMERKUNG 8.36. Die Definition der Stetigkeit durch ¢ und § gilt fiir viele als der Inbegriff der mathema-
tischen Pingelichkeit. Doch gibt es gute Griinde fiir die obige Definition: obwohl fast alle {ibliche Funktionen,
welche durch ein analytisches Gesetz hingeschrieben werden konnen, stetig sind, ist von Jean-Baptiste Joseph
Fourier beobachtet worden, dass es Beispiele von Funktionen gibt, die iiber eine Reihe definiert werden und doch
unstetig sind. Die Definition geht auf Bernard Bolzano zuriick, der sie 1817 eingefiihrt hat. Eine dquivalente
Formulierung wurde aber im Satz vorgestellt, s. auch [II, § VI.4].

Auch die empirische Definition, der Graph einer stetigen Funktion soll keinen Sprung entahlten, ist manchmal
irrefithrend: tatséchlich ist jede Funktion stetig, deren Graph sprungfrei ist — doch gibt es nicht immer eine treue
graphische Darstellung der Funktion, vgl. Beispiel Zwei weitere Beispiele liefern z.B. die Funktionen

f:acb—>{ Bm(%) falls x # 0,

sonst,

und

) x sin (l) falls x # 0,
g-r= { 0 ‘ sonst,
welche in der Ndhe von x = 0 so schnell oszillieren, dass das genaue Plotten unméglich wird. In der Tat ist die

Funktion f in 0 unstetig, die Funktion g jedoch in 0 stetig.

Die folgende Aussage formalisiert schlieBlich die Vorstellung, bei dem Graph einer stetigen Funktion ldgen
keine Sprunge vor, d.h. ihr Wertebereich sei liickenfrei. Sie wurde 1817 von Bernhard Bolzano bewiesen.

SATZ 8.37 (Zwischenwertsatz). Seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R stetig. Dann nimmt f jeden Wert
zwischen f(a) und f(b) mindestens einmal an.

BEWEIS. Sei 0.B.d.A. f(a) < f(b) (sonst lduft der Beweis im Wesentlichem gleich) und betrachte v €
[f(a), f(b)]: Man will zeigen, dass ein = € [a,b] existiert, mit f(x) = ~. Definiere rekursiv zwei Folgen (ay)nen
und (b, )nen derart, dass b, — a, = %(bn_l — ap—1) und v € [f(an), f(b,)] fir alle n € N. Setze z.B. ag = a
und by = b. Nun betrachten wir die Stelle ¢y = %(ao +bo). Ist f(co) <, so setze a; = ¢p und by = by, andern-
falls a1 = ag und by = ¢g. Dann betrachtet man die Stelle ¢; = %(al + by) und verfihrt genauso um as, bs zu
konstruieren, usw. Dadurch werden wohl zwei Folgen (a,)nen, (an)nen rekursiv definiert. Dabei gilt stets, dass
bp — @y = 2(by—1 — ap—1) fiir alle n € N* und 7 € [f(ay), f(by)].
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Da die Léinge b, —a, des Intervalls [a,,, b,,] gegen 0 konverg1ert muss laut Satz[5.19|limy, o0 @, = limy, o0 by, =:
x gelten, und somit wegen der Stetigkeit von f und des Satzes auch lim,, o f(a,) = lim, o f(bn) =: f(z).
Da stets Intervall f(a,) < v < f(by,) gilt, folgt wegen des Sandwmhsatzes lim, oo f(an) = v = lim,—00 f(bn).
Somit ist f(z) = 7. O

ANMERKUNG 8.38. Die im Beweis vom Satz angewandte Methode heifit Bisektionsverfahren. Sie erlaubt
die algorithmische Bestimmung von Nullstellen von beliebingen stetigen Funktionen, vgl. auch [6, § 6.3]. Hat eine
Funktion zusétzliche Eigenschaften, so kann man effizientere numerische Schemata benutzen, wie wir im néchsten
Kapitel zeigen werden.

Als Anwendung des Zwischenwertsatzes erhalten wir die folgenden Resultate.

SaTz 8.39 (Existenz einer positiven n. Wurzel). Sind o > 0 und n € N*, so hat die Gleichung 2™ = « eine
positive Lisung, welche (positive) n. Wurzel von a heifit und mit Y/« bezeichnet wird.

Beweis. Definiere eine Funktion f(z) := 2" —a. Dann ist f(0) <0und f(1+a) = (1+a)"—a > 1+na—a =
1+ (n— 1)a > 0 aufgrund der Bernoullischer Ungleichung aus der Ubungsaufgabe Die Funktion f ist wegen
der Rechenregeln offensichtlich in [0,1 + «] stetig und somit gibt es laut Satz ein z € [0,1 + af, sodass
f(z)=0. O

Somit ist die Potenzfunktion z +— 2™ bijektiv von (0, 00) nach (0,00). Sie ist stetig nach Beispiel und
somit ist laut Satz auch ihre Umkehrfunktion stetig.

SATZ 8.40. Die Einschrinkung der Exponentialfunktion ist bijektiv von R nach (0,00).

BEWwEIs. Da die Funktion exp streng monoton ist, ist sie notwendigerweise injektiv. Um zu zeigen, dass sie
auch surjektiv ist, sei ¥y > 0 und betrachte die Félle y > 1 und y < 1. Ist y > 1, so gilt exp(0) = 1 und

exp(y) =1+y+> res 7{7}? > 1+ y, also liefert der Zwischenwertsatz die Existenz eines « € R, sodass exp(z) = y.
Ist nun 0 < y < 1, so folgt aus der Monotonie der Exponentialfunktion und der Tatsache, dass exp(0) = 1, dass
ein solches # notwendigerweise & < 0 erfiillen soll. Es ist y=! > 1 und somit gibt es # € R, sodass exp(z) = y~!
Nach ist dann y = exp(Z) 7! = exp(Z71). O

ANMERKUNG 8.41. Aus der Bijektivitiat der reellen Exponentialfunktion folgt unmittelbar die Existenz einer
Umkehrfunktion (0, 00) — R, also einer Funktion log so, dass

x = log(y) falls y = exp(z).

Diese Funktion wird natiirlicher Logarithmus, oder einfach Logarithmus, genannt. Die folgenden Eigenschaften
sind unmittelbare Konsequenzen der Definition des Logarithmus bzw. der Exponentialfunktion:

log(zy) = log(z) + log(y) fiir alle =,y > 0;
log(a?) = plog(x) fiir alle x > 0 und p € Q;
log ist auf (0, 00) streng monoton wachsend,;

lim, o0 1°g}‘) =0.

Insbesondere besagt dieser Grenzwert, dass die Logarithmusfunktion langsamer als jede Potenz wéchst. Dariiber
hinaus folgt aus dem Satz dass die Logarithmusfunktion auf (0, c0) stetig ist.

Es ist moglich, eine komplexe Erweiterung der Logarithmusfunktion zu definieren. Dies geht weit iiber diese
Vorlesung hinaus, kann aber z.B. in [4], § 8.10] nachgeschlagen werden.

UBUNGSAUFGABE 8.42. Sei f : [0,1] — [0, 1] stetig. Zeige: es gibt ¢ € [0,1] mit f(x¢) = z¢. Man sagt, dass
xg ein Fizpunkt von f ist. (Hinweis: Betrachte die Funktion g : [0,1] 2 = — f(x) — x € R. Zeige, dass g eine
Nullstelle hat.)
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UBUNGSAUFGABE 8.43. Nimm an, die Temperatur auf der Erde wird in jedem Zeitpunkt von einer stetigen
Funktion beschrieben. Bezeichne also mit f(¢) die Temperatur im Punkt auf dem Aquator mit geographischer
Lénge U € [—180,180]. Aufgrund der Stetigkeit ist f(—180) = f(180). Zeige, dass es mindestens zwei Punkten auf
dem Aquator gibt, die gleiche Temperatur haben.

ANMERKUNG 8.44. Seia > 0. Man definiert die Ezponentialfunktion zur Basis a durch exp,(z) := exp(zlog(a)),
z € C, und schreibt manchmal auch o fiir exp,(z). Folgende Eigenschaften gelten:

e Die Exponentialfunktionen sind stetig: Weil log(a) konstant ist, ist g : z +— zlog(a) stetig, und somit
auch exp, = expog, denn exp ist stetig.

e Die Exponentialfunktionen sind auf R streng monoton wachsend (bzw. fallend) falls ¢ > 1 (bzw. a < 1).
Denn wenn a > 1 (bzw. a < 1) ist log(a) > 0 (bzw. log(a) < 0), also ist exp,(z) = exp(za) mit a > 0
(bzw. a < 0), also folgt die Monotonie aus der Monotonie der Exponentialfunktion exp.

e s gilt exp, (2 + w) = exp,(2) exp, (w) fiir alle w, z € C sowie expey,, (2)(y) = exp,(zy) fiir alle z,y € R,
weil

expy(z +w) = exp((z+w)log(a)) =

exp(zlog(a) + wlog(a))
= exp(zlog(a)) exp(wlog(a)

) = exp, (=) exp, (w)
sowie
CXPexp, () (¥) = exp(ylog exp, (x)) = exp(y log exp(z log(a))) = exp((yx)log(a)) = exp, (xy).
e Seiz="€Qmitne N und n € N*. Dann gilt exp, () = ¥/a, weil exp,(Z) = exp(Lnlog(a)) =

exp(nlog(a))m = cxpa m = /exp,(n Vam gilt.
e Fiir alle n € N* gilt aw = {7&.

Man schreibt a* := exp,(z). Diese schreibweise ist konsistent, denn exp, = exp.
UBUNGSAUFGABE 8.45. Sei f(x) := ﬁ—: Bestimme den Grenzwert von f(z) fiir  — oo und 2 — 0.

UBUNGSAUFGABE 8.46. a) Sei f : R — R eine Funktion mit f(1) = e, die stetig in 0 ist, und f(z+y) = f(z)f(y)

fiir alle z,y € R erfiillt. Zeige

(i) f(0)=1.

(ii) f(nz) = f(x)" fir alle z € R und n € N.

(iii) f(r) =e€" fur alle r € Q.

(iv) f ist stetig auf R.
(v) f(x) =exp(x) fir alle x € R.
)

b) Sei f: R — R stetig, sodass f(z+y) = f(x)f(y) fir alle z,y € R. Zeige: Es gibt ¢ > 0, sodass f(z) = cexp(x).

Da laut Satz exp eine stetige Funktion auf C ist, folgt unmittelbar dank der Rechenregeln, dass auch die
trigonometrischen Funktionen cos und sin sowie ihr Quotient tan stetig sind.

BEISPIEL 8.47. Man sieht wie fiir die Exponentialfunktion, dass auch die Einschrinkungen von sin und cos auf

R reellwertig sind. Man kann sogar zeigen, dass die Einschrankungen sin : [-75, 7] — R sowie cos : [0, 7] — R streng
monoton wachsend und somit injektiv sind. Dank dem Zwischenwertsatz folgt schlielich, dass sin : [-F, 5] —

[—1, 1] sowie cos : [0, 7] — [—1, 1] auch surjektiv sind. Somit sind sie bijektiv und invertierbar: ihre Umkehrfunktion
nennt man Arcussinus (arcsin) bzw. Arcuscosinus (arccos). Auch die Funktion Tangens, welche durch
sin(z) Tow
() = S0 (LT
n(z) cos(x) v 272

definiert wird, ist bijektiv und somit invertierbar: ihre Umkehrfunktion heifit Arcustangens und wird durch arctan
bezeichnet. ]
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Betrachte einen Kreis mit Radius 1, also die Menge K := {(z,y) € R? : 22 + y? = 1}. Wir haben schon
angemerkt, dass die mittels Exponentialfunktionen definierten sin(y) bzw. cos(¢) den Koordinaten des Punktes
(z,y) entsprechen, sodass die Linge des Bogens zwischen (1,0) und (z,y) genau ¢ ist. Man kann eine dhnliche
Konstruktion auch fiir eine Parabel wiederholen, also fiir die Menge P := {(z,y) € R? : 22 — 3?> = 1}. Dies fiihrt
zur Einfithrung der sog. Hyperbelfunktionen cosh : R — R sinh : R — R, sowie tanh : R — R, welche durch

z —z zZ _ ,—z inh
cosh(z) := %, sinh(z) := % und tanh(z) := zih((z,

z € R,

definiert werden.

UBUNGSAUFGABE 8.48. a) Zeige, dass die Funktionen cosh und sinh stetig auf C sind. Bestimme einen Defi-
nitionsbereich, auf dem tanh stetig wird.
b) Zeige, dass fiir alle z,y € R

sinh(z + y) = cosh(z) sinh(y) + sinh(x) cosh(y),
cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(x) sinh(y),
cosh?(z) — sinh?(z) = 1.
¢) Zeige: Die Einschrinkungen von cosh, sinh, tanh auf R sind reellwertige Funktionen; sinh und tanh sind auf

R streng monoton wachsend, wobei cosh ist auf (—oo, 0] streng monoton fallend und auf [0, c0) streng monoton
wachsend.

UBUNGSAUFGABE 8.49. [...] So tabellierte um 1325 Nahm al-Dim al-Misri in Kairo eine Funktion mit drei
Variablen, f(x,y,z) [...] Die Tabelle berechnete die Zeit seit dem Aufgang der Sonne oder irgendeines Sternes. x
zeigt die Mittagshdhe der Sonne oder die maximale Gestirnshéhe an, y die augenblickliche Hohe und z die halbe
Linge des Tageslichts oder den Halbkreis, in dem ein Stern sichtbar ist. Die zugrunde liegende Funktion lautet:

f(z,y,z) = z — arcvers <versz (l—sm(y)>) .

sin(z)

Die Funktion vers wird dabei durch versd = 1 — cosd definiert.
(Aus: David King, Astronomie und Mathematik als Gottesdienst: Das Beispiel Islam, in Jochen Briining and
Eberhard Knobloch (Ed.)., “Die mathematischen Wurzeln der Kultur — Mathematische Innovationen und ihre
kulturellen Folgen”, Miinchen: Wilhelm Fink Verlag, 2005, pp. 91-123.)
(1) Warum kann man aus einfachsten astronomischen Uberlegungen erwarten, dass diese Funktion f stetig ist?

Mit welchem Definitionsbereich A C R3?
(2) Zeige mittels Rechenregeln, dass f : A — R stetig ist. (Hinweis: Verwende Anmerkung )

Im Rest dieses Kapitels schrianken wir uns auf den Fall von reellwertigen Funktionen ein, d.h. auf Funktionen,
deren Zielmenge R (und nicht C) ist. Somit kénnen wir die Anordnungseigenschaften von R nutzen. Insbesondere
konnen wir folgende einfiihren.

DEFINITION 8.50. Sei A C RN wund betrachte eine Abbildung f : A — R. Dann heifit x lokale Mazimum-
stelle (bzw. Minimumstelle) und f(x) lokales Maximum (bzw. Minimum) von f, falls eine e-Umgebung
Ue(z) von x existiert, sodass f(z) > f(y) (bzw. f(x) < f(y)) fir alle y € Uc(x) N A. Dariber hinaus heifst «
globale Maximumstelle (bzw. Minimumstelle) und f(z) globales Mazimum (bzw. Minimum) von f, falls

f(@) 2 fy) (bzw. f(x) < f(y)) fiir alle y € A.

Anders gesagt heifit y Maximum bzw. Minimum einer Funktion f : A — C, wenn y Maximum bzw. Minimum
ihres Wertebereich ist.

Es ist wichtig zu merken, dass nicht jede Funktion ein Maximum bzw. ein Minimum hat: eine notwendige
Bedingung ist wohl, dass ihr Wertebereich nach oben bzw. nach unten beschrénkt ist. Selbst wenn er beschréankt

Larcvers ist wohl die Umkehrfunktion von vers.
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ist muss ihr Wertebereich kein Maximum bzw. Minimum haben: z.B. ist die Funktion f : (=1,1) — R, welche

durch 2 +— 2 definiert wird, beschrinkt, denn ihr Wertebreich ist [0,1). Dies zeigt, dass sie zwar ein globales

Minimum hat (in der Minimumstelle 0), aber kein Maximum (weder lokal noch global): ihr Wertebereich hat in

der Tat nur das Supremum, dieser Wert wird aber nirgendwo im Definitionsbereich der Funktion angenommen.
Ein allgemeines Existenzkriterium fiir Maxima und Minima ist deshalb sehr interessant.

SaTz 8.51 (Satz vom Maximum und Minimum). Seien A C RY eine kompakte Menge und f : A — R eine
stetige Funktion. Dann hat f ein globales Maximum und ein globales Minimum.

BEWEIS. Wir zeigen erst, dass f(A) kompakt ist, und dank Satz reicht es folgendes zu beweisen: Jede
Folge, deren Glieder in f(A) liegen, hat eine in f(A) konvergente Teilfolge (d.h., ihr Grenzwert existiert und
ist Element von f(A)). Betrachte dazu eine Folge in f(A), etwa (f(z,))nen. Dann liegen alle Glieder der Folge
(Zn)nen in der kompakten Menge A, also existiert eine in A konvergente Teilfolge (2, )ken, etwa lim, o T, =
x € A. Wegen der Stetigkeit von f und des Satzes ist auch die Folge (f(zn,))ren konvergent: genauer gilt
limg_,o0 f(2n,) = f(z) € f(A), was zu zeigen war.

Es reicht nun zu beweisen, dass die kompakte Menge f(A) ein Maximum und ein Minimum hat. Als kompakte
Menge ist in der Tat f(A) beschriankt, und somit hat sie Infimum und Supremum; da f(A) aber auch abgeschlossen
ist, sind in der Tat Infimum bzw. Supremum auch Minimum bzw. Maximum laut Ubungsaufgabe O

ANMERKUNG 8.52. In vielen Léndern (seltsamerweise nicht in Deutschland) ist dieser unter dem Namen “Satz
von Weierstraf3”, nach Karl Theodor Wilhelm Weierstrafl, bekannt.

Es ist auch historisch interessant zu merken, Jean Robert Argand hat 1814 einen Beweis des Fundamentalsatzes
der Algebra (in der Version: “Jedes Polynom mit komplexen Koeffizienten besitzt in C eine Nullstelle”) geliefert,
der auf dem Satz vom Maximum und Minimum beruht, s. [4, § 7.6].

UBUNGSAUFGABE 8.53. Sei A C R™. Eine Funktion f : A — C heiBt Lipschitzstetig, falls ein L > 0 existiert
so, dass
F@) - F@I < Llo—y|  firalle z,y € A.

Zeige: jede Lipschitzstetige Funktion ist auch stetig.
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Differentialrechnung von Funktionen einer Variabel

Sei f eine reellwertige Funktion einer reellen Variablen. Wéhrend die Stetigkeit von f anschaulich bedeutet,
dass der Graph von f keinen Sprung enthéhlt, heifit f differenzierbar, wenn ihr Graph keine Knicke zeigt. Wie
auch fiir die Stetigkeit ist diese intuitive Definition leider zu ungenau.

DEFINITION 9.1. Sei A C R ein offenes Intervall. Eine Funktion f : A — R heifit in xg € A differenzierbar,
falls der Grenzwert des sogenannten Differenzenquotient

9.1) }llli% flzo + h})L — f(=o)

existiert. In diesem Fall wird der Grenzwert mit f'(xo) oder %(xo) (Aussprache: “d-f nach d-z”) bezeichnet: f'(x¢)
wird auch Ableitung von f an der Stelle xo genannt. Ist f fiir alle xo € A differenzierbar, so heif§it sie einfach
differenzierbar und [’ ist ihre Ableitung.

Diverse physikalische und geometrische Probleme weisen darauf hin, die Steigung der Tangente an den Funk-
tionsgraphen zu bestimmen. Pierre de Fermat konnte schon 1640 eine solche Aufgabe fiir Polynome 16sen, doch
eine ansatzweise vollstandige Theorie der Differentialrechnung wurde 1684 von Gottfried Wilhelm Leibniz und
1687 von Sir Isaac Newton eingefiihrt. Thre mathematische Konstruktionen und Techniken waren unterschiedlich
und (wie heute bekannt ist) ihre Resultate wurden unabhiingig voneinander entwickelt, obgleich eine Kommission
der Royal Society of London dies bestritt und 1712 in einer Plagiatsklage Newton die Prioritét zuteilte.

ANMERKUNG 9.2. Seien g € A und h > 0 so, dass auch zg + h € A. Die Gerade durch (zq, f(z0)), (zo +
h, f(zo + h)) € R? enthilt alle Punkte

<x, flzo) + fwo + h})l — /(o) (x — xo)) , x eR.

Falls f in x differenzierbar ist, konvergiert also die Steigung dieser Gerade gegen f'(zo) fiir h — 0, und im
Grenzwert erhiilt man die Tangente in (zg, f(20)) an den Graphen von f: diese ist die Gerade, welche alle Punkte
mit Koordinaten

(z, f(xo) + ['(xo)(z — x0)) , z eR.
enthélt.

BEISPIEL 9.3. Die konstante Funktion f: R > z — « € R ist in jedem Punkt differenzierbar und es gilt

lim f(xo +h) — f(x0) —m Y%y
h—0 h h—0
fiir alle zg € R, also ist f/(x¢) = 0 fiir alle zy € R. O

BEISPIEL 9.4. Die identische Funktion f: R 3 z — x € R ist in jedem Punkt differenzierbar und es gilt

h) — h —
lim L@ = J@0) _ Tt R 20 gy
h—0 h h—0 h h—0
fiir alle 29 € R, also ist f/(zg) = 1 fiir alle 29 € R. O

51
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BEISPIEL 9.5. Wir zeigen erst, dass exp in 0 differenzierbar ist. Es gilt ndmlich fiir alle n € N*

n k n k n _ n
ko it — 1 _ Y1 _ hk1:1+z h*
| |’
h h — k! Pt (k+1)!
sodass
o n
A Py RSV
Fiir h klein gilt exp(h) < 14 h + h2, und somit laut Majorantenkriterium (vgl. [3, S. 290])
= =
li =0 k! =1+1i =1
hm h +hlﬂ%k:l (k+1)! ’

und schlieBlich
lim exp(h) — exp(0) — lim exp(h) —1 _
h—0 h h—0 h

Die Exponentialfunktion ist sogar in jedem Punkt xg € R differenzierbar: wegen (6.5)) gilt ndmlich

1.

. exp(zo +h) —exp(zo) _ . exp(h) —exp(0) _ . exp(h) -1 _
tim ) = Jim exp(ro) TP OPO o) i CPWZL i),
also ist exp’(zg) = exp(xp) fiir alle 2 € R. O

ANMERKUNG 9.6. Wihrend die Theorie der Stetigkeit sich dafiir eignet, auch fiir Funktionen mehreren Vari-
ablen erklart zu werden, ist der Begriff der Differenzierbarkeit einer Funktion mehreren Variablen viel technischer
und wird im Kapitel [11] eingefiihrt. Noch viel komplizierter ist die Theorie der Differenzierbarkeit fiir Funktionen
einer komplexen Variablen: sie ist das Hauptthema der sog. Funktionentheorie, welche jenseits der Ziele dieser
Vorlesung ist.

Eine wesentliche Charakterisierung der Differenzierbarkeit ist in folgendem

SATZ 9.7. Sei A C R ein offenes Intervall, xg € A, a € R und f : A — R. Dann sind folgende Eigenschaften
dquivalent:
(a) [ ist in xq differenzierbar und f'(zo) = a;
(b) es gibt eine in g stetige Funktion ¢ : A — R so, dass

(9.2) fzo + h) = f(zo) + p(x)h fir alle h mit xo + h € A,
oder dquivalent so, dass
(9.3) f(x) = f(xo) + o(x + h)(x — x0) fiir alle x € A,

Gelten (a) und (b), so ist p(xo) = f'(x0).

BEwEIs. Die Funktion f ist genau dann in z( differenzierbar, wenn der Differenzenquotient in z (vgl. (9.1))
einen Grenzwert fiir h — 0 hat, und somit ist die Funktion ¢, welche durch

f(@oth)—f(zo0)
ooy 1) = { S s A\ )

1 (zo) sonst,
definiert wird, in zq stetig. O

Zwei unmittelbare, doch wesentliche Folgerungen vom Satz [9.7] werden in den folgenden Siitze zusammgenge-
fasst.

SATZ 9.8. Sei A C R ein offenes Intervall, xg € A. Ist f : A — R in zq differenzierbar, so ist sie auch in xg
stetig.
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BeEwEIs. Die Darstellung (9.3)) gilt. Nun sind beide Funktionen x — ¢(x) als auch z — x — xy in xg stetig,
und somit auch ihr Produkt x — ¢(x)(z — o). Schliefllich ist auch das Produkt = — f(x¢) + ¢(z)(x — x0) in zo
stetig, da f(zo) eine Konstante ist. O

ANMERKUNG 9.9. Die Umkehrrichtung gilt nicht. Ein Beispiel einer stetigen, nicht differenzierbaren Funktion
ist durch x — |z| gegeben.

UBUNGSAUFGABE 9.10. Definiere f : R — R durch

flx) = { x sin (%) falls z # 0,

0 sonst.
Zeige, dass f an der Stelle 0 stetig aber nicht differenzierbar ist.

SATZ 9.11 (Rechenregel fiir differenzierbare Funktionen). Sei A C R ein offenes Intervall. Gegeben seien zwei
Funktionen f,g: A — R, welche in xq € A differenzierbar sind. Dann gelten die folgenden Rechenregel.
(1) Die Funktion (f + g) ist in zo differenzierbar und (f + g)' (xo) = f'(x0) + ¢'(z0).
(2) Die Funktion (f - g) ist in zo differenzierbar und (f - g)' (xo) = f'(x0)g(xo) + f(x0)g (x0).
/ ol ’
(8) Ist g(xo) # 0, so ist die Funktion 5 in xo differenzierbar und (5) (zo) = £ (10)9(?;’();5)(?0)9 (o)
(4) Sei zusdtzlich B C R ein offenes Intervall und j : B — R so, dass f(x) € B fiir allex € A. Ist j inyo := f(x0)
differenzierbar, so ist die Funktion jo f in xq differenzierbar und (j o f) (xo) = j'(f(z0))f (x0).

Die Produktregel (2) wurde von Leibniz selber gefunden. Die Regel (4) heifit Kettenregel.
Wir beweisen nur zwei dieser Regeln: die anderen gelten als Ubungsaufgabe. Was passiert in 2) im Spezialfall
einer Funktion g, die konstant ist?

BEWEIS. 1) Sei zyp € A. Dann ist

lim f@o+h) +g(@o+h) = flwo) —g(zo) _ lim f(zo+h) — f(z0) 4 lim g(xo + h) — g(x0)

h—0 h h—0 h hso A
= f'(zo0).
4) Laut Satz gibt es zwei in xg stetige Funktionen ¢ : A — R und ¢ : B — R, sodass
f(x) = f(xo) = p(x)(x — x0) fiir allex € A

und
Jy) —i(yo) = (y)(y —yo)  fiiralley € B
wobei p(z0) = f'(w0) und ¥(yo) = j'(y0) = 5’ (f(w0)). Also gilt
(o f)@) = (Go flwo) =v(f(2)(f(x) — f(x0)) = ¥(f(2))p(z)(z — z0) = (¢ 0 f)(2)p(x)(x — x0)

fiir alle x € A. Nun sieht man, dass die Funktion (¢ o f) - ¢ als Verkettung und Produkt von in z( stetigen
Funktionen selber stetig ist. In 2:p nimmt (¢ o f) - ¢ den Wert (¢ o f)(xo)p(xo) = 7/ (f(z0))f (xo) an. Man kann
wieder dank Satz [0.7] schliefen, dass die Funktion j o f in z( differenzierbar ist. O

UBUNGSAUFGABE 9.12. Sei f : I — R, wobei I ein offenes Intervall ist, und a € I. Zeige: Ist f an der Stelle
a € I differenzierbar, so existiert

(9.4) lim f(a+h)2—hf(a—h).

Folgt aus der Existenz des Grenzwertes in (9.4)), dass f an der Stelle a differenzierbar ist?
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BEISPIEL 9.13. Es folgt unmittelbar aus der Definition der trigonometrischen Funktionen, dass
d 1/d d 1
e cos(z) = A <d33 exp(iz) + e exp(ix)) . (iexp(iz) —iexp(—iz)) = — sin(x)

und dhnlich
d . 1/d ) d . 1. ; . .
. sin(x) = % (d:ﬂ exp(iz) — . exp(—m)) =5 (i exp(iz) + iexp(—ix)) = cos(x).
(I

UBUNGSAUFGABE 9.14. Betrachte die Funktion f : R 3 2 +— 2 € R. Zeige mittels der Definition sowie auch

mittels der Rechenregeln, dass f differenzierbar ist und fiir alle zo gilt f'(2¢) = nazy "

UBUNGSAUFGABE 9.15. Sei z € R.
(1) Zeige, dass
I 1+ 2) —log(l
i g (Lt ) —loa() )

n—oo

(2) Folgere, dass '
nlLIEO log (1 + %)n =z.
(3) Zeige, dass
exp(z) = lim (1 + %)n

UBUNGSAUFGABE 9.16. Sei —00 < a < b < oo und sei f : (a,b) — R differenzierbar.
(1) Sei A € R sodass f'(x) = Af(x) fiir alle z € (a,b). Zeige: Es gibt ¢ € R, sodass f(x) = cexp(Az) fiir alle
x € (a,b). (Hinweis: Differenziere h(x) := exp(—Az) f(x).)
(2) Sei f(x) > 0 fiir alle z € (a,b) und definiere g(x) = log f(z). Zeige, dass g differenzierbar ist und berechne ¢'.
(3) Gib mit Hilfe von (2) einen zweiten Beweis von (1) unter der Voraussetzung, dass f(z) > 0 fiir alle z € (a, b).

SATZ 9.17. Sei A C R ein Intervall. Sei f : A — R eine stetige injektive Funktion, sodass sie laut Satz[8.39
eine (stetige) Umkehrfunktion g : B — A hat, wobei B := f(A). Ist f in xg € A differenzierbar mit f'(x¢) # 0, so
ist g in yo := f(xo) differenzierbar und

1 1
/
9\Yo) = = .
)= a0} = Flatw)
BEWEIS. Laut Satz [0.7] gibt es cine stetige Funktion ¢ : A — R so, dass
f(z) = f(zo) = w(z0)(z — x0) fiir alle z € A,

wobel p(xg) = f'(xg). Da f injektiv ist, gilt p(x) # 0 fir alle z € A (sonst wire f(z) = f(xo) fir ein z € A).
Setze y = f(x) sowie = g(y), sodass

1
99) = 9vo) = ey v — o).
e(9(y))
Da die Funktion leg in yo stetig ist, wieder nach Satz ist die Funktion g in yq differenzierbar und ihre Ableitung
ist —4—. O
e(wo)

BEISPIEL 9.18. Wir merken erst dass, da sin eine ungerade Funktion ist, gilt es

cos(x)? + sin(x)? = (cos(x) + isin(z))(cos(z) — isin(z)) = exp(iz) exp(—iz) = exp(0) = 1.

sin
cos’

Betrachte nun tan = der Quotient zweier in (-7, 5) differenzierbaren Funktionen. Laut Satz ist nédmlich

d _ sin’(2) cos(z) —sin(z) cos/(x)  sin(z)? + cos(z)* 1 T
dx tan(z) = cos(x)? B cos(z)? ~ cos(z)?’ ve <_§’ 5) '
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UBUNGSAUFGABE 9.19. a) Bestimme die Tangente von f(z) = tan(z) and der Stelle (Z,1).
b) Bestimme die Tangente von f(x) = x cos(z) and der Stelle (7, —7).

BEISPIEL 9.20. Die Logarithmusfunktion log ist Umkehrfunktion der Exponentialfunktion exp : R — (0, c0),
welche bijektiv und stetig ist. Somit ist log : (0, 00) — R differenzierbar und es gilt

gy L1
dz B\ T exp(log(x)) =z’
wobei wir benutzt haben, dass -L exp(z) = exp(z) fiir alle z € R. O

BEISPIEL 9.21. Sei « € R. Betrachte die Abbildung f : (0,00) 3 z +— 2% € R. Dann ist f differenzierbar und
es gilt

f(x) = %(exp(a log(x))) = exp(alog(x))a% = xa% = ar®! fiir alle > 0.
O
UBUNGSAUFGABE 9.22. Bestimme die Ableitung der folgenden Funktionen f : (0, 00) — R.
(1) flz) = 5%
(2) f(z) =%
(3) flz) ="
(4) f(z) ==
(5) f(x) = log(log(1 + x));
(6) f(a) = ¥
(7) flz) = {/as +sin®(3);
(8) /(@) = srsimiony

SATZ 9.23. Sei A C R ein offenes Intervall und xg € A. Hat f in xo eine (lokale oder globale) Maximum-
oder Minimumstelle und ist sie dort differenzierbar, so ist f'(xq) = 0.

BEWEIS. Sei e > 0 so, dass fiir alle 2 € Uz(z9) N A

f(@o) = fly) <0

und im Grenzwert erhilt man also fiir z > x¢

f'(z9) = lim >0
r—x0 o — &
und &hlich, falls x < xg,
r=xo  To Y
und somit ist 0 < f'(x¢) <0, d.h. f'(z¢) verschwindet. O

Der folgende Satz wurde 1691 von Michel Rolle bewiesen.

SATZ 9.24 (Satz von Rolle). Seien a,b € R mit a < b. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, welche in jedem
xo € (a,b) differenzierbar ist. Gilt f(a) = f(b), so gibt es £ € (a,b) mit f'(§) =0.

BEWEIS. Ist f konstant, so gilt f/(£) = 0 fiir alle £ € (a,b). Ist jedoch f nicht konstant, so folgt aus dem
Satz dass f ein Maximum und ein Minimum hat, mindestens eines von diesen liegt notwendigerweise in (a, b).
Bezeichne durch & diesen Punkt: dann ist f/(£) = 0 laut Satz O

Das folgende fundamentale Resultat stammt aus Joseph Louis Lagrange. Es ist eine direkte Folgerung des
Satzes [0.24
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SaTz 9.25 (Mittelwertsatz). Seien a,b € R mit a < b. Sei die Funktion f : [a,b] — R stetig und in allen
x € (a,b) auch differenzierbar. Dann gibt es mindestens ein xg € (a,b), so dass

ooy f(0) = fla)
f'(@o) = b—a
UBUNGSAUFGABE 9.26. Fiihre den Beweis vom Satz durch. Die Grundidee ist, den Graphen der Funktion
derart zu “drehen”, dass die Voraussetzungen des Satzes von Rolle erfiillt werden.

SATZ 9.27. Sei A C R ein offenes Intervall. Falls f : A — R differenzierbar ist gelten folgende Aussagen:

f'(z) > 0 fiir alle x € A genau dann, wenn f in A streng monoton wachsend.
f'(x) <0 fir alle x € A genau dann, wenn f in A streng monoton fallend.

f'(x) >0 fir alle x € A genau dann, wenn f in A monoton wachsend.
f'(z) <0 fiir alle x € A genau dann, wenn f in A monoton fallend.

ANMERKUNG 9.28. Wir haben in der Anmerkung [9.3] gesehen, dass die Ableitung einer differenzierbarer
Funktion in einem Punkt xy verschwindet, falls die Funktion in zy eine Maximum- oder Minimustelle hat. Sei
umgekehrt f eine differenzierbare Funktion, deren Ableitung in jedem Punkt vom Definitionsbereich verschwindet,
so folgt aus dem Satz dass f : [a,b] — C die Bedingung f(b) — f(a) = 0 erfiillt, und das fiir alle ¢ und b im
Definitionsbereich. Also ist f konstant.

ANMERKUNG 9.29. Sei f : R — R differenzierbar mit f’ = f und f(0) = 1. Dann ist f = exp. Betrachte
némlich die Hilfsfunktion g, die durch ¢g(z) := f(x)exp(—x) definiert wird. Dann ist g differenzierbar und ihre
Ableitung lautet (f'(z) — f(z)) exp(—z) = 0, somit ist laut Anmerkung g konstant. Da insbesondere g(0) =
f(0)exp(0) = 1, folgt g(x) =1 fiir alle z.

UBUNGSAUFGABE 9.30. Betrachte zwei Funktionen f, g, deren Ableitungen gleich sind. Betrachte nun die
Differenz f — g und zeige, dass f bis auf einer Konstante mit g iiberein stimmt.

UBUNGSAUFGABE 9.31. Beweise den erweiterten Mittelwertsatz: Seien die Funktionen f, g : [a,b] — R stetig
und auf (a,b) auch differenzierbar. Gilt fiir « € (a, b) stets ¢’(x) # 0, so existiert ein xy € (a,b), sodass

f'(w0) _ 1) — f(a)
g'(zo)  g(b) —g(a)
Dieser Satz ist manchmal unter dem Namen “Satz von Cauchy” bekannt.

UBUNGSAUFGABE 9.32. Sei eine Funktion f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) auch differenzierbar mit stetiger
Ableitung (man sagt, f ist stetig differenzierbar), sodass |f'(z)| < M fiir alle x € [a.b]. Zeige, dass f Lipschitzstetig
ist. (Hinweis: Wdhle L = m[mg] [f(t)].) Ist die Funktion f(z) = +/x auf [0, 1] Lipschitzstetig?

te|a,

Satz 9.33 (Regel von L’Hépital). Sei A C R ein offenes Intervall. Seien die Funktionen f,g : A — R
differenzierbar mit ¢'(x) # 0 fiir alle x € A. Sei fiir a € A eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

o entweder lim,_., f(x) = lim,_,, g(z) =0,
o oder lim,_., f(z) = lim,_,, g(x) = +o0.

Dann gilt: falls der Grenzwert

existiert stimmt er mit

iberein.
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Die Regel von L’Hopital wurde von Guillaume Frangois Antoine, Marquis de L’Hopital in seinem 1696
veroffentlichem Lehrbuch der Differentialrechnung bewiesen. Die Aussage ist auch giiltig, wenn im Satz die Zahl
a formal durch das Zeichen +o0o oder —oo ersetzt wird.

BEWEIS. Wir beweisen den Satz nur unter der Voraussetzung lim,_,, f(z) = lim,_,, g(z) = 0, die anderen
Félle sind dhnlich aber technisch komplizierter.
Aus dem erweiterten Mittelwertsatz (vgl. Ubungsaufgabe [9.31)) folgt, dass fiir alle € A gilt

fl@o) _ f(@) - f(a)
g'(zo)  g(x) —gla)
fiir ein passendes zg € (a,x) bzw. € (z,a). Also gilt

) @)= @ (@)

v—a g'(zg)  w—a g(z) —gla) — a—a g(x)
da eben lim,_, f(z) = limg,_, g(z) = 0. Strebt z nach a, so muss das auch xg, also gilt
/ !
lim f,(xo) = lim f/(xo)'
v=a g'(x9)  wo—a g'(z0)
Die beiden obigen Gleichungen liefern also die Aussage. O

)

UBUNGSAUFGABE 9.34. Bestimme die Grenzwerte
lim sin(x)
z—y T
lim
T——00
. 322 —27248,5
Jim S

(1)
(2)
(3)
(4) lim Sin(a;”) in Abhéngigkeit von a,b € R, b # 0,
(5)
(6)
(7)

exp(x)
1/x >

20+ sin(bz)
lim ATt
limzﬂo er—x%—x7

3
hmeoo m\éfw).

BEISPIEL 9.35. Die Regel von L’Hopital kann leicht angewandt werden, um den Grenzwert der Funktion
R\ {0} >z +— “’mrﬂ € R fir x — 0 zu bestimmen. In der Tat ist lim,_qsin(z) = 0 = lim,_,g, also ldsst sich

Satz anwenden und es gilt
i 52 _ i 95@) _ g0 = 1,
x—0 €T z—0 1

da cos stetig in 0 ist. O

BEISPIEL 9.36. Wir zeigen mit Hilfe des Satzes von de I’'Hopital, dass limy, .. y™e™¥ = 0 fiir jedes m € N.
Es gilt ndmlich limy_,o, y™ = oo und lim, . €Y = 00, also kann man den Satz von de I’'Hépital anwenden, und
es gilt
m Comey™ L . om-(m—1).ym2 m)! m)!
——— = lim

lim =— = lim = T =
y—oo eY Yy—00 ey Yy—00 eY y—oo eY hmy—»oo eY

Ahnlich gilt limy ooy~ ™eY = oo.

Diese Eigenschaften wird oft als “iiberpolynomielles Wachstum der Exponentialfunktion”bezeichnet. In der Kom-
plexitétstheorie, einer Branche der theoretischen Informatik, spielen eine wichtige Rolle jene Aufgaben, welche
von einer deterministischer Turing-Maschine innerhalb einer Zeit ¢ gelost werden koénnen, wobei ¢ polynomiell
von der Eingabelinge n abhingt, also ¢t = O(n*) fiir irgendein k£ € N. Die Probleme, deren Losungsalgorithmus
exponentielle Zeit ben6tigen, werden in der sog. Komplexitétsklasse E eingestuft. Das obige Ergebnis zeigt, dass
die Klassen P und E verschieden sind (P ist strikt kleiner als E).
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Die Komplexitétsklasse P taucht in dem sogenannten P-NP-Problem, dem moglicherweise wichtigsten offenen
Problem der theoretischer Informatik, auf. Sein Loser wiirde einen mit $ 1.000.000 dotierten Preis des Clay Math-
ematics Instituts, vgl. http://www.claymath.org/millennium/P_vs_NP. O

DEFINITION 9.37. Sei A C R ein offenes Intervall. Eine Funktion f : A — R heifit in o € A zweimal
differenzierbar, falls sie differenzierbar ist und der Grenzwert
/ ot
lim f'(xo +h) — f'(20)
h—0 h

existiert. In diesem Fall wird der Grenzwert mit f"(xg) oder %(wo) bezeichnet: f"(xg) wird auch 2. Ableitung
von [ an der Stelle xy genannt. Genauso kann man rekursiv eine n-mal differenzierbare Funktion definieren.

Ist f sogar fir alle k € N in xg k-mal differenzierbar, so heifit f in xq unendlich oft differenzierbar.

BEISPIEL 9.38. Wohlgemerkt, die Ableitung einer differenzierbarer Funktion braucht nicht selber eine stetige
Funktion zu sein, und a fortiori auch nicht zweimal oder 6fter differenzierbar. Die Funktion f, die durch

0 falls x = 0,
)= { 22 sin (%) sonst,
definiert ist, ist auf R differenzierbar mit Ableitung
0 falls x = 0,

o) ={

Da f’ fiir z gegen 0 nicht konvergiert ist f’ in 0 nicht stetig und kann somit laut Satz auch nicht differenzierbar
sein. (Il

2zsin (1) —cos (L) sonst.

X X

UBUNGSAUFGABE 9.39. Sei n € N. Zeige durch vollstindige Induktion: Die Funktion z +— ™ ist unendlich
oft differenzierbar und %x” = nz" ! fiir alle n € N und alle z € R. Gilt eine #hnliche Aussage fiir beliebige
Polynome?

UBUNGSAUFGABE 9.40. Sei A C R ein Intervall. Seien f,g: A — R n-mal differenzierbare Funktionen. Zeige
durch vollstéandige Induktion: auch ihr Produkt f - g ist n-mal differenzierbar und es gilt

dnf _z": n ﬁdn_kg
dzm P k) dzk dan—Fk"

Mittels der 2. Ableitung 148t sich ein einfaches Kriterium zur Bestimmung von Maxima und Minima einer
Funktion formulieren. Wir fithren keinen Beweis durch.

SATZ 9.41. Sei A C R ein Intervall. Sei f : A — R zweimal differenzierbar und xo € A. Ist f'(x9) = 0 und
" (xo) <0 (bzw. f"(z9) > 0), soist xg eine lokale Mazimumstelle (bzw. Minimumstelle) von f.

Sei f: A — R eine in ¢ € A differenzierbare Funktion, laut Satz gilt f(z) = f(xo) + p(z)(x — o), wobei
¢ : A — R eine stetige Funktion ist, welche p(z¢) = f’(x¢) erfiillt. Dies kann als ein Approximationsresultat von
f(z) angesehen werden:. Fiir die Funktion F' : A — R, die durch F(z) := f(z0) + f'(z0)(z — x¢) definiert wird,
gilt ndmlich F(zg) = f(x0), F'(x0) = f'(z0) und zusitzlich

lim f(x) — F(z) =0.
r—xo
Allgemeiner kann man sich fragen ob eine dhnliche Darstellung auch gilt mit einer Funktion F', die F'(z¢) =
f(zo), F'(zg) = f'(x0), ..., F™(z0) = f™ () erfiillt, falls f n-mal differenzierbar ist. Dies ist das Ziel der

Theorie der Taylorentwicklung, welche 1712 von Brook Taylor erst untersucht wurde. Im Rest dieses Kapitels
stellen wir keine Beweise vor und verweisen auf [4, Kap. 14].
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DEFINITION 9.42. Sei A C R ein offenes Intervall und f : A — R eine in xg n-mal differenzierbare Funktion.
Dann heifst

k) (o
T f(aso) = 32 T @)t = f(a0) + o) —20) 4

k=0
n-tes Taylorpolynom von f im Punkt x,.

(@ xo)"

Ziel ist, eine Abschéitzung fiir den Abstand (den sog. Rest) f(x) — T, f(x;x0) zu erzielen.

SaTz 9.43. Sei A C R ein offenes Intervall und f : A — R eine in xg n + 1-mal differenzierbare Funktion.
Dann gibt es & € (xg,x) (bzw. £ € (xg,x)) so, dass
F©)
=T, f(z; S S

Der zweite Summand heif$t Rest in Lagrange-Form.

Durch eine geschickte Wahl des Entwicklungspunktes zy erhélt man einen Rest in Lagrange-Form, der mit n
monoton fallend ist. Wiirde er eine Nullfolge bilden, so hitten wir scheinbar eine Reihendarstellung der Funktion
gefunden.

DEFINITION 9.44. Sei A C R ein offenes Intervall und f : A — R eine in xg unendlich oft differenzierbare
Funktion. So heifit

> £(k)
> : k(lmf()) (& —xo)"
k=0 ’

die Taylorreihe oder Taylorentwicklung von f im Punkt xg.
Also kann man mittels Landau-Symbole (vgl. Definition schreiben, dass
f(x) = Thf(z;20) + o((x — 20)™) fiir z — xg.
Wenn sie existiert, muss die Taylorentwicklung einer Funktion f in einem Punkt 2y muss aber nicht mit dem Wert
f(zp) iibereinstimmen.

SATZ 9.45. Sei A C R ein offenes Intervall und f: A — R eine in xg unendlich oft differenzierbare Funktion.
Die Taylorreihe

> £(k)
> ! k(le) (« = @0)"
k=0 ’

konvergiert genau dann gegen f(xq), wenn die Folge der Resten in Lagrange-Form

f(n+1)(§) Tr—1x n+1
(<n+1>!( 0) >neN

eine Nullfolge ist.
UBUNGSAUFGABE 9.46. Bestimme die Taylorentwicklung von z — log(z) und = — +/x an der Stelle 2o = 1.

Um dieses Kapitel zu beenden fiihren wir das Newtonverfahren, ein numerisches Schema zur vergleichsweise
effizienter Bestimmung von Nullstellen einer differenzierbarer Funktion f, ein. Dieses Verfahren wurde von Sir
Isaac Newton bereits 1664 zur Untersuchung der konkreter Gleichung y® — 2y = 5 verwendet, und 1740 von
Thomas Simpson zum allgemeinen Fall erweitert.

Die Idee von der Methode liegt darin, erst einen Startpunkt zo im Definitionsbereich von f willkiirlich zu
wéhlen, dann den Schnittpunkt der Tangente in (xo, f(2o)) an dem Graph von f mit der z-Achse als x; zu
bestimmen, weiter den Schnittpunkt der Tangente in (x1, f(x1)) an dem Graph von f mit der z-Achse als x5 zu
bestimmen, und so weiter rekursiv. Die dadurch definierte Newton-Iteration, d.h. die Folge (x,)nen, konvergiert
unter milden Voraussetzungen gegen die gesuchte Nullstelle. Genauer gilt der folgende
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SATZ 9.47. Sei A C R ein offenes Intervall und f : A — R eine zweimal differenzierbare Funktion. Gibt es

M > 0 so, dass f'(x) # 0 unf |f"(z)| < M fir alle x € A, so wird eine Nullstelle y durch die Newton-Iteration
quadratisch approximiert, d.h.

|x’ﬂ - y‘ < f/(.’E 1) |',I"n*1 - y|27
n—

wobei xg € A beliebig ist und
f(xn—l)
f/(xn.l)
UBUNGSAUFGABE 9.48. Wende das Newtonverfahren an die Funktion x — 1 — ?22 an, um eine Approximation
von /2 zu finden.

Lpn = Tn-1 —
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Integralrechnung

Es ist ein altes mathematisches Problem, den Fliacheninhalt einer Figur zu bestimmen. Etwas préziser kann
man sich fragen: Gegeben sei der Graph einer Funktion f : [a,b] — R, kann man die Flidche zwischen der a-Achse
und dem Graphen bestimmen? Diese Frage, die im Wesentlichen auf Archimedes zuriickgeht, beantwortet die
moderne Theorie der Intergralrechnung. Verschiedene (und unterschiedlich komplizierte sowie allgemeine) Begriffe
der Integration existieren, dennoch werden wir uns auf die sogenannte Riemannsche Integralrechnung einschréinken,
welche 1832 von Cauchy und spéater von Bernhard Georg Friedrich Riemann in seiner Habilitationschrift 1854 genau
definiert und untersucht wurde. Doch konnten schon Newton und Leibniz den Weg fiir die moderne Theorie der
Integration frei machen, indem sie die enge Beziehung mit dem Problem, die Tangente an den Graphen einer
Funktion zu bestimmen, geahnt haben.

Kern der Riemannschen Integration ist die alte Idee, die Flache unter dem Graphen einer Funktion immer
besser durch immer feinere Zerlegungen in Vierecken anzunihern, deren Flacheninhalt elementar berechenbar ist.
Diese Idee war den Altgriechen schon bekannt: darauf beruht die sog. Exhaustionsmethode von Eudoxos von
Knidos, welche ihm vor 2300 Jahre erlaubte, das Volumen einer Pyramide und eines Kegels zu berechnen. Ein
Schritt weiter geht man,wenn man versucht, die betrachtete Flache “von Innen und von Aussen” durch Vierecke
anzundhern. Dieser Zugang wurde wahrscheinlich 1870 von Jean Gaston Darboux formal untersucht, ist aber
dquivalent zu dem eigentlichem Riemannschen Zugang — d.h., er liefert gleiche Ergebnisse, wenn die Funktion
iiberhaupt integrierbar ist.

Im ganzen Kapitel seien a, b reelle Zahlen, mit a < b.

DEFINITION 10.1. Eine Abbildung ¢ : [a,b] — R heifit Treppenfunktion, falls ihr Definitionsbereich [a, b]
sich derart in endlich vielen Teilintervalle
[1'07551]7 [xlva]a B [l'n*lvxn]

zerlegen lisst, mit a = xo, Tn, = b und xy, < wpy fir allek = 0,...,n+1, dass ihre Einschrinkungen oz, o, ,,) =
e fir alle k = 0,...,n — 1 konstant sind. Die endliche Punktenmenge ¢ := {xq,...,z,} heifst Zerlegung von
[a,b]. Die Summe

b n—1
/ o(z)dz = Z ck(Trt1 — xk)
a k=0

nennen wir (bestimmites) Integral von ¢ zwischen a und b.

Mann kann offensichtlich [a, b] in unendlich vielen Weisen derart zerlegen, dass eine gegebene Treppenfunktion

f auf jeden Teilintervall konstant ist. Doch kann man zeigen, dass f: f(x)dx nicht von der gewihlten Zerlegung
abhéngt.

Betrachte nun eine allgemeine Funktion f : [a,b] — C. Ist f keine Treppenfunktion, so kann man fiir eine
gegebene Zerlegung ¢ := {xg,...,x,} von [a,b] trotzdem zwei Treppenfunktionen ,,, ¢, finden, sodass

(10.1) ou(z) < f(x) < po(x) fiir alle x € [a, b].

Im Folgenden sei P die Menge aller Zerlegungen vom Intervall [a,b]. Das allgemeine Element von P werden
wir (,, bezeichnen, wobei n die Anzahl der Punkten der Zerlegung bezeichnet.
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DEFINITION 10.2. Sei f : [a,b] — R. Definiere fiir jede Zerlequng ¢, := {xo,...,Tn} von |a,b] zwei approz-
imierende Funktionen durch
ou(z):= inf  f(z) und wo(z) = sup  f(z) falls © € [zk, xp + 1).
z€[Th,Tpt1) TE[Tk, Tht1)

Sind nun ¢y, 0, Funktionen von [a,b] — R (d.h., ¢, (), po(x) sind reelle Zahlen fiir alle x € [a,b]) und stimmen
die sogenannten unteres bzw. oberes Darbouxschen Integrale tberein, d.h., gilt

inf xz)(x —xp) = su (z — k),
nePZ@o( )(Tk41 k) EI;)ZQ% k+1 k)
k=0 n€P 20
so heifit f Riemann-integrierbar oder einfach integrierbar. Der gemeinsame Wert wird mit f; f(x)dx beze-
ichnet und heifit bestimmtes Integral von f zwischen a und b.

Eine schone anschauliche Darstellung des Riemannschen Begriff der Integrierbarkeit findet man in der .gif-
Abbildung http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Riemann.gif.

ANMERKUNG 10.3. Beachte, dass die Benennung des Argumentes der Funktion keinerlei Rolle spielt: ist also
f i [a,b] — R integrierbar, so bezeichnen etwa die Symbole

/ab f(z)dz, /ab f(y)dy, /ab F(s)ds

die gleiche Zahl, welche durch Definition [10.2] eingefiihrt wurde.

Die Definition [10.2] spielt vorwiegend eine theoretische Rolle. Wihrend sie erlaubt, die Integrierbarkeit einer
Funktion zu widerlegen (vgl. Beispiel ist es kaum moglich, dadurch zu iiberpriifen, dass eine gegebene
Funktion integrierbar ist. Die einzige nennenswerte Ausnahme ist die folgende. Obwohl es sich um einen fast
trivialen Fall handelt, werden wir dadurch eine Gleichung erlangen, die im Beweis des Satzes benutzt wird,
einem der wichtigsten Sédtze der Theorie der Integralrechnung. Dieser Satz wird wiederum den Weg frei
fiir den sogenannten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung machen, welcher schliefflich eine operative
Definition der Intergrierbarkeit anbietet.

BEISPIEL 10.4. Sei ¢ € R und betrachte die Funktion f : [a,b] — R mit konstantem Wert ¢. Dann ist f

integrierbar und
b
/ f(z)dz = c(b—a).

Denn von der gewihlte Zerlegung von [a, b] unabhingig sind offensichtlich auch die approximierenden Funktionen
@y und @, konstant mit Wert ¢, und somit gilt

n—1 —
iréfpkz_ogoo(x)(xkﬂ —x,) = ¢ 1n Zo Tpt1 —x) = c(b—a)

,_.

= csup Z Trgr — 2k) = sup > pu(7)(Thi1 — ).
P

O

BEISPIEL 10.5. Betrachte die Dirichletfunktion D aus Beispiel Da die Funktion in “fast jedem Punkt
im Definitionsbereich” Wert 0 annimmt konnte man ahnen, das Integral dieser Funktion sei 0. Leider ist diese
Intuition falsch: Da die Funktion D in jedem Intervall inf = 0 und sup = 1 hat, betragen unteres bzw. oberes
Darbouxsches Integral von D : [0,1] — R 0 bzw. 1, also erfiillt D somit die Definition nicht: D ist nicht
Riemann-integrierbar. Ubrigens beantwortet dieses Beispiel auch die durchaus berechtigte Frage, ob es nicht aus-
reichen wiirde, in der Definition [10.2] nur die von unten approximierenden Funktionen oder nur die von oben
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approximierenden Funktionen zu betrachten. Dies geniigte in der Tat nicht, denn die beiden Zugénge koénnen, wie
gesehen, zu verschiedenen Ergebnisse fithren.

Nebenbei bemerkt: Um dieses und andere Probleme zu beheben hat Henri Léon Lebesgue 1902 einen (strikt)
schwiicheren Begriff von Integrierbarkeit definiert — und somit eine (strikt) allgemeinere Integrationstheorie eingefiihrt.
Nach seiner Theorie ist D tatséchlich (Lebesgue-) integrierbar und ihr Integral betrégt 0. Die Lebesguesche Theorie
ist jedoch technisch deutlich komplizierter und wird deshalb nicht vorgefiihrt. O

Man definiert herkémmlich fiir jede integrierbare Funktion f : [a,b] — R

(10.2) /bf(x)dx ::—/a f(x)dx sowie /f

ANMERKUNG 10.6. Beachte dass das bestimmte Integral einer Funktion kann wohl eine negative Zahl sein.
Interpretieren wir das Integral einer Funktion wie der Fldcheninhalt zwischen dem Graphen von f und der x-Achse,
so gilt die Konvention, dass Flache unterhalb der x-Achse einen negativen Beitrag leistet.

DEFINITION 10.7. FEine Funktion f : [a,b] — R heifit stiickweise stetig, falls eine Zerlegung ¢, := {xo,...,2n}
von [a, b] existiert so, dass jede Einschrinkung Ji(@rensy) Stetig ist.

Der folgende Satz ist ein Grundstein der Theorie der Integralrechnung, doch ist leider sein Beweis technisch
und aufwindig: er wird in [4] §11.2 und § 11.3] durchgefiihrt.
SATz 10.8. Ist eine Funktion f: I — C

e monoton oder
o stickweise stetig,

so ist sie integrierbar.

SATZ 10.9 (Rechenregel fiir integrierbare Funktionen). Seien f,g : [a,b] — R integrierbar und o € R. Dann
gelten die folgenden Rechenregel.

(1) f: f(@)dz = [T f(z)dz + fcb f(z)dz fir alle c € [a,b].
(2) [+ g ist zwischen a und b integrierbar und f:(f +9)(z)dr = f: f(x)dz + f:g(x)dx
(3) af ist zwischen a und b integrierbar und f;(af)(x)dx = af; f(z)dz

BEWEIS. Wir beweisen nur die Eigenschaft (1). Sind beide f und g zwischen a und b integrierbar, so stimmen
die oberen und unteren Darbouxschen Integrale von f bzw. g iiberein, d.h.

n—1
(10.3) inf, kzzo%( (Ths1 — T1) = sup, kzo% (Thr1 — k),
und
(10.4) fféfp Z Yo(x)(Tpr1 — k) Z VN xpr1 — k),
k=0 P =
wobei
ou(z) = inf  f(z) und wo(x) = sup  f(x) falls © € [zg, z + 1)
xe[xkvxk+1) xe[xk,xkﬂ)
und
Pu(z)= inf  g(x) und  Yo(x)= sup g(z) fallsx € (v, 2 +1).
TE[Tk,T41) TE[Th,Tht1)

Sei also ¢ = (,, € P fest und merke, dass
inf f@)+ il g@)< i (f+g)) = V()

TE[Th,Tht1) z€[Tk,Tpi1) TE[Tk,Th41)
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sowie
sup  f(z)+ sup  g(x) = sup  (f+g)(x) = Jo(x).
TE[Th,Tht1) z€[Th,Tp11) TE[Tk, Tht1)
Somit gilt
b b n—1 n—1
/a f(z)dx +/a g(x)dz = Héfp ;0 Po(@)(Th+1 — k) + Cilg;) ;0%(33)(95“1 — )
n—1
2 nf > Fo(@)(@he1 — 2k)
k=0
n—1
> sup ﬁu(z)(zk+l A’Ik)
n—1 n—1
> sup » @u(®)(@pr1 — k) + sup Y V() (Tha1 — Tk)
Cn€P kz=o Cn€P kzzo
b b
= f(z)dx —|—/ g(x)dx.
a a
Wegen (10.3)—(10.4)) bekommt man also
n—1 n—1
inf Yo(x)(x — ) = sup () (x — ),
e 2 (@) (Tht1 — =) cnepkzzo (@) (Tpt1 — k)
d.h., f 4 g ist selber Riemann-Integrierbar. (]

UBUNGSAUFGABE 10.10. Beweise die Rechenregel (2) und (3) aus dem Satz m

SATz 10.11. Seien f, g : [a,b] — R integrierbar. Ist f(x) < g(x) fiir alle x € (a,b), so gilt

[ < [ oy

BEWEIS. Betrachte eine Zerlegung ¢, := {20, ...,2n} von [a,b] und definiere approximierende Funktionen
@u;@oa¢%a¢b durch

ou(z):= inf  f(x) und wo(x):= sup  f(x) falls © € [zk, xx + 1),
me[zkvrk+l) x€[$k,$k+1)

Yy (z) = inf  g(x) und Yo(x): = sup g(z) falls © € [zg, g + 1).
me[zkvxlﬁ»l) xE[.ﬁL‘k,ﬂ’:k+1)

Dann gilt punktweise ¢, (z) < 1, (z) (sowie auch @, (x)
folgt aus Definition, dass

IN

Yo(x)). Weil die beiden Funktionen integrierbar sind

n—1 n—1
sup Y @u(@)(Thpr — o) < Sup Y (@) (@pa1 — Tk,
Cn€P 12y Cn€P 10

also folgt

/ab fl@x)dx < /abg(sv)alx7

was den Beweis vollendet. O
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UBUNGSAUFGABE 10.12. Seien f : [a,b] — R und betrachte die Funktion |f| : [a,b] 3 = — |f(z)| € R. Zeige:
Ist |f| integrierbar, so ist auch f integrierbar und es gilt
b
[ s

/ @)z >

UBUNGSAUFGABE 10.13. Sei —00 < a < b < 00.
(1) Seia <da <V <bund sei

¢ fallst e [a, V],

Uy :{ 0 sonst.

Zeige: f ist integrierbar und f: f@®)dt =t —d).
(2) Sei f:[a,b] — [0,00) stetig. Ist f: f(®)dt =0, so ist f(t) = 0 fiir alle ¢ € [a,b]. (Hinweis: Ist f(ty) > 0, so gibt
es 6 > 0, sodass f(t) > 5 f(to) fir alle t € [to — &,to + 8]

SATz 10.14 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, so gibt es £ € (a,b)

so, dass
[ e =590,

BEWEIS. Da f stetig auf einem kompakten Intervall ist, hat sie laut Satz [B.51] ein globales Minimum und
Maximum, etwa m und M, d.h. m < f(z) < M fiir alle x € [a,b]. Interpretiere jetzt m und M als Funktionen mit
konstantem Wert m bzw. M: dann kann man Satz [10.11] anwenden und schliefien, dass

/mm</f m</Mm

b
m(b—a) < / f(z)de < M(b—a),

und somit ist die Zahl ﬁ f; f(z)dz zwischen Minimum und Maximum der Funktion enthalten. Aus dem Satz

gilt, dass 71— f: f(z)dz auch ein Wert der Funktion sein muf, etwa an der Stelle £ € [a, b] angenommen. Daher

folgt, dass
/ f@)dz = F€)b -~ a),

was zu zeigen war. O

Laut Beispiel gilt also

UBUNGSAUFGABE 10.15. Sei f : [a,b] — R stetig, sodass f: f(@)dx =0 und f(x) > 0 fiir alle z € [a, ]. Zeige,
dass f(x) = 0 fir alle z € [a,b].

DEFINITION 10.16. Seien f,F : [a,b] — R Funktionen. Dann heifit F : [a,b] — R Stammfunktion von f,
falls F' auf (a,b) differenzierbar ist mit F'(x) = f(x) fir alle x € (a,b).

BEISPIEL 10.17. Angesischts der Differenziationsregeln vom Kapitel 9 ist
) éexpa eine Stammfunktion von exp, : R — R;

z = % eine Stammfunktion von x +— 2% : R — R fiir alle k € Z \ {—1};
sin eine Stammfunktion von cos : R — R;

— cos eine Stammfunktion von sin R — R;

log eine Stammfunktion von z — 1 : (0 oo) — R;

tan eine Stammfunktion von z — R = R;

cos(m)
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BeispieL 10.18. Seien ag,aq,...,a, € R. Dann ist
N (E2 N N LL‘"+1
— — 4.
T — agx + aq 5 ann T

eine Stammfunktion von
T ag+arxr+...+apx”.
O

SATz 10.19. Seien f, Fy, F3 : [a,b] — R. Sind beide Fy und Fy Stammfunktionen von f, so ist Fy — Fy eine
Konstante.

BEWEIS. Unter den Voraussetzungen des Satzes ist (Fy — Fz)'(z) = 0 fiir alle z € (a,b) und wende die
Anmerkung [0.28) an. O

SATz 10.20 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann
ist die Funktion

(10.5) F:la,b]>x n—>/ f(y)dy
eine Stammfunktion von f.

BeEWES. (1) Sei « € (a,b) und h > 0 so, dass « + h € (a,b). Dann ist laut Satz [10.9}(1)
Fla+h) = F(a) _ [ fw)dy— [ fw)dy _ [ Fw)dy

h B h B h
Nun wenden wir den Mittelwertsatz der Integralrechnung und erhalten wir die Existenz eines £ zwischen z und
x + h so, dass f;+h fy)dy = f(&)h. Also gilt
F(zx+h)— F(x f&h
D= Fw) _ SO _ g

Strebt h nach 0, so strebt notwendigerweise auch ¢ nach z, also folgt aus der Stetigkeit von f schliefilich
F(x+h) — F(x .
@AW =P fie) = s,

§—w

lim
h—0

was zu zeigen war. O

Es folgt unmittelbar aus den Sitze [10.20] und [10.19] dass jede weitere Stammfunktion von f bis auf eine
Konstante mit der in (10.5)) definierten Funktion F' {ibereinstimmt.
Die folgende konkrete Regel zur Berechnung eines Integrals folgt unmittelbar.

SATz 10.21. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und sei ® eine Stammfunktion von f. Dann gilt

b
/ F(@)dz = B(b) — d(a)

und man bezeichnet oft

Man kann den Satz so umformulieren: Ist g : [a,b] — R eine stetige, auf (a,b) differenzierbare Funktion mit
stetiger Ableitung, so gilt fiir alle ¢,d € (a,b) mit ¢ < d, dass

d
/’dwwx:dﬁgy@)
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BEWEIS. i) Betrachte erst die Stammfunktion F, die in definiert ist. Fiir sie gilt die Aussage offen-
sichtlich, denn laut ist [ f(z)dz =0.

ii) Sei nun ® eine weitere Stammfunktion, so existiert laut Satz (2) eine Konstante ¢ so, dass ®(x) =
F(z) + c fiir alle x € [a,b]. Somit ist dank i)

b
B(b) — B(a) = F(b) — ¢ — F(a) + ¢ = F(b) — F(a) = / F(@)dz
Dies vollendet den Beweis. O

DEFINITION 10.22. Die Menge der Stammfunktionen einer gegebener, integrierbarer Funktion f bezeichnet

man mit /f(x)dx (oder / F(y)dy, / f(s)ds / fbydt...)

und nennt man unbestimmtes Integral von f.

ANMERKUNG 10.23. Die Integrierbarkeit einer Funktion f hiéngt nicht von ihrer Definition in abzdhlbar vielen
Punkten ab. Genauer gesagt: Seien f,g : [a,b] — R integrierbar. Gilt f(z) # g(z) in héchstens abzihlbar vielen
Punkten, so haben f,g das selbe unbestimmte Integral. Zum Beweis s. [4] S. 201]. Insbesondere folgt, dass das
bestimmte Integral zwischen a und b einer Funktion f bereits eindeutig bestimmt ist, falls f auf (a,b) stetig und
beschrankt ist.

Fiir eine gegebene integrierbare Funktion f stimmen laut Satz [10.21] alle Elemente der Menge [ f(z)dz bis
auf eine Konstante iiberein; man schreibt also oft salopp

/exp(x)dm = exp +c.

SATZ 10.24 (Partielle Integration). Sei A ein offenes Intervall von R und f,g: A — R zwei stetige Funktionen,
sodass f,g auf A auch differenzierbar mit stetiger Ableitung sind. Dann gilt fiir alle a,b so, dass [a,b] C A:

/ F () gl = [(fgxx)K -/ ’ fa)g (a)d

BEWEIS. Laut Satz[0.11}(2) ist die Funktion f - g auf (a,b) differenzierbar und es gilt (fg)’ = f'g + fg', d.h.

(10.6) f'(@)g(x) = (f9)'(x) — f'(x)
fiir alle z € (a,b). Weil f/, ¢’ und (fg)’ nach Voraussetzung stetig sind kann man (10.6) zwischen a und b integrieren

und
/f dw—/(fg d:c—/f

Die Funktion fg ist aber eine Stammfunktion von (fg)" und nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-

rechnung gilt
b

[ Gorws = [0 -

Somit folgt die Aussage. |
BEISPIEL 10.25. Um das Integral

s

/ o cos(z)dx
0

zu berechnen, interpretiere die Funktion unter dem Integralzeichen wie das Produkt zweier Funktionen f, g, wobei
f die Sinus- und g die identische Funktion ist. Dann folgt aus Satz[10.24] dass

™

/0’2' x cos(x)dx = [(fg)(x)]j - /OE f(x)g (z)dx = gsing - /05 sin(z)dx = g + [cos]og = g —1.
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O

BEISPIEL 10.26. Um die Logarithmusfunktion zu integrieren, stelle log als f - ¢’ dar, wobei f : z — log(z) und
g :x— x, sodass ¢'(x) =1 fiir alle z sind. Somit gilt fiir alle a,b mit 0 < a <b

/ log(@)dz / ' f)dl (@)da

[(fgxa:)K -/ ' P (@)l

b
blog(b) — alog(a) — / %dx
blog(b) — alog(a) — (b —a)
b(log(b) — 1) — a(log(a) — 1).

Also ist  — z(log(z) — x) eine Stammfunktion der Logarithmusfunktion. O

UBUNGSAUFGABE 10.27. Sei f : [a,b] — R eine stetige, auf (a, b) differenzierbare Funktion, sodass f’ auf (a, b)
stetig ist. Folgere aus Satz|10.24] dass f; (@) f(x)dz = L(f(b) — f(a)).

Die obige Regel der partiellen Integration ist eine Folgerung der Produktregel der Differentialrechnung. Genau-
so folgt sie sogenannte Substitutionsregel aus der Kettenregel.

SATZ 10.28 (Substitutionsregel). Sei A ein offenes Intervall von R und f : A — R eine stetige Funktion,
sodass [ auf A auch differenzierbar mit stetiger Ableitung ist. Sei [a,b] C A. Seien zusditzlich ¢,d € R mit ¢ < d
und j : [c,d] — R stetig, sodass f(x) € [c,d] fir alle x € [a,b]. Ist J eine Stammfunktion von j, so ist Jo f eine
Stammfunktion von (jo f) - f'. Anders gesagt,

b b f(®)
[ twan= [Cssens e = |sw)]

BEWEIS. Substituiere x durch wu, d.h., setze u(z) := f(z). Laut Satz (4) und dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung ist die Funktion Jo f auf (a,b) differenzierbar und es gilt (Jo f)' = (J o f)f' =
(j o f)f'. Durch Integration zwischen a und b folgt

/ 3(f () f'(z)dz = / (J o f)(z)dz = {J(f(x))] = J(f(0)) = J(f(a)).
Dies liefert die Aussage. |

BEISPIEL 10.29. Um das bestimmte Integral

/ e sin(z?)dx
0

zu berechnen, setze f :  — x? und j := sin. Dann kann man die Substitutionsregel unmittelbar anwenden, also
ist (—cos) o f eine Stammfunktion von ((—cos) o f) o f’. Somit ist

s

/05 rsin(a?)da = ;[— cos(acQ)}j _ % (1 — cos (j)) .

Interessanter ist der Fall, dass die zu integrierende Funktion (noch) nicht in Form einer Verkettung zweier
Funktionen auftritt. Manchmal ist es jedoch giinstig, eine solche Darstellung als Verkettung kiinstlich einzufithren.

]
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2
1
/ dx.
1 4z +1

Definiere u(x) := 4x + 1 fiir alle © € R, sodass die Integrationsextrema u = 5 bzw. v =9 (falls x = 1 bzw. z = 2)
werden. Weil u/(z) = 4 fiir alle z € R kann man das Integral auch als

9
11
/7~7du
5 u 4

94 1 °  log9—log5h
/duz[log(u)] = 08T 08D
5 U 4 5

BEISPIEL 10.30. Berechne

darstellen. Dieses Integral gilt offensichtlich

4
(]

BEISPIEL 10.31. Wir wollen die Theorie der Integration dazu verwenden, um zu iiberpriifen, dass der Flédcheninhalt
des Einheitskreises 7 ist. Das ist natiirlich zur Aussage dquivalent, dass der Fliacheninhalt der obere hilfte des
Einheitskreises § ist — anders gesagt: Der Flidcheninhalt unterhalb dem Graphen der Funktion f : 2 +— 1 — 2?2 und
oberhalb der z-Achse ist 5 (hier benutzen wir, dass der Einheitskreis die Menge aller Punkten (z,y) € R? ist, die
z? 4+ y? = 1 erfiillen). Berechne also

1t
f/ V1 —22dzx.
2/

Fiihre die Substitution 2 = sin(y) durch, sodass y = arcsin(z) und v/1 — 22 = cos(y). Dann ist

[SE]
w3

V1 —sin(y)?cos(y)dy = / cos(y)2 cos(y)dy
= [ costyyay
1 (%
= 5/ (1 + cos(2y))dy
1 /% 1 (%
= 2/’2’ dy + 2/72r cos(2y)dy
= 1|5 Y) )

NN N

UBUNGSAUFGABE 10.32. Bestimme
(1) [exp(ax)dz;
(2) [a“dz, wobei a > 0;
(3) [ cos(ax)dz.

UBUNGSAUFGABE 10.33. Zeige, dass

(1) [ s =log(z + V1 +2?);
(2) [sinh(z) = cosh(z);

Bestimme jeweils ein Intervall, auf dem die Formel giiltig ist.
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Als direkte Folgerung der Substitutionsregel ergibt sich der folgende Fall.

SATZ 10.34. Sei f : [a,b] — R eine stetige, auf (a,b) differenzierbare Funktion. Sei f(x) > 0 fir alle x € [a, b].
Dann ist logof eine Stammfunktion von f7

BewEls. Wende die Substitutionsregel mit j : z +— *. O

x

I'{BUNGSAUFGABE 10.35. Bestimme
(1) [} el

x

(2) fab x* log(x)dz fir « € R, a # —1, wobei 0 < a < b.

BEISPIEL 10.36. Betrachte die Funktion tan : (%,%) 3 2 +— z;’;((?) € R. Dann ist die Funktion iiberall strikt
positiv. Um eine Stammfunktion zu bestimmen merke, dass cos’ = — sin. Setze f := cos. Somit ist laut Satz[10.34

—log o cos eine Stammfunktion der tan, also ein Element von
/tan(m)dm = —/ f(z) dx.
f(x)

Nun mochten wir den Begriff von Integrierbarkeit auch fiir unbeschrinkte Integrationsintervalle definieren.

O

DEFINITION 10.37. Sei f : R — R eine Funktion, deren Einschrinkung auf jedes Intervall [a,b] auch inte-
grierbar ist, und so dass der Grenzwert
b

[e'S) s b
[ f@is = i [ fepay oo [ f@de =t [ )y

existiert. So heifit f auf [a,00) (bzw. auf (—o0,b]) uneigentlich integrierbar.
Eine dhnliche Definition kann man auch fiir manche eigentlich nicht integrierbare Funktionen f : (a,b] — R
bzw. f : [a,b) — R einfiihren, vgl. [4], § 11.9].
BEISPIEL 10.38. Sei ¢ > 0. Dann ist  — exp(—cx) auf [0,00) integrierbar. Denn eine Stammfunktion von
x +— exp(—cz) ist z — %;Cz). Also gilt fiir s > 0
S _ S 1
/ —exp(—cx)dr = [exp(cw)] = —(1 — exp(—cs)).
0 c 0 €

Somit ist - ) )
/ —exp(—cx)dx = lim —(1 —exp(—cs)) = —.
0 C

§—00 C

O

Zum Schluss definieren wir den Begriff der Intergrierbarkeit von komplex-wertigen Funktionen, der gelegentlich
in den Anwendungen niitzlich sein kann.

DEFINITION 10.39. Eine Funktion f : [a,b] — C heifit (Riemann-)integrierbar, falls ihr Real- bzw. Imag-
indrteile Ref : [a,b] 2 x — Ref(z) € R und Imf : [a,b] 3 x — Imf(z) € R (Riemann-)integrierbar ist. In diesem
Fall setzt man

/ab f(x)dx := /ab Ref(z)dx —&-i/: Im f(z)da.

BEISPIEL 10.40. Wir wollen die Funktion f : [0,27] 3 x — exp(z + ix) € C auf Integrierbarkeit untersuchen.
Aufgrund der Eulerschen Identitéit (vgl. Beispiel [6.27)) folgt, dass

; (z)dz = /0 exp(z) cos(z)dzx + i/o exp(x) sin(z)dx
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existiert. Durch mehrfache partielle Integration erhilt man

/O " exp(e) cos(z)dz

und somit
Ahnlich gilt
2m
/ exp(z) sin(z)dz
0
also

Insgesamt erhélt man

- {exp(m) cos(x)]zﬂ—i— /O 27rexp(x) sin(z)dz

- {exp(x) cos(x)]

0

+ [exp(x) sin(a:)}

0

- /0 7 expla) cos(z)d

/0% exp(z) cos(z)dxr =

{exp(z) sin(x)}

= {exp(:c) sin(x)}

/O27r exp(z) sin(z

exp(2m) — 1

2

/027r flz)dx = exp(

_ /O 7 expla) cos(z)de

= exp(2m) cos(2m) — exp(0) cos(0) + exp(27) sin(27) — exp(0) sin(0)

- /027T exp(z) sin(z)dx

2m 21
— / exp(z) cos(x)dx
0 0
27 2m
— {exp(x) Cos(x)]
0 0
i = fexp(;w) + 1'
2r) —1 .1 —exp(2m)
2 T
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen

Betrachte Funktionen f : A — RM wobei A C RY. In den Kapiteln 9 haben wir die Theorie der Differ-
entialrechnung fiir reellwertige Funktionen einer reellen Variablen dargestellt, also fiir N = M = 1. Ziel dieses
letzten Kapitels ist, die hoherdimensionale Erweiterung dieser Theorien voranzutreiben, bzw. die Grundlagen
davon einzufiihren. Eine ausfiihrliche Abhandlung der Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen
findet man z.B. in [5].

Der Fall M > 1 ist leicht erledigt: denn eine Funktion f : A — R™ nimmt nach Definition Werte in RM
an, also ist die Bildmengen das kartesische Produkt von N Teilmengen Bi,..., Bays von R, welche jeweils als
Bildmenge einer reellwertigen Funktion f; : A — B; interpretiert werden konnen. Solche Funktionen fy, ..., fa
heiflen Komponenten der Funktion f. Somit lassen sich alle bisherige Begriffe (Stetigkeit, Differenzierbarkeit und
auch Integrierbarkeit) erweitern, indem man sie komponentenweise definiert: z.B. heifit f: A — B

o stetig

o differenzierbar
e monoton

e integrierbar

falls alle ihre Komponenten f1, ..., f; das sind.

BEISPIEL 11.1. Betrachte eine Kanonenkugel, die mit fester Anfangsgeschwindigkeit v und Abschusswinkel «
geschossen wird. Beriicksichtigt man den Luftwiderstand nicht, so liefern die klassischen Gesetze der Newtonschen
Mechanik unmittelbar die Flugbahn der Kugel in Abhéngigkeit von der Zeit ab dem Schuss. Dann liegt die
Flugbahn in einer Ebene, die wir in kartesischen Koordinaten mit = bzw. y (horizontaler bzw. vertikaler Abstand
vom Schusspunkt) beschreiben. Dann sind die dementsprechenden Gleichungen

z(t) = wtcos(a)
y(t) = —%—i—vtsin(a)

solang y(t) > 0, wobei g die Fallbeschleunigung bezeichnet. Diese Gleichungen gelten auf jedem Planet, sobald
man die spezifische Fallbeschleunigung g kennt (g = 9,81 %5 auf der Erde).
Hat iibrigens die Funktion y ein Maximum an einem Zeitpunkt ¢3? Eine notwendige Bedingung ist laut

Satz[9.23] dass 3/ (to) = 0, also dass

gto = vsin(«) und somit to = vsm(a)‘
g
Es ist y”’(tg) = —g < 0, also ist tg eine Maximumstelle: dann erreicht fiir festen Anfangsgeschwindigkeit und
Abschusswinkel die Kugel ihr Maximum
2 2
v¥sin(a)
tg) = —————.
y(to) 29

O

Ebenfalls kann man alle Resultate, welche nicht auf die Anordnungseigenschaften von R beruhen, automatisch
erweitern. Funktionen dieser Art heifien iiblicherweise Kurven in RM | vegl. [6, Kap. 14]. Aufgrund dessen werden

73
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wir im Folgenden nur reellwertige Funktionen mehrerer Variable betrachten. Den allgemeinen Fall einer vektor-
vertiger Funktion mehrerer Variablen (eines sogenannten Vektorfeldes) lidsst sich jedoch (im Groflen und Ganzen)
komponentenweise auf die Theorie reellwertige Funktionen mehrerer Variable zuriickfiihren, vgl. [6l Kap. 16].

BEISPIEL 11.2. Man sieht an Beispiel dass die Wahl der Abhéngigkeiten einer Funktion am Modell liegt.
Wiren z.B. die Anfangsgeschwindigkeit, der Abschusswinkel und ja sogar die Fallbeschleinigung nicht fest, so kann
man sich fragen, wie hingt jetzt die Flugbahn von diesen mehreren Variablen ab. Die Antwort wird von einer
Funktion ( )

) E z(v,a,g,t
P (0,00) % (0.5) % (0.00) % (0,00) 3 (v gut) = (1001
gegeben, wobei die Funktionen z,y vierer Variablen durch
£2
z:(v,,9,t) — vtcos(e) und y: (v,a,g,t) — —97 + vt sin(a)

definiert sind.

Diese Funktionen = und y (und somit auch f) sind stetig, wie man schon anhand der Hilfsmittel vom Kapitel 8
héitte beweisen konnen. Die Flugbahn einer Kugel ist aber eine sehr glatte Kurve in der Luft: ist unsere anschauliche
Vorstellung der Differenzierbarkeit einer Funktion korrekt, so wiirde man erwarten, f ist — in einem noch zu
prézisierenden Sinne — differenzierbar. (I

Im Folgendem bezeichnen wir fiir jedes i = 1,...,n den Vektor e; = (0,...,1,...,0) € RV, wobei die 1 an der
i-te Stelle sich befindet. Ist A C RY offen, so ist z + he; € A fiir alle x € A und h € R aus einem Intervall (—¢, )
klein genug. So kann man in einem passenden Definitionsbereich die i-te partielle Funktion h — f(xo + he;) an
der Stelle xq definieren.

DEFINITION 11.3. Sei A C RY eine offene Menge und f : A — R eine Funktion. Sei xog € A. Existiert die

Ableitung der i-ten partiellen Funktion an der Stelle xq, d.h. der Grenzwert

0 T he;) — f(x

&Efi(xo) ::;llii%f( 0o+ h) f(@o)
fiir ein i € {1,...,N}, so nennt man thn die partielle Ableitung von [ im Punkt xy, in Richtung e;.
Die Funktion f heifst dann in xy in Richtung e; partiell differenzierbar. Ist f in x¢ in Richtung e; fiir
jedes i = 1,...,n differenzierbar, so heifit f in xy partiell differenzierbar. Ist [ in jedem xg € A partiell
differenzierbar, so heifit f schlicht partiell differenzierbar.

Wir bekréftigen, dass sich die Notation von der Notation im 1-dimensionalen Fall unterscheidet. Die Einfithrung
des Symbols 0 geht auf Adrien-Marie Legendre zuriick, sie wurde tiblich nachdem 1841 Carl Gustav Jacob Jacobi
sie wieder einfiihrte.

Ist f auf einer Teilmenge von R? oder R? definiert, so benutzt man oft die Bezeichnung (z,y) bzw. (z,y, 2) statt
(1,22, x3) fiir ihre Variablen. Dementsprechend werden oft die partielle Ableitungen mit g—f;, %, g—]; bezeichnet.
Vorsicht! In diesem Fall bezeichnet x nicht mehr einen Vektor aus R ist, sondern eine reelle Zahl.

Die Grundidee der partiellen Differentiation in Richtung e; ist also, die anderen Koordinaten der Argumente
von f “einzufrieren”, und bzgl. der i-te Koordinate so abzuleiten, als ob f Funktion einer Variable wire: anders
gesagt, eine iibliche Ableitung der i-ten partielle Funktion zu berechnen.

BEISPIEL 11.4. Betrachte die Funktion aus Beispiel [T1.2] Wir zeigen, dass ihre beide Komponenten partiell
differenzierbar sind. Fiir die erste Komponente x gilt also
Ox (v + h)tcos(a) — vt cos(a)

_ 1 _ . (w+h)—v
oo i h = reoste) i T

da fiir den betrachteten Grenzwert ¢ und cos(c) die Rolle von Konstanten spielen. Ahnlich gilt
ox vt cos(a + h) — vt cos(a) cos(a + h) — cos(a)

or _ s ot
Ja hli% h vt hli% h

= tcos(a),

= —utsin(a).
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Weiter gilt

0
de_
dg
weil die Funktion x nicht von g abhéngt, und schliefllich
dr .. w(t+h)cos(a) —vtcos(a) . (t+h)—t
pri fllli% . = vcos(a) }ILIL% — = v cos(a).
Ahnlich kann man sehen, dass die partielle Ableitungen der Funktion y
0 0 0 t2 0
(11.1) a—z = tsin(a), a—z = vt cos(a), a—z =-3 c% = —gt + vsin(a)
betragen. (I

DEFINITION 11.5. Sei A C RN eine offene Menge und f : A — R eine in xg € A partiell differenzierbare
Funktion. Der N -Spaltenvektor

)
3712(450)

or N (1'0)
heifst Gradient von f in xg (Aussprache: “Nabla-f7).

ANMERKUNG 11.6. Anders als die Differenzierbarkeit von Funktionen einer Variablen gewihrleistet die par-
tielle Differenzierbarkeit einer Funktionen mehrerer Variablen f die Stetigkeit von f nicht. Betrachte z.B.

flzy) = { S’nyyi’ falls (z,y) # (0,0),

sonst.

Die Funktion f ist dann in 0 partiell differenzierbar mit

Of o F(A0) = 0,0 FO,R) = f(0,0)  Of
9y (0 0) = fim T = 0 = i e = (0,0

doch ist sie dort unstetig, wie man sieht, indem dass man die Folgen

(1 1) (1 1)
—, = und —, ==
n N/ pen no M/aen

betrachtet. Denn beide sind Nullfolgen in R2, doch ist

wahrend

1 1 =1 1
lim f (-) = lim 2~ ==

ANMERKUNG 11.7. Im Beispiel war der Definitionsbereich von f das kartesische Produkt dreier offener
Intervalle. Man kann zeigen, dass Produkte offener Intervalle immer offen im Produktraum (in diesem Fall, R3)
ist. Doch ist nicht jede in RY offene Menge ein kartesisches Produkt: ein Gegenbeispiel liefern alle e-Umgebungen
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UBUNGSAUFGABE 11.8. (1) Sei o € NV ein Multiindex der Linge ||, d.h., a = (a1, ..., ayx) mit ai,...,an €
N und |o := Zjvzl ;. Definiere fiir = (z1,...,2x5) € RY die Potenz 2 := 2§* - 23~ € R.

Sei nun k € N und a, € R fiir alle Multiindizes a mit |a < k. Dann heifit f(z) := 37, <, @az® ein
multivariates Polynom vom Grad k € N (und ist fir N # 1 kein iibliches Polynom!). Zeige, dass f und alle
ihre partielle Ableitungen stetig sind.

(2) Sei f ein homogenes multivariates Polynom vom Grad k € N, d.h., f(z) = 3,2 2°. Zeige, dass f(Azx) =

N f(z) fiir alle x € RY und alle A > 0.

UBUNGSAUFGABE 11.9. Bestimme die partiellen Ableitungen der Funktion f, die folgendermaBen definiert
ist.

(1) f(z,y,2) == exp(ayz?);
(2) Fz,y) := log(2);
(3) f(z,y) := cosh(z) - sinh(y).

Man merke, dass die partielle Ableitung in Richtung e; selbst eine Funktion von A nach R ist, falls f in ganz
A in Richtung e; partiell differenzierbar ist. Sie kann somit selbst differenzierbar sein.

DEFINITION 11.10. Sei A C R eine offene Menge und f : A — R eine in x9 € A in Richtung e; differen-
zierbare Funktion. Ist % selber in xg in Richtung e; differenzierbar, d.h., existiert der Grenzwert
J

fir eini € {1,...,N} so nennt man ihn die 2. partielle Ableitung von f im Punkt z( in Richtung e¢; und
dann e;. Die Funktion f heifit dann in xo in Richtung e; und dann e; partiell differenzierbar. Ist f in xq in
Richtung e; und dann e; fiir jede,j =1,...,n differenzierbar, so heif§it f in xo 2-mal partiell differenzierbar.
Ist f in jedem xq € A 2-mal partiell differenzierbar, so heifst f schlicht 2-mal partiell differenzierbar.
Dementsprechend definiert man den Begriff von n-mal Differenzierbarkeit fiir n € N* beliebig.
FEine glatte Funktion ist eine Funktion f: A — R, welche fir jedes n € N* n-mal partiell differenzierbar ist.

Die 2. partielle Ableitung in der einzigen Richtung e; bezeichnet man mit
*f __of
0x? "~ Oz;0m;

und allgemeiner

of of

ﬁ o 8%‘183?1

?

o f
a:lf)wJ

falls ¢ # j. Falls beide existieren,

2
miissen die partiellen Ableitungen 81‘?_ é)fz und 85 gx iibereinstimmen? Im Allgemeinen nicht.

BEISPIEL 11.11. Sei f : R? — R definiert durch
2 2
mm:{wg;MMw#mm

0 sonst.

Dann ist f stetig, mit 6‘1({ (0,0) 75 5 ( ,0). Um das zu iiberpriifen reicht es zu zeigen, dass f an der Stelle 0
Yy yOu

stetig ist: denn anderswo ist sie offensichtlich stetig als Summe und Quotient (mit nichtverschwindendem Nenner)

stetiger Funktionen. Sei dazu € > 0 und setze § := /. Dann gilt fiir alle (z,y) € R? mit /22 +y? < § auch

|f(x,9)| < |ry| (weil aus —y? < 2 folgt 2% — 32 < 22 + »?) und somit

|f(z,y)] < |oy| < 2?4y <62 =-.
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Dabei haben wir benutzt, dass
0<(z£y)®=a®+y° + 2y,

und somit , ,
€ Y 2 2
|xy|§?+?§x +y°.
Weiter gilt es
af B oty + da?y? — o . af B oyt 4 4a3y? — 2
%(aﬂ,y) = CEESEE sowie (’Ty(x’ y) = — CEESEE

und folglich

0%f (2,y) = (5t — 122292 — y) (2* 4+ 2222 + y*) + (—2° + 423y + 2y?) (423 + 4ay?)
oxoy 7 x4 + 22292 + yt
aber
0% f (2t 12272 - 5yt) (2t + 2227 4 yt) + (aty + 42?y® — o) (dya? + 4yP)
Oyox (z,y) = x4 4 22292 + gyt '
Insbesondere gilt es %(070) # 88;5% (0,0). O

UBUNGSAUFGABE 11.12. Zeige, dass ein multivariates Polynom eine glatte Funktion ist.

Der folgende Satz wird iiblicherweise auf Hermann Amandus Schwarz zuriickgefiihrt. Er wurde allerdings erst
1743 von Alexis Claude Clairaut in einem Essay iiber Erdvermessung bewiesen, und ist gelegentlich auch als “Satz
von Clairaut” bekannt. Wir formulieren ihn ohne Beweis.

SATZ 11.13 (Satz von Schwarz). Sei A C RY eine offene Menge und f : A — R eine 2-mal partiell differen-
zierbare Funktion, deren 2. partielle Ableitungen auch auf ganz A stetig sind. Dann stimmen die gemischten 2.

partiellen Ableitungen 332f und 21 auf ganz A fir alle 1 <i,j < n tberein.

Zj 611 611 893]‘

ANMERKUNG 11.14. Man merke, dass insbesondere ist — unter den Voraussetzungen des Satzes von Schwarz
—die N x N-Matrix

%(900) s %(ﬂfo)
Hf(xo) := :
gt —(z0) ... %(axo)
fir alle zp € A symmetrisch. Diese Matrix — und vor allem ihre Determinante — wurden 1842 von Ludwig Otto

Hesse eingefiihrt und untersucht, und ist somit als Hessematriz bekannt.

UBUNGSAUFGABE 11.15. Sei f : RY — R eine 2-mal differenzierbare Funktion, deren 2. partielle Ableitungen
stetig sind. Man bezeichnet durch Af die stetige Funktion von R? nach R, die durch

Nan

i=1
definiert ist. Lost f die Laplacesche Gleichung Af = 0, so hei8t f harmonisch. Zeige: fir d = 2 bzw. d = 3 sind
die Funktionen f() bzw. f(3)y harmonisch, wobei

log \/22 + y? Fooy (9, 2) = 1
2m ’ @RS Am/2? 4y + 22

In der Theorie des Elektromagnetismus bzw. der Gravitation wird f(3) Coulombsches (nach Charles Augustin de
Coulomb) bzw. Newtonsches Potential genannt.

fo)(z,y) =
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UBUNGSAUFGABE 11.16. Seien f, g 2-mal differenzierbare Funktionen auf einer offenen Menge A C RV, Zeige,
dass

A(f-g) =Af-g+2(gradf,gradg) + f - Ag.

Wollen wir das séamtliche Verhalten der Funktion f beriicksichtigen, anstatt nur das Verhalten bzgl. der
einzelnen Richtungen, und wollen wir uns von der Theorie der Funktionen einer Variablen inspirieren lassen, so sind
wir an die Bedingung der 1-dimensionalen Differenzierbarkeit angewiesen, deren Aquivalenz zur herkémmlichen
Definition im Satz bewiesen wurde.

DEFINITION 11.17. Sei A C RN eine offene Menge und f : A — R eine Funktion. Dann heifit f in xy € A total
differenzierbar oder einfach differenzierbar, falls ein Vektor ® = (¢1,...,0,) € RY und eine Restfunktion
R:Ax A— R existiert, sodass

f(@)=f(xo) + @ (x — o) + R(z, z0),

d.h.
f( SL'() + Z@z Zq sz + R(-'lj xO)
wobet
lim Rz, 20) =0,
T—XTQ

N
> i (@i — 20i)?
d.h., in der Landau-Notation, R(x,x0) = o(||x —x¢||). In diesem Fall bezeichnet man oft den N -Zeilenvektor (bzw.
die 1 x N-Matriz) ® mit D f(xo) oder f'(xo), welcher die Jacobimatriz oder das Differential von f in xo heifit.

Die Jacobimatrix wurde 1815 von Cauchy eingefithrt und 1841 ausfiihrlich von Carl Gustav Jacob Jacobi
untersucht.

Die Existenz einer solcher Jacobimatrix scheint schwiering nachzupriifen. Eine hinreichende Bedingung sowie
eine Darstellung erhalten wir im néchsten

SATZ 11.18. Sei A C RV eine offene Menge, xo € A und f : A — R eine Funktion. Dann gelten die folgenden
Aussagen.
(1) Ist f in xo differenzierbar, so ist sie dort stetig und auch partiell differenzierbar, und es gilt

Dfan) = (G-(anheeoos gtan) ) = (V)

(2) Ist umgekehrt f auf ganz A partiell differenzierbar, und sind ihre partielle Ableitungen stetig, so ist sie auch
differenzierbar.

Bewess. (1) Ist f(z) = f(wo) + Z?Ll i(z; — 1'01') + o(||z — wo]), so ist

f( Z‘Pz Ti — Toq +0(||$—$0H
und somit
N
li li i — xoi|| + i - =
Jim [ () EZ: Jim o = oll + lim of|la - o)
Ahnlich gilt
. f(@o + heg o(|hl)
] . AR _
Jim, Z@ L

d.h., wenn die Jacobimatrix existiert stimmt die partlelle Ableltung in Richtung e; mit der j-te Koordinate der
Jacobimatrix iiberein. (]
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Die Umkehrungen der Implikationen in (1) sind im Allgemeinen falsch, vgl. das folgende

BEISPIEL 11.19. Sei f : R? — R durch

f(z,y) :{ % falls (z,y) # (0,0),

0 sonst.

definiert. Man kann iiberpriifen, dass f stetig und partiell differenzierbar ist, doch ist sie nicht differenzierbar (weil
ihre partielle Ableitung % in 0 nicht stetig ist): es gilt

af zy? 2
a ) = 579 1 o\’ ) R Oa O )
) = g (@) SR {(0.0)
und somit ist entlang der Diagonale y = x
. Of 1
Jim 5 () = 7
wahrend entlang der x-Achse ist
. Of
fim 55 @0 =0.

O

UBUNGSAUFGABE 11.20. Folgere aus den Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen einer Variablen (Satz(9.11])
entsprechende Regeln fiir die partielle Ableitungen einer partiell differenzierbaren Funktion. Anhand vom Satz[11.18
schliefle auf #hnliche Regeln fiir die Jacobimatrix einer differenzierbaren Funktion.

Den Begriff von Maximum und Minimum einer Funktion mehreren Variablen haben wir schon in der Def-
inition [8.50| eingefiihrt. Jetzt moéchten wir Kriterien zur Bestimmung von Extremstellen vorstellen, welche die
dhnlichen Kriterien fiir die Funktionen einer Variable ergénzen.

DEFINITION 11.21. Sei A C RV eine offene Menge und f : A — R eine differenzierbare Funktion. Ist fiir
xg € A Vf(xo) =0, so heifit xog stationdrer Punkt von f.

SATZ 11.22. Sei A C RV eine offene Menge und f : A — R eine differenzierbare Funktion. Ist xo € A eine
lokale Maximum- oder Minimustelle von f, so ist xy ein stationdrer Punkt von f.

BEWEIS. Sei z( eine lokale Maximum- bzw. Minimumstelle fiir f. Dann ist x( insbesondere eine Maximum-
bzw. Minimumstelle fiir alle partielle Funktionen h — f(xq+ he;), welche — aufgrund der Differenzierbarkeit von f
— selber differenzierbar sind. Laut Satz haben somit alle partielle Funktionen auch verschwindende Ableitung
in h = 0. Folglich verschwinden alle partielle Ableitungen von f in zg, d.h., Vf(z¢) = 0. (]

BEISPIEL 11.23. Wir betrachten wieder die Funktion y aus Beispiel [I1.4] Wir fassen sie aber nur als Funktion
der Zeit ¢t und des Abschusswinkels o auf, also y : (0,00) x (0, 7). Hat eine solche Funktion zweier Variablen ein
Maximum (¢, cvg), so muf er ein stationédrer Punkt sein. Vermoge von (11.1)) ist

_ [(—gt +vsin(a)
VIt a) = ( vt cos(a) ’
Damit V f(t,a) = 0 muss insbesondere t cos(ar) = 0 sein, und somit ¢ = 0 oder cos(a) = 0, also a = § + k7 fiir
k € Z. Da fiir alle k € Z (0, § + k) nicht im Definitionsbereich der Funktion y liegt, hat die betrachtete Funktion
y kein Extremum.

Die Umkehrung vom Satz gilt nicht: es gibt stationiire Punkte, welche weder Maximum- noch Minimum-
stellen sind. Das ist typischerweise der Fall, wenn eine Funktion in einer Richtung wachsend und in einer anderen
Richtung fallend ist.
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BEISPIEL 11.24. Betrachte die Funktion f : R? — R, die durch

fz,y) = 2%y
definiert ist. Diese Funktion ist differenzierbar mit
of of
5 (TY) = 2xy°, afy(x, y) = 3z%y°.

Also verschwindet V f(zg,yo) genau dann, wenn 2x0y8’ = ngyg = 0, also genau dann, wenn xg = 0 oder gy = 0.
Somit ist (0,0) ein stationdrer Punkt, doch weder eine Maximum- noch eine Minimustelle, denn z.B. entlang der
Linie # = y nimmt die Funktion Werte f(z,7) = 2% an, sodass f(x1,71) < £(0,0) < f(xq, ) fiir alle x1,z2 mit
1 <0< 2. O

Man benétigt also ein weiteres Kriterium, welche die Bestimmung von Extremstellen erlaubt. Dies wird im
Folgenden vorgestellt.

Wir schlieflen also dieses Kapitel mit der Untersuchung von Maxima und Minima einer Funktion — zunéchst
im 2-dimensionalen (A C R?) und dann im allgemeinem Fall. Dazu benutzt man wesentlich, die Moglichkeit eine
Taylorentwicklung einer 2-mal differenzierbarer Funktion voranzutreiben.

SATz 11.25 (Taylorentwicklung von Funktionen mehrerer Variablen). Sei A C RV eine offene Menge und
f:A— R eine 2-mal differenzierbare Funktion mit stetigen 2. partiellen Ableitungen. Seien a,zoy € A. Ist N = 2,
dann qilt die Taylorentwicklung

fa) = S60)+ 5@ = zon) + 7 (@)(az w2
10%f 0% f 10%f
2022 0105 2022
von [ in xg, wobei wir die Landau-Notation (vgl. Definition benutzt haben. Fiir N beliebig wird die obige
Formel durch

(a)(a1 — z0o1)* + (a)(a1 — zo1)(az — wo2) (a)(az — z02)? + O(la — m[?).

1
f(a) = f(z0) + V f(wo)(a— wo) + 5 (a = 20)" H f(w0)(a = w0) + Ola — zol*)
verallgemeinert, wobei V f(xo) den Gradient und H f(xo) die Hessematriz von f in xo bezeichnen.

BEISPIEL 11.26. Betrachte die Funktion /2 sin(y). Um die Taylorentwitcklung von f in (1, %) zu bestimmen
berechne die 1. sowie die 2. partiellen Ableitungen:

of _ sin(y) of _ \
%(x,y) =3/ a—y(x,y) =V cos(y),

und (auch dank dem Satz von Schwarz)

0% f _ sin(y) 0% f B 0% f ~ cos(y) 0% f B .
@(xvy) - _4\/‘%737 8x8y(x’y) - Byax(x’y) - 2\/5 ) aiyg(xvy) - _\/‘%SIH(y)a
also .
s
sowie

Also wird f in (1, %) durch

flay) =1+ 221 —l(w—l)r"—l(y—z)+0(\(x,y)— (Lz) I3)

entwickelt. O
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UBUNGSAUFGABE 11.27. Man bestimme die Taylorentwicklung der Funktionen f, g : R? — R, welche durch

(1) f(z,y) = ;ilz und
(2) g(z,y,2) = sin(zyz)

definiert sind, in einer Umgebung der Stelle (3, 1) bzw. an der Stelle (0,,0).

Den Beweis vom folgendem Resultat kann man z.B. im [5| § 2.5] finden.

SaTZ 11.28. Sei A C RV eine offene Menge und f : A — R eine 2-mal differenzierbare Funktion, deren 2.
Ableitungen auch auf ganz A stetig sind. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Ist g € A eine lokale Mazimum- bzw. Minimustelle von f, so ist die Matriz H f(x¢) negativ bzw. positiv
semidefinit*.

(2) Ist xo € A ein stationdrer Punkt von f und ist die Matriz H f(z0) negativ bzw. positiv definit®, so ist o eine
lokale Mazimum- bzw. Minimumstelle.

UBUNGSAUFGABE 11.29. (1) Betrachte die Funktion f : R? — R, die durch f(z,y) = 2> — xy definiert wird.
Hat die Funktion lokale Maxima oder Minima?

(2) Betrachte die Funktion f : R? — R, die durch f(z,y) = e*(1 —cosy) definiert wird. Berechne die Hessematrix
von f und untersuche f auf Extrema an den Stellen (0,0), (,0) und (0, 7).

(3) Betrachte die Funktion f : R? — R, die durch f(x,y) = — cos(x?y?) definiert wird. Berechne die Hessematrix
von f und untersuche f auf Extrema.

Zum Schluss betrachten wir eine dhnliche Fragestellung: Sei f : R? — R eine Funktion, kann man eine
Maximum- oder Minimumstelle (zg,y0) von f finden, welche gleichzeitig eine oder mehrere weitere Bedingun-
gen erfiillt? Eine Teillosung wurde von Joseph-Louis Lagrange gefunden: er 16ste damit 1788 manche konkreten
Probleme der Mechanik und formuliert 1797 ein allgemeines Prinzip, welches wir ohne Beweis vorstellen.

SATz 11.30 (Lagrange-Multiplikatoren). Sei A C R? eine offene Menge und f, F : A — R zwei differenzierbare
Funktion. Sei (xo,y0) € A ein stationdrer Punkt von f, sodass gleichzeitig die Nebenbedingung

F(an yO) =0
erfillt ist. Ist

oF OF
g(xoyyo) #0 oder afy(%“o, Yo) # 0,
so existiert A € R mit
0 OF
afi(ﬁﬂmyo) = )\%(fﬂoﬁyo) und
0 OF
8%;(50073/0) = )\afy(fﬂovyo)-

Untersucht man also f auf Extrema, so ist man darauf hingewiesen, einen Lagrange-Multiplikator A zu finden.
Den Beweis sowie eine Erweiterung zum allgemeinen N-dimensionalen Fall findet man in [5, § 3.6].

BEISPIEL 11.31. Fiir a > 0 betrachte die Funktion f : A := {p € R?: p;,ps > 0} — R, die durch
f(p1,p2) == —p1log, p1 — p2log, p2

1Zur Erinnerung: Eine n X n symmetrische Matrix A heiit positiv semidefinit, falls T Az > 0 fiir alle z € C™. Sie heit negativ
semidefinit, falls — A positiv semidefinit heifit. Aquivalent heifit eine Matrix positiv bzw. negativ semidefinit, falls alle ihre Eigenwerte
> 0 bzw. < 0 sind. Die Eigenwerte einer Matrix konnen u.a. leicht durch maple berechnet werden.

2Zur Erinnerung: Eine n x n symmetrische Matrix A heit positiv definit, falls T Az > 0 fiir alle z € C™ \ {0}. Sie heifit negativ
definit, falls — A positiv definit heiit. Aquivalent heifit eine Matrix positiv bzw. negativ definit, falls alle ihre Eigenwerte > 0 bzw. < 0
sind.
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definiert wird. Betrachte die Nebenbedingung F'(p1, p2) = 0, wobei

F(p1,p2) :==p1+p2— 1,
was in der Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie heifit, dass (p1,p2) eine diskrete Wahrscheinlichkeits-verteilung
ist. Falls @ = 2 heifit dann f(p1,p2) in der theoretischen Informatik Informationsentropie von py,ps. Wir wollen
die stationiiren Punkte (und wenn moglich die Extrema) unter der gegebenen Nebenbedingung bestimmen.
Sei (p1,p2) € RY ein stationsirer Punkt von f, so existiert A € R, sodass die Identitét D f(p1, p2) = ADF(p1,p2)
gilt. Dies liefert das System

prtp2 = 1,
710g2p1 = )‘+ﬁ7
—logypa = /\+10ga'

Es folgt, dass p; = p2 und somit auch, aufgrund der Nebenbedingung p; + p2 = 1, dass p; = pa = % Der einzige
stationdre Punkt von f unter der Nebenbedingung ist also durch p = (%, %) gegeben. Dort ist f(p1,p2) > 0.
Man schlieit, dass f in (%, %) ein lokales Maximum annimmt. Also ist die Gleichverteilung die Wahrschein-
lichkeitsverteilung mit grossten Informationsentropie. O
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Gestellte Ubungsaufgaben
(zusammengestellt von Moritz Gerlach)

UBUNGSAUFGABE 12.1. Entscheide, welche der folgenden Aussagen wahr und welche falsch sind. Gib eine
kurze Begriindung.
Schreibweisen: In € N: , Es gibt (mindestens) eine natiirliche Zahl n“, Vz € R: ,Fiir alle reellen Zahlen z“, A = B: ,,Wenn
A gilt, so gilt auch B¢, A <= B ,A gilt genau dann, wenn B gilt“.
(a) Va € Rgilt: a®> >2 = a >+/2
Losung: Diese Aussage ist falsch. Um zu sehen, dass dies nicht fiir alle a € R gilt, betrachte z.B. a = —2.
Dann ist zwar a® =4 > 2, jedoch a < V2.
(b) Jz,y € R mit der Eigenschaft 2% /y — 2z — \/y = 2
Losung: Dies ist eine wahre Aussage, denn die Gleichung wird z.B. fiir x = 3 und y = 1 erfiillt.
(¢) 3n € N mit der Eigenschaft n < —3 = 3Im € N mit der Eigenschaft m < 0.

Losung: Dies ist eine wahre Aussage. Wenn eine solche Zahl n existieren wiirde, so géibe es auch ein m
mit der gewiinschten Eigenschaft (wiihle z.B. m = n). Es wird in der Aussage nicht behauptet, es gibe
negative natiirliche Zahlen (was ja auch nicht der Fall ist). Da die Voraussetzung ,,Es gibt ein n € N mit
n < —3“ nicht zu erfiillen ist, ist die Aussage jedoch unbrauchbar.

(d) Es gilt: bx = a <=z =a/b Va,b,z € R
Loésung: Diese Aussage ist nur ,fast richtig“ und daher falsch! Wihlt man b = 0, so folgt aus bx = a
nicht = a/b, denn a/b ist nicht definiert und bezeichnet daher keine Zahl.

UBUNGSAUFGABE 12.2. Es seien A und B zwei (mathematische) Aussagen und —A, =B ihre Negationen (-4
gilt genau dann, wenn A nicht gilt). Zeige, dass A = B &quivalent zu -B = —A ist (d.h. aus A folgt B
genau dann, wenn aus nicht B nicht A folgt).

Lésung: Es gelte A = B und die Aussage B sei falsch (—B sei wahr). Wire es nun méglich, dass die Aussage
A wahr ist, so folgt aus der Vorraussetzung, dass auch B wahr ist, was jedoch nicht stimmt. Also gilt -B = —A.

Nun gelte -B = —A und die Aussage A sei wahr. Wire es nun moglich, dass B falsch ist, so wire nach
Vorraussetzung auch A falsch, was nicht stimmt. Also folgt A = B.

UBUNGSAUFGABE 12.3. Es sei a € R mit der Eigenschaft, dass |a| < ¢ fiir alle ¢ > 0. Zeige, dass daraus a = 0
folgt.

Hinweis: Verwende Aufgabe
Konvention: Schreibt man ,fiir alle b > 0“ oder ,fiir ein b < 3“ ohne Angabe der Menge, aus der b stammt, so ist darunter stets
b € R zu verstehen.

Lésung: Es sei a € R\{0}, dann ist |a| # 0. W&hlt man ¢ = |a| so ist ¢ > 0 jedoch |a| £ e. Die Aussage
»la| < e fir alle ¢ > 0% ist also falsch. Damit ist, mit den Bezeichnungen aus -B = —A gezeigt, was
gleichbedeutend mit der zu zeigenden Behauptung ist.

UBUNGSAUFGABE 12.4. Betrachte folgendes Mengensystem S = {{2, 4, 5}, {2, 4}, {1, 2,3, 4} }, also eine Menge
von Mengen.

83
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(a) Bestimme (J;,cs M und (e M.
Lésung: Esist (s M = {1,2,3,4,5} und (Nyes M = {2,4}
(b) Bestimme die Potenzmenge J(S).

Lésung: Die Menge S hat drei Elemente (die in diesem Fall wieder Mengen sind). Die Teilmengen von
S sind also all jene Mengen, die aus diesen drei Elementen gebildet werden kénnen. Daher ist

PS) = {0,{{2.4,5} 1, {{2,4}}, {{1.2,3.4}}, {{2.4,5}, {24} },
{{2,4,5},{1,2,3,4}},{{2,4},{1,2,3,4}},S}
(¢) Bestimme S\{U,ses M} sowie S\{Nyes M}
Losung: Es ist

S\{ | M} =8\{{1,2,3,4,5}} =8

MeS

S\ () M} =8\{{2.4}} = {{2.4.5), {1.2,3.4})

MeS
(d) Bestimme beziiglich der Grundmenge X = {07 1,2,3,4, 5} die Komplemente
(Mares M)" und 0.
Lésung: Das Komplement einer Menge M C X ist M¢ = X\ M. Daher gilt

() M) ={0,1,3,5} sowie §* = X\ =X
MeS

und

UBUNGSAUFGABE 12.5. Finde jeweils eine Funktion f mit den folgenden Eigenschaften:

(a) f:{2,5,7,8} — {2,3,4,5} bijektiv
Losung: Man setze z.B. f(2) =5, f(5) =3, f(7) =2, f(8) = 4. Man mache sich klar, jede Funktion
f: {2, 5,7, 8} — {2, 3,4, 5} injektiv ist, genau dann, wenn sie surjektiv ist, genau dann, wenn sie bijektiv
ist, weil die Mengen gleich viele Elemente haben.

(b) f:N — N injektiv, aber nicht surjektiv
Losung: Man setze z.B. f(n) = 2n. Dann ist offenbar f(n) = 2n # 2m = f(m) fir alle n # m, weshalb
f injektiv ist. Da f(n) fiir kein n € N ungerade ist, ist f nicht surjektiv.

(¢) f:N — N surjektiv, aber nicht injektiv
Lésung: Man setzte z.B. f(0) =0 und f(n) = n—1 fiir alle n € N\{0}. Dann gilt fiir alle m € N, dass
f(im 4+ 1) =m, weshalb f surjektiv ist. Da f(0) = f(1) = 0, ist f nicht injektiv.

(d) f:7Z — N bijektiv.
Lésung: Setze f(n) = 2n fiir alle n € N und f(—n) = 2n— 1 fiir alle n € N\{0}. Dann gibt es zu jedem
m € N genau ein n € Z mit f(n) =m.

Man kann also allen ganzen Zahlen genau eine natiirliche Zahl zuordnen. In diesem Sinn gibt es also

gleich viele ganze wie natiirliche Zahlen! Man sagt ,Z und N sind gleichméchtig®.

UBUNGSAUFGABE 12.6. Zeige, dass folgende Mengen M abzihlbar sind.
M = UZ’;O M}, mit abzahlbar unendlichen Mengen M, fir k € N.

Losung: Es sei M; = {mjyl,mjyg,mjyg, . } Mit dem Cantorschen Diagnonalverfahren erhélt man fir M
die Abzéhlung

M = {my1,ma1,m12,Mm1.3,M2,2,M371,M41,- ..},
indem man der Reihe nach alle endlich vielen Elemente m,; ; mit ¢4 j = 1,2,3,... aufzdhlt. Um eine bijektive
Zuordnung zwischen den Elementen von M und den natiirlichen Zahlen zu erhalten, sind hierbei bereits
aufgezéhlte Elemente zu tiberspringen, denn die Mengen M; sind nicht als paarweise disjunkt vorausgesetzt.
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(b) M::Nk:{(nl,...,nk):njeN fiir j:1,2,...,k} fir alle k € N, k > 0.

Losung: Beweis durch Induktion nach k. Der Induktionsanfang k& = 1 ist klar, da N' = N nach Definition
abzihlbar ist. Nun sei die Menge N*~! fiir ein k > 1 als abzihlbar angenommen und ihre Elemente mit
my, Mo, ms, ... bezeichnet. Wegen N¥ = N*~! x N erhilt man nun mit dem Cantorschen Diagonalverfahren
die folgende Abzihlung von N*:

Nk - {(mla 1)7 (m27 1)7 (m172)7 (m173)7 (m272>7 (m37 1)7 (m47 1)7 s }7

indem der Reihe nach alle endlich vielen Tupel (m;,j) mit ¢ + 75 = 1,2,3... aufgezéhlt werden.
(¢c) M :={T C N:T hat endlich viele Elemente}

Losung: Fiir ein k € N bezeichnet N = {0, 1,..., k:} Dann gibt es fiir jedes fest gewéhlte k£ nur endlich viele
Teilmengen 7' C Ny, (genau 2F+! viele, denn man hat fiir jedes Element aus Ny die Moglichkeit, es der Menge
T hinzuzufiigen oder nicht), die selbst notwendigerweise endlich sind. Ferner ist M = |J;~, {T' C Ny}, daher
folgt die Behauptung entweder direkt aus Aufgabenteil @ oder man zdhlt der Reihe nach alle Teilmengen

von Ng, N1, Na, ... auf (und ldsst dabei bereits gezéhlte Teilmengen aus). Letzteres ergibt die Abzihlung

M ={0,{0},{1},{0,1},{2},{2,0},{2,1},{0,1,2},... }.

UBUNGSAUFGABE 12.7. Du bist Besitzer eines Hotels mit abzihlbar unendlich vielen Zimmern. Eines Abends
sind alle Zimmer belegt, es kommen aber noch abzéhlbar unendlich viele Busse mit jeweils abz&hlbar unendlich vie-
len Insassen vor das Hotel gefahren. Erklédre, wie du durch Neuverteilung der Zimmer alle Reisenden unterbringst,
ohne einen Gast nach Hause schicken zu miissen oder ein Zimmer mehrfach zu belegen.

Lésung: Dieses scheinbare Paradoxon geht auf den Mathematiker David Hilbert (1862-1943) zuriick und ist unter
dem Namen Hilberts Hotel bekannt.

Nach Aufgabe kommen insgesamt nur abzéhlbar unendlich viele Reisende an (als abzihlbare Vereinigung
von abzihlbaren Mengen). Die Menge der Neuankémmlinge kann also mit {n17 N9, N3, ... } bezeichnet werden. Nun
bittet man gleichzeitig alle Géste ihre Zimmer zu wechseln, indem der Gast aus dem Zimmer mit der Nummer
z in das mit der Nummer 2z umzieht. AnschlieBend hat jeder Hotelgast wieder sein eigenes Zimmer (weil die
Zuordnung z +— 2z injektiv ist) und die Zimmer mit ungerader Nummer sind dabei nicht belegt und stehen
den gerade angekommenen Reisenden zur Verfiigung. Dabei bezieht z.B. Neuankémmling n; das Zimmer mit der
Nummer 2: — 1.

UBUNGSAUFGABE 12.8. (a) Zeige, dass jede endliche, nicht leere Teilmenge von R ein Maximum und
ein Minimum besitzt.

Loésung: Wir betrachten die Mengen K = {k € N,k > 1 : alle k-elementigen Teilmengen von R
besitzen ein Maximum und ein Minimum} und zeigen durch Induktion, dass K = N\{O} gilt, woraus
die Behauptung folgt.
e Induktionsanfang: Es sei M = {w} C R eine beliebige einelementige Teilmenge von R. Dann ist
offenbar x sowohl Minimum als auch Maximum von M. Also ist 1 € K
e Induktionsschritt: Es sei k € K, d.h. alle k-elementigen Teilmengen von R besitzen ein Maximum
und ein Minimum. Nun sei M C R eine k + 1l-elementige Menge. Wir fixieren ein x € M und
zerlegen M = {x} UN mit N = M\{x} Dann ist N eine k-elementige Menge und besitzt nach
Voraussetzung ein Maximum m € N und ein Minimum n € N. Ist nun = > m, so ist z Maximum
und n Minimum von M. Ist dagegen = < n, so ist m das Maximum und x das Minimum von
M. Andernfalls ist m das Maximum und n das Minimum von M. Da M beliebig gew#hlt war, ist
k+1eK.
Also ist K eine induktive Teilmenge von R, die 1 enthélt, weshalb N\{O} C K. Da nach Definition auch
K C N\{O} gilt, folgt K = N\{O}.
(b) Zeige, dass die Menge M = {1/n:n € N*} kein Minimum besitzt.
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Lésung: Wir nehmen an, die Menge M besitzt das Minimum m. Dann ist m € M und daher m = 1/n
fiir ein n € N*. Nun ist aber 1/(n+ 1) <m und 1/(n+ 1) € M. Die Menge M besitzt also ein Element,
das kleiner als m ist im Widerspruch zu unserer Annahme. Also besitzt M kein Minimum.

(c) Zeige, dass die Menge M = {:E ceR:0<z< 1} kein Maximum besitzt.
Lésung: Wir nehmen an, die Menge M besitzt das Maximum m. Dannist 0 < m < 1. Fiira = (m+1)/2
gilt jedoch, dass 0 < a =m/2+ 1/2 < 1 weshalb a € M. Ferner ist a > m, weshalb m kein Maximum
von M gewesen sein kann.

Die Menge R x R = {(x, Yy):rx,y € ]R} versehen mit den Verkniipfungen
+:RxR)x (RxR) — RxR, (z1,y1) + (z2,92) = (21 + 22,91 + ¥2)
CRXB)x (RxR) — RXR, (x1,y1) - (w2,92) = (x122 — y1Y2, T1Y2 + T2y1)
heifit Korper der komplexen Zahlen C. Fiir z = (x,y) € C nennt man Re(z) := x den Real- und IJm(z) := y
den Imagindrteil von z sowie z := (x, —y) die zu z konjugiert kompleze Zahl. Der Betrag einer komplexen Zahl
z ist definiert als |z| := y/22 + y2 und entspricht dem euklidischen Abstand von (z,y) € R? zum Ursprung. Die
komplexe Zahl (0, 1) heifit imagindre Einheit und wird mit 4 bezeichnet.

Die reellen Zahlen werden durch den Koérpermorphismus R — C, x +— (z,0) in die komplexen eingebettet (fiir
die komplexe Zahl (z,0) schreibt man auch kurz z).

UBUNGSAUFGABE 12.9. Es sei z € C und 1, y1, 2, Y2, 2,y € R. Zeige folgende Identitéiten:
(a) =+ iy = (x,y) sowie (z1 + iy1) (22 +iy2) = 1122 — Y1y2 + i(T1Y2 + Y172)
Losung: Esist ¢ +iy = (2,0) + (0,1) - (y,0) = (,0) +(0-y—1-0,0-0+1-y) = (r + 0,0+ y) und deshalb
auch (x1 +iy1)(z2 +1y2) = (z1,y1) - (¥2,y2) = (172 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1) = 2122 — Y1y2 + i(T1Y2 + Yy172).
(b) i2 = —1 sowie i ! = —i
Lésung: Esist i2 = (0,1)-(0,1) = (0-0—-1-1,0-1+0-1) = (=1,0) = —1. Aus Aufgabenteil @) folgt
—i=(-1)i = (0,—1) und damit ¢ - (—7) = (0,1) - (0,—1) = (—(-1),0) =1
(c) Re(z) = (2 +2)/2 sowie TJm(z) = (z — 2)/(29)
Lésung: Es sei z = (z,y). Dann ist 2z + 2z = (z + 2,y + (-y)) = (22,0) = 2z = 2%Re(z). Mit (a) sieht man
auBerdem, dass z —z = (z — z,y — (—y)) = (0,2y) = 2iy = 2i Im(2).
(@) |off =22
Lésung: Essei z = (z,y). Dannist 22 = (2,y) - (z, —y) = (z -2 — y - (—=y), x(—y) + ya) = 22 + 2 = |z|*.
Aufgabe (&) erlaubt die einfachere Darstellung x + iy einer komplexen Zahl (z,y), mit der wie mit einem
reellen Ausdruck gerechnet werden kann (unter Verwendung von 2 = —1).

UBUNGSAUFGABE 12.10. Bestimme jeweils Real- und Imaginiirteil sowie den Betrag der folgenden komplexen
Zahlen z und stelle sie in der komplexen Zahlenebene dar.
(a) z=(1+1i)°
Lésung: Es ist 2 = (1 +14)(2i)? = (1 +4)(—4) = —4 — 4i und deshalb Re(z) = —4, Im(z) = —4 und
2| = V16 + 16 = 4/2.
(b) 2= (i+1)/(i—1)
Losung: Es ist
i+1 —i—1 (+1)(—i—1) 1—i—i—-1
i—-1 —i—-1 -1 2 -
und damit Rez =0, Jmz = —1 und |z| = 1.
(c) z=(1+14)/(1—-(1+1)?)
Losung: Es ist

—1

1+i  (1+d)(1+2) —1+3i
z = T = =
1-2i 1+ 21 5
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und deshalb Re(z) = =, Im(z) = 2 sowie |z| = \/2/5

(d) z=(1-i)"/(1+i)° = (1+i)*/(1-1i)°
Losung: Mit w = (17’:32 ist z = w — w und wegen Aufgabe |12.9 also z = 2iJm(w). Nach (EI) ist

w= (:422; = %ﬂ = =% und deshalb Jm(w) = —1/2. Damit erhélt man Re(z) = 0, Im(z) = —1 sowie |z| = 1.

UBUNGSAUFGABE 12.11. Zeige, dass |a — z| < |1 — @z| fiir alle a, 2 € C mit |a/, |2| < 1.

Lésung: Es seien a,z € C, |al, |z| < 1. Dann gilt:

la— 2> < |1 —az|?

(a—2)(@—2) < (1—az)(1-az)

\a|2 —az—az+ \Z|2 <l—az—az+ |a|2 |z|2
0<1—laf* = |z* + af* |2

0 < (1—lal)(1 =2

11t

Die Ungleichung in der letzten Zeile ist wegen |a|, |z| < 1 offenbar erfiillt.

UBUNGSAUFGABE 12.12. Es seien n,k € N, 1 < k < n. Zeige, dass (}) = (}71) + ("2 ").

Losung: Fiir beliebige n, k € N mit 1 < k < n erhilt man nach Definition des Binomialkoeffizienten

<Z:1> * <n k 1) - W —(2)7(11)!— 0w (—nk_—li!)!k!
= M(k—k(n—k» - <Z>

UBUNGSAUFGABE 12.13. Es seien a,b € C. Zeige, dass fiir alle n € N gilt:

(a) > k7= nlntlntl () 3 (Rarv=F = (a+b)"
k=0 k=0
b < k3 — n?(n+1)2 d) (a—b L akpn—Fk — gnt+1 _ pn+l
1
k=0 k=0
Lésung:

(a) Beweis durch Induktion nach n. Fiir n = 0 sind beide Seiten der Gleichung 0. Nun sei vorausgesetzt, dass die
Behauptung fiir ein n € N gilt und wir erhalten damit fiir den Nachfolger n + 1:

’ile _ n(n+1)6(2n+1)+(n+1)2
k=0
_ M3+ 3n24+n+6n2+12n+6
n 6
2n3 +9n? 4+ 13n +6

6
(n+1)(n+2)(2n + 3)
6
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(b) Beweis durch Induktion nach n. Fiir n = 0 sind beide Seiten der Gleichung 0. Nun sei vorausgesetzt, dass die
Behauptung fiir ein n € N gilt und wir erhalten damit fiir den Nachfolger n + 1:

n+1

Sk = 7n2(”4+1)2+(n+1)3

nt4+2n+n2+4and +12n2 + 12n+ 4

4
ot 460 +13n° +12n+4
- 4
(n+1)%(n +2)?

4

(c) Diese Gleichung ist auch als Binomialsatz bekannt. Es seien a,b € C beliebig. Beweis durch Induktion nach
n. Fir n = 0 sind beide Seiten der Gleichung 1. Nun sei vorausgesetzt, dass die Behauptung fiir ein n € N gilt
und wir erhalten damit fiir den Nachfolger n + 1:

n

n+l __ n kin—k
(a+b) = (a—l—b)Z(k) b
n) gk +ipn—k S ( ) kpn—k+1
+Z b
k =0
kT—Ll> a*pn k+1+z( ) akpn—k+1

5
<
() (v
‘

N 1) kbn k+1+an+1 bn+1

3
+ \ I
= O

~
Il
-

I
NE

k

I
M:

3 >
+ |l
_

1
_ <”;€F >akbnk+1
k=0

Wobei im vorletzten Schritt die Gleichung aus Aufgabe [12.12] angewendet wurde.
(d) Diese Summe ist auch als Geometrische Summe bekannt. Fiir a,b € C und n € N beliebig gilt:

n

((1 _ b) iakbn—k _ Z ak-i—lbn—k _ i akbn—k—i-l
_ k=0 k=0
n+1

. E akbn k+1 E kbn k+1 _ an+1 o bn+1

UBUNGSAUFGABE 12.14. Berechne folgende Summen (mit Rechenweg):

@ 353 © 5 )

0 % (@ 3 (0 -2 )

Hinweis: Verwende Aufgabe[12.13] Die Ergebnisse miissen nicht in Dezimaldarstellung gebracht werden!
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Losung:

(a) Wir verwenden Aufgabe [12.13 mit a = v/3 und b = 1. Dann erhalten wir:

73 73 7

SvE = vV

k=8 k=0 k=0
V3t o1 3t oa 337 _ 34

V3—1 V3i—-1  V3-1

(b) Es ist
LSRN o DU W N
k(k+1) —k k+1 ~ 78 T8

(¢) Wir verwenden Aufgabe [12.13] (c) mit ¢ = b =1 und erhalten:

29
29

§ < >=229—1—29=229—30
12

v=2
(d) Mit Aufgabe (a) erhilt man:
31 31
DR =22 —k*) =D (—4k* +4) = —4% +4+4-30 = —41540
k=2 k=2

UBUNGSAUFGABE 12.15. Es sei N € N mit N > 2 sowie Qn, by € C fiir alle n € N mit n < N. Zeige

N N-1
Z anbn == ANbN - Z An(bn—i-l - bn)
n=1 n=1

wobel A,, :=>"}_, a.

Loésung: Dieser Satz ist auch als Abelsche partielle Summation bekannt. Der Beweis kann durch Induktion oder
direkt gefiihrt werden.

e Beweis durch Induktion nach N:
— Induktionsanfang: Fiir V = 2 erhélt man

N-1
Anby — Z Ap(bny1 —bn) = (a1 +a2)bs —ai(be — b1)

n=1

N
=aib; +azby = Z anby,
n=1

N € N mit N > 2. Zu zeigen ist nun, dass unter dieser Voraussetzung die Behauptung auch fiir

— Induktionsschritt: Es gelte ZnN 1 anby, = Anby — 27]::11 Ay (bpy1 —by) fiir ein beliebiges aber festes
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N +1 gilt. Man erhélt

N
AN+1bN+1 - Z An(bn+1 - bn)

n=1

N N-1
= (Z an + CLN+1> bni1 — Z Ap(bny1 — by) — An(bn+1 — bn)

n=1

= antibni1 — ZA b1 — bn) + Anby

N N+1

= aN+1bN+1 + Zanbn = Z anbn
n=1

n=1
wobei im vorletzten Schritt die Induktionsvoraussetzung eingegangen ist.
e Direkter Beweis: Es sei N € N mit N > 2. Schreibt man nun

N—-1 n

Z A n+1 Z Zak(bn+1 - bn)

n=1 k=1
so sieht man, dass genau iiber diejenigen n, k € Nmit 1 < £ <n < N summiert wird. Durch Vertauschung
der Summationsreihenfolge erhélt man

N—-1 n
Anby — Z Ap(bpyr — b)) = Anbyn — Z Zak(bn+1 —by)
n=1 k=1
N-1N-1 N-1
= Anby — Z Z ag(bnt1 —bn) = Anby — Z ar(by — br)
k=1 n=~k k=1
N-1 N-1
= Anby — An_1by + Z arby, = anby + Z anby
k=1 n=1
N
= Zanbn
n=1

Da N beliebig gewahlt war, folgt die Behauptung.

UBUNGSAUFGABE 12.16. Bestimme das Infimum der folgenden Mengen M C R und entscheide, ob es sich um
ein Minimum handelt:

(a) M={zeR: 1<z <2} (c) M={z€Z:-5<a<5}
(b)M:{xGQ:zzOundéngz} (d)M:{xER:x4—x3+\/5>7}
Losung:

(a) inf M =1 und wegen 1 ¢ M ist 1 kein Minimum von M.

(b) inf M = 2+/2. Da /2 ¢ Q ist auch 24/2 ¢ Q und kann deshalb kein Minimum von M sein.

(c) Wegen M = { —4,-3,...,3,4} ist inf M = min M = —4.

(d) Da die Menge nach unten unbeschrénkt ist, existiert kein Minimum von M und es ist inf M = —oo.

UBUNGSAUFGABE 12.17. Es seien A, B C R nicht leer und z € R. Wir setzen —A = { —x:x € A} sowie
A+ B= {:c +y:zeAyce B}. Beweise folgende Aussagen:
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(a) z =sup A genau dann, wenn & < zVax € A und Vn € N3z, € A mit x,, > z — 1/n.

Losung: Sei z = sup A und n € N beliebig. Da z eine obere Schranke von A ist, gilt x < z Va € A. Da ferner
z die kleinste obere Schranke von A ist, ist z — 1/n keine obere Schranke von A, d.h. es gibt ein z,, € A mit
der Eigenschaft x,, > z — 1/n.

Sei nun z € R derart, dass < z Vo € A und dass fiir alle n € N ein z,, € A existiert mit z,, > z — 1/n.
Dann ist z eine obere Schranke von A. Wir nehmen an, es giibe eine kleinere obere Schranke s von A, d.h.
s <zund z < s fiir alle z € A. Wahlt man nun n € N so grof, dass 1/n < z — s (z.B. n= [1/(z — s)] + 1),
dann existiert nach Voraussetzung ein z, € A mit x,, > z—1/n.Daz—1/n> z— (2 —s) = s ist &, > s,
weshalb s keine obere Schranke gewesen sein kann. Also ist z die kleinste obere Schranke von A.

(b) inf A = —sup(—A)
Losung: A ist genau dann nach unten unbeschréinkt, wenn —A nach oben unbeschriankt ist. In diesem Fall
steht auf beiden Seiten der Gleichung ,,—oo“. Nun sei A als nach unten beschrinkt vorausgesetzt. Wir setzen
t := inf A sowie s := sup(—A). Da ¢ eine untere Schranke von A ist, ist ¢ < z fiir alle z € A und deshalb
—t > —x fiir alle z € A. Also ist —t eine obere Schranke von —A und damit —¢ > s. Genauso sieht man, dass
—s eine untere Schranke von A ist. Also ist —s < ¢t und daraus folgt —t = s.

(c) sup(A+ B) =sup A +supB
Lésung: A+ B ist genau dann nach oben unbeschrinkt, wenn dies fiir A oder B gilt. In diesem Fall steht
auf beiden Seiten der Gleichung ,,00“. Seien nun A und B nach oben beschrankt. Wir setzen s := sup A4,
sp :=sup B sowie s :=sup(A+ B). Dasy >aVx € Aund sp >yVy € Bist sy+sp>az+yVr e A,ye B
und damit eine obere Schranke fiir A + B. Daraus folgt s4 + sg > s.

Nun fixieren wir ein beliebiges x € A und sehen, dass s — x > y fiir alle y € B (weil s eine obere Schranke
von A+ B ist). Also ist s — x eine obere Schranke von B und daher s — x > sp. Da x € A beliebig gewiihlt
war, ist also s — sp eine obere Schranke fiir A und deshalb erhilt man s > s + s4. Insgesamt folgt somit
S=84+SB.

Hinweis: Fiir sup(A 4+ B) > sup A + sup B fixiere ein z € A und zeige, dass sup(A + B) — x > sup B.

UBUNGSAUFGABE 12.18. Untersuche nachstehende reelle Folgen (Zn)nen C R mit Hilfe der Konvergenzdefi-
nition auf Konvergenz und ggf. auf uneigentliche Konvergenz.

(a) x, = #

Loésung: Die Folge konvergiert gegen 1: Sei m € N*, dann gilt fiir alle n > N,,, :=m — 1, dass

|[zn — 1| =

_ — <
n+1 n+1 n+1 " m

n n—i—l‘ 1 1

(b) , =n+(-1)"n
Losung: Die Folge konvergiert nicht. Um dies mit Hilfe der Definition von Konvergenz zu iiberpriifen, nehmen
wir an, dass die Folge gegen einen Grenzwert x € R konvergiert. Fiir ein beliebiges m € N* existiert dann ein
Ny, € Nmit |2, — 2| < 1/m fiir alle n > N,,,. Andererseits gilt fiir alle geradzahligen n € Nmit n > (L +|z),
dass

|z, — x| =|2n —z| > 2n — |z| > 1
m
im Widerspruch zur Konvergenzdefinition. Also kann z kein Grenzwert der Folge sein. Da x € R beliebig
gewdhlt war, ist die Folge nicht konvergent.
Die Folge ist auch nicht uneigentlich konvergent. Sei dazu M = 1 und N € N beliebig. Dann gilt fiir
n=2N +12> N, dass z,, = 0 und daher weder x,, > M noch z,, < —M.
UBUNGSAUFGABE 12.19. Zeige folgende Aussagen:

(a) Es sei (zp)nen C C eine konvergente Folge komplexer Zahlen. Dann ist (zy,)nen beschrankt.
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Losung: Sei (x,,)nen konvergent mit Grenzwert z. Dann existiert insbesondere fiir m = 1 ein N € N, sodass
|z, — x| <1 fiir alle n > N, d.h. |z,| < 1+ |z| fiir alle n > N. Die Menge der Folgenglieder ist deshalb durch
max { |z1], |z2|,...,|zn_1|,1 + |z] } beschrénkt.
Es sei (2,)nen C C eine konvergente Folge komplexer Zahlen mit Grenzwert « € C. Dann erfillt (z,)nen das
Cauchy-Kriterium aus Satz 5.27, d.h. fiir alle m € N* existiert ein N,,, € N, sodass |z, — x| < 1/m fiir alle
n,k > Np,.

Hinweis: Schreibe |z, — 2| = |zn — z + £ — x| und verwende die Dreiecksungleichung.
Lésung: Sei (z,,)nen konvergent mit Grenzwert  und m € N* beliebig. Dann existiert ein N,,, € N, sodass
|z, — x| < 1/(2m) fiir alle n > N,;, und deshalb ist

|wn — a2k = |on —x+ 2 — k| <|xp —z|+ |z —axk| <1/(2m) +1/(2m) =1/m

fir alle n, k > N,,.
Es gibt eine nicht konvergente Folge (z,,)nen C C komplexer Zahlen mit folgender Eigenschaft: Fiir alle m € N*
existiert ein N, € N, sodass |z, — Tp41]| < 1/m fiir alle n > N,,,.
Hinweis: Betrachte die Folge x,, = 27:1 1/j und benutze Aufgabenteil (E[) mit k = 2n.
Lésung: Entsprechend dem Hinweis sei z,, = Z?:l 1/4. Fiir ein beliebiges m € N* ist |x,, — xpe1] = 1/(n+
1) < 1/m fiir alle n > N,,, := m. Jedoch ist die Folge (2, )nen nicht konvergent, denn sie erfiillt das Cauchy-
Kriterium aus Satz 5.27 nicht: Fiir beliebige n € N* und k = 2n ist |z — 2, | = Z?Zn_H 1/j>n-1/(2n) =1/2
und wird nicht beliebig klein fiir n und & grofl genug.

UBUNGSAUFGABE 12.20. Untersuche nachstehende Folgen (zn)nen+ auf Konvergenz. Entscheide zudem bei

nicht konvergenten Folgen, ob sie uneigentlich konvergieren.

(a)

gnt+l7.3n
'Tn - n43n+2

Losung: Die Folge konvergiert gegen 0. Wegen

2n+1 +7.3" 3n+1 +7- 3n+1 8
0= n.3ntz = N - 3ntl §£—>O(n—>oo)
folgt die Behauptung aus dem ,,Satz der Polizisten“ (Satz 5.24).
. n®43n?
Tn = 107n2+50n

Losung: Wegen

_ n3 + 3n? n? on

© 10702 +50n ~ 15702 157

fiir alle n € N*, ist die Folge unbeschrinkt und damit nach Aufgabe @ nicht konvergent. Die Folge

konvergiert jedoch uneigentlich gegen co: Sei dazu M € N* beliebig. Dann ist

|T0| = 2n

fiir alle n > Nps := 157M + 1.
_ _5nt-7n?414

n 7 3nd4+10n3+12n

Losung: Nach Satz 5.18 (,Rechenregeln fiir Folgen*) gilt:
5—7/n2+14/n*  5+0+0 5

= — = =
3+10/n+12/n3  3+04+0 3

Tp=14+1/24+1/44+1/84+---4+(1/2)"

Losung: Nach Aufgabe 13 (d) und Satz 5.18 gilt:

n k n+1l _
w=Y(3) =M =2~ 20— )

xT

Ty (n — o)
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3
(&) on=h+ &+ T+

nt
Losung: Nach Aufgabe 13 (b) und Satz 5.18 gilt:
1 n*n+1)* 1 1 1

P L
(f) 21 =1/2 und @1 = V22, + 3 fiirn >1
Losung: Die Folge ist konvergent, denn sie ist monoton wachsend und beschrankt.
e Wir zeigen durch Induktion nach n, dass z,11 — x, > 0 fir alle n € N*. Fiir n = 1 gilt offenbar
x9 —x1 = 2—1/2 > 0. Nun gelte die Behauptung fiir ein n € N* und wir betrachten die Zahl n + 1:

Offenbar ist x,, > 0 Vn € N* und deshalb

(Tn+2 = Tnt1) (@Tnt2 + Tos1) _ 2(Tn+1 — Tn)
Tp42 + Tpn+1 Tn42 + Tn41

T, = n — 00)

Tn+4+2 — Tp41 = >0
nach Induktionsvoraussetzung. Also ist die Folge monoton wachsend.

e Nun zeigen wir, dass die Folge (nach oben) beschrinkt ist. Wir miissen also ein ¢ > 0 finden, sodass
T, < c fir alle n € N*. Wihlt man z.B. ¢ = 11, so sieht man ebenfalls durch Induktion nach n, dass
x, < c gilt fiir alle n € N*: Fiir n = 1 ist 23 = 1/2 < 11. Nun sei «,, < 11 fiir ein beliebiges aber festes
n € N*. Dann gilt 2,11 = 22, +3< V211 +3 = V25 = 5 < 11. Also ist die Folge z.B. durch ¢ = 11
beschrankt.

UBUNGSAUFGABE 12.21. In dieser Aufgabe wollen wir zeigen, dass die Folge z,, = (1+%)”, n € N* konvergiert.
(a) Essei z € R mit x > —1. Zeige, dass (1 + z)" > 1 + nx fiir alle n € N.

Losung: Dieser Satz ist als Bernoulli-Ungleichung bekannt. Beweis durch Induktion nach n: Fiir n = 0 ist

offenbar (1+ )Y =1 > 1+0-2. Nun gelte die Behauptung fiir ein n € N. Dann gilt fiir den Nachfolger n + 1:

A4+z2)""M=04+2)"Q+2)>A+nx)1+2)=14+z+nz+nz®>1+zx+nz=14 (n+ 1)z

(b) Zeige, dass (2, )nen+ monoton wachsend ist.
Hinweis: Betrachte I:—:l und benutze Aufgabenteil 1)

Losung: Fiir alle n € N* gilt mit der Bernoulli-Ungleichung (und weil z,, > 0 fiir alle n € N*):
n+1
1 n+1
T ) AR AN LT 2 A
Tn B (1+l)”+1 n B 1+% n
1 n+1 1
1+ —— 1+ —
(- Grmoen) (3)

-1 1 1
> (1+ 1) = montl gy
n+1 n n+1l n

(¢) Zeige, dass (zy)nen+ konvergent ist.
Anleitung: Benutze zunichst Aufgabe 13 (c), schitze den Binomialkoeffizienten geeignet ab und verwende anschliefSend,

dass k! > 2 fiir k > 4 sowie Aufgabe @
Lésung: Es bleibt nur zu zeigen, dass (,)nen~ beschrénkt ist. Dazu benutzen wir zunéchst Aufgabe 13 (c)

und erhalten wegen
n\ nn—-1)...(n—k+1) < nl€
() - <%
fiir alle 0 < k < n € N die Abschéitzung

n\" & 1\N* nF1 "1 /1) 1
e (1) B0 (Q) BT EAE ) b

k=0

Il
/N
—

+

:
=4[~
_'_)d
3= |

3=
N~
3
A
N

—

+
S|
N———

Il
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Nach Aufgabe [12.20 @ ist die Folge beschrénkt und damit konvergent.

UBUNGSAUFGABE 12.22. Gegeben seien zwei Folgen (2,,)nen, (Yn)nen C C. Dann heifit (y,)nen eine Teilfolge

von (Z)nen, wenn es eine streng monoton wachsende Folge (vp,)neny € N von natiirlichen Zahlen gibt, sodass
Yn = x,, fir alle n € N (d.h. v,11 > v, und damit auch v, > n fir alle n € N). Eine Zahl z € C heiflt
Hiufungspunkt von (x,)nen, wenn eine Teilfolge von (z,,),en existiert, die gegen z konvergiert.

(a)

Es sei (2 )nen C C eine konvergente Folge komplexer Zahlen mit Grenzwert « € C und (y,)nen eine Teilfolge
von (Zn)nen. Zeige, dass auch (y,,)nen konvergent ist mit Grenzwert x.
Hinweis: Schreibe |yn — z| = |zv,, — Zn + 2n — x| und verwende die Dreiecksungleichung sowie Aufgabe .

Lésung: Es sei (1, )neny C N monoton wachsend derart, dass y,, = x,,, fiir alle n € N. Dann ist insbesondere
vy, > n fiir alle n € N. Nun sei m € N* beliebig. Dann existiert ein N, € N, sodass |z, — x| < 1/(2m) fiir alle
n > N} und nach Aufgabe [12.19] (b) ein N}, € N, sodass |z, — x| < 1/(2m) fiir alle n,k > N/. Setze nun
N,, = max {N,’n, N,’jl}, dann gilt fiir alle n > N,,

[Yn — 2| = |20, — Tn + 20 — 2| <20, — T | + 20 — 2| < 1/(2m) +1/(2m) = 1/m

fir alle n > N,,, denn v,, > N,, fiir alle n > N,,.

Bestimme die vier Haufungspunkte der komplexen Folge z,, = i", n € N.

Lésung: Wir zerlegen die Folge in vier disjunkte Teilfolgen: Es ist y/, = x4, = '™ = 1" = 1, ¢/ = 2441 =
i i =g,y = rgpyo =402 = —1 und ¢ = 249,03 = i*" - i® = —i fiir alle n € N. Da diese vier Teilfolgen
konstant sind, sind sie konvergent und wir erhalten die Haufungspunkte 1,7, —1 und —q.

Zeige, dass die Folge (z,,)nen aus Aufgabenteil (]ED keine weiteren Hiufungspunkte besitzt.

Losung: Um zu sehen, dass es keine weiteren Haufungspunkte geben kann, sei y € C ein (beliebiger)
Hiufungspunkt. Nach Definition gibt es eine Teilfolge (yn )nen von (z,)nen, die gegen y konvergiert. Da obige
vier Teilfolgen aus Aufgabenteil (]E[) alle Glieder von (z,)nen enthalten, enthilt mindestens eine von ihnen
auch unendliche viele Glieder der Folge (yn)nen. O.B.d.A. sei dies fiir (y),)nen der Fall. Dann enthélt also
(yn)nen eine Teilfolge von (y/,)nen, welche wegen Aufgabenteil @ ebenfalls gegen 1 konvergiert. Eine erneute
Anwendung von Aufgabenteil @ zeigt, dass auch (y,)nen gegen 1 = y konvergieren muss. Also ist y kein
weiterer Haufungspunkt.

UBUNGSAUFGABE 12.23. Es seien (ay,)nen, (bn)nen C C zwei Folgen komplexer Zahlen mit der Eigenschaft,

dass |b,| > ¢ fiir ein ¢ > 0 und fiir alle n € N. Zeige oder widerlege:

(a)

ap — by, — 0 (n— 00) = ay/bp, — 1 (n — o).
Losung: Diese Aussage ist korrekt: Es sei ¢ > 0 beliebig und N € N derart, dass |a, — b,| < ce Vn > N.

Dann ist
_ ‘an - bn| S ig —¢
|bn | c

an by

by bn

an ‘

bn

fiir alle n > N.

an /by — 1 (n — 00) = ap — by, — 0 (n — c0).

Losung: Diese Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachte die reellen Folgen a,, = n sowie b, = n + 1.
Dann ist ‘;—:zﬁ—>1(n—>oo),jedochan—bn=1740(n—>oo).

Die Folgen x,, := a,, +b,, und y,, := a,, —b,, konvergieren genau dann, wenn (a,)n,en und (b, )nen konvergieren.
Losung: Die Aussage ist korrekt. Wenn (a,,)nen und (by,)nen konvergieren, so folgt aus Satz 5.18, dass dies
auch fiir die Folgen (2,)nen und (yn )nen der Fall ist. Wenn andererseits (2,)nen und (yn )nen konvergieren, so
gilt dies nach Satz 5.18 auch fiir z,, /2 sowie y,, /2 und damit auch fiir a,, = 2,/2+y,/2 und b, = 2,,/2 — Y /2.

UBUNGSAUFGABE 12.24. Zeige die folgenden Aussagen:

Es seien (apn)nen+, (bp)nen C C zwei Folgen komplexer Zahlen, sodass a, = O(b,) und die zu (by)nen-
assoziierte Reihe absolut konvergiert. Zeige, dass auch die zu (a,)nen+ assoziierte Reihe absolut konvergiert.
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Losung: a, = O(b,) bedeutet nach Definition, dass |a, b, | beschriinkt ist. Also existiert ein M > 0, sodass
lan| < M |b,| fiir alle n € N*. Da die Reihe Y ;2 | M |by| = M Y -, |bi| konvergiert, konvergiert nach dem
Majorantenkriterium auch die zu (a,)nen+ assoziierte Reihe absolut.
(b) In der Vorlesung wurde fiir alle z € C die Exponentialfunktion exp(z) = >..7, Zk—f definiert. Zeige, dass fiir
alle z,w € C gilt: exp(z + w) = exp(z) exp(w).
Hinweis: Benutze die Cauchy-Produktformel sowie Ubungsaufgabe 13 (c).

Bemerkung: Dies erméglicht erst die Schreibweise exp(z) = e* mit e = exp(1), da exp den Potenzgesetzen geniigt.

Losung: Es seien z,w € C beliebig, dann gilt entsprechend dem Hinweis

2 (24 w)* > (1 [k v ey
i - e S0 )
k=0 k=0 v=0
e 1 k! ke > k oV wk—u
- p EZV'(kfu)'zw :Z Zl/'(k*l/)'
=0 v=0 k=0 \r=0

k=0

I
WK
=N
N———
N
M8
=| &,
N——
[
B
Y
B

UBUNGSAUFGABE 12.25. Untersuche folgende Reihen auf Konvergenz, uneigentliche Konvergenz und absolute
Konvergenz (wobei z € C beliebig).

(k+1)!—5-k! (2) o 2K3—k%—3k
5EFI g k%1 6k31100

—
&
78
=
S

~
Il
—

e

k—n

- k
fﬂ) 0 X X meremay

=
M8
§s
il MS I MS Il Mg

kO:OI k=0n=0 L
KP2k1 S (&)
© 5 itk 0 5 w5 (x4
k=1 \n=1
Losung:

(a) Die Reihe konvergiert absolut nach dem Majorantenkriterium, denn fiir k > 2 ist
k! 1-2-...-k _1-2-k-...-k 12 2
e < = —_-— = —
kb k-k-... kT k-k-...-k kk k2
und laut Vorlesung ist die Reihe Y77, & =277, 7 konvergent.
(b) Die Reihe konvergiert nach dem Leibniz-Kritierium, denn es ist

2n 'k n
(=1)k
kzl 3VE kzl 3W kzl 32k — kzl 3\F ; 3\/21@

fiir alle n € N* und ay, := 1/(3v/2k) sowie by, := 1/(3y/2k — 1) sind monoton fallende nicht-negative Nullfolgen.
Damit folgt die Behauptung aus dem Leibniz-Kriterium und den Rechenregeln fiir Reihen.
Die Reihe ist jedoch nicht absolut konvergent. Dies folgt wegen
i* 1
A REN

und weil die Reihe ZZ=1 i = % ZZ=1 % uneigentlich gegen oo konvergiert aus dem Majorantenkriterium.
(c) Die Reihe konvergiert absolut nach dem Majorantenkriterium, denn es ist
k2 +2k—1 k2 +2k+1 4k? 4k* 4
k% 4+ 9k3 — 2k

VkEN*

< < — = —
SR ORS — 2k T KA+ TRD T KA K2
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fiir alle k € N* und die Reihe Y77, 5 =4 7~ 7% ist konvergent nach Vorlesung (Beispiel 6.14).

(d) Die Reihe konvergiert uneigentlich gegen co, denn fiir n > 5 gilt:

()

n

Z(k+1)!—5~k!:z":(k+1)! K (n+ 1)1

k+1 k+1 £k 1 F
£ 2475 5 5n 5
m+1)-n-(n—1)-----6-5-4-3-2.1 1 _ (n+1)1 1
= _ > —- _ =
5-5-----5.5 525 55 > (Mmoo

Die Reihe konvergiert absolut nach dem Majorantenkriterium, denn es ist

SN IR

fiir alle k € N und deshalb ist die geometrische Reihe Y2 (23)F cine absolut konvergente Majorante.
Die Reihe konvergiert absolut nach dem Quotientenkriterium, denn es gilt

(k+1)H2 (2k)! _ (k+D(k+1) _ (A+1k)A+1k)
@k + D)) (k2| -

1
k+1)2k+2)  (2+1k)(2+2k) 4
Nach Definition von Konvergenz existiert also ein NV € N, sodass

(k+1)NH% (2k)! 1 1
S AP _ <z
2k+1)!(EH2 4|~ 4
fiir alle K > N und damit nach Dreiecksungleichung auch
((k+1)H2 (2k)! 1 <1
(2(k+ 1) (kD2 — 2
fir alle k > N.
Fiir k € N* gro8 genug ist k2 4 3k < k3 und damit
2k3 — k? — 3k k? 11

k* +6k3 +100 — 107k* 107k’

Da die Reihe 2211% uneigentlich gegen oo konvergiert, gilt dies nach dem Majorantenkriterium auch fiir
oo 2k3—k%—3k
k=1 k3+6k3+100"
>~ k -
kzo Zo m Die Reihen »",.7 ﬁ und >0, %’T konvergieren absolut fiir alle z € C. Deshalb kon-
—0n=
k

vergiert auch ihr Cauchyprodukt > > % absolut.
k=0n=0

Diese Reihe konvergiert nicht. Wir bezeichnen mit Hy = 22:1 % die k-te Partialsumme der harmonischen

Reihe. Ganz &hnlich wie in der Vorlesung sieht man, indem man immer 2/ Summanden zusammenfasst, dass
Hori1_y < k41 fiir alle £ € N. Formal kann man dies durch Induktion beweisen: Fiir k = 0ist Hy_; = 1 = 0+1.
Nun gelte die Behauptung fiir ein k¥ € N und man erhilt:

ok+1l_1 2k+2_1

1 k1L
n=1 n=292k+1

weil alle 251 Summanden der hinteren Summe < 2~ *+1 gind. Damit ist die Behauptung gezeigt.
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Nun sei mit Sy = Zszl (Hy)~ " die N-te Partialsumme der zu untersuchenden Reihe bezeichnet. Da
(H, k)_l monton fallend ist, sieht man wie folgt, dass Sy keine Chauchyfolge ist:

2N+l N+l _q
Son41_1 — San_y = Z (He) ™' > Z (Hons1_1) " > 2V(N +1)
k=2N k=2N

fiir alle N € N und wird daher nicht beliebig klein fiir grofie IV.
Da alle Summanden positiv sind, ist S,, monoton wachsend und deshalb uneigentlich konvergent gegen
00.

UBUNGSAUFGABE 12.26. Es seien z,w € C und z € R. In der Vorlesung wurde sin(z) := % (eiz - e_iz) und
cos(z) := % (e%* + e7%*) definiert. Zeige mit Hilfe dieser Definitionen folgende Identitéiten:
(a) sin(z + w) = sin(z) cos(w) + sin(w) cos(z)

Losung: Fiir beliebige z,w € C erhélt man

ezz _ e—’LZ ezw _|_ e—zw ezw _ e—zw eZZ +e—22

sin(z) cos(w) + sin(w) cos(z) = % D) + 2i 2
= 4l (ei(z+w) FellEmw) _gilw=2) _gmilztw) 4 gilwtz) 4 gilw=2) _gilz—w) _ e—i(z+w)>
i
) ei(z+w) -9 e—i(Z‘HU)
_ " = sin(z + w)
i

(b) cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)
Losung: Fiir beliebige z,w € C erhélt man

iz —1z Slw —tw 12 a—1Z AW W
cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) = e te "e te _e-e e ©

2 2 24 24
= i (ei(“rw) 4 eiEmw) g gilw=2) 4 gmilwta) | gilztw) _gilz—w) _ gilw=2) 4 e_i(Zer))
2 ei(z+w) ) e—i(z+w)

= 1 = cos(z + w)

(c) sin®(2) + cos?(z) =1
Loésung: Fiir beliebige z,w € C erhélt man
. 9 9 _ eZZ _ e*ZZ eZZ + e*'LZ
sin“(z) + cos“(z) = (2i > + (2 >
eQiz -9 eO _|_e—2iz e2iz +2 eO + e—2iz B 2 + 2 B
—4 4 4

1

(d) 3+ 4cos(z) +cos(2z) >0
Hinweis: Benutze die Aufgabenteile (b) und (c)
Loésung: Mit obigen Regeln erhilt man
3 + 4 cos(x) + cos(2z) = 3 + 4 cos(z) + cos(z + z)
= 3+ 4cos(x) + cos?(x) —sin(z) = 3+ 4cos(x) + cos?(z) — (1 — cos?(x))
= 2+4cos(x) + 2cos?(z) = 2(1 + cos(z))> > 0
UBUNGSAUFGABE 12.27. Es sei (2,)nen- C C eine Folge komplexer Zahlen und z € C. Zeige, dass z, genau
dann gegen z konvergiert, wenn z,, gegen z konvergiert. Folgere daraus, dass exp(—iz) = exp(ix) sowie |exp(iz)| = 1

fir alle x € R.

Hinweis: Benutze die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion sowie 1 = exp(0).
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Lésung: Sei m € N*. Wenn z, gegen z konvergiert, so gibt es nach Definition ein N, € N, sodass |z, — z| < 1/m
fir alle n > N,,,. Dann folgt unmittelbar, dass auch

Zn =2l = |zn — 2| = |zn — 2| < 1/m
fir alle n > N,,. Genauso zeigt man auch die umgekehrte Implikation.
Alternativ kann man auch Aufgabe[12.29 benutzen, denn offenbar konvergiert genau dann Im(z,,) gegen Im(z),
wenn —Im(z,) gegen —Im(z) konvergiert.
Es sei € R, dann ist

) A e LA (P 1 :
ew-ie) = Jim, 3 = gm 5 (o =)
k=0 k=0

und deshalb
lexp(iz)|? = exp(iz)exp(iz) = exp(iz) exp(—iz) = exp(0) = 1

UBUNGSAUFGABE 12.28. Es sei N € N* und M C RY eine Teilmenge des RY. In dieser Aufgabe wollen
wir zeigen, dass M genau dann offen ist, wenn fiir alle Vektoren x € M ein Radius r > 0 existiert, sodass
Up(z)={yeRV : lz —y| <r} C M.

(a) Sei M offen (M€ abgeschlossen). Zeige, dass fiir jeden Vektor x € M eine reelle Zahl r > 0 existiert, sodass

die Umgebung U,.(x) auch in M liegt, d.h. U,.(z) C M.

Losung: Nehmen wir an, dies ist nicht der Fall. Dann gibt es ein © € M, sodass fiir alle 7 > 0 ein y € M€ mit

lx — y|| < r existiert. Insbesondere existiert fir alle n € N* ein x,, € M€ mit der Eigenschaft ||z — z,| < 1/n.

Somit haben wir eine Folge in M¢ gefunden, die offenbar gegen x € M konvergiert. Da aber M¢ abgeschlossen

ist, muss nach Definition = auch in M€ liegen. Dies ist ein Widerspruch zu unserer Annahme.

(b) Nun sei M derart, dass fiir alle z € M eine reelle Zahl r > 0 existiert, sodass U, (z) in M liegt, d.h. U,.(x) C M.

Zeige, dass M offen (also M€ abgeschlossen) ist.

Lésung: Wir nehmen an, dass M€ nicht abgeschlossen ist. Dann gibt es eine konvergente Folge (z,,)nens C M€

mit Grenzwert € M. Nach Definition gibt es also fiir alle € > 0 ein ng € N sodass ||z, — z|| < e fiir alle

n > ng. Andererseits gibt es nach Voraussetung einen Radius r > 0 sodass U,.(x) C M. Wihlt man nun € = r

so folgt, dass x,, € M fiir alle n > ng, was im Widerspruch zu unserer Annahme steht.

Hinweis: Fiihre jeweils einen indirekten Beweis (,, Widerspruchsbeweis®) und betrachte bei (a) eine Folge von Radien der Form 1/n.

UBUNGSAUFGABE 12.29. Es sei N € N*, z,, = (T1n, -+, Tnn) € RY eine Folge und y = (y1,...,yn) € RY ein
Vektor des RY. Zeige, dass (,,)nen- genau dann gegen y konvergiert, wenn fiir alle k = 1,..., N die Folge =,
gegen yj, konvergiert.

Was lésst sich damit tiber Folgen komplexer Zahlen sagen?

Lésung: Es sei (x,,)nen+ konvergent mit Grenzwert y und m € N*. Dann existiert nach Definition ein N, € N,
sodass ||z, — y|| < 1/m fir alle n > N,,. Fiir alle k = 1,..., N gilt somit auch

1
2
Thn = Ukl < 4| D (@jn — ;)7 = lzn —yl| < o
j=1

fiir alle n > N,,,. Da m € N* beliebig war, folgt die Behauptung.

Nun zeigen wir die umgekehrte Implikation. Dazu sei vorausgesetzt, dass fiir jedes £k = 1,..., N die Kom-
ponentenfolge zp, gegen y; konvergiert. Fiir ein beliebiges m € N* und k € {1, ..., N } existiert deshalb ein
Nim € N, sodass |2, — yi| < \/%m fiir alle n > Niyp. Setzt man nun N, = max {Nim, ..., Ny}, so gilt fiir

alle n > N,,

N N 1 1
2
len =yl = \| D (@jn —97)* < ;Nmf;

j=1
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Somit konvergiert die Folge (x,,)nen+ gegen y.
Eine Folge (zp)nen+ C C komplexer Zahlen konvergiert genau dann gegen ein z € C, wenn die Folgen der
Real- und Imaginérteile (Re(z,)),—; und (Im(z,,)),—; gegen Re(z) und Im(z) konvergieren (vgl. Definition der

komplexen Zahlen auf Ubungsblatt 2).

UBUNGSAUFGABE 12.30. Sei es N € N* und (M,,)nen- eine Folge von Teilmengen des RY, d.h. fiir alle n € N
ist eine Menge M,, C RN gegeben. Dann bezeichnet

ﬂMn::{xeRN:xeMn fiir alle nEN}

n=0

den Durchschnitt und

UM ::{xERN:xEMn fiir ein nEN}
n=0

die Vereinigung all dieser Mengen.

(a) Es sei M, offen fiir alle n € N. Zeige, dass auch M := J 7, M,, offen ist.
Losung: FEs sei z € M. Dann existiert ein n € N, sodass x € M,,. Da M,, offen ist, gibt es ein r > 0, sodass
U,(z) C M,, C M. Nach Aufgabe |[12.2§|ist somit M offen.

(b) Es sei M, abgeschlossen fiir alle n € N. Zeige, dass auch M := (), M,, abgeschlossen ist.
Lésung: Ist M = (), so ist M nach Definition abgeschlossen. Ist M # (), so sei (zy,)nen+ C M eine konvergente
Folge in M mit Grenzwert x. Fiir jedes n € N gilt, dass (x5, )nen C M, und deshalb auch, dass z € M,,. Also
ist x € M und somit M abgeschlossen.

(c) Es sei M, offen fiir alle n € N. Zeige, dass auch M (k) := mﬁ:o M,, fir alle k € N offen ist.

Losung: Es sei k € N. Ist M(k) = 0, so ist M(k) nach Definition offen, denn R¥ ist abgeschlossen. Ist
M (k) # 0, so sei € M(k). Dann gilt x € M, fiir alle n = 0,...,k. Nach Aufgabe gibt es fiir alle
n=0,....ken r, >0, sodass Uy, (x)) C M,. Setzt man nun r := min {ro,...,rx}, so gilt U.(z) C M, fiir
alle n=0,...,k und somit U,(x) C M(k). Damit ist M (k) offen.

(d) Es sei M,, abgeschlossen fiir alle n € N. Zeige, dass auch M (k) := Uszo M, fiir alle k € N abgeschlossen ist.

Losung: Es sei k € N und (zp,)nen< C M(k) eine konvergente Folge in M (k) mit Grenzwert xz. Nun gibt
eseinn € {0,...,k} und eine Teilfolge (z,,),cy von (Zn)nen-, die ganz in M, liegt (andernfalls hétte die
Folge (21, )nen- nur endlich viele Glieder). Da (x,,),en+ konvergent ist, ist nach Aufgabe 22 (a) auch (z,,, ),
konvergent mit Grenzwert x. Da M,, abgeschlossen ist, liegt = in M,, und damit z € M, C M(k), also ist
M (k) abgeschlossen.

(e) Finde eine Folge (M, )nen- offener Teilmengen des R3, sodass M := (-, M,, nicht offen ist (ohne Beweis,
nur (M,,)nen+ und M angeben).
Lésung: Setze M, = {z = (z1,22,23) € R®: 2 + 23 + 23 <1+ 1/(n+1)}. Dann ist M, die offene Kugel
(ohne Oberfliche) mit Radius /1 + 1/(n + 1). Der Durchschnitt dieser Kugeln ist M = {z = (21, %2,23) €
R? : 23 + 23 + 2% < 1}, also die abgeschlossene Kugel mit Radius 1.

(f) Finde eine Folge (M,,)nen+ abgeschlossener Teilmengen des R?, sodass M := | J;-, M,, nicht abgeschlossen ist
(ohne Beweis, nur (M, )nen- und M angeben).
Losung: Setze M, = {x = (z1,29,73) € R3 : 2?2 + 22 + 23 < 1-1/(n+ 1)} Dann ist M,, die
abgeschlossene Kugel (mit Oberfliche) vom Radius /1 — 1/(n + 1). Die Vereinigung dieser Kugeln ist M =
{:r = (71,22,73) ER3 1 2 + 22 + 22 < 1}, also die offene Kugel mit Radius 1.

Hinweis: Benutze Aufgabe um zu zeigen, dass eine Menge offen ist. In Aufgabenteil (d) wihle eine Teilfolge aus, die ganz in

einer der Mengen M, liegt und benutze Aufgabe 22 (a). Betrachte fiir die Teilaufgaben (e) und (f) z.B. Kugeln mit Radien (oder

Wiirfel mit Kantenldngen) der Form 1+ 1/n und 1 — 1/n.
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UBUNGSAUFGABE 12.31. Es sei N € N* und M C RY derart, dass jede Folge (2, )nen+ C M eine konvergente
Teilfolge (z,, ),y besitzt, deren Grenzwert zu M gehort. Zeige, dass die Menge M kompakt (also abgeschlossen
und beschrinkt) ist.

Hinweis: Benutze Aufgabe 22 (a) um zu zeigen, dass M abgeschlossen ist und fiihre einen indirekten Beweis um zu zeigen, dass
M beschrankt ist.

Losung: Nach Definition ist zu zeigen, dass M abgeschlossen und beschriankt ist. Wiare M nicht beschrankt, so
gibe es fiir alle n € N ein ,, € M mit der Eigenschaft ||z, | > n. Da jede Teilfolge von (x,,)nen- diese Eigenschaft
haben miisste (denn ||z, (|| > ¢(n) > n), konnte keine von ihnen konvergent sein. Deshalb muss M beschrénkt
sein.

Um zu sehen, dass M abgeschlossen ist, sei (2, )nen+ C M eine konvergente Folge mit Grenzwert x. Nach
Voraussetzung besitzt sie eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert y in M liegt. Nach Aufgabe 22 (a) kann es
sich bei y nur um x handeln, weshalb z in M liegt, was zu zeigen war.

UBUNGSAUFGABE 12.32. Es sei A C R kompakt. Zeige, dass A ein Maximum besitzt.

Hinweis: Benutze Aufgabe 17 (a) um eine gegen sup A konvergente Folge zu konstruieren.

Lésung: Da A beschrinkt ist, ist s := sup A € R. Nach Aufgabe 17 (a) gibt es fiir alle n € N* ein z,, € A mit
s—1/n <z, <s. Nach dem Sandwich-Satz konvergiert die Folge (z,)nen+ gegen s. Da A abgeschlossen ist, liegt
s = lim, o z,, in A. Also ist s = max A.

Genauso zeigt man, dass t := inf A in A liegt, weshalb ¢ = min A.

UBUNGSAUFGABE 12.33. Betrachte die Funktion f : D — R und bestimme, falls existent, folgende Grenzwerte.

UBUNGSAUFGABE 12.34. lim f(x) mit f(z) = el p = R\{1}.
xr—
Hinweis: Fiihre eine Polynomdivision durch.

Lésung: Es ist Hii_lxl =22+ 2z + 1 fiir  # 1 und deshalb lim1 flz) = lim1 2%+ 2 lim1 T+ lim1 1=4.
r— T— T— xr—

UBUNGSAUFGABE 12.35. lim f(2) mit f(x1,22) = nwh = R2\{(0,0)}.
xr—

2+m47

Lésung: Dieser Grenzwert existiert nicht. Um das zu sehen geben wir zwei Nullfolgen (x,,)nen und (Y )nen+ in
R? an, fiir die f(x,) und f(y,) gegen unterschiedliche Grenzwerte konvergieren.
Setze x, = (1/n,1/y/n) sowie y,, = (1/n,2/y/n) fir n € N*. Dann ist f(z,) = 52> = 1 und f(y,) =

In2+1n2
1n4n _ 4

1In2+16n2 — 17"

k4+1_
r—a

UBUNGSAUFGABE 12.36. lim f(z) mit f(z) = &

r—a

Hinweis: Verwende Aufgabe 13 (d).
Lésung: Fiir x # a ist nach Aufgabe 13 (d)

,keN, aeR, D=R\{a}.

k
x) = ijakfj
j=0
und deshalb
lim f(x thxjkj—Za (k+1)a

UBUNGSAUFGABE 12.37. lim mit f(z) = 843212 p — R\{0}

200 2x4+15x
Losung: Es ist
8 + 422 — 122*
lim f(z) = lim ot for - lor =4
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UBUNGSAUFGABE 12.38. Zeige mit Hilfe der Definition von Stetigkeit, dass die auf ganz R definierte Funktion
f(z) =322 4+ 22 + 1 in 29 = 1 stetig ist, d.h. dass fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 existiert, sodass |f(z) — f(z0)| < € fiir
alle x € R mit |z — x| < d.

Lésung: Zu zeigen ist, dass lim,_,., f(z) = f(zo) = 6. Sei dazu £ > 0 beliebig vorgegeben. Setzt man § =
min {5/12, 1}, dann ist
|f(z) = f(zo)| = |32° + 22— 5| =Bz +5)(x — 1) < 11|z — 1| < 116 < ¢
fiir alle |z — xo| < 6.
UBUNGSAUFGABE 12.39. Untersuche folgende Funktionen f : D — R auf Stetigkeit.
zrexp(z* + 3z —4) firz #0
0 firz =0

Losung: f ist stetig in allen Punkten xy # 0 als Verkettung stetiger Funktionen. Wir untersuchen nun auf
Stetigkeit in zg = 0. Sei dazu (zy,)nen- C D\{0} eine gegen 0 konvergente Folge in R mit z,, # 0 fiir alle n € N*.
Da die Exponentialfunktion stetig ist, ist

UBUNGSAUFGABE 12.40. f(x) = { D =R.

lim exp(z? + 3z, —4) = exp( lim z? + 3z, —4) = exp(—4)

n—oo

und deshalb nach den Rechenregeln fiir Funktionsgrenzwerte

lim f(,) =0 exp(—4) = 0 = f(0).

. 1—Vi—z? fii
UBUNGSAUFGABE 12.41. f(x) = a? ir z 70 , D=(-1,1).
0 fire =0
Lésung: Fiir z € (—1, 1)\{0} ist f stetig als Verkettung stetiger Funktionen. Wegen
fa) I1—V1—-22 1—-V1—-221++V1— 22 1—(1—2?) 1
xTr) = 3 = 3 = =

€T X

1+vVI—22  22(1+V1—2a%) 14122
ist lim f(z) = § # 0 = f(0), weshalb die Funktion f im Punkt 0 unstetig ist.

x—0

z#0
2
N 1172 fiir (z1,x 0,0
UBUNGSAUFGABE 12.42. f(x,15) = { Vei+as (z1,22) #(0,0) , D=R2

0 fiir (z1,z2) = (0,0)

Lésung: Fiir (z1,22) # (0,0) ist f stetig als Verkettung stetiger Funktionen. Wir zeigen nun, dass f auch in
(0,0) stetig ist. Sei dazu e > 0. Mit 6 = min {1,e} ist

$2.T 372.13
[f(@1,5) = [(0,0)] = | —A==5| < | 25| = |z122| < |21] = \/a? < ||z]| <=
VT + 23 V]
fiir alle ||(x1,2z2) — (0,0)| < 4.

1 .

.. —— i > 1 und 0

UBUNGSAUFGABE 12.43. f(x1,x2,13) = { *1H%2+es il und 2 +22 + 3 7
0 fiir z = (0,0,0)

D= {I €eR3: ||IH >1, z1 + 22+ 23 750} U(0,0,0)

Lésung: Fiir ||z|| > 1 und 21 + z2 + 23 # 0 ist f stetig als Verkettung stetiger Funktionen. Wir zeigen nun, dass

f auch in (0,0,0) stetig ist. Sei dazu € > 0 und § = 1/2. Dann gilt fiir alle z € D mit || — (0,0,0)| < §, dass

2 = (0,0,0) und deshalb |f(x1,x2,23) — f(0,0,0)] = |f(0,0,0) — £(0,0,0)| = 0 < ¢ fiir alle x € D mit ||z| < .
Allgemein gilt, dass eine jede Funktion in einem sog. isolierten Punkt stetig ist.
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Da der Fall z; + 22 + 3 = 0 in Aufgabenstellung nicht beriicksichtigt war, sind die Punkte fiir
diese Teilaufgaben Zusatzpunkte.

UBUNGSAUFGABE 12.44. Es sei N € N* und A ¢ RV. Gegeben seien zwei Funktionen f,g : A — C, die in
y € A stetig sind. Zeige, dass auch die Funktion f-g: A — C, z — f(z) - g(z) in y stetig ist.
Lésung: Essei (z,)neny C A eine gegen y konvergente Folge in A. Da f und g in y stetig sind, ist lim,, o f(z,) =
f(y) sowie lim,,_, g(x,) = g(y) und nach den Rechenregeln fiir Funktionsgrenzwerte deshalb auch lim,,_, o f(z,)g(z,) =
fW)g(y). Also ist f - g in y stetig.

UBUNGSAUFGABE 12.45. Zeige mit Hilfe des Zwischenwertsatzes, dass cos(z) im Intervall [0, 2] eine Nullstelle
x¢ besitzt. Fithre auflerdem einige Schritte des im Beweis des Zwischenwertsatzes beschriebenen Verfahrens durch,
um zu entscheiden, ob g € [1.45,1.55], 2o € (1.55,1.65) oder xy € [1.65,1.75]. Nimm fiir diese Aufgabe einen
Taschenrechner zu Hilfe um cos(z) an den nétigen Stellen auszuwerten.

Lésung: Da cos eine auf ganz R stetige Funktion ist und cos(0) = 1 > 0 sowie cos(2) =~ —0.416 < 0, folgt aus
dem Zwischenwertsatz, dass ein zg € [0, 2] existiert mit cos(zg) = 0.

Nun zum zweiten Teil der Aufgabe. Wir setzen ag = 0 sowie by = 2 und definieren rekursiv die Folgen (a,)nen
und (b, )nen: Fiir & € N* bestimmen wir zunéichst den Mittelwert ¢x—1 = 1/2 - (ag—1 + br—1) und berechnen
cos(ck—1)- Ist cos(cg—1) > 0, so setzen wir ay := cx—1 und by := br_1. Ist dagegen cos(cx—1) < 0, so setzen wir
ay = agp—1 und by := ci—_1. In jedem Schritt gilt somit, dass cos(ax) > 0 und cos(bg) < 0 ist und deshalb nach
dem Zwischenwertsatz die die gesuchte Nullstelle 2o im Bereich [a, by] liegt. Dieses Verfahren ergibt:

ag bk Ck COS(Ck) 2 0
0 2 1 0.540 | >0
1 2 1.5 0.071 | >0

1.5 2 1.75 | =0.178 | <0
1.5 1.75 | 1.625 | —0.054 | <0
1.5 1.625 | 1.5625 | 0.008 | >0
5| 1.5625 | 1.625

Nach fiinf Iterationen steht also fest, dass cos eine Nullstelle im Bereich [1.5625,1.625] hat und damit ist
xo € (1.55,1.65).

=W = O

UBUNGSAUFGABE 12.46. In dieser Aufgaben werden wir weitere Eigenschaften von Sinus und Cosinus ken-
nenlernen und die Zahl 7 definieren.

UBUNGSAUFGABE 12.47. Laut Skript besitzt sin fiir alle z € C die Reihendarstellung
2k+1

sin(z :ZO @k+ 1!

Zeige, dass daraus fiir alle x € (0, 2] die Abschitzungen x — % < sin(z) < x folgt.
Bemerkung: Genauso zeigt man, dass 1 — % <cos(z) <1- % + % fiir alle z € (0, 2] gilt.
Losung: Es sei z € (0,2]. Dann ist
o0 p2k+1 23 o 29 gl
si = + et a5+
in(z) 31 kZQ 2k:+1) TG (5! 7!) (9! 11!)

3 0 pAk+1 pAk+3
S
6 A \([k+1)!  (4k+3)!

Fiir alle k € N* ist
k1 pAk+3

(4k +1)!  (4k +3)!

>0
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genau dann, wenn
a4k +3)!  (4k+3)(4k+2) 107

(4k + D)lgth+3 — 72 > b
Deshalb ist
o Ak k43
> (s @) >°
= (4k+ 1)1 (4k+3)!
und somit sin(z) > x — % fiir alle x € (0, 2]
Genauso sieht man, dass
oo 2k+1 3 5 7 9
e _ et _rr T
sin(z) - = x+;( Y e _m+( 3" 5!) +< e 9!) o
. i Ak - pik—1
B —\(k+1)! 4k - 1)
und da
iR+ (4k — 1)) x? 4
= < =<1

(4k + Dlz® 1~ (dk + 1)dk ~ 42

i ( rAk+1 k-1 >
— <0
o\ (k+ 1) (4k —1)!
und deshalb sin(z) < « fiir alle € (0, 2].

fiir alle k € N, ist

UBUNGSAUFGABE 12.48. Zeige, dass fiir alle z,w € C

cos(z) — cos(w) = —2sin (+2w> “in ( - w)

gilt, indem Du die Additionstheoreme (Aufgabe 26) auf die komplexen Zahlen 1/2(z + w) + 1/2(z — w) und
1/2(z + w) + 1/2(w — z) anwendest.
Lésung: Nach Aufgabe 26 (b) gilt fiir alle z,w € C

cos(z) = cos <;(z +w) + %(z - w)>
= cos (;(z + w)) cos (;(2 - w)) — sin (;(z + w)) sin (;(z - w))
und
cos(w) = cos (;(z +w) + %(w - z))
~ cos (;(z + w)> cos <;(w - z)) _ sin <;(z + w)> sin <;(w - Z)) .
Nach Definition ist cos(z) = cos(—z) und sin(—z) = —sin(z) fiir alle z € C und deshalb erhilt man durch

Subtraktion der beiden Gleichungen

cos(z) — cos(w) = — sin (;(z + w)> sin <;(z - w)) — sin (;(z + w)> sin (;(z - w))

und das war zu zeigen.
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UBUNGSAUFGABE 12.49. Folgere aus Aufgabenteil (12.47) und (12.48), dass cos im Intervall [0,2] streng
monoton fillt. Aus Aufgabe [12.45| folgt deshalb, dass cos im Intervall [0, 2] genau eine Nullstelle z¢ besitzt. Man
definiert die Kreiszahl m:= 2 - xg ~ 3.14159.

Lésung: Es seien x,y € [0,2] mit > y. Nach ((12.48)) ist

cos(z) — cos(y) = —2sin (T) sin (“”2_9) .

Fiir a € (0,2] ist 1 — % > 1— % > 0 und deshalb auch @ — % > 0. Aus Aufgabenteil (12.47) folgt daher, dass
sin(a) > 0 fiir alle a € (0,2]. Da X%, 22 € (0, 2], ist somit

cos(x) — cos(y) = —2sin (m;—y) sin <$gy> < 0.

Daraus folgt die Behauptung.

UBUNGSAUFGABE 12.50. Berechne (ohne Taschenrechner) die folgende Wertetabelle. Zeige dazu, dass exp(iz) =
cos(x) + isin(x) fiir alle € R und benutze Aufgabe 26.

(0] 5 | x| 3m]2n
cos(x) 0
sin(z
exp(iz) | 1

Lésung: Nach Aufgabe 26 (c) ist

1 = sin? (g) + cos? (g) = sin? (g)

und da nach Aufgabenteil (12.49) sin im Bereich (0, 2] strikt positiv ist, folgt sin(m/2) = 1. Aus den Definitionen
sieht man sofort, dass cos(0) = 2/2 = 1 und sin(0) = (1 — 1)/2 = 0 und aus Aufgabe 26 (a) und (b) folgt fiir alle
reR

cos(m) = cos?(m/2) —sin*(n/2) = —1
sin(r) = 2cos(m/2)sin(r/2) =0
cos(z +7) = cos(z)cos(m) — sin(z) sin(r) = — cos(x)
sin(z +7) = cos(z)sin(m) + cos(n) sin(x) = — sin(x)
cos(3/2-m) = cos(m/2+m) = —cos(m/2) =0
sin(3/2-m) = sin(r/2+4 ) = —sin(7r/2) = —1
cos(2m) = cos(m+m) = —cos(m) =1
sin(2r) = sin(mr +7) = —sin(7r) =0

Nach Definition ist

exp(iz) 4+ exp(—iz) n exp(iz) — exp(—ix) _ 2 exp(ix)

5 5 5 = exp(ix).

cos(x) + isin(x) =

Damit erhélt man insgesamt:

(0] 5 | m |[5m|2n
cos(z) [1]0|—-1] 0 | 1
sin(z) [0l 1| 0 |-1|0
exp(iz) | 1| i | —-1| =i | 1

Bemerkung: Die Punkte fiir diese Aufgabe sind Zusatzpunkte.
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UBUNGSAUFGABE 12.51. Es seien a < b € R und f : [a,b] — [a, ] eine stetige Funktion. Zeige, dass f einen
Fixpunkt besitzt, d.h. dass es ein g € [a,b] mit f(xg) = zo gibt.

Hinweis: Betrachte dazu die Funktion z — f(z) — « und zeige, dass sie eine Nullstelle in [a, b] besitzt.
Lésung: Wie im Hinweis betrachten wir die Funktion g(z) = f(x) — z. Dann ist auch g auf [a,b] stetig und
offenbar g(b) = f(b) —b<b—b=0=a—a < f(a) — a = g(a). Nach dem Zwischenwertsatz existiert deshalb ein
Zo € [a,b] mit der Eigenschaft g(xg) = 0. Das bedeutet aber gerade, dass f(xg) = xo, also dass z¢ ein Fixpunkt
von f ist.
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UBUNGSAUFGABE 12.52. Entscheide, ob folgende Gleichungen eine Losung in D C R besitzen.

UBUNGSAUFGABE 12.53. exp(z) = 2® 4+ 2, = € D = [~10, 10]
Lésung: Betrachte die Funktion f(z) = exp(z) — 2® — 2. Dann ist f auf ganz R und insbesondere auf D stetig.
Wegen

o0
105 106 100000 100000 10000 1600
107 107 _ 1000 + 1990 _ 49
W6 643 13 > 1000+ =3 00

k=0
ist f(10) > 1200 — 1000 — 2 > 0 sowie f(0) =1 — 0 — 2 < 0. Nach dem Zwischenwertsatz besitzt f im Intervall
[0,10] eine Nullstelle und diese 16st die Gleichung.

UBUNGSAUFGABE 12.54. /T —Z+y=—/y, 2,y € D= (0,00)
Loésung: Diese Gleichung besitzt keine Losung. Wegen (\/5 + \/5)2 =2 +2,/2y+y > r+yist auch \/z +/y >
vz +y fir alle x,y € D.

UBUNGSAUFGABE 12.55. x° 4 1022 — 43z = 172% — 102* — 1, 2 € D = (0,2)

Lésung: Betrachte die Funktion f(z) = 2% + 102* — 1723 + 1022 — 432 + 1, dann ist f stetig auf ganz R. Wegen
f(1) = =38 < 0 < 1 = f(0) besitzt f nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle im Intervall [0,1]. Da f(0) # 0
liegt diese Nullstelle in (0,2) und 16st die Gleichung.

exp(10) =

Bemerkung: Versuche die Aufgabe ohne Taschenrechner zu 16sen, da auch in der Klausur kein Taschenrechner zugelassen ist.

UBUNGSAUFGABE 12.56. Entscheide, ob folgende Funktionen f : D — R lokale Maxima und/oder Minima
besitzen (mit Beweis).

UBUNGSAUFGABE 12.57. D =RY, f(z) = exp(— ||z|?)
Lésung: f besitzt in 2y = 0 ein globales (und damit auch lokales) Maximum: Fiir alle z € RN\ {0} ist |z >

0]I* = 0 und deshalb wegen der strengen Monotonie von exp auf R auch exp(— ||z]|*) < exp(— ||zo|*) = exp(0) =
1.

f besitzt jedoch kein lokales Minimum in D: Angenommen zy € RY wiire eine lokale Minimumstelle. Dann giibe
es nach Definition ein & > 0, sodass f(z) > f(xo) fiir alle € Uc(z0). Nun wére aber z.B. fir z = (1+ mmo €

U.(z0), wegen der strengen Monotonie der Exponentialfunktion auf R, exp(— [|z||?) < exp(— ||zo|/*), was nicht
sein kann.
UBUNGSAUFGABE 12.58. D = [0,5], f(z)=3cos (%) + 7 sin (%)

Loésung: Laut Vorlesung ist f auf D stetig als Verkniipfung stetiger Funktionen. Da D kompakt ist, nimmt f
auf D ein globales (also auch ein lokales) Maximum und Minimum an.

2?2 fir —2<z<0
1 firo<ez<?2

Lésung: Die Funktion f besitzt z.B. in g = 1 ein lokales Maximum und ein lokales Minimum, denn fiir ¢ = 1/2
ist f(z) = f(xo) fiir alle x € Uc(20) und damit sowohl f(z) < f(xg) als auch f(x) > f(xo) fiir alle 2 € U (z0).

UBUNGSAUFGABE 12.59. D = (-2,2), f(z) = {

UBUNGSAUFGABE 12.60. Zeige, dass die Funktion f : [0,2] — R, z + sin(z + 7/2) + cos(2/3 - x) eine stetige
Umkehrfunktion besitzt, deren Definitionsbereich das Intervall [1, 2] enthélt.
Lésung: Offenbar ist die Funktion f auf ihrem Definitionsbereich stetig. Da [0, 2] kompakt ist, existieren Max-
imum b := max f und Minimum a := min f. Nach dem Zwischenwertsatz nimmt f jeden Wert im Intervall [a, b]
an, bildet also surjektiv in das Intervall [a, b] ab.

Nach Aufgabe [12.46] ist cos auf [0, 2] streng monoton und nach Aufgabe [12.46] ist sin(x+7/2) =
cos(x) sin(m/2) 4 cos(m/2) sin(z) = cos(z) fiir alle z € R. Da fiir « € [0,2] auch 2/3 -z € [0,2] ist, sind somit
sin(x 4+ 7w/2) und cos(2/3 - z) auf [0, 2] streng monoton.
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Nun zeigen wir, dass die Summe zweier im gleichen Sinn streng monotoner Funktionen g,h: D — R, D C R
stets streng monoton ist. Es seien dazu x,y € D mit x < y und g, h 0.B.d.A. streng monoton wachsend. Dann ist

(9(y) + h(y)) — (9(x) + h(x)) = g(y) — g(x) + h(y) — h(z) > 0+ 0 =0.

Also ist auch f auf [0, 2] streng monoton und damit injektiv. Laut Vorlesung existiert also eine stetige Umkehrfunk-
tion f~1: [a,b] — [0,2].

Nun ist nur noch zu zeigen, dass [1,2] C [a.b]. Offenbar ist f(0) = 2 und f(7/2) = 0+ cos(w/3) < 1. Nach
dem Zwischenwertsatz gilt somit [1,2] C f([0,2]) = [a, b].

UBUNGSAUFGABE 12.61. Untersuche die folgenden Funktionen f : R — R mit der Definition 9.1 auf Differen-
zierbarkeit im Punkt 29 und bestimme ggf. f/(zg).

x firz<1 NS firz >0
= - 5 - 1 - - ’ = 0
(a) f() {x2 firx > 1 o () f@) {—\/Tx fiirx < 0 o
(b) f(z) =42®+2, zo=2 @ f() NS firx >0 40
T) = , T
—/—x firz <0 0
Losung:
(a) Die Funktion f ist in x¢ nicht differenzierbar. Dazu betrachten wir die beiden Nullfolgen a, = 1/n und
b, = —1/n fir n € N*. Dann ist z¢ + a, > 1 fiir alle n € N* und somit
_ 2 _ 2
lim f(zo + an) — f(zo) — lim % — lim M — lim 2_|_l —9
n—oo an, n— 00 1/n n— 00 1/n n— 00 n
Andererseits ist xg + b, < 1 fiir alle n € N* und deshalb
bn) — 1-1 —1 1
fim L@ ) = f@o) o A=lm=t o Ue

Der Grenzwert des Differenzenquotienten existiert also nicht und somit ist f in x nicht differenzierbar.
(b) Die Funktion f ist differenzierbar in zo = 2 mit f’(zo) = 16, denn
42+h)2+2-18 16h 4+ 4h%

24 h) — £(2
i JCEM =) — lim — " _ Jim 16 + 4h = 16.
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

c 1e Funktion f ist in g = 0 nicht differenzierbar. Dazu betrachten wir die Nullfolge a,, = 1/n fir n €
Die Funkti fist i 0 nicht diff ierb D b h ir die Nullfol 1 fi N*
(mit a, > 0 fir alle n € N*) und erhalten

— \/1
lim f{@o + an) = f(wo) = lim /n = lim v/n = co.
n—oo A, n—oo l/n n—oo

Tatséchlich ist die Steigung der Funktion f im Punkt zy = 0 ,unendlich grof8“, sodass wir keine Ableitung
bestimmen koénnen.
(d) Nun sei zg € R\{0}. Dann ist die Funktion f im Punkt z, differenzierbar mit

1 fir xzg > 0
f’(Io):{Q\/To 0

1 . :
ﬁ fir o < 0
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Sei zunéchst zg > 0, dann ist

fl@o+h) = fxo) _ . VZo+h— T

! _ .
Flwo) = Jimy h finy n
o VEOFR— B Vao TRt @ wo+h—ao
h—0 h \/330-1- + /Ty h*Oh(\/xo—Fh-l-\/ﬂCio)
1

it (Vo + i + /o) 2\/970'
Genauso erhélt man fiir zg < 0
—V=x0 —h+ =0 _ h 1

lim f(@o+h) = flwo) = lim = lim =
h—0 h h—0 h h—=0 h (/=20 +v—x0 — h) 2V~

UBUNGSAUFGABE 12.62. Bestimme die Ableitungen der folgenden Funktionen.

UBUNGSAUFGABE 12.63. f(z) = 2(®") [= exp, (exp,(z))] UBUNGSAUFGABE 12.65. f(z) = \/E)Zi&()””)
UBUNGSAUFGABE 12.64. f(z) = sin® (23 + cos(z?)) {/BUNGSAUFGABE 12.66. f(z) = arctan (z?)

Losung:
(a) Mit Ketten- und Produktregel erhilt man

d = d
P 1 P (exp(zlog(z)) log(x))

= exp (exp(zlog(z)) log(x)) - % exp(wlog(z)) log()
=z <exp(:v log(z)) ((ix1og(x)> log(z) + (i; 10g(m)> -exp(z log(x)))
= z(@) ( (log(z) + 1) log(z) + ;x>
= =9 (xz ((1og(x) + 1) log(z) + ;))
(b) Mit Produkt- und Kettenregel erhéilt man

% sin® (z° 4 cos(z®)) = 2sin (2° + cos(z?)) (c;iz sin (2° + cos(xQ))>

2sin (2 + cos(2?)) cos (z* 4 cos(z?)) (if’ + cos(:r2)>

= 2sin (2 + cos(z?)) cos (2* + cos(2?)) (32° — sin(2?)22)
(¢) Mit Produkt- und Quotientenregel erhélt man

d Jasin@) (& /@sin() log(r) — (& log(x)) V@ sin(x)
)

dz  log(z) log?(z

_ log21(:v) (<2f sin(z )-i—cos(x)\/E) 1og(w)—;\/§sm(x)>

(12sin(z) + x cos(z)) log(x) — sin(x)
log®(«)v/z
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(d) Wir benutzen zunéchst den Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion aus der Vorlesung um die Ableitung
von arctan zu bestimmen. Wegen
d sin(z) cos?(z) + sin®(x)

= = == 1 2
dx cos(z) cos?(x) + tan’(z)

P tan(z) =

erhalten wir somit fiir alle z € R:
_ 1 _ 1 1
 tan’ (arctan(z)) 1+ tan? (arctan(z)) 1+ 22’

P arctan(x)

Mit der Kettenregel folgt nun

d tan(z?) 2z
— arctan(z®) = ——
dz 1+ 24

UBUNGSAUFGABE 12.67. In dieser Aufgabe wollen wir den wichtigen Mittelwertsatz der Differenzialrechnung
beweisen. Es seien a,b € R, a < bund f,g : [a,b] — R stetige Funktionen, welche in (a,b) differenzierbar sind.
Zeige mit dem Satz von Rolle, dass ein zg € (a,b) existiert, sodass

f'(x0) (9(b) — g(a)) = (f(b) = f(a)) g’ (x0),

indem Du die Hilfsfunktion z — f(z)(g(b) — g(a)) — g(x)(f(b) — f(a)) betrachtest. Folgere daraus den einfacheren
Mittelwertsatz: Zeige, dass ein g € (a,b) existiert, sodass

o) = LO=1©)

Lésung: Wir definieren die Funktion h(z) = f(z) (g(b) — g(a)) — g(x) (f(b) — f(a)). Dann ist h auf [a, b] stetig,
in (a,b) differenzierbar und es gilt h(a) = f(a)g(b) — g(a)f(b) = h(b). Aus dem Satz von Rolle folgt somit, dass
ein xg € (a,b) existiert, sodass

0=1'(z0) = f'(x0) (9(b) — g(a)) — g'(x0) (f(b) — f(a)),

was zu zeigen war.
Wihlt man nun g(x) = x, so ist g auf [a, b] stetig und in (a,b) differenzierbar mit ¢’(z) = 1 fiir alle = € (a, b).
Wie soeben gesehen, existiert deshalb ein z € (a,b) mit

f'(@o)(b—a) = f(b) - f(a)
und das war zu zeigen.
UBUNGSAUFGABE 12.68. Es sei N € N* und f : RY — R eine lineare Funktion, das heit fir alle ,y € RN
und fiir alle o, 8 € R gilt:
flaz + By) = af () + Bf (y)-

In dieser Aufgaben wollen wir zeigen, dass f genau dann stetig ist, wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodass
|f(z)| < c fiir alle ||z| < 1, was wiederum genau dann der Fall ist, wenn |f(z)| < c||z|| fiir alle z € RY. Beweise
folgende Aussagen:

UBUNGSAUFGABE 12.69. Wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodass |f(z)| < ¢ fiir alle z € RY mit ||z| < 1,
so gilt auch |f(z)| < c||=|| fiir alle x € RV,

Hinweis: Trenne die Fille z = 0 und z # 0 und schreibe z = ||z - =/ ||z]|.

Lésung: Wegen f(0) = f(0+0) = f(0) + £(0) ist f(0) = 0. Deshalb ist fiir = 0 die Ungleichung trivial. Nun

sei z € RV\{0}, dann ist
X x
@1 =7 (el 7)<t |1 (75 )| < et
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UBUNGSAUFGABE 12.70. Wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodass | f(z)| < c|jz|| fiir alle 2 € RY, so ist f
stetig.

Losung: Wir zeigen Stetigkeit in zo € RY. Sei dazu e > 0. Mit § = £/(2c) erhiilt man fiir alle ||z — x| < 6:
[f(z) = f(zo)| = |f(x — xo)| < cllz — xol| < b <e.
UBUNGSAUFGABE 12.71. Wenn f stetig ist gibt es eine Konstante ¢ > 0, sodass |f(z)| < ¢ fiir alle ||z| < 1.

Losung: Der Beweis kann auf zwei Arten erbracht werden.

e Direkter Beweis: In Teil (12.69)) haben wir gesehen, dass f(0) = 0. Da f in 0 stetig ist, gibt es fir e = 1
eine § > 0, sodass |f(x) — f(0)] = |f(z)| < 1 fiir alle ||| < . Damit gilt fiir alle ||z| < 1, dass

)
r@i=r (5)]=; 1
denn ||| =0 ||z| < 6.

2GS -
16w < 1
e Alternativer Beweis: Da f auf RY stetig und D := {z € RY : ||z < 1} kompakt ist, nimmt f auf
D ein Maximum m := maxgzep f(x) sowie ein Minimum n := mingep f(z) an und damit ist |f(z)| =
max { f(z), — f(z)} < max {m,—n} =: ¢ fiir alle z € D.

UBUNGSAUFGABE 12.72. Bestimme und klassifiziere die lokalen Extremstellen folgender Funktionen f : D — R
in A C D und bestimme, falls existent, das globale Minimum und Maximum von f.

UBUNGSAUFGABE 12.73. D = [—4,4], A = (—4,4), f(z) = 3z* + 8% — 4822 + 2
Losung: Wir untersuchen f zunéchst auf lokale Extremstellen in A. Da f zweimal differenzierbar ist, betrachten
wir

f'(x) = 1223 + 242% — 962 und f”(z) = 3622 + 48z — 96.

Die notwendige Bedingung 0 = f’(z) = 12z(2% 4 22 — 8) = 12z(z — 2)(z +4) ist in A offenbar fiir z = 0 und z = 2
erfiillt. Wegen f”(0) = =96 < 0, f”(2) = 144 > 0 ist 0 lokale Maximumstelle und 2 lokale Minimumstelle.

Da die Funktion f stetig und D kompakt ist, nimmt sie auf D auch ein globales Maximum und Minimum an.
Wegen f(—4) = =510, f(0) = 2, f(2) = =78, f(4) = 514 ist —4 globale Minimumstelle und 4 globale Maximum-
stelle.

UBUNGSAUFGABE 12.74. D = A = (0,3/2-7), f(x) = exp(x)cos(x)

Hinweis: Verwende die folgende Wertetabelle:

™ ™ ™ ™ 2 3 5
1’““\6\2\}\5 3\1\6”\”
@ [0 4 [ 5[ B [ | b
cos(z) || 1 @ % 110 -2 7% ,§ -1
tan(z) || 0 % VB | = | =V -1 | -5 |0
Lésung: Wir untersuchen f zunichst auf lokale Extremstellen in A. Da f zweimal differenzierbar ist, betrachten

wir

f'(z) = exp(x)(cos(z) — sin(z))

f"(x) = exp(x)(cos(x) — sin(x) — sin(z) — cos(x)) = —2exp(x) sin(x)
Weil exp(x) # 0 fiir alle € R wird die notwendige Bedingung f/(z) = 0 genau fir z = 7/4 und x =5/4 -7 in A
erfiillt, denn sin(z + ) = —sin(z) und cos(z + ) = — cos(z) fiir alle z € R. Nun ist f(7/4) = — exp(7/4)v/2 < 0
und f(5/4 - 7) = exp(5/4 - )v/2 > 0 und deshalb 7/4 lokale Maximumstelle sowie 5/4 - 7 lokale Minimumstelle.

Da D = A offen ist, muss jede globale Extremstelle € D auch die notwendige Bedingung f'(z) = 0 erfiillen.

Unklar ist noch, ob es globale Extremstellen gibt. Wegen lim,_¢ f(x) = exp(0) cos(0) = 1 < % = f(x/4)
und lim,_3/9. f(x) = exp(3/2-m)cos(3/2-m) =0 > —%\/54'”) = f(5/4-m) ist die Funktion am Rand beschrénkt
und stets kleiner als das lokale Maximum bzw. gréfier als das lokale Minimum. Deshalb ist w/4 auch das globale
Maximum und 5/4 - 7 das globale Minimum von f in D.
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UBUNGSAUFGABE 12.75. Es sei D C R ein offenes Intervall und f : D — R eine differenzierbare Funktion.
Zeige mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dass f genau dann monoton fillt, wenn f'(x) <0 fiir alle z € D.
Losung: Es sind zwei Richtungen zu zeigen! Zuniichst sei vorausgesetzt, dass f/(x) < 0 fiir alle z € D. Fiir alle
z,y € D mit x < y existiert nach dem Mittelwertsatz ein x¢ € (z,y), sodass f(y) — f(x) = f'(xo)(y — x). Nach
Voraussetzung ist f/(z¢) < 0 und deshalb f(y) — f(z) <0, also f(y) < f(z) fir alle z,y € D mit z < y.

Nun sei f als monoton fallend vorausgesetzt und = € D. Fiir alle h > 0 mit « + h € D ist deshalb
W < 0. Aber ebenso gilt fiir alle h < 0 mit z + h € D, dass W < 0 und somit ist auch
f’(m) = limy,_o w <0.

UBUNGSAUFGABE 12.76. Bestimme, falls existent, folgende Grenzwerte

. sin(x) .
(a) lim ) () i Srestns)
(b) }}L%xx (d) xh_{go log(1+i>;p(212))
Losung:
(a) Da cos stetig ist, existiert der Grenzwert lim,_,, cos(xz) = cos(m) = —1 und wir erhalten mit dem Satz von
I'Hépital
lim sin(z) =1 cos(z) = cos(m) = —1.
T—T X — T T—T

(b) Da der Grenzwert lim,_,o —z = 0 existiert, erhalten wir mit dem Satz von ’'Hépital, dass

1 1
o los(e) = i, 7% = tim, =7 = i~z =

Da die Exponentialfunktion stetig ist, folgt somit

lir% ¥ = lin}) exp(x log(z)) = exp (lir%aclog(:v)) =exp(0) = 1.
Die Funktion z — x® kann also durch 1 stetig im Nullpunkt fortgesetzt werden.

(c) Wir bestimmen zunichst die Ableitung von arcsin(z). Wegen sin’(z) = cos(z) und cos(x) = /1 — sin*(x) fiir
x € [-m/2,m, 2] erhalten wir mit dem Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion

arcsin’(x) = (sin’(arcsin(ay)))_1 = (\/1 - sin2(arcsin(aj))) - = (\/ 1— xZ) -

fiir alle z € [—1,1], denn arcsin(x) € [—7/2,7/2]. Da der Grenzwert lim,_,o 1 — 22 = 1 existiert, folgt aus
dem Satz von I’Hopital, dass

1
lim ———— = lim ———— = lim /I —2” = 1.

a—0 arcsin(z)  «—0 arcsin’(z)

(d) Da Grenzwert lim,_, % = lim, oo m = 1 existiert, folgt aus dem Satz von ’'Hépital, dass
1 2
log(1 272 — 5oy exp(227)4x 922
lim 280 +eP227) | Treet) T Y
z—00 x? T—00 2x z—oo 1+ exp(222)

UBUNGSAUFGABE 12.77. Es sei D C R ein offenes Intervall, n € N* und f,g : D — R n-mal differenzierbare
Funktionen. Zeige mit vollstédndiger Induktion, dass auch ihr Produkt f - g n-mal differenzierbar ist mit

d"fg_ n n dkfdn—kg
dan I;) (k) dak dan—F"
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Losung: Fiir n = 1 erhélt man mit der Kettenregel, dass f - g differenzierbar ist mit

dfg _
dx

df %
d:z: de’’

Nun seien f und g n + 1-mal differenzierbar und es gelte, dass f - g n-mal differenzierbar ist mit

d"fg

dxm

fiir ein (festes) n € N*. Da sowohl 7 als auch

fir k=0,1,...,

h k) dxk dan—Fk
k=0

9

n differenzierbare Funktionen sind (denn f

und g sind nach Voraussetzung n + 1 mal d1fferenz1erbar), folgt aus der Kettenregel, dass auch

S (Yt
k) dzk den—F

d"fg
da™

eine differenzierbare Funktion ist und man erhélt wiederum mit der Kettenregel

d7z+1 fg
dxn+1

d dvfg d

dkf dr k

T dr dan dxz(k>dxkdx” 2

n korlf dnfkg
- Z( ) (dx’“‘l dxn—k +
=0

dkf dnk+lg>

dzk den—Fk+1

S PR L K eI o O T K e
- k—1) dzk dgn—Fk+1 k) dak dan—k+1
k=1 k=0
dn+1f dn+1 n dkf dn—k+1g
= It gt Z (( ) (k)) daF dzn—FH1
dn-i-lf dn+lg n4+1 dkf dn—k-‘rlg
= g9 T g Z < K )dxkdxn—kﬂ
k=1
_ 7§ n+1 dkifdnkarlg
- P k dzk dgn—Fk+1°

UBUNGSAUFGABE 12.78. Berechne (mit Taschenrechner) eine Approximation an v/2, indem du vier Schritte
des Newtonverfahrens mit der Funktion z — 1 — 2/2? und dem Startwert xo = 2 durchfiihrst.

Loésung: Wir betrachten die zweimal differenzierbare Funktion f :

(1,00) — R, 2 — 1 — 2/2% und erhalten

f'(z) = 4/2® # 0 fiir alle x € (1,00). Wihlt man ¢ = 2, so erhilt man durch die Rekursionsgleichung z,, =

e =y

Tn

nachstehende Folge von Approximationswerten an v/2:

2
1
1.25
1.387
1.414

B~ W N = O3

0.5 0.5
-1 4
—0.28 | 2.048
—0.04 | 1.499

UBUNGSAUFGABE 12.79. Es sei @ < b und f : R — R eine stetig differenzierbare Funktion. Zeige, dass

/a @) () e =

S0P = f(a)?)
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Loésung: Mit partieller Integration sieht man, dass

/ F@) (@) do |1 (x)f(m)]z -/ @) = 10— () - / @) () d

und daraus folgt die Behauptung, indem man auf beiden Seiten der Gleichung f: f'(z)f(z) dz addiert.

UBUNGSAUFGABE 12.80. Berechne den Wert folgender Integrale

)/2\/42377_1 (d) /0 rarctan(z?) dw
w/2 2
(b)/O cos(x) exp(sin(z)) dzx (e) /0 23 exp(—2?) dz
T sin(z) % 622 + 16z + 8
(c) / T+ cos(a) ®) / Telerop
Losung:

(a) Mit den Funktionen f(z) =4z — 1 und j(z) = \% kann man die Substitutionsregel wie folgt anwenden:

f4)

/24 \/4% - i/j F(@)j(f () dz = i {2\/5} " %(ﬁ_ 7

Oder kurz: Mit der Substitution u = 4z — 1 erhélt man dz = 4% und somit

4
4 15 15
1 due 1 1
— == — == =-(V15 - V7
/2 Vi — 1 4/7 N Q{ﬁL 5 )
(b) Mit der Substitution u = sin(x) erhdlt man dz = ﬁé) und somit

/Owﬂ cos(x) exp(sin(z)) dz = /0 ' exp(u) = o1

(¢) Mit der Substitution v = cos(x) erhélt man dz = 75%1(1) und somit
/Wﬂdx: —/_1 du du-[arctan(u)]l =Z- (_z) =2z
o 14 cos?(z) 1 14wu? ., 4 4 2
(d) Durch partielles Integrieren erhilt man

1

1 " 1 22
zrarctan(z?) = [ arctan(z ] —/ — 2z dx
/0 ) 2 o Jo 2(1+2%)
1 1 423
- = —d
4/0 1+t "

- i [log(l + x4)]0 =2- log(2)

™
8
™
8
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(e) Zunichst substituiert man v = 22 und integriert anschlieend partiell.

2 1 4
/ dexp(—z?)dr = = / wexp(—u) du
0 2 Jo

1 oot

= [—uexp(—u)} —&—f/ exp(—u) du
2 o2

4

= —2exp(—4) + % [ - exp(U)] .

1 1 1 5
= —2exp(—4)— 3 exp(—4) + 5=373 exp(—4)

(f) Bis auf einen Faktor 2 steht im Zihler die Ableitung des Nenners und deshalb ist

% 622 + 162 + 8 > 322 +8x+4
———dz = 2| ————dz
1 x(z+2)? 1 23+ 4a? + 4
2
= 2 {log(x?’ + 42% + 4x)

2(log(32) — log(9))
= 10log(2) — 4log(3)

UBUNGSAUFGABE 12.81. Bestimme zu folgenden Funktionen jeweils eine Stammfunktion

1

(a) eXp(ii) cos(z) (c) log®(z)
(b) © (d) exp(—v/z)
V1—e2@

Hinweis: Zur Lésung der Aufgaben 52 — 54 verwende partielle Integration und/oder Substitution.
Losung:
(a) Mit zweimaliger partieller Integration erhélt man

/75 exp(t)cos(t) dt = exp(z)cos(z) —1+ /x exp(t) sin(t) d¢
0 0

= exp(z)cos(xz) — 1+ exp(x)sin(z) — 0 — / exp(t) cos(t) dt.
0
Bringt man nun [ exp(t) cos(t) dt auf die linke Seite, sieht man, dass

% (exp(z)(cos(x) + sin(z)))

eine Stammfunktion ist.
(b) Mit der Substitution v = exp(x) erhilt

/ < _d / & in(u) in(e”)
————dr = | —= = arcsin(u) = arcsin(e
V1—e?® V1—u?

(¢) Durch zweimaliges partielles Integrieren erhilt man

/logz(ac) de = zlog*(x) — /:v2 log(x)% dz

= zlog?(z) — 2z log(z) + 2/ dz

= =z (logz(x) — 2log(x) + 2)
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(d) Zunéchst substituiert man v = v/ und integriert anschliefiend partiell
/exp(—ﬁ) dz = /2uexp(—u) du

= —2uexp(—u) —|—2/exp(—u)
= —2uexp(—u)—2exp(—u)
= —2exp(—vA)(VE+1)
UBUNGSAUFGABE 12.82. Bestimme das zweite Taylorpolynom Tbf(x;z0) folgender Funktion f im Punkt

IL‘O:l

flz) = / cos(t) dt
0
Losung: Mit der Kettenregel und dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung erhélt man
f'(z) = cos(ze”)e®(1+ x)
und somit
f"(x) = —sin(xze®)(e*(1 + x))? + cos(xze®) e®(1 + x + 1).

Mit den Zahlen f(1) = sin(e), f'(1) = 2cos(e)e und f”(1) = —4e*sin(e) + 3ecos(e) ergibt sich das folgende
Taylorpolynom:

1 ! 1 1 1 i 1
1fw1) = 100+ Ty DD a2 = ) 4 e -1+ Fl - 1y2
N
UBUNGSAUFGABE 12.83. Es sei N € N*. Fiir eine Folge (2 )ren+ bezeichnet man mit H T =21 To- - TN
k=1

das Produkt der ersten N Folgenglieder.

k
Lésung: Wir zeigen die Behauptung mit Induktion nach n. Fiir n = 2 ist offenbar (1 + 1)} = 2 = 22/2. Gilt die

Behauptung
n—1 k
1 n"
142 ==
H ( * k:) n!

k=1
fiir ein n € N mit n > 2, so folgt fiir n + 1, dass

" 1\* 1
k=1

n—1 k
1 n
Zeige, dass H (1 + ) = n—' fir alle n € N mit n > 2.
P n!
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UBUNGSAUFGABE 12.84. Untersuche nachstehende Folgen (z,,)nen- auf Konvergenz und bestimme ggf. ihren
Grenzwert.

(a) xn:m (c) zp=i"+1/n
%n+1 +n2” . : N (d) Ty = A /n2 +n—n
. 4 2
b) 2, =S () () _ 170" + 1202 + 2002
) jzz:o ; i/ \6 () an n(n® + 15)

Hinweis: Verwende Aufgabe 22 (a).

Losung:
(a) Diese Folge konvergiert nicht. Um das einzusehen betrachten wir die Teilfolgen y, = o, und z, = Ta,i1.
Dann ist
. I y 4-n?+9"  4-p?9"41 1
im = lim 29, = llm ——— = lim —————— = =
sowie
) . . (2n+1)2-3.97 . (2n+1)29" -3 -3 1
lim z, = lim z9,41 = lim =lim ————=—=—-.

Wiirde die Folge (2, )nen+ gegen ein z € R konvergieren, so wiirden auch alle Teilfolgen von (2, )nen+ gegen
x konvergieren. Wir haben aber bereits zwei Teilfolgen mit verschiedenen Grenzwerten gefunden, deshalb
konvergiert die Folge (x,, )nen+ nicht.

(b) Durch Vertauschung der Summationsreihenfolge und Anwenden der geometrischen Summenformel erhélt man

22206 - 26 50

J=0  k=j k=0 j=k
n k
- X (5) ¥
k=0

_ Zn: 1k7(12)n+171727 1"
N 2)  12—-1 2
k=0

und somit lim,,_.oo T, = 2.

(c¢) Die Folge konvergiert nicht. Um das einzusehen betrachten wir z.B. die Teilfolgen y,, = x4, sowie z,, = T4, 12
fiir n € N*. Dann ist

1
lim ¢, = lim 24, = lim 14+ — =1

n—oo n—oo n
sowie ]
lim 2z, = lim x4,42 = lim —1+ = —

Wiirde die Folge (2, )nen+ gegen ein 2z € C konvergieren, so wiirden auch alle Teilfolgen von (z,),cn+ gegen
x konvergieren. Wir haben aber bereits zwei Teilfolgen mit verschiedenen Grenzwerten gefunden, deshalb
konvergiert die Folge (x,, )nen+ nicht.

(d) Es ist

2, = /7n2+n_n:(\/n2+n—n)(\/n2+n+n)_ n _ 1
vVn2+n+n vni4+n+n V1i+1ln+1
und somit lim,, .o x, = 12.
(e) Esist
. 17n* +12n2 4 2002 .17+ 12n% 4 2002n*
lim = lim =17
n—oo n(n3 +15) n—oo 1+ 15n3
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UBUNGSAUFGABE 12.85. Untersuche folgende Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz:

\/:’?—1)n

n

hE

Z nin—"7) ©

[e%e] _1)n
S @

3
Il
-
3
I
-

M8
SIS

3
Il
-
3
Il
-

Losung:

(a)

Fir n > 14 ist
n(n—17) n*—7T  1-Tn 12 1

= = P U
5n(n?+n)  5n3+5m2  Sn+5" 10n  20n

Da die Reihe > | ﬁ nicht konvergiert, konvergiert auch die gegebene Reihe nicht und insbesondere auch
nicht absolut.

Die Reihe konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium, da ﬁ > 0 eine monoton fallende Nullfolge ist. Jedoch
konvergiert die Reihe nicht absolut, denn fiir alle n € N* ist

‘ (=n"

1 1 1
27

>
1++vn ~ 2yn = 2n

14++/n

und die Reihe >°°7 | -1 konvergiert nicht.

n=1 2n

Dal< V3 <+V4=2ist 0 < +v3—1 <1 und deshalb konvergiert diese geometrische Reihe absolut gegen
1

2—V3°
Die Reihe konvergiert absolut nach dem Majorantenkriterium, denn es ist

am 9.9.9..... 2 2.9.....9 8 8 16

n! T 1-2.3..... n= 22 (n—1)n (n—1)n = n2—1in2 n

fiir n > 2 und die Reihe > 7, % konvergiert nach Vorlesung.

UBUNGSAUFGABE 12.86. Berechne folgende Integrale (fiir n € N)

3

" /1exp(10)10g(1,)ndx (b) /01 z+1 e (© /log(3x) de

T 22 +1

Loésung:

(a)

Es sei n € N beliebig. Mit den Funktionen f(z) = log(x) und j(z) = ™ kann man die Substitutionsregel wie
folgt anwenden:

exp(10) lOg(SU)n exp(10) Lntl f(exp(10)) 107+
_ d = / 1 d = =
[T e [T rwiuea=[TH] T =1

Oder kiirzer: Mit der Substitution u = log(z) erhélt man

exp(10) 1 n 10 n41 710 107+
/ log()" dz = / u" du = { - } =
1 x 0 n+1], n+1
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1 1 1
r+1 T 1
S dr = —~ d —d
/0 21" /0 22 +1 er/o 21"

= ;{log(ﬁ + 1)] 1

(b) Es ist

1

+ [arctan(x)]

0 0

(¢) Mit partieller Integration erhilt man

/log(l?w) d — log(3x) n 1/ 3 do — ~ log(3z) 1

2/ 22. 3z o 202 42

3 —2z2 2

UBUNGSAUFGABE 12.87. Zeige, dass es ein xg € (0,00) gibt, sodass sin(e®) = %

Lésung: Die Funktion f(z) = sin(e®) ist stetig auf ganz R. Fiir z = log(7) und y = log (
f(z) = sin (exp (log (7))) = sin(7) =0

7(w) = sin (exp (105 (3))) =sin () =1.

Wegen 0 < % < 1 folgt die Behauptung aus dem Zwischenwertsatz.

g) ist

und

UBUNGSAUFGABE 12.88. Untersuche die Funktion f : R — R, f(z) = 2® — 522 + 6z + 17 ausschlieflich mit
der Stetigkeitsdefinition auf Stetigkeit im Punkt xy = 2.

Lésung: Esist f(zg) =8 —20+4 12417 =17. Sei ¢ > 0. Mit § = min {£, 1} gilt fiir alle z € Us(xo):
|f(z) = f(zo)| = |2° —Ba® + 6x| = |z —2|- |z = 3| - 2| < [o = 2|-2-3<65 <&

UBUNGSAUFGABE 12.89. Entscheide, fiir welche € R folgende Funktionen f : R — R stetig, differenzierbar
und/oder stetig differenzierbar sind.

e+ fir g > 1 sin(z) firxz >0
= 5 - b =
(a) f(=) {wx_f firz <1 (b) f(x) {x fiirz <0

Losung:
(a) Auf R\{l} ist f stetig als Verkettung stetiger Funktionen. Wir untersuchen nun auf Stetigkeit im Punkt
29 = 1. Da z + exp(—2? + x) auf ganz R (also auch fiir x = 1) stetig ist, ist

Ilirﬁf(ac) =exp(l—1)=1

Andererseits ist

2 _ -1 2 -1
lim f(z)= lm S TP (z=1)"+@=1) = limz—-14+1=1
r—1— z—1— x —1 r—1— r—1 r—1—

und somit ist f auch im Punkt zg = 1 stetig.
Auf R\{l} ist f differenzierbar als Verkettung differenzierbarer Funktionen. Wir untersuchen nun auf
Differenzierbarkeit im Punkt xy = 1. Einerseits erhdlt man mit dem Satz von 'Hopital, dass

2
- - ~1
i LW = S@e) g et Z o (a? +a) (<22 1) = —1
T—zro+ X — o z—1+ r—1 z—1+
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und andererseits ist

2
_ -z __1 2 _ _ -1 -1 2
T—x0— T — xg z—1- x—1 T—1— (z —1)2 z—1— (x — 1)2
und somit ist f im Punkt xg = 1 nicht differenzierbar (also auch nicht stetig differenzierbar).
(b) Die Funktion f ist auf R\{0} stetig differenzierbar. Wir untersuchen nun auf Differenzierbarkeit im Punkt
o = 0. Einerseits sieht man, dass

J@) = fo) _ o sin()

lim =cos(0) =1
T—x0+ xr — Xo z—0+ x
und andererseits ist
z) — f(x T
lim M — lim Z =1
T—To— Tr — X T—To— T

und somit ist f auch im Punkt xy = 0 differenzierbar. Wegen lim, o cos(z) = cos(0) =1 = f/(1) = lim, 01
ist f’ im Punkt x( sogar stetig. Insgesamt ist f also stetig differenzierbar (und damit insbesondere stetig) auf
ganz R.

UBUNGSAUFGABE 12.90. Entscheide, ob folgende Funktionen f : D — R mit D = {z € R?: ||z| < 10} ein
globales Maximum und/oder Minimum besitzen.

473 422 22422
(a) f(gf;l :1:’2) — :E%1+1§2 (1171, 132) 7£ (O; 0) (b) f(zl, 1:2) _ ;13022 T 7& 0 und 5 7£ 0
0 (z1,22) = (0,0 0 x1 =0 oder 25 =0

Hinweis: Um zu zeigen, dass f kein Max. besitzt, finde eine Folge x,, sodass f(zr) unbeschrinkt ist.

Losung:

(a) Auf D\{(0,0)} ist f stetig als Verkettung stetiger Funktionen. Dass f auch im Punkt (0,0) stetig ist, sieht
man wie folgt: Sei ¢ > 0. Mit § = min {£, 1} gilt fiir alle z € Us(0,0), dass

403 + 22 x3 3
7 — (0,0 1 2 1 2
|f(x1 x2) f( )| Z‘% ¥ x% JJ% + x% x% + l’%

IN

Aar| + 23 <Az + |l2)* < 5]l < e

Da D kompakt ist, nimmt f auf D ein Maximum und ein Minimum an.
(b) Wegen

(gm0 7n) = =240=£0.0) (0= )

ist f im Punkt (0, 0) nicht stetig und somit kann man den Satz iiber die Existenz von Maximum und Minimum
auf kompakten Mengen nicht anwenden! Dass die Funktion f in D kein globales Maximum oder Minimum
besitzt, sieht man wie folgt: Es ist

1 1+ 1n? 1
lim f(l,n>zlim —En :n—l—ﬁ—>oo(n—>oo)

n— 00 n— 00 n
und )
1 1+1 1
lim f(l,)lim T =-n——— —o0 (n— o00)
n—oo n n—oo —1n n

UBUNGSAUFGABE 12.91. Betrachte die Funktion f : R — R gegeben durch

f(z) = {exp(—a:z)x fiirxz <0

T firz >0
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Bestimme und klassifiziere, falls existent, ihre lokalen und globalen Extremstellen.

Loésung: Zunéchst untersuchen wir f auf Differenzierbarkeit im Punkt x¢ = 0. Es ist

lim M = lim T _ 1
T—To+ xr — Xo rz—0+ T

und wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion

o f@) = f0) L ep(—at)a
T

T—To— Tr — X T—x0—

=exp(0) = 1.
Damit besitzt die Funktion die Ableitung

, exp(—2?)(1 — 222) fiirx <0
f(x) = {1 p( ) ) i
irz >0

f! ist wiederum in z¢ = 0 differenzierbar, denn einerseits ist

!/ 4 1 _ 1
T—xo+ Tr — X9 z—04+ X

0

und andererseits erhélt man mit dem Satz von 'Hopital (oder direkt mit dem iiberpolynomiellen Wachstum der
Exponentialfuntkion), dass

/ / 2 2
- - |
i L@ T ) et -2
T—To— T — Xo r—0— T
= liI(I)l exp(—x2)(—4x — 2z + 4x3) =0.

Also ist f zweimal differenzierbar mit

() = exp(—2?) (423 — 62) f?r x<0
0 firxz >0

Bestimmen wir nun die kritischen Punkte von f: Offenbar ist f'(x) # 0 fiir x > 0. Fiir < 0 ist f'(z) =0

genau dann, wenn 1 — 222 = 0, also wenn © = —%. Wegen
1 1 1
"—— ) =exp|—=](—-———%](2—-6)>0
") e (-3) (55) e
handelt es sich bei z; = —% um eine lokale Minimumstelle. Weitere lokale Extremstellen besitzt die Funktion f
nicht.

Nun untersuchen wir das Verhalten der Funktion fiir £ — +o00. Einerseits ist

lim f(z) = lim z =00

und andererseits erhdlt man mit dem Satz von I’'Hopital, dass

Jim f(x) = T exp(-af)e = T oo =0

Wegen f(z1) = —exp(—3)/v2 < 0 < oo ist x; auch eine globale Minimumstelle. Ein globales Maximum besitzt
die Funktion hingegen nicht.

UBUNGSAUFGABE 12.92. Bestimme den Gradienten V f(z) und die Hessematrix H(x) der Funktion f : R —
R, f(z1,22,73) = log(z] + 223 + 1) + 3
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Losung: Es ist
of 211
Oz, 2+ 212 +1
af 4x9

0o x2+223+1
0

of _

61‘3

und somit
211
o2 4+222+1
4%2

Vi@ = |
1

Leitet man nun die Komponenten von V f(x) nochmals nach x1, 25 und x3 partiell ab, erhélt man

-2z +4234+2 —8xoaxy 0
(z3+222+1)2 (z3+222+1)2

Hf(.’I?) = —8x1 2o 4] —8a3+4 0
(@3 +203+1)%  (af+22341)°

0 0 0

UBUNGSAUFGABE 12.93. Welche der folgenden Behauptungen sind richtig und welche falsch? Fiir jede richtige
Antwort gibt es einen Punkt, fiir jede falsche einen Minuspunkt. Insgesamt kénnen nicht weniger als 0 Punkte
erreicht werden.

Behauptung richtig falsch

(a) Ist (xn)nen~ eine konvergente Folge reeller Zahlen und ¢ < 0 mit z,, > c fiir alle n € N*, O O
so ist auch lim, _, z, > c.

(b) Sei z,, > 0 fiir alle n € N* und ¢ > 0 mit n?z, < c fiir alle n € N*, so ist die Reihe O O
>o2 | @y, absolut konvergent.

(¢) Sind M und N abzéhlbare Mengen, so auch M x N. O O
(d) Sei M C Rund s € R. Gibt es fiir alle e > 0 ein . € M mit . > s—e¢, so ist s = sup M. O O
(e) Seiz € Cund (x,)nen- eine Folge komplexer Zahlen derart, dass jede ihrer konvergenten O |

Teilfolgen gegen = konvergiert. So konvergiert auch (z,,),en+ gegen x.

(f) Es sei fiir jedes n € N eine offene Menge M,, C RY gegeben, dann ist ihr Durchschnitt | O
Nnen My niemals offen.
Losung:
(a) falsch! Betrachte z.B. z, = ¢+ 1. Dann ist @,, > c fiir alle n € N*, aber lim z, =c.

n—oo

) wahr! Denn es ist |z,| = 2, < -5 fiir alle n € N* und die Behauptung folgt aus dem Majorantenkriterium.
(c) wahr! Vergleiche Aufgabe 6 (b).
) falsch! Betrachte z.B. M = [-1,1] und s = 0. Dann ist fiir alle ¢ > 0 stets 1 > 0 —¢ und 1 € M aber
s # sup M.
(e) falsch! Betrachte z.B. die Folge x,, = n. Dann besitzt sie keine konvergenten Teilfolgen (jede konvergente
Teilfolge erfiillt also die Bedingung), aber (2, )nen+ konvergiert nicht.
(f) falsch! Man betrachte z.B. immer die gleiche Menge M,, = {z € RY : ||z| < 1} fiir alle n € N.
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UBUNGSAUFGABE 12.94. Untersuchen3 x 5 Sie nachstehende Folgen (2, )nen- auf Konvergenz und bestimmen
Sie ggf. ihren Grenzwert:

_1\np3 4 | qn n
(a) xn:(l)"—+3” (b) xn:% (c) xn:(lL),n
(vV2n2 — 3n)2 n"+n (5 + 101)
Losung:
(a) Esist
3ant+ (=) 34 (=1)"/n

n =

2n% — 6v/2n3 +9n2 2 —6v/2/n + 9/n?
fiir alle n € N* und deshalb konvergiert die Folge (x,)nen+ gegen 32.
(b) Die Folge (x,,)nen+ konvergiert gegen 0, denn fiir alle n > 2 ist

(c) Wegen

[100]™ 100 \" 100 \" 100\" n
|z, | = — = >|—=| =|—=-—%]) >5
|5 4 10| V125 V144 12
ist die Folge (2, )nen+ unbeschrinkt und deshalb nicht konvergent.

UBUNGSAUFGABE 12.95. Untersuchen3 x 5 Sie nachstehende Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz:

@ 3 (i e 3) ) 3 V" © Y

2N
= 3n
(a) Die Reihe konvergiert nicht, denn es ist
1 1 2n+3-n_ n+3 n 1

n 2n+3 n2n+3) 2n2+3n - 52 bn

NE

n=0

fir alle n € N* und die Reihe >°°° | - konvergiert nicht. Damit folgt die Behauptung aus dem Majoran-

tenkriterium. e
(b) Die Reihe konvergiert absolut, denn es ist
— 1 "
- (%)
> /1"
> (%)

n=0

‘ =4
A /2n
und da ‘1 / V2 ‘ < 1, ist die geometrische Reihe

absolut konvergent.
(c¢) Die Reihe konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium, denn es ist
20 20
= (1=
i’ 3n (=1) 3n

fiir alle n € N* und die Folge z,, = 20/3n ist eine monoton fallenden positive Nullfolge. Die Reihe ist nicht
absolut konvergent, denn es ist
20

i2n . 3n

E
"~ 3n
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fiir alle n € N* und die Reihe
- 20
— 3n

ist divergent. Deshalb folgt die Behauptung aus dem Majorantenkriterium.
UBUNGSAUFGABE 12.96. Gegeben3 x 6 sei die Funktion f : R? — R, f(z,%) := z (sin(y) + ¥).

UBUNGSAUFGABE 12.97. Untersuchen Sie die Funktion f ausschlieflich mit Hilfe der Stetigkeitsdefinition auf
Stetigkeit im Punkt (zo,v0) = (0,0).

Lésung: Es sei e > 0. Mit 6 := min {1,e/3} gilt fiir alle (z,y) € R? mit ||(z,y) — (z0,y0)|| = ||(z,y)|| < 4, dass

|f(x,y) = f(z0,v0)] |z sin(y) + zy|
< zsin(y)| + |zy
<

5462 <20 <e.

UBUNGSAUFGABE 12.98. Zeigen Sie, dass es fiir alle z € R\{0} ein y € R mit f(z,y) = 1 gibt.

Losung: Es sei x € R\{O} vorgegeben. Wir betrachten die stetige Funktion g : R — R, ¢(y) := sin(y) + y.
Offenbar ist f(x,y) =1 genau dann, wenn ¢(y) = 1/x. Wihlt man y := 1/z — 1, so ist

. 1
g(y)ZSIH(yHySler:;

Wahlt man andererseits y := 1/x + 1, so ist

1

g(y)=sin(y)+y2y—1=;

Mit dem Zwischenwertsatz folgt die Behauptung.
UBUNGSAUFGABE 12.99. Zeigen Sie, dass fiir alle z, 1, y2 € R folgendes gilt:

If(z,11) — flz,y2)] < 2|z] - |y1 — 2l

Losung: Es sei z € R beliebig. Wir betrachten die auf ganz R stetig differenzierbare Funktion g(y) := f(z,y) =
x (sin(y) + y). Nun seien y1,y2 € R. Fiir y; = y» ist die Behauptung trivial. OBdA sei y; < y2 (sonst tausche y;
und ys). Nach dem Mittelwertsatz existiert ein € € (y1,y2), sodass

9(y1) = 9(y2) = g'(&) (1 — v2) -
Wegen

9" (&)l = |z (cos(&) + 1)| < 2]x|
erhalten wir nun

lg(y1) — 9(y2)| < 2|z |y1 — 2l

UBUNGSAUFGABE 12.100. Berechnen2 x 5 Sie folgende bestimmte bzw. unbestimmte Integrale:

Z 10sin(z)* cos(z) sin(z) (exp(2x r
@ [ Saerer ®) f site)esptzn) +1) o

2

Losung:
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(a) Wir substituieren « = sin(z) und erhalten

/T2r 10sin(z)* cos(z) d
_z 3sin(z)® +4 “

Lo10ut

d
1 3ud +4 “

—

z
1
log(3u® + 4)}

u=-—1

I
Wl b —
ol

(log(7) — log(1)) =  log(7).

(b) Zunéchst erhalten wir

/sin(x) (exp(2z) +1) dz = /sin(m)exp(2x) dz + /sin(ac) dx
= /sin(m) exp(2z) dz — cos(x).
Das verbleibende Integral bestimmen wir durch zweimaliges partielles Integrieren. Es ist
/sin(x) exp(2z)dz = —cos(z)exp(2z) + 2/cos(x) exp(2x) dz
= —cos(x) exp(2x) + 2sin(z) exp(2z) — 4 / sin(z) exp(2z) dx

Somit erhalten wir

/ sin(z) (exp(2z) + 1) dz = ex"é?x) (2sin(z) — cos(z)) — cos(x).

UBUNGSAUFGABE 12.101. Betrachten Sie die Funktion f: R — R, f(z) = g~ (' -20%)

UBUNGSAUFGABE 12.102. Bestimmen6 und klassifizieren Sie alle lokalen Extremstellen der Funktion f.

Lésung: Die Funktion f(z) = exp (log(2)(—(z* — 22?))) ist zweimal differenzierbar und somit muss jede lokale
Extremstelle die Bedingung f'(z) = 0 erfiillen. Die ersten beiden Ableitungen lauten:

f(x) = 9~ (a"-22%) log(2) (—4a® + 4x)

) = 27027 (1og(2) (—4a® 4 42))? + 27" -2 1og(2) (1222 + 4)
Es ist

flr)=0&4r=42> =2 =00der 2> =1 < x=0o0der x = 1 oder z = —1.
Wegen f(0) = 4log(2) > 0 und f”(1) = f”’(—1) = 2log(2)(4 — 12) < 0 ist 0 lokale Minimumstelle und 1 sowie
—1 lokale Maximumstellen. Es gibt keine weiteren lokalen Extremstellen.

UBUNGSAUFGABE 12.103. Entscheiden4 Sie, ob die Funktion f globale Extremstellen besitzt und bestimmen
Sie diese gegebenenfalls.
Lésung: Esist f(0) =1, f(1) = f(—1) = 2. Wegen lim, . f(z) = lim,_,_ f(x) = 0 besitzt f kein globales
Minimum und 1 sowie —1 sind globale Maximumstellen.

UBUNGSAUFGABE 12.104. Es sei die unendlich oft differenzierbare Funktion f : R — R, f(z) = exp(z)x?

sowie ein n € N gegeben.
UBUNGSAUFGABE 12.105. Zeigen8 Sie, dass die n-te Ableitung von f wie folgt lautet:

dn

dxn

f(z) = (n(n — 1) + 2nz + 2%) exp(z)
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Loésung: Beweis durch Induktion nach n. Fiir n = 0 ist

0
T fe) = f(z) = 2® expla).

dx0
Es gelte nun

dd nf(x) = (n(n - ]-) + 2nx + 12) eXp(fE) fiir einn € I\I7
T
dann ist

" - 1 2 2

/@ = 4 (e =1) + 20z +27) exp(z)

(n(n—1) 4 2na + 2” + 2n + 22)
(n+1n+2(n+ 1)z +2°)

exp(x)
— exp(a)
und daraus folgt die Behauptung.
UBUNGSAUFGABE 12.106. Bestimmen4 Sie das n-te Taylorpolynom T}, f(z;x) der Funktion f im Punkt
zg = 0.
Lésung: Es sei n € N beliebig. Mit Aufgabenteil (a) erhélt man

n L pR) (g " k(k—1 “ R

k=0 k=2

UBUNGSAUFGABE 12.107. Es sei ¢ > 0.4 Zeigen Sie, dass die Funktion g : R> — R? gegeben durch g(z,t) ==
2 (f(@+ ct) + f(z — ct)) den folgenden beiden Gleichungen geniigt:

o g(z,0) = f(z) fur alle z € R
5 07 0? .
°c @g(x,t) = @g(x,t) fiir alle z,t € R

Loésung: Offenbar ist
9(@,0) = S(f(2) + f(x)) = f(z) fir alle & € R.

2
Mit der Kettenregel folgt sofort, dass
L@ t) = 2 (coe ot )+ (-0 (-0 (o —ct) = 2 (et
o279 — 029"

fiir alle z,t € R. Dieses Ergebnis ist richtig fiir alle zweimal differenzierbaren Funktionen f, weshalb es nicht nétig
ist, die Definition von f oder Aufgabenteil (a) zu benutzen.

UBUNGSAUFGABE 12.108. In der6 theoretischen Informatik heifit eine endliche nicht-leere Menge ¥ ein Al-
phabet und eine endliche Folge von Elementen aus 3 ein Wort dber ¥. Mit ¥* bezeichnet man die Menge aller
Worter iiber 3, d.h.

S i={mzy.. .z, neN, z; €X VI<i<n}
Das leere Wort (der Linge 0) wird auch mit e bezeichnet. Zeigen Sie, dass fiir jedes Alphabet ¥ die Menge %*
abzéhlbar ist, indem Sie eine Abzéhlung von ¥* beschreiben.
Losung: Es sei ¥ eine Menge mit k& € N* Elementen. Am Anfang unserer Aufzéhlung von ¥* steht das leere

Wort ¢, dann zéhlen wir alle K Worter der Linge 1 auf, gefolgt von allen k2 Wortern der Linge 2 u.s.w. In anderen
Worten: Fiir n =0,1,2,3,... zihle alle k™ (endliche viele!) Worter der Linge n auf.
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UBUNGSAUFGABE 12.109. Welchel0 der folgenden Behauptungen sind richtig und welche falsch?

Fiir jedes richtig gesetzte Kreuz gibt es einen Punkt, fiir jedes falsch gesetzte einen Minuspunkt. Eine negative
Gesamtpunktzahl wird als 0 Punkte gewertet.

Bitte achten Sie darauf, dass eindeutig erkennbar ist, welche Antwort Sie angekreuzt haben!

Behauptung richtig falsch
(a) Essei I CR ein Intervall. Dann ist I entweder offen oder abgeschlossen. d d
(b) Jede stetige Funktion, die auch noch integrierbar ist, ist differenzierbar. O O
(¢) Jede kompakte Teilmenge der reellen Zahlen besitzt ein Minimum. (] ]
(d) Essei M C R beschrinkt und nicht leer. Dann gibt es keine Folge (z,)neny € R\M von O O
Zahlen aus M€, die gegen sup M konvergiert.
(e) Es sei (zn)nen C R eine Folge reeller Zahlen, sodass die assoziierte Reihe Yz, O O
absolut konvergiert. Dann besitzt (z,)nen eine konvergente Teilfolge.
(f) Essei f : R — R eine monotone Funktion. Dann ist auch die Funktion A : R — R, O O
h(z) := exp(f(x)) monoton.
(g) Eine monoton wachsende Nullfolge reeller Zahlen ist unbeschrénkt. O O
(h) Essei M C R eine abziéhlbare Teilmenge der reellen Zahlen. Dann ist M = N. O O
(i) Essein € N*, f : R" — R eine unendlich oft partiell differenzierbare Funktion und O O
zo € R"™. Gilt nun V f(zo) = 0 und ist die Hessematrix H f(z¢) negativ definit, so ist
lokale Maximumstelle.
(j) Essei M C R? eine abgeschlossene, nicht-leere und beschriinkte Menge. Dann nimmt O O
die Funktion f: M — R, f(x1,x9,23) := 21 + 22 - x3 ein Maximum und ein Minimum
an.

Lésung:

(a) Falsch! Betrachte z.B. das Intervall (0, 1] das weder offen, noch abgeschlossen ist.

(b) Falsch! Jede stetige Funktion ist bereits integrierbar, jedoch nicht differenzierbar. Betrachte z.B. die Funktion
f:]-1,1] — R gegeben durch f(z) := |z|.

(c) Falsch! Die leere Menge ist kompakt, besitzt jedoch kein Minimum.

(d) Falsch! Sei s := sup M, dann ist s € R, weil M beschriinkt ist. Die Folge x,, := s+ 1/(n+ 1) konvergiert gegen
s und es ist z,, € R\M fiir alle n € N.

(e) Richtig! Wenn die Reihe > ° | konvergiert, ist (2,)n,en notwendigerweise eine Nullfolge, also konvergent.

Insbesondere konvergiert dann auch jede Teilfolge von (x,,)nen gegen 0.

) Richtig! Die Komposition zweier monotoner Funktionen ist stets monoton.

) Falsch! Eine jede Nullfolge ist konvergent und somit beschrénkt.

(h) Falsch! Betrachte z.B. M := NU {v/2}.

) Richtig! Siehe Satz 11.28.

) Richtig! Die Menge M ist kompakt und die Funktion f stetig.
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