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KAPITEL 1

Einfiihrung in die linearen Optimierungsaufgaben und der
Simplexalgorithmus

Die Geburtstunde der linearen Optimierung wird schoén im [7, Chapt. 1] geschildert. Dort sieht man
Leonid Kantorovitch, ein 26-jahriger Mathematiker, der von einer Sperrholzfabrik um Hilfe gebeten wird.
Die Fabrik verfiigt iiber mehrere Maschinensorten: alt und marode, moderner aber weniger effizient,
effizient aber wartungsbediirftig. Kantorovitch wird also von der Fabrik angeschrieben:

They wanted to know how to direct their limited stock of raw materials to the different machines so
as to get the best use out of it.

In Folge dessen konzipiert Kantorovitch die Grundlagen der linearen Optimierung, wie wir sie heute
kennen.

He had seen a method which could do what the conventional work of conventional algebra could not,
in situations like the one the Plywood Trust described, and would trick impossibility into disclosing useful
knowledge. The method depended on measuring each machine’s output of one plywood in terms of all
plywoods it could have made.

Kantorovitch, der eigentlich ein Analytiker war, entwickelte tatséchlich eine Umfassende Theorie, um
solche Probleme zu l6sen. Die Folgerungen waren so bahnbrechend, dass er dann 1975 den Nobelpreis
fiir Wirtschaftwissenschaften erhielt, als erster (und letzter) Sowjetische Forscher der Geschichte.

Die Probleme der linearen Optimierung kénnen folgendermassen aufgefasst werden.
Betrachte die lineare Maximierungsaufgabe in Standardform

maximiere 2z =clz

unter den Beschréankungen

Ax <b
und

x>0,

wobei ¢ € R™, b € R™ und A eine n x m-Matrix ist.
Ein & € R™ heifit zulissige Strategie, und z = ¢! x heiBt zuldssige Losung, falls Az < b und = > 0.
Eine zuliissige Strategie z, so dass z = ¢’ & maximal ist, heiBit optimal, und z = ¢’z heiit optimale

Lésung.

Beispiel 1.1. Beispiel 1: Das Diétproblem (J2, Chapt. 1]) O
Beispiel 1.2. Beispiel 2: Das Bootproduktionsproblem (I, Problem 2.1]) O
Beispiel 1.3. Beispiel 3: Das Produktionsproblem einer Textilfirma ([6], §2.2.2]) O
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6 Kapitel 1

Die graphische Methode: Nur interessant fiir Probleme mit 2-3 Unbekannten. Anwendung an Bei-

spiel
Anschauliche Erklarung von unzulissigen bzw. unbeschriankten Problemen.
Betrachte die lineare Maximierungsaufgabe in Standardform

maximiere z = clx

unter den Beschrinkungen

Ax <b

und
x>0

iiber x € R", wobei ¢ € R, b € R™ und A eine m x n-Matrix ist.

Fiihre die Schlupfvariablen xy,1, ..., ZTntm €in, so dass T = (T1,...,Tpym) € R”?*™_ Untersuche die
neue Aufgabe

maximiere z=clz

unter den Beschrankungen

Ai=b
und

T >0,

wobei ¢ € R", b € R™, A := (A I,,) eine (n + m) x m-Matrix ist. Dabei ist (A I,,) die Matrix,
welche aus der Nebeneinandersetzung zweier kleinerer Matrizen (die urspriingliche Matrix A und die
m X m-Einheitsmatrix) entsteht.

DER SIMPLEXALGORITHMUS. Bilde ein Woérterbuch, d.h., driicke die m Schlupfvariablen und die
Zielfunktion z durch die n Entscheidungsvariablen aus.

(1) Betrachte die Zielfunktion und entscheide, welche Variable x; (aus den n-Variablen) kénnte(n)
vergroflert werden, um die Zielfunktion zu vergrofern.

(2) Maximiere x; unter der Beschrankung, dass die m-Variablen positiv sein miissen: sei z; eine
Variable, deren Positivitdt die strengste Bedingung an x; stellt.

(3) “Pivoting”: vertausche die Rollen von z; und ;.

(4) Driicke also z; durch z; aus und bilde weiter ein gesamtes neues Worterbuch. Der Algorithmus
bricht ab, wenn z nicht mehr durch die n-Variablen vergrofiert werden kann, also wenn z eine
affine Funktion ist, welche als Koeffizienten der n-Variablen nur negative Zahlen hat. Sonst
fange wieder bei (1) an.

Anmerkung 1.4. Sowohl bei (1) als auch bei (2) ist die Wahl einer Variable moglicherweise willkiirlich.

Beispiel 1.5. Losung der Aufgabe[I.3]durch den Simplexalgorithmus. Zur Maximierung der Zielfunktion
z = 2000x1 + 1000x fithre die Schlupfvariablen z3, x4, x5 ein.
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e Das erste Worterbuch ist

r3 = 24 —2$1 —2$2
ry4 = 24 —41’1 —X9
s = 36 —1 —4xo

z = 2000z; +1000z2.

e Die Zielfunktion z kann durch Vergroflerung von z1, xo vergroflert werden. Setze xo = 0 und
maximiere z bzgl. z1: erhalte 1 = 6 aus der Gleichung zu z4.
e Pivoting x1 <> x4 liefert das zweite Worterbuch

xrT = 6 —%1'2 _%$4
r3 = 12 —%1'2 —%$4
x5 = 30 Rz iz
z = 12000 500xs —500x4.

e Die Zielfunktion z kann nur durch Vergréoferung von xo vergrofert werden. Setze x4 = 0 und
maximiere z bzgl. x9: erhalte z9 = 8 aus der Gleichung zu z3.
e Pivoting x9 <> x3 liefert das dritte Worterbuch

2 1
To = 8 —3T3 —5T4
T = 4 +iws — x4
Irs = 30 —%xg +%:L‘4
z = 16000 —10z; 10004,

e Die Zielfunktion z kann nicht weiter durch Vergroflerung von x3 oder x4 vergroflert werden.
Also betragt ihr optimaler Wert 16000.
e Durch das Einsetzen von z3 = x4 = 0 ins dritte Worterbuch erhélt man die optimale Strategie

r =4, T9 = 8.

Beispiel 1.6. Losung der Aufgabe durch den Simplexalgorithmus.
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e Das erste Worterbuch ist

X4 = 63 —3.731 —%.’L‘g —XI3
Trs = 110 *2561 *3582 *2563
Tre = 50 —T1 —XI2 —XI3
z = 200x; +150x2 +120x3.

e Die Zielfunktion z kann durch Vergréferung von x1, xo, x3 vergroflert werden. Setze zo = 3 = 0
und maximiere z bzgl. z1: erhalte 1 = 21 aus der Gleichung zu z4.
e Pivoting z1 < x4 liefert das zweite Worterbuch

rT = 21 —1332 —%1’3 —%1'4

r5 = 68 —2x9 —%1’3 —|—%:C4

T = 29 —% —%1’3 —|—%

z = 4200 +50zy +1%0z5 —Z0xy
e Die Zielfunktion z kann durch VergréBerung von z1,x3 vergréfiert werden. Setze zo = x4 = 0

und maximiere z bzgl. x3: erhalte x3 = 877 aus der Gleichung zu xg.

e Pivoting x3 <> x¢ liefert das dritte Worterbuch

r3 = % —%902 +%9€4 —5%6

r1 = % —%l’g —%1'4 %1‘6

5 = 10 —I2 +2.%'6

z = 6520 +410xo —40z4 —80xs.

e Die Zielfunktion z kann durch Vergroflerung von xo vergroflert werden. Setze x4 = g = 0 und
maximiere z bzgl. xo9: erhalte z9 = 10 aus der Gleichung zu x5.
e Pivoting z9 <> x1¢ liefert das vierte Worterbuch

g = 10 —r5 2w
r1 o= 4 -tz 4z

x3 = 36 +iws +3z5  —3ag
z = 6620 —40x4 —10x5 —60x¢.

e Die Zielfunktion z kann nicht weiter durch Vergroflerung von x4, x5 oder xg vergréflert werden.
Also betragt ihr optimaler Wert 6620.
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Durch das Einsetzen von z4 = x5 = x¢ = 0 ins vierte Worterbuch erhélt man die optimale
Strategie
r1 =4, xo = 10, x3 = 36.
O

Es gibt nur <n ;m> mogliche Worterbiicher. In der Regel kann sich kein Wérterbuch wiederholen.

Falls dies passiert heifit das, dass der Algorithmus in einen Zykel gefallen ist. Um Zyklen zu meiden
reicht es, die Regel des kleinsten Index anzuwenden.

REGEL DES KLEINSTEN INDEX. Gibt es mehrere Moglichkeiten, eine Variable auszuwéhlen (s. An-
merkung [1.4)), so wihle darunter immer diejenige, die den kleinsten Index hat. ([2, Thm. 3.3))

Satz 1.7. Der Simplexalgorithmus bricht schliefilich immer ab, es sein denn, er ist in einen Zykel

gefallen.

(I2, Thm. 3.1])

DER FUNDAMENTALSATZ DER LINEAREN OPTIMIERUNG. FEine lineare Maximierungsaufgabe hat
immer eine optimale Lésung, es sein denn, die Aufgabe ist unzuléissig (= keine Losung) oder unbeschrénkt
(= unendlich viele Lésungen). ([2, Thm. 3.4])

Es kann natiirlich sein, dass unendlich viele Strategien zur selben optimalen Losung fiithren.

ALLGEMEINE ANMERKUNGEN ZUM SIMPLEXALGORITHMUS.

Die Daten aller genannten Beispiele sind nicht notwendigerweise realistisch.

Die Probleme wurden bewusst schematisiert. Ein wichtiger Teil der angewandten linearen Op-
timierung besteht darin, die Probleme aus der Praxis derart zu abstrahieren, dass man eine
Optimierungsaufgabe erhilt.

Selbst wenn alle Daten ganzzahlig sind kann es sein, dass die erhaltene optimale Strategie
das nicht ist. Meistens bleibt es moglich, die Daten weiterhin zu interpretieren. Méchte man
unbedingt eine ganzzahlige Strategie haben, so greift man zur Theorie der ganzzahligen linearen
Optimierung (Kapitel [3).

Sollen Variablen einer Maximierungsaufgabe eine >-Ungleichung erfiillen (z.B. 2x3 + 24 > 7),
so kann das Problem in Standardform gebracht werden, indem man Vorzeichen wechselt (also
—2:133 —x4 < —7).

Betrachtet man eine Minimierungsaufgabe fiir die Zielfunktion z unten den Beschrinkungen
Ax > b, so kann man sie als Maximierungsaufgabe darstellen, indem man die Zielfunktion —z
unter den Beschrinkungen —Az < —b und z > 0 maximiert.

Sollen Variablen einer Maximierungsaufgabe eine Gleichung erfiillen (z.B. 2z3 + x4 = 7), so
kann das Problem in Standardform gebracht werden, indem man die Gleichung durch zwei ent-
sprechende Ungleichungen ersetzt (also 2z3+x4 < 7 und —2x3—z4 < —7). Das macht natiirlich
wenig Sinn, wenn man den Simplexalgorithmus anwenden will, denn durch diese Transformation
ist man gezwungen, zwei Schlupfvariablen einzufithren, die man sonst nicht gebraucht hétte.
Darf eine Variable x; einer Maximierungsaufgabe auch negative Werte annehmen (z.B. 2z; +
x9 > 7, x1 > 0 aber nicht notwendigerweise x5 > 0), so kann das Problem in Standardform
gebracht werden, indem man zwei neue kiinstliche Variablen a:j, T, welche beide > 0 sind und

die Gleichung z; = :IJJ+ -z erfiillen miissen, einfiihrt.






KAPITEL 2

Duale Aufgaben

Betrachte die lineare Maximierungsaufgabe

maximiere 2z =clz

unter den Beschrankungen

Az <b
und

x>0,
wobei ¢ € R™, b € R™ und A eine m x n-Matrix ist.

Ihre duale Aufgabe ist die lineare Minimierungsaufgabe
minimiere w =b'y

unter den Beschrankungen

ATy > ¢

und
y=>0

iiber y € R™, wobei ¢, b, A die selben Vektoren bzw. die selbe Matrix der obigen Maximierungsaufgabe
sind.

Satz 2.1. Das Dual zur dualen Aufgabe ist wieder die urspringliche Aufgabe, die sog. primale Aufgabe.

SCHWACHER DUALITATSATZ. Ist x eine zulédssige Strategie der primalen Aufgabe und y eine zuldssige
Strategie ihrer dualen Aufgabe, so gilt

(2.1) e <bly.
Es gilt namlich
o <yTATz = 2T Ay < bTy.
Insbesondere erfiillen die Zielfunktionen z,w der primalen bzw. dualen Aufgabe z < w. ([10, Thm. 3.23])
STARKER DUALITATSATZ. Sei x eine zuldssige Strategie der primalen Aufgabe und y eine zuléssige

Strategie ihrer dualen Aufgabe, so dass ¢! x = b'y. Dann gilt

e =max{c's: Az <b, >0}
und

by = max{b'j: ATj > ¢, §>0},
und insbesondere sind x,y optimale Strategien. ([10, Thm. 3.23])

11



12 Kapitel 2

KOROLLAR. Sei x eine zuldssige Lésung der primalen Aufgabe und y eine optimale Losung ihrer
dualen Aufgabe, so dass ¢!z = bTy. Dann ist x ebenfalls eine optimale Lésung. ([10, Thm. 3.23])

FUNDAMENTALSATZ DER DUALITAT. Hat die primale Aufgabe eine optimale Lésung z*, so hat ihre
duale Aufgabe eine optimale Lésung w*. Hat die duale Aufgabe eine optimale Losung w*, so hat ihre
primale Aufgabe eine optimale Lésung z*. In beiden Félle gilt z* = w*.

SATZ (KOMPLEMENTARE SCHLUPFBEDINGUNG). Seien x,y zuldssige Strategien der primalen bzw.
dualen Aufgabe mit zugehérigen Schlupfvariablen x4, ys, so sind (x, zs), (y, ys) genau dann optimal, wenn
die Bedingung

xTys + xzy =0
erfiillt ist. ([10, Thm. 3.25])

Der obige Satz ist z.B. niitzlich, wenn man eine optimale Strategie der dualen Aufgabe kennt und
gleichzeitig eine zuldssige Strategie der primalen Aufgabe, die aus einer Simplexalgorithmus-Durchfithrung
kommt, die vielleicht in einen Zykel gefallen ist. Dadurch kann man die zuléssige Strategie der primalen
Aufgabe auf Optimalitit priifen.

Eine alternative Formulierung des Satzes ist oft einfacher anzuwenden. Zu beachten ist, dass die
duale Aufgabe nur als Mittel im Beweis auftaucht, nicht aber in der Aussage.

SATZ (KOMPLEMENTARE SCHLUPFBEDINGUNG - II). Sei = eine zuldssige Strategie einer linearen
Maximierungsaufgabe. Dann ist sie genau dann optimal, wenn 1,9, ...,4Um > 0 existieren, so dass
7; = 0 falls Z?:l aijxj < B, i=1,...,m, und zusétzlich

Z >cjfirallej=1,...,n und sogar Z = ¢j falls x; > 0.
ai;Yi ai;Yi

([2, Thm. 5.3])

Der folgende Satz ist eine Konsequenz des schwachen Dualitétsatzes.

Satz 2.2. Ist die primale Aufgabe unbeschrinkt, so ist die duale Aufgabe unzulissig, und umgekehrt: Ist
die duale Aufgabe unbeschrinkt, so ist die primale Aufgabe unzulissig. (J10, Thm. 3.5])

Satz 2.3. Ist die primale Aufgabe unzulissig, so kann die duale Aufgabe keine optimale Lisung haben.
(10, Thm. 3.27])

Trotzdem kann es passieren, dass sowohl die primale als auch ihre duale Aufgabe unzuldssig sind.
Also kénnen primale und duale Aufgaben nur vier mogliche paarweise Eigenschaften haben:

Sie kénnen beide eine optimale Losung haben.

Sie konnen beide unzuléssig sein.

Die primale Aufgabe kann unbeschrinkt und die duale Aufgabe unzuléssig sein.
Die primale Aufgabe kann unzuléssig sein und die duale Aufgabe unbeschrinkt.

Die folgenden fiinf Félle kénnen also nicht vorkommen:
e Primale und duale Aufgabe sind beide unbeschrankt.

e Die primale Aufgabe hat eine optimale Losung aber die duale Aufgabe ist unzuléssig.
e Die primale Aufgabe hat eine optimale Losung aber die duale Aufgabe ist unbeschriankt.
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e Die primale Aufgabe ist unbeschrankt und die duale Aufgabe hat eine optimale Losung.
e Die primale Aufgabe ist unzulédssig und die duale Aufgabe hat eine optimale Losung.

Zusammenfassung der Félle: [2, Tabelle 5.1], [1, Thm. 5.3].

BEeispiEL. Die Aufgabe

maximiere 2z =clz

unter den Beschrankungen

Az <b
und

z >0,

und ihre duale Aufgabe, wobeic = (2—-1),b=(1-2), A= < 11 _11) Sowohl die primale als auch

die duale Aufgabe ist unzulissig, denn es gibt keine x1,x9 > 0, so dass 1 > x1 — x9 > 2.

Die duale Aufgabe kann Vorteile gegeniiber der primale Aufgabe haben: ist z.B. A eine m x n-
Matrix mit m > n, so kann es manchmal hilfreich sein, die duale Aufgabe stattdessen zu losen (weniger
Schlupfvariablen, also weniger Gleichungen in den Worterbiicher). Allerdings erhélt man i.A. nur einen
optimalen Wert der Zielfunktion und keine optimale Strategie der primalen Aufgabe. Andererseits ist
nach dem starken Dualitétssatz jede zulissige Losung der primalen Aufgabe auch optimal, sobald sie
einen Wert der (primalen) Zielfunktion ergibt, der gleich dem optimalen Wert der Zielfunktion der dualen
Aufgabe ist.

BEISPIEL. Betrachte die folgende lineare Maximierungsaufgabe: Maximiere z = ¢
schrankungen

T2 unter den Be-

Az <b
und
x>0,
wobei
(-1
c=|_9/:
-1 -3 1
1 1 -1
-2 7
b= 6 und A= 9 4
-3 -5 2
6 7 =3
Stattdessen 16sen wir die duale Aufgabe: Minimiere w = b’y unter den Beschréinkungen
ATy >,

d.h. maximiere —w = y; — y2 — 6ys — 6y4 + 3y5 — 6ys unter den Beschréankungen
3y1 —y2 +2y3 —9ys +5ys — Tye < 1
—Yy1+y2 —Tys+4ys — 2ys + 3y < 2

und
y > 0.
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Fiihre Schlupfvariablen x7, xg ein.
e Das erste Worterbuch ist

yr = 1 =3y1 +y2 —2y3 +9% —Sys +Tys
ys = 2 +y1 —y2 +Tys —4dys +2ys —3ye
—w = 1 —Y2 —6ys —6ys +3ys —6ye.

e Die Zielfunktion —w kann durch Vergroflerung von y1,ys vergréflert werden. Setze yo = ys =
ya = Y5 = y¢ = 0 und maximiere z bzgl. y;: erhalte y; = % aus der Gleichung zu y7.
e Pivoting y; <> y7 liefert das zweite Worterbuch

o= 5 +iv2 —3us s —Sus +Sue  —3ur
ys = 5 —3y +3Ys —Ya —3ys +3¥e  —gyr
—w = § =3y —Fys 3y +3u5 —Hue —jur

e Die Zielfunktion —w kann durch Vergroflerung von ys vergroflert werden. Setze yo = y3 = yq =

Y6 = y7r = 0 und maximiere z bzgl. ys: erhalte y5 = % aus der Gleichung zu y.

e Pivoting y5 < y;1 liefert das dritte Worterbuch

—w 2 _7y1 _7y2 _iyg _7y1 _7y6 _7y7'

e Die Zielfunktion —w kann nicht weiter durch Vergoflerung von y1, 42, ys, ¥4, yg oder y7 vergroBert
werden. Also betrdgt ihr optimaler Wert % (Durch das Einsetzen von y; = yo = y3 = y4 =
y¢ = y7 = 0 ins dritte Worterbuch erhélt man die optimale Strategie

1
y1:07 y2:07 y3:07 y4:07 95:57 y6:0)

3 ist auch optimale Losung der primalen

e Die optimale Losung w der dualen Aufgabe, also —z,
Aufgabe.

e Es reicht, eine zuldssige Strategie der primalen Aufgabe zu finden, unter welcher die Zielfunktion
z den Wert —% annimmt, um schliefen zu konnen, dass sie auch optimal ist. Man réit zum

Beispiel die zuléssige Losung

xr1 = .%'220,

57
welche notwendigerweise auch optimal ist.

Man kann alternativ auch den 2. Satz iiber die komplementéiren Schlupfbedingungen an-
wenden: es gilt ndmlich Z’;:l AT = %aﬂ < b; fir i = 1,2,3,4,6, so dass man §; = 3o =
ys = 94 = P = 0 setzt und nur noch iiberpriifen muss, dass ZZZI a;1Y; = a51y5 = —1 und
Yo ayi = aseys > —2 von einer Zahl g5 > 0 erfiillt werden konnen. Die erste Bedingung
liefert §i5 = £, was selbstverstéindlich auch die zweite erfiillt. ([2, Problem 5.2])
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Intepretation der dualen Aufgabe: Optimierung von Stiicke/EUR, Schattenpreise. ([2, S. 65], [6),
§2.7]).

BEISPIEL. Betrachte die folgende lineare Maximierungsaufgabe: Maximiere z = ¢/ unter den Be-
schrankungen
Ax <b
und
z >0,

(40
“=\70)"
100 1 1
b= (4000) und A= <10 50) '
Die optimalen Strategien der primalen bzw. dualen Aufgabe sind

= () wa u=(%).

Satz 2.4. Hat eine lineare Mazimierungsaufgabe eine optimale Lisung z und bezeichne y eine optimale
Strategie ihrer dualen Aufgabe, so gibt es € > 0, so dass fir alle r € R™ mit ry,...,ry € (—¢,¢e) die
lineare Mazimierungsaufgabe

wobel

Interpretation von y. ([2 S. 67])

mazimiere z=clx

unter den Beschrinkungen
Az <b+r
und
x>0,
eine optimale Losung % hat. Diese Lisung ist durch Z = z +r1y gegeben.

In anderen Worten: Wird die i-te Ressource (ein wenig!) um r; Einheiten gedndert (fiir alle i =
1,...,m), so #andert sich die optimale Losung (ein wenig!) um r7y.






KAPITEL 3

Ganzzahlige lineare Optimierung

Wir fithren die duale Simplex-Methode ein.

DER DUALE SIMPLEXALGORITHMUS. Starte mit einem Worterbuch

i, = b —Af

z = d +é'z
fiir eine (primale) Maximierungsaufgabe.

(1) Wihle einen Index i € {1,...,m} so, dass b; < 0. Falls das nicht moglich ist bricht der Algo-
rithmus ab, sonst gehe zu (2).

(2) Wabhle einen Index j € {1,...,n} so, dass a;; < 0 und

G o Ck
— = min - 7.
Q5 1<k<n | Gk

Falls das nicht moglich ist bricht der Algorithmus ab, sonst gehe zu (3).
(3) “Pivoting”: vertausche die Rollen von z; und ;.

(4) Driicke also ; durch x; aus und bilde weiter ein gesamtes neues Worterbuch, dann fange wieder
bei (1) an.

Beispiel 3.1. Wir fithren eine Iteration des dualen Simplexalgorithmus zum Worterbuch

16 1 4

KT = 5 Ta37%4 —37¥5
7 1 1

T2 = 5 —5%4 +ig%s
7 1 4

r3 = ) +ﬁ$4 +ﬁ335
_ 143 14 31

= = 7 2774 547T5

durch. Also ist

—
[«
|~
o~

- 9 ~ 27 27 143 (_14)
b= ), A= L —%|, d=->=, é=
5 K o T
9 27 27
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Der Index i ist notwendigerweise 3 (— z3). Die Bedingung as; < 0 ist sowohl fiir j =1 (— x4) als auch

fiir j = 2 (— x5) erfiillt, aber Zf;’ll =14> % = ;;)22 Man soll also die Rollen von 3 und x5 vertauschen.

21 27 1
T = T +TT3 — %4
zy = 2+3 +3zy —lay
r1 = 1 —XI3
_ 103 3 31
= 78 —R¥3 T34

Betrachte die Aufgabe

maximiere z=clz

unter den Beschrankungen
Az <b
und
xz €N,
Ein moglicher Zugang beruht auf der folgenden, von Gomory eingefiihrten, Methode.

DER GOMORY-ALGORITHMUS. Betrachte die Aufgabe

maximiere z = clx

unter den Beschrankungen

Az <b
und

xz €N

Lose zuerst die Aufgabe

maximiere z=clz

unter den Beschrankungen
Ax <b
und
z>0
und erhalte dadurch ein Worterbuch. Ist die Losung bereits ganzzahlig, hore auf. Sonst, fithre den
folgenden Algorithmus durch.
(1) Driicke das letze erhaltene Worterbuch als System

is = b —Ai =|b]+p— Az

2 = d +é'z

aus, wobei A eine Matrix und LBJ ein Vektor mit ganzzahligen Eintréige und 3 ein Vektor mit
[0, 1)-Eintrigen ist (Dezimalteile der Eintrége von b). Finde den grofiten Eintrag von f, etwa
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Br. (wenn es mehrere grofite Eintrége gibt, dann nimm denjenigen mit kleinstem Index), unter
denen, die sich auf eine Variable beziehen, welche ganzzahlig sein soll.
(2) Schreibe den k-ten Eintrag des Gleichungssystems als

= be] + B — Y (laks ] + cny);
j=1
(3) Bilde ein neues, erweitertes Worterbuch durch Einfiigen einer neuen Schlupfvariable xg (sog.
Gomory-Variable), definiert durch

m
rG = —f + § Qg T,
J=1

ins Worterbuch.

(4) Versuche, eine Iteration des dualen Simplexalgorithmus zu diesem erweiterten Worterbuch
durchzufiihren. Der Algorithmus bricht ab, falls dies nicht moéglich ist: Dann hat die ganzzahlige
Aufgabe keine Losung. Sonst fange wieder bei (1) an.

([10, Algorithmus 3.37])

Beispiel 3.2. Betrachte die Aufgabe

maximiere z=clz

unter den Beschrinkungen
Ax <b

und
r €N,

b:<264>, A:<Z _82>, c=(5 3).

Zur Maximierung der Zielfunktion z fithre die Schlupfvariablen x3, x4 ein.
e Das erste Worterbuch ist

wobel

r3 = 24 —31‘1 —8%2

Ty = 6 —61’1 —21‘2

z = 5r1  +3xo.
e Die Zielfunktion z kann durch Vergréflerung von x1, xo vergréflert werden. Setze xo = 0 und
maximiere z bzgl. x1: erhalte z; = 1 aus der Gleichung zu x4.
e Pivoting x1 <> x4 liefert das zweite Worterbuch

v = 1 43z —tay

T3 = 21 —9x9 +%x4

z = b —|—1§4x2 —%:c4.
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e Die Zielfunktion z kann durch Vergroflerung von xo vergroflert werden. Setze x4 = 0 und

maximiere z bzgl. xo: erhalte o9 = % aus der Gleichung zu x3.

e Pivoting x3 <> xo liefert das dritte Worterbuch

_ 7 1 1
T2 = 3 T9T3  Tigle
— 16 _ 1 _ 4
1 = 79 273 2774
_ 143 _14. _31
2= 7 2713 54 T4

Damit ist die Aufgabe ohne die Einschrinkungen z1, 2o € N gelGst.
e Schreibe nun das letzte Worterbuch als

1 1 1

xe = 243 —5r3 +igT4
7 1 4

T = 1+§ —57%3 —5-T4
— 143 _ 14 _3

= 9 273 TpaT4-

um. Der Index i = 2 (« x1) ist derjenige, bei dem b; den grofiten Dezimalteil hat. Fiihre die
Gomory-Variable z, ein und betrachte das erweiterte Worterbuch

Ty = 243 —5T3 +igTs
7 1 4

I = 1 + 9 —77$3 _277',1;4
7 1 4

TG, = g Top®3 tonT4
_ 13 _14. _31

2= 9 2713 54T4

e Fiihre eine Iteration des dualen Simplexalgorithmus durch (vgl. Beispiel und erhalte das

Worterbuch
21 1 27
Ty = T —7T3 +TTq
5 1 3
Ty = 243 —gr3 +3Te
1 = 1 e Ten

— 103 3 31
= T8 83 T3

ool
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also 21 1 27
T4 = T —7T3 +FTa
5 1 3
ro = 2 + 3 —gxg +g.’L‘G1
1 = 1 —xq,
— 103 3 31
2 = T8  T8¥ T3TG

(Es ist irrelevant, % als 5 + i auszudriicken, denn diese Zahl bezieht sich auf die Variable x4,
deren Ganzzahligkeit nicht gefordert wird.)

e Der Index i = 2 (— x3) ist der einzige, bei dem b; einen Dezimalteil hat. Fiihre die Gomory-
Variable z¢, ein und betrachte das erweiterte Worterbuch

21 1 27
T4 = x4 —173 +Z$G1
5 1 3
X9 = 2 + 3 —§$3 +g$G1
Ty = 1 e Jen
_ 5 1 3
TG, = -3 +§x3 —3%G,
103 3 31
z = 8 —gxg —§$G1.

Fiihre eine Iteration des dualen Simplexalgorithmus mit i = 4 (= z¢,) und j = 1 (— 2x3) durch
und erhalte nach Pivoting zg, <+ x3 das neue erweiterte Worterbuch

3 = 5 +3zg, +8zg,
g = 4 6zq, +2zq,
r1 = 1 —-xq,

z = 11 —%l’gl —37a,.

Also ist 1 = 1, x9 = 2 die maximale ganzzahlige Strategie.
([1, Beispiel 3.38]) O
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Netzwerkprobleme und die Transportaufgabe

Motivation: Es gibt M Fabriken, die fiir die Herstellung eines Produkts fiir N Empfianger benutzt
werden. Das i-te Lager kann hochstens «; Einheiten des Produkts liefern (Angebotbedingung), der j-te
Empfinger benétigt mindestens §; Einheiten (Nachfragebedingung). Der Transport vom i-ten Lager zum

Jj-ten Empfénger kostet eine Logistikfirma ¢;; Euro/Produkteinheit. Die Gesamtkosten Zf\i 1 Zjvzl CijTij
sollen minimiert werden. Finde eine optimale Strategie, also die Quantitét x;; vom zu liefernden Produkt.

Formal:
M N
minimiere Z Z CijTij
i=1 j=1
unter den Beschréinkungen

N
Z zij < o firallei=1,...,M (Angebotbedingung)
j=1
und
M
Z zij > firalle j =1,...,N (Nachfragebedingung)
i=1

iiber die Spalten bzw. Zeilen der M x N-Matrix X = (z;;), wobei C' = (¢;;) eine M x N-Matrix,
0<a=(a;) eRN,0<B=(8)€RM ist.

Notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit des Problems: Z;V:1 aj > Zf\i 1 Bi. Durch Einfiihrung von
Schlupfvariablen kann man annehmen, dass die Beschriankungen

M
inj:aj fﬁrallejzl,...,N
i=1

und

N
wy=p firallei=1,...,M
j=1

laut?n. Dann gilt notwendigerweise Z;V: Ly = Zf\i 1 Bi = R.
Aquivalente Transformation der obigen Aufgabe in eine iibliche Minimierungsaufgabe.

Beispiel 4.1. Ein Lieferant mit M = 2 Lagern und N = 3 Supermirkte, Bedingungen
a=(21 16) und S=(10 12 15)

2 4,5 2,5
C‘<1 1 3)

23

und Kostenmatrix
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U1 V2

V3 V4 Vs

[mit Gewichten: z.B. wegen Autobahnmaut, Zollgebiihren, Dieselkosten, Lange der Strecke usw.] Il

Im Allgemeinen:
minimiere z=c

unter den Beschrankungen

Ax=b
(bis auf Einfithrung von Schlupfvariablen) und
x>0
iiber
11 c11
TIN C1IN ai
Z21 €21 :
T = : e RMN  wobei ¢ = : e RMN = am e RM,
TN CaN —b
M1 CM1 —BN
TMN CMN
und die (M + N) x (M - N)-Matrix A durch
1 ... 1 0
1 1
0
A= 1 1
-1 0 -1 0 -1 0
0 -1 0 -1 0 —1

gegeben ist. Es gilt iibrigens
M+N N M
ST SR SR
i=1 j=1 i=1

Satz 4.2. Die Minimierungsaufgabe fir das Transportproblem hat immer eine optimale Lisung.
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Dies folgt aus dem Fundamentalsatz der linearen Optimierung: Die Aufgabe ist zuléssig, denn durch
a;fj
R

wird eine zuléssige Strategie definiert. Wiederum ist der zuléssige Bereich beschrinkt, denn notwendi-
gerweise gilt 0 < x;; < min{ay, B;}.

L5 =

Anmerkung 4.3. Eine Logistikfirma will das Geschéft des Lieferanten aus dem Beispiel [4.1]iibernehmen.
Er kann vy, vo fiir die Ubernahme der beiden Lager zahlen und kann wi, wo, ws als Gewinn fiir den Ver-
sand zu den drei Supermérkten planen. Durch die Lieferung vom i-ten Lager zu dem j-ten Supermarkt
wiirde er also w; — v; verdienen. Um Wettbewerber zu unterbieten will er

wj — V; S Cij

erfiillen. Unter diesen Bedingungen beginnt er sein Geschéft und méchte nun seinen Gewinn maximieren,
also 10wy + 12wg + 15ws — 21v; — 16we. Er will selbstverstindlich die Beschrinkungen

wy—v1 <2, wy—v2 <1, weg—ve <1, wy —v; <2,5, wg—v2 <3

gleichzeitig erfiillen. Diese ist die duale Aufgabe zum Transportproblem.
([6, §2.2.3 und S. 63])

Statt durch den Simplexalgorithmus kann man diese Aufgabe mittels des Netzwerk-Simplexalgorithmus
16sen.

Es muss aber nicht sein, dass jedes Lager jeden Empfianger beliefern kann (z.B. aus legalen Griinden).
Andererseits kann es auch Zwischenlager geben. Es kann zusétzlich noch sein, dass die Versandkosten
von der i-ten Fabrik zum j-ten Empfanger nicht optimal sind: Im Beispiel wére der Versand von
der 1. Fabrik zum 2. Empfinger giinstiger, wenn man das Produkt erst zum 1. Empfinger verschickt (2
EUR), dann zuriick zur 2. Fabrik (1 EUR) und schliellich zum 2. Empfénger (1 EUR): insgesamt wiirde
man 4 EUR ausgeben, also weniger als 4,5 EUR, was ein direkter Versand kostet. Es lohnt sich also,
einen Netzwerkformalismus einzufiihren.

[Definition eines Graphen G = (V, E)EI mit Ecken v, w, Kanten e = (v, w)]

Eine gerichtete Kante € ist eine Kante (v,w) von G, welche mit einer Richtung versehen wird:
entweder von v nach w oder von w nach v, € = (v, w; bzw. € = iv, w) = (w,v ). v heift Startecke von
(v,w), w heit Endecke von (v, w).

FEin gerichteter Graph 8 ist ein Graph, dessen Kanten alle gerichtet sind.

1Graphen werden immer als schlicht vorausgesetzt, also keine Schlingen und keine Mehrfachkanten: E C {(v,w) €
V xV:v#w}
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Beispiel 4.4. Graph G mit V =Menge der Mitglieder von StudiVZ, (v,w) € E falls Mitglieder v, w
befreundet sind. O

Beispiel 4.5. Graph 3 mit V =Menge der 32 Nationalmannschaften, die bei der Fufiball-WM 2006
gespielt haben und (v,w) € F genau dann, wenn v in der ersten Runde w geschlagen hat. O

Ein Teilgraph von G = (V, E) ist ein weiterer Graph G’ = (V' E’), so dass V/ C V und E’' C E.

Sei G’ = (V', E’) ein Teilgraph von G und e € E’. Dann ist G’ — e der Teilgraph mit Eckenmenge
V' und Kantenmenge F \ {e}.

Sei G' = (V', E') ein Teilgraph von G und e = (v,w) € E \ E’. Dann ist G’ + e der Teilgraph mit
Eckenmenge V' U {v,w} und Kantenmenge E U {e}.

Die Struktur eines gerichteten Graphen wird durch die Inzidenzmatrix 7 = (L_”> ) beschrieben, wobei

1 falls v; Startecke von e; ist,
15 =< —1 falls v; Endecke von e; ist,
J J
0 sonst.

und man bezeichnet v — e bzw. e — v.

Anmerkung 4.6. Die Summe der Eintrdge jeder Spalte der Inzidenzmatrix ist 0. Genauer: Injeder
Spalte kommt genau ein +1 und ein —1 vor. Jede 0 — 1-Matrix mit dieser Eigenschaft ist Inzidenzmatrix
eines Graphen.

Beispiel 4.7. Graph G mit V = {0,1,2,3,4} und E := {(n,n+ 1):ne {0,1,2,3}}. Seine Inzidenz-

matrix ist

1 0 0 O
-1 1 0 0
0o -1 1 0
0 0 -1 1
o 0 0 -1

Das Transportproblem kann also auch folgendermafien formuliert werden:

minimiere ¢! z

unter den Beschréinkungen

Ax =10
(bis auf Einfiihrung von Schlupfvariablen) und

x>0

iiber z € RMN wobei ¢ € RMN p € RM+N nmit ZJ]V:{N b; = 0 und A ist die Inzidenzmatrix eines gerich-
teten Graphen ist. Der Vektor x entspricht der Transportstrategie entlang der Kanten dieses Graphen.

Stellt man eine Angebot- bzw. eine Nachfragebedingung an eine Ecke v, so heifit v eine Quelle bzw.
eine Senke. Ein Netzwerk ist ein gerichteter Graph (V, E), der mit einer Menge V, von Quellen und
einer Menge Vs von Senken sowie mit einer Kostenfunktion ¢ : E — [0,00) (deren Werte nicht von der

Richtung einer Kante abhéngen, also ¢(€) = ¢(%€) =: ¢(e)) versehen ist.



Kapitel 4 27

Beispiel 4.8. Beispielals Netzwerk mit V' = {Fabrikl, Fabrik2, Empféngerl, Empfénger2, Empfinger3}
und Inzidenzmatrix

1 1 10 0 O
0 0 0 1 1 1
-1 0 0 -1 0 O
0 -1 0 0 -1 0

Die Fabriken sind die Quellen, die Empfénger sind die Senken.
Ein Fluss auf einem Netzwerk ist eine Abbildung f : E — R, so dass gilt

e ist v € V weder Quelle noch Senke, soist >, . f(e)=>", .. f(e);
e ist v € V eine Quelle, so stimmt ), .  f(e) mit der Angebotbedingung iiberein;
e ist v € V eine Senke, so stimmt ), f(e) mit der Nachfragebedingung iiberein.

Satz 4.9. Fine Strategie fiir das Transportproblem ist genau dann zulissig, wenn sie einen Fluss fiir
das assoziierte Netzwerk bestimmt.
(12 S. 293-294])

Ein Pfad von v € V nach w € V ist eine Kantenfolge (v,v1), (vi,v2),..., (vp, w). Ein Zyklus ist
eine Kantenfolge der Form (v, v1), (v1,v2), ..., (vp, w), (w,v). Ein Graph heifit zusammenhéngend, falls
es zwischen je zwei Ecken v,w einen Pfad von v nach w gibt. Ein Baum ist ein zusammenhéngender
Graph, der keine Zyklen enthélt. [Beispiele]

Satz 4.10. Sei G ein Graph ohne Zyklen. Dann gibt es zwischen je zwei Ecken v,w hdchstens einen
Pfad von v nach w.

Satz 4.11. Sei G ein Graph mit m FEcken. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(a) G ist ein Baum.
(b) G ist zusammenhdngend und hat m — 1 Kanten.
(c) G enthdlt keine Zyklen und hat m — 1 Kanten.

Ein Spannbaum T eines Graphen G ist ein Graph mit derselber Eckenmenge von G und einer
Kantenmenge, die Teilmenge der Kantenmenge von G ist.

Beispiel 4.12. Ein Spannbaum des Graphen aus dem Beispiel [rot].

U1 V2

U3 V4 Us

Satz 4.13. Jeder Graph hat einen Spannbaum. ([4, Prop. 5.10])

Ein Spannbaum kann gebildet werden, indem man rekursiv Kanten entlang Zyklen ausmustert.
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Eine zuldssige Baumstrategie des Transportproblems ist eine zuléssige Strategie des Transportpro-
blems, die mit einem Spannbaum 7" des Netzwerks assoziiert ist, d.h., so dass x;; = 0 falls (v;,v;) keine
Kante von T ist.

Ziel des Netzwerk-Simplexalgorithmus ist es, immer bessere zuléssige Strategien zu finden, die mit
Spannbdumen des Netzwerks assoziiert sind. Erst betrachtet man eine zuléssige Strategie (samt ihres
Spannbaums) und findet dabei heraus, wie hoch die fairen Kosten des Produkts nach dem Versand von
v; nach v; sind. Dann versucht man einen neuen Graphen (keinen Baum!) zu finden, dessen Nutzung
niedrigere Kosten verursachen wiirde. Schliellich 16scht man eine Kante, welche die Kosten nicht senken
kann, und fingt mit einer Strategie samt Spannbaum wieder an.

DER NETZWERK-SIMPLEXALGORITHMUS. Betrachte einen Spannbaum 7' des Netzwerks und eine
zugehorige zuldssige Baumstrategie x.

(1) Bestimme y € RM+Y 50 dass
Yn — Yk = cpy fiir alle Kanten (vp,,vg) € T.

(Dazu kann man yys4+n = 0 setzen, denn faire Preise sind nur bis auf eine additive Konstante
bestimmt — es sind also nicht yp, yx relevant, sondern nur ihre Differenz yp, —yi). Das zugehorige
System besteht aus (M + N) — 1 linearen Gleichungen.

(2) Finde eine (sog. einkommende) Kante (v;,v;) des Netzwerks (aber nicht des Spannbaums), so
dass

Yj — Yi > Cij.
Der Algorithmus bricht ab, falls dies nicht mo6glich ist: Dann ist die zuletzt bestimmte Strategie
bereits optimal. Gibt es mehrere solche Kanten, so nimm eine, bei der y; —y; — ¢;; maximal ist.
Betrachte den Teilgraphen T' + (v;,v;), der einen Zyklus enthélt, also kein Baum mehr ist.

(3) Maximiere z;; =: ¢ > 0 unter der Beschrénkung, dass Zpj fur alle Kanten (vj,v;) des neu
enstandenen Zyklus positiv sein mﬁssenﬂ Sei g, eine Variable, deren Positivitét die strengste
Bedingung an x;; = t stellt und betrachte die (sog. ausgehende) Kante (v¢, vp,).

(4) “Pivoting”: Vertausche die Rollen der einkommenden Kante (v;, v;) und der ausgehenden Kante
(ve, Um), d.h., betrachte T+ (vi, vj) — (ve, Um)-

(5) Bestimme eine zulissige Baumstrategie z, die mit dem neuen Spannbaum assoziiert ist, und
fange wieder bei (1) an.

Beispiel 4.14. Betrachte wieder das Beispiel und den Spannbaum aus dem Beispiel also

U1 V2

U3 V4 U5
2 Dabei wird Z folgendermaflen definiert: Durchquere den Zyklus in der Richtung der einkommenden Kante und
setze fiir alle weitere Kanten (vp,v) aus dem Zyklus

G =4 Tnk +t falls (v, vk; in der Durchlaufrichtung des Zyklus gerichtet ist,
Thk — 1 sonst.
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e Um eine zuléssige Strategie zu erhalten, betrachte die Nachfragebedingung in wvs: Sie lautet
x13 + w23 = 10. Da wir eine Baumstrategie suchen (und somit 213 = 0 sein sollte), bekommt
man zo3 = 10. Dadurch ist die Nachfragebedingung in v3 bereits erfiillt. Die Angebotbedingung
in vo fordert, dass xo3+xo4+xo5 = 16 gilt. Da aber x94 = 0 sein soll, muss man x5 = 16—10 =6
setzen. Die Nachfragebedingung in vs lautet z15+x25 = 15 und somit soll z15 = 15—6 = 9 gelten.
SchlieBlich folgt aus der Angebotbedingung in vy, dass x14+x15 = 21 und somit x14 = 21—-9 = 12
sein soll. Dadurch ist auch die Nachfragebedingung in vy erfiillt. Also erhalten wir die zuléssige
Baumstrategie

r13=0, x14=12, w15=9, w23 =10, w4 =0, 25 =06.

e L6se nun das System

20=c5 = yYs—y1=—Y1,
3=cp = Ys—Y2=—Y2,

4,5=cuy = ys—y1,
I=co3 = ys—yo

und erhalte also

Ys = 07 Y1 = _2757 Y2 = _37 Y3 = _2) Yg = 2.

e Um eine einkommende Kante zu bestimment gibt es nur zwei Moglichkeiten, denn nur zwei
Kanten des Graphen gehéren nicht zum Spannbaum: (vi,v3) und (vg, v4). Dabei gilt

ys —y1 = 0,5 < ci3 und Y4 — Y2 =D > Ca4.

Die einkommende Kante ist also (v2,v4) und wir betrachten den Teilgraphen T+ (v, v4).

U1 V2

U3 V4 U5

Dadurch ensteht ein Zyklus (vs, 1)45, 6114, v1), (v1, v5§, Ev5, v2). Setze
Toy = t, Ty =12 — 14, Ti5 =9+ ¢, Tos = 6 — L.

Insbesondere soll 0 < Zo5 = 6 — ¢ gelten, also ist (ve,v5) die ausgehende Kante. Setze also t = 6
und vertausche die Rollen von (v2,v4) und (v2, vs).

U1 V2

V3 V4 Vs
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Um eine neue zuldssige Baumstrategie zu erhalten, setze noch mal x13 = 0, so dass x93 = 10.
Die Angebotbedingung in vy fordert, dass xo3 + o4 + 225 = 16 gilt. Da aber x5 = 0 sein
soll, muss man x94 = 16 — 10 = 6 setzen. Die Nachfragebedingung in v4 lautet x14 + x24 = 12
und somit soll x14 = 12 — 6 = 6 gelten. Schlielich folgt aus der Angebotbedingung in v;, dass
214+ x15 = 21 und somit soll z15 = 21 — 6 = 15 sein. Dadurch ist auch die Nachfragebedingung
in vy erfiillt. Also erhalten wir die zuldssige Baumstrategie

13 =0, x14 =06, x15=15, w93 =10, =94 =06, m95=0.

Lose nun das System

20=c5 = ys—y1=—U1,

4,5=cuy = Yys—y1,
Il=cu = ys—yo,
l=ca3 = ys—y2,

und erhalte

ys =0, Y1 = —2,5, Ya = 2, y2 =1, ys = 2.
Um eine einkommende Kante zu bestimmen gibt es wieder nur zwei Moglichkeiten: (v, vs) und
(vg,v5). Dabei gilt

ys—y1 =4,5> 13 und ys — Y2 = 1 = co4.

Die einkommende Kante ist also (v1,v3) und wir betrachten den Teilgraphen T" + (v, v3).
U1 V2

U3 V4 U5

Dadurch ensteht ein Zyklus (v, v4), (v4,v1), (01, v3), (v3, v2). Setze
T13 = t, Tog = 10 — ¢, Tog = 6+ t, T14 =6 —t.

Insbesondere soll 0 < 14 = 6 — ¢ sein, also ist (v1,v4) die ausgehende Kante. Setze also t = 6
und vertausche die Rollen von (v, v3) und (v, vs).

U1 V2

U3 V4 U5

Um eine neue zuldssige Baumstrategie zu erhalten, setze noch mal z95 = 0, so dass (aus der
Nachfragebedingung in vs) folgt x15 = 15. Die Angebotbedingung in v, fordert, dass z13+x14+
x15 = 21. Da aber 214 = 0 sein soll, muss man z13 = 21—15 = 6 setzen. Die Nachfragebedingung
in v3 lautet x13 + 23 = 10 und somit soll x93 = 10 — 6 = 4 gelten. Schliefllich folgt aus der
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Angebotbedingung in vy, dass x93 + 94 = 16 und somit soll zo4 = 16 — 4 = 12 sein. Dadurch
ist auch die Nachfragebedingung in v, erfiillt. Also erhalten wir die zuldssige Baumstrategie

r13=06, x14=0, x15=15,

e L6se nun das System

2,52015
22013 =
l=1cy3 =
1=co

und erhalte

xo3 =4, x94 =12, 125 =0.

Ys — Y1 = —Y1,
Y3 — Y1,
Y3 — Y2,
Ya — Y2,

Ys = 07 Y1 = _2757 Y3 = _0)5) Y2 = _]-a 55 Yg = _075

e Die moglichen einkommenden Kanten wiren nun (vi,v4) und (vg, vs). Dabei gilt aber

ys—y1 =2 <cuy und ys —y2 = 1,5 < ca5,

so dass der Algorithmus abbricht. Die Baumstrategie

13 =06, 214=0, x15=15,

xIo3 = 4, Togq = 12, To5 = 0

ist also optimal, was man vielleicht hétte bereits erwarten kénnen.

12, S. 296-299].

O

Anmerkung 4.15. Unsere optimale Baumstrategie stellt einen Fluss auf dem Netzwerk dar. Ist v;
bei einer optimalen Baumstrategie durch einen gerichteten Pfad (also durch einen Pfad von gerichteten
Kanten) mit v; verbunden, so betragen die optimalen Transportkosten y; — y;. Diese Beobachtung gilt
i.A. aber nicht (also nicht, wenn man bei der Baumstrategie gegen Kantenrichtung transportieren sollte),
denn — nach Definition von Fluss — wiirden manche Transportkosten negativ bewertet, also abgezogen,
was 1.A. unrealistisch ist (z.B. bei Autobahntransporten), doch gelegentlich plausibel sein kénnte, z.B.
wenn man sich mit physikalischen Potentialen — wie Schwerkraft, elektrischen Fliissen usw. — befasst.

Beispiel 4.16. Betrachte das folgende Netzwerk:
U1

Us

U3,

V4

U2

V6

v
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mit folgendem Kostenvektor

c = (c13 c1a c15 Ca1 Ca3 Ca4 C25 Cha Cel Ce2 C63
= (3 18 29 8 60 28 37 5 44 38 98
und Beschrénkungen, die durch den Vektor
b=(0 0 6 10 8 -9 —15)"
gegeben werden.
e Kin erster moglicher Spannbaum ist
U1 U5
U4
v3 U2
V6 vt

Ce7
14

cr2  C75)
23 59)

Nur die Kanten, die im Graphen vorhanden sind, kénnen zur Bestimmung einer Strategie be-

trachtet werden.

e Eine mogliche Baumstrategie ist durch

267 =0, x75=0, we3=0, x91=0, x13=0, w54=0,
T7o =15, o3 =06, x04=9, x61=9, x15=8, xu=1
gegeben.
e Setze y; = 0 und l6se das System
=crn = y2—yr =y,
60 =ce3 = y3—yo,
28=co = ya— Y2,
I8=cuu = ya—u,
29=c15 = Y5 — 1,
44 = ce1 Y1 — Yo,
was
y2=23, y3=283, wys=51, y1 =33 ys=62, ye=—-11, yr=0

liefert. Die einkommende Kante ist (vs, v7), die ausgehende Kante ist (vy,vs).
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U1 Us
(%
V3 V9
V6 U7
e Setze y; = 0 und lose das System
MV =crs = ys—yr=Yys,
23=cr2 = y2—Yr =ys2,
60 =ca3 = y3—y2,
28=co4 = Ya— Yo,
18=cia = ya—uy1,
44 =ce1 = Y1 — Yo,

was

Ys = 59, Y2 = 23, Y3 = 83, Y4 = 51, Y1 = 33,

ye = —11, yr =0

liefert. Die einkommende Kante ist (v1,v2), die ausgehende Kante ist (va, vy4).

U1

Us

Vg

U3 U2

V6

v
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Setze y7 = 0 und 16se das System

9 =cs = Ys— Y7 =Ys,
2=crn = y2—Yr =y,
60 =ca3 = y3—y2,
8=co1 = y1— Y2,
18=cia = ya—y1,

4 =c61 = y1— Ys,

was
Y5 = 59, Y2 = 23, Ys = 83, Yy = 31, Yq = 49, Y6 = —13
liefert. Der Algorithmus bricht ab, denn y; — y; < ¢;; fiir alle 4, j. O

(12, S. 296-303))

Satz 4.17. Falls der Vektor b der Bedingungen aus ganzen Zahlen besteht, so hat die Minimiersungs-
aufgabe fir das Transportproblem eine ganzzahlige optimale Lisung.

Erkennt man also eine ganzzahlige Minimierungsaufgabe als Netzwerktransportaufgabe, so kann
man den Netzwerk-Simplexalgorithmus anwenden und umsonst Dank des obigen Satzes eine ganzzahlige
Strategie erhalten — und sich die Anwendung des Gomory-Algorithmus ersparen.

Als Anwendung des Netzwerk-Simplexalgorithmus betrachten wir das folgende Problem: Sei eine
bestimmte Ecke w € V ("Wurzel”) eines ungerichteten Graphen gegeben, dessen Kanten mit einer
Langefunktion versehen werden. Man mdochte wissen, welches der kiirzeste Pfad zwischen einer weiteren
Ecke v und w ist. Ist der Graph ein Baum, dann gibt es genau einen Pfad zwischen w und jeder
weiteren Ecke, der auch optimal kurz ist. Enthélt der Graph Zyklen, so kann man diese Fragestellung
als Transportaufgabe formulieren. Richte alle Kanten rekursiv, indem man erst alle in w ankommenden
Kanten (vgl) U]('Q)a Uz(l)) 1(1)
eine Angebotbedingung = 1 in jeder der |V| — 1 Ecken v # w und eine Nachfragebedingung = [V| — 1
in w, so hat man eine Transportaufgabe. Lost man sie mit dem Netzwerk-Simplexalgorithmus, so erhélt
man einen kiirzesten Pfad, indem man einer optimaler Baumstrategie x folgt. Die gesamte Lénge ist
dann durch y gegeben (y, — y») — falls auch negative Linge betrachtet werden. AuBerdem liefert die
Losung eine gesamte Strategie fiir alle Ecken, die aber fiir einzelne Ecken unterboten werden kénnte.

,w) in Richtung w richtet, dann alle Kanten der Form ( nach v;"’, usw. Stellt man

DER DIJKSTRA-ALGORITHMUS FUR NETZWERKE. Betrachte ein Netzwerk mit Langefunktion (=Kos-
tenfunktion) C'und U C V, U # V. Man will die kiirzesten Pfade von U (genauer: von irgendeiner Ecke,
die U angehort) zu allen Ecken aus V' \ U bestimmen.

Fiihre eine Menge R C V, eine Abstandsfunktion d : V' — [0, 00] (wobei d(v) = oo heifit, dass es
keinen gerichteten Pfad von v nach V' \ U gibt) und eine Pfadfunktion p: V' — E ein.

(0) Setze R =0, ¢;; = oo falls keine gerichtete Kante von v; nach v; existiert und

d(v) = { 0 falls v € U,

o0 sonst.

(1) Ist d(v) = oo fir alle v € R, so bricht der Algorithmus ab. Sonst finde eine Ecke v;, ¢ R, so
dass d(v;,) < d(w) fiir alle w ¢ R gilt und fiige v;, zu R hinzu.
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(2) Fiir jede Kante (vs,,v;) € E mit v; € Rund ¢;y; < d(vj)—d(v;,) ersetze d(v;) durch d(v;,)+ciy;-
Setze p(v;) = (vi,,v;), dann fange wieder bei (1) an.

Der Dijkstra-Algorithmus liefert eine Losung in der folgenden Form: d(v) is die Lénge des kiirzesten
Pfades von irgendeiner Ecke aus U nach v. Existiert kein solcher Pfad, so ist d(v) = oo; sonst liefert p(v)
den gesuchten Pfad.

Beispiel 4.18. Betrachte das Netzwerk aus dem Beispiel und U = {vg, v3}.

e Setze R = () und d(v1) = d(v4) = d(vs) = 00, d(ve) = d(v3) = 0.
e Esist d(v) =0 < d(v) fiir alle v € R = (). Nun wird R = {v2}.
e Betrachte die Kanten (va,v3), (v2, v4), (v2,v5). Es gilt

dva) +c3=1>0=d(v3), d(v2)+cau=1<o00=d(vs), d(v2)+cas=3<o00=d(vs),
ersetze also d(v4) = 0o bzw. d(vs) = oo durch
d(vg) =1 bzw. d(vs) = 3.

Setze auch p(vq) = (v2,v4) und p(vs) = (ve, vs).
e Esist d(vs) =0 < d(v) fiir alle v € R = {va}. Nun wird R = {va,vs3}.
o Es gilt

d(vs) + c31 = 00 = d(v1),

ersetze also nichts.
e Esist d(vg) =1 < d(v) fiir alle v € R = {va,v3}. Nun wird R = {va,v3,v4}.
o Es gilt

d(vg) + c41 =00 £ 2 =d(v1).

Ersetze also nichts.
e Esist d(vi) =2 < d(v) fiir alle v € R = {va,v3,v4}. Nun wird R = {vy, v, v3,v4}.
e Es gilt

d(vs) +c15 =3+2 £ 2 =d(vy).

Ersetze also nichts.

e Es ist d(vs) = oo fiir alle v € R = {v1,v2,v3,v4}. Der Algorithmus bricht ab.

Also hat man insgesamt erhalten, dass
d(vy) = o0, d(vy) =0, d(vs) =0, d(vg) =1, d(vs) = 3,
welche die kiirzesten Pfade vermoge der Kanten

p(vs) = (vo,v4),  p(vs) = (v2,v5)

liefern. Die Ecke vy kann weder von ve noch von vz erreicht werden, ohne die Richtung der Kanten zu
verletzen. O

DER DIJKSTRA-ALGORITHMUS FUR UNGERICHTETE GRAPHEN. Betrachte ein Netzwerk mit Lingefunktion
(=Kostenfunktion) C und U C V, U # V. Man will die kiirzesten Pfade von U (genauer: von irgendeiner
Ecke, die U angehort) zu allen Ecken aus V' \ U bestimmen, unabhéngig von den Kantenrichtungen.

Fiihre eine Menge R C V, eine Abstandsfunktion d : V' — [0, 00] (wobei d(v) = oo heifit, dass es
keinen gerichteten Pfad von v nach V' \ U gibt) und eine Pfadfunktion p: V' — E ein.
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(0) Setze R =0, ¢;; = ¢j; fiir alle Kanten (v;,v;) € E und
d(v) = { 0 falls v € U,

oo sonst.
(1) Ist d(v) = oo fiir alle v € R, so bricht der Algorithmus ab. Sonst finde eine Ecke v;, ¢ R, so
dass d(v;,) < d(w) fiir alle w ¢ R gilt und fiige v;, zu R hinzu.
(2) Fiir jede Kante (vy,v;) € E mit v; € Rund ¢;y; < d(vj)—d(v;,) ersetze d(v;) durch d(v,)+ ¢4
Setze p(v;) := (v, v;), dann fange wieder bei (1) an.
Beispiel 4.19. Betrachte den Graphen aus dem Beispiel und U = {v4, v} aber richte alle Kanten
um. Setze ¢;; = oo falls ¢;; in der Kostenmatrix aus dem Beispiel nicht vorkommt.
e Setze R = () und d(vi) = d(v2) = d(v3) = d(vs) = d(v7) = d(v3) = 00, d(vs) = d(vs) = 0.
e Esist d(vg) =0 < d(v) fiir alle v ¢ R = (. Nun wird R = {va4}.
e Betrachte die Kanten (vy,vs), (v2,v4), (v4,v5). Es gilt
d(vg) + ca1 =00 =d(v1), d(vsa)+ caa =00 =d(ve), d(v4)+ cs5 =00 =d(vs),
ersetze also nichts.
e Esist d(vg) =0 < d(v) fiir alle v € R. Nun wird R = {v4, vs}.
e Betrachte die Kanten (v, vg), (v2, vg), (vs, v6), (v, v7). Es gilt
d(UG) +cg1 =44 < o0 = d(Ul), d(’UG) +cee =38 < o0 = d(’(}g)
und
d(vg) + ce3 = 98 < 0o = d(v3), d(vg) + ce7 = 14 < 0o = d(v7),
ersetze also d(v1) = oo, d(v2) = 00, d(v3) = 00, d(v7) = oo durch
d(vy) = 44, d(vg) = 38, d(vs) = 98 bzw. d(vy) = 14.
Setze auch p(v1) = (vi,v6), p(v2) = (v2,v6), P(v3) = (v3,v6), P(v7) = (v6, V7).
e Esist d(vr7) = 14 < d(v) fiir alle v € R. Nun wird R = {v4, ve, v7}.
e Betrachte die Kanten (vq, v7), (vs,v7). Es gilt
d(vy) + cr2 = 37 £ 28 = d(v2), d(vy) 4+ c75 = 73 < 00 = d(vs).
Ersetze also d(vs) = oo durch
d(vs) = T3.
Setze auch p(vs) = (vs, v7).
e Esist d(v2) = 38 < d(v) fiir alle v ¢ R. Nun wird R = {v2, v4, ve, v7}.
e Betrachte die Kanten (v1,v2), (ve, v3), (v, vs). Es gilt
d(vy) + co1 = 46 £ 44 = d(v1), d(vy) + c23 = 98 = d(v3), d(vy) + co5 = 75 £ 73 = d(vs).
Ersetze also nichts.
e Esist d(vy) =44 < d(v) fur alle v ¢ R. Nun wird R = {v1, v2, v4, s, v7}.
e Betrachte die Kanten (v1,v3), (v1,v5). Es gilt
d(vl) +c13=97< 98 = d(vg), d(vl) +ci5=T73= d(1)5).
Ersetze also d(v3) = 98 durch
d(’Ug) =97
und setze p(vs)

= (v1,v3).
o Esist d(vs) =73 <

1
d(v) fiir alle v € R. Nun wird R = {v1,ve, v4, v5, Vg, V7 }.
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e Die Kante (v3,vs5) existiert nicht. Ersetze also nichts.
e Esist d(vz) =3 < d(v) fiir alle v ¢ R. Nun wird R=V.

Also hat man insgesamt erhalten, dass
d(Ul) = 44, d(UQ) = 38, d(Ug) = 97, d(’U4) =0

sowie
d(’U5) = 73, d(’UG) = U, d(’U7) = 14.

Die kiirzesten Wege werden durch die Werte

p(v1) = (v1,v6),  p(v2) = (v2,v6),  p(vs) = (v1,v3)

und
p(vs) = (vs,v7), p(vr) = (ve, v7)
gegeben.
U1 Us
(2
V3 &)
V6 U7

O

Beispiel 4.20. Betrachte den Graphen aus dem Beispiel und U = {vyg,v6}. Setze ¢;; = ¢y fiir alle
Kanten (v;,v;) € E.

e Setze R = () und d(v1) = d(v2) = d(v3) = d(vs) = d(v7) = d(v3) = 00, d(vs) = d(vs) = 0.
e Esist d(vg) =0 < d(v) fiir alle v ¢ R = (). Nun wird R = {v4}.
e Betrachte die Kanten (v1,v4), (v, v4), (v4,v5). Es gilt

d(va) +c1a =18 < oo =d(v1), d(vs)+coa =28 <00 =d(v2), d(vs)+cas=5<o00=d(vs),
ersetze also d(vy) = oo bzw. d(vy) = 00, d(vs) = 0o durch
d(vy) =18 bzw. d(vy) = 28, d(vs) = 5.

Setze auch p(v1) = (v1,v4), p(vs) = (v4,v5), p(v2) = (v2,v4).
e Esist d(vg) =0 < d(v) fur alle v ¢ R. Nun wird R = {v4, vs}.
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e Betrachte die Kanten (v, vg), (ve, vg), (vs, v6), (ve, v7). Es gilt
d(ve) +ci6 =44 £ 18 = d(v1), d(ve) + c26 = 38 £ 28 = d(v2)
und
d(ve) + c36 = 98 < 0o = d(v3), d(ve)+ ce7 = 14 < 00 = d(v7),
ersetze also d(vs) = oo, d(v7) = oo durch
d(vs) =98 bzw. d(v7) = 14.

Setze auch p(vs) = (vs,vs), p(v7) = (ve, v7).
e Esist d(vs) =5 < d(v) fiir alle v € R. Nun wird R = {v4, v5, v}

e Betrachte die Kanten (v1,vs), (ve, v5), (vs, v7). Es gilt
d(v5) +c15 = 34 7{ 18 = d(Ul), d(vg,) + co5 = 42 7f 28 = d(UQ), d(U5) + c75 = 64 { 14 = d(v7).

Ersetze also nichts.
e Esist d(vr7) = 14 < d(v) fiir alle v ¢ R. Nun wird R = {v4, vs, vs, v7}.
e Betrachte die Kante (ve,v7). Es gilt
d(’U7) + o7 =37 £ 28 = d(UQ).

Ersetze also nichts.
e Esist d(vy) = 18 < d(v) fiir alle v € R. Nun wird R = {v1, v4, vs, vg, v7}.
e Betrachte die Kanten (vq,v2), (v1,v3). Es gilt

d(Ul) 4+ co1 = 26 < 28 = d(UQ), d(vl) +c13 =71 <98 = d(Ug),
ersetze also d(v2) = 28, d(v3) = 98 durch
d(va) = 26 bzw. d(vs) = T1.

Setze auch p(va) = (v1,v2), p(vs) = (v1, v3).
e Esist d(ve) =28 < d(v) fiir alle v € R. Nun wird R = {v1, va, vy, v5, Vg, U7 }.
e Betrachte die Kante (vq,v3). Es gilt
d(vz) + co3 = 88 7( 71 = d(vg).
Ersetze also nichts.
e Esist d(vs) =3 < d(v) fiir alle v ¢ R. Nun wird R=V.
Also hat man insgesamt erhalten, dass
d(vy) = 18, d(v2) = 26, d(vs) =T1, d(ve) =
sowie
d(U5) = 5, d(v(;) =V, d(’l}7) = 14.
Die kiirzesten Pfade sind durch die Werte
p(’Ul) = (U17U4)a p(UQ) - (UI;UQ>7 p(’03) - (1)1,1)3)
und

p(vs) = (va,v5),  p(vr) = (ve, v7)
gegeben.
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U1

U3

V4

U2

Ve

Anmerkung 4.21. Wie man sieht spielen bei der Durchfithrung dieses letzten Algoritmus die Kanten-

richtungen keine Rolle.
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Spieltheorie

Ziel: Untersuchung des rationalen Verhaltens mehrerer Partien bei einem “Spiel” — z.B. bei Geschéfts-
fithrung, Kommunikationstrategie, Brett- oder Kartenspielen, Krieg...

Beispiel 5.1. Bei dem Spiel strecken beide Spieler ihre rechte Hand gleichzeitig aus und zeigen einen
bis fiinf Finger an. Im selben Moment ruft jeder Spieler entweder “gerade” oder “ungerade”. Dabei
versuchen sie die Summe der Zahlen zu erraten, die sie mit den Fingern anzeigen. R&t genau eine/r
richtig, so bekommt er/sie einen Punkt, sonst bekommen beide keine Punkte. Gewonnen hat, wer als
erste/r fiilnf Punkte bekommen hat. O

Beispiel 5.2. Vor jedem Autorennen sollen sich zwei Teams fiir den Einsatz eines einzigen Modells
entscheiden. Das erste Team hat drei Modelle zur Verfiigung, das zweite Team nur zwei. Das Modell
Nr.1 des ersten Teams hat eine Wahrscheinlichkeit von 60%, das Modell Nr.1 des zweiten Teams zu
schlagen, jedoch eine Wahrscheinlichkeit von nur 40%, das Modell Nr.2 zu schlagen. Das Modell Nr.2
des ersten Teams hat eine Wahrscheinlichkeit von 70% (bzw. 30%), das Modell Nr.1 (bzw. Nr.2) des
zweiten Teams zu schlagen. Das Modell Nr.2 des ersten Teams hat eine Wahrscheinlichkeit von 15%
(bzw. 55%), das Modell Nr.1 (bzw. Nr.2) des zweiten Teams zu schlagen. Welches Modell soll also vom
ersten Team eingesetzt werden? O

Solche “Spiele” kénnen formal durch die Spieltheorie beschrieben werden.
Beispiel 5.3. Beispiel [5.]]

G+1|G+2 | G+3 | G+4 | G+5 | U+1 | U+2 | U+3 | U+4 | U+5
G+1 0 0 0 0 0 +1 -1 +1 -1 +1
G+2 0 0 0 0 0 -1 +1 -1 +1 -1
G+3 0 0 0 0 0 +1 -1 +1 -1 +1
G+4 0 0 0 0 0 -1 +1 -1 +1 -1
G+5 0 0 0 0 0 +1 -1 +1 -1 +1
U+1] -1 +1 -1 +1 -1 0 0 0 0 0
U+2 | +1 -1 +1 -1 +1 0 0 0 0 0
U+3| -1 +1 -1 +1 -1 0 0 0 0 0
U+4 | +1 -1 +1 -1 +1 0 0 0 0 0
U+5| -1 +1 -1 +1 -1 0 0 0 0 0

Il
Beispiel 5.4. Beispiel
Mod1 | Mod2

Modl | 60 40
Mod2 | 70 30
Mod3 | 15 95

41




42 Kapitel 5

]

Beispiel 5.5. “Schere, Stein, Papier” kann man so auffassen:
Sch. | St. | Pap.

Sch. 0 |-1] +1

St. +1 1] 0 -1

Pap. | -1 |+1 0
Seine Erweiterung durch Brunnen wird dagegen folgendermafien aufgefasst:
Sch. | St. | Pap. | Br.
Sch. | 0 |-1] 41 | -1
St. +1 10 -1 ] -1
Pap.| -1 | +1 0 +1
Br. +1 | +1| -1 0

0

Gegeben sei eine m x n-Matrix A, das Zweipersonenspiel S mit Auszahlungsmatriz A ist das Spiel,
das folgendermaflen gespielt wird: jede Zeile entspricht einer Strategie des 1. Spielers, jede Spalte einer
Strategie des 2. Spielers. Wihlt der 1. Spieler die Zeile ¢ und der 2. Spieler die Spalte j, so wird dem 1.
Spieler ein Betrag a;; ausgezahlt.

Ahnlich kann man (anhand der Spielregeln) die Auszahlungsmatrix B fiir den 2. Spieler erstellen.
Ist a;; = —bj;, so spricht man von einem Nullsummenspiel.

Im Allgemeinen spricht man von einem Matrizspiel, wenn ein Spiel mit zwei Spielern betrachtet
wird, so dass die beiden Spieler gleichzeitig genau eine unter jeweils endlich vielen Strategien wéhlen
diirfen, so dass die beiden ausgewilten Strategien vollkommen die Auszahlung bestimmen. Insbeson-
dere sollen die beiden Spieler nicht zusammen eine optimale gemeinsame Strategie entwickeln kénnen
(“nichtkooperatives Spiel”).

Beispiel 5.6. In den Beispielen und handelt es sich um Zweipersonen-Nullsummenspiele. Beim
Beispiel handelt es sich jedoch um ein Zweipersonen-Nichtnullsummenspiel, denn b;; = 100 — a;;.
Trotzdem kann man daraus ein Zweipersonen-Nullsummenspiel mit Auszahlungsmatrix A:=A-50
machen, d.h., wir ziehen 50 von jedem Eintrag der Auszahlungsmatrix A ab.
Mod1 | Mod2

Modl | +10 -10

Mod2 | +20 -20

Mod3 | -35 +5
In diesem Fall ist die (modifizierte) Auszahlungsmatrix fiir den 2. Spieler
Mod1l | Mod2 | Mod3
Mod1l | -10 -20 +35
Mod2 | +10 | 420 -5

O

Beispiel 5.7. Nicht jedes Spiel kann man einfach als Matrixspiel darstellen. Z.B. in “Tic Tac Toe”
werden sich die beiden Spieler nicht gleichzeitig fiir eine Strategie entscheiden miissen. Im Lauf des
Spiels stehen den beiden Spielern immer weniger Strategien zur Verfiigung. O

Ist das Spiel kein Nullsummenspiel, so soll man i.A. eine kompliziertere Notation einfiihren, z.B.
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Bl | B2 | B3
Al (4,2) | (2,1) | (2,1)
A2 (2,1) | (3,1) | (1,5)
A31(2,0) | (1,2) | (2,3)

Die Strategie Ao, B3 liefert z.B. eine Auszahlung von 1 bzw. 5 dem 1. bzw. 2. Spieler. Gibt es ¢ € R so
dass fiir jeden Eintrag a;; = (aij, , aij,) die Gleichung a;;, +a;;, = c erfiillt wird, so kann man ein solches
Spiel immer noch auf ein Nullsummen-Matrixspiel reduzieren. Das untere Spiel aus dem Beispiel
148t sich auf ein Nullsummen-Matrixspiel reduzieren, die beiden Spiele aus den Beispielen und
jedoch nicht.

Beispiel 5.8. Auch Nullsummenspiele Spiele kénnen so dargestellt werden, z.B. wird das Spiel aus dem

Beispiel [5.6] zu

Mod1 Mod2
Mod1 | (+10,-10) | (-10,4-10)
Mod2 | (4+20,-20) | (-20,4-20)
Mod3 | (-35,435) | (+5,-5)

O

Beispiel 5.9. Ich mochte mich nicht impfen lassen, mein Mitbewohner auch nicht. Zum Arzt Gehen
ist lang und teuer und langweilig: das alles kostet mir 10 Gliickseinheiten. Andererseits wiirde uns die
Schweinegrippe gleich 100 Gliickseinheiten kosten. Lésst sich einer uns beiden impfen, dann ist auch der
andere sicher, dass er nicht angesteckt werden kann. Lasst sich jedoch keiner von uns beiden impfen,
dann werden wir sicherlich beide angesteckt. Die Auszahlungsmatrix dieses Nichtnullsummenspiel ist
also

Impf. | Nichtimpf.
Impf. (-10,-10) (0,-10)
Nichtimpf. | (-10,0) | (-100,-100)

O

Wir werden nur Matrixspiele betrachten, d.h. Spiele, bei denen die Spieler sich mit ihren Entschei-
dungen gegenseitig beeinflussen.

Betrachte ein Matrixspiel. Der 1. Spieler mochte seine Verluste minimieren, also méchte die Strategie
auswéhlen, welche ihm erlaubt, in grofiter anzunehmender Unfall (d.h., bei vom 2. Spieler optimal aus-
gewéhlter Strategie) moglichst wenig zu verlieren. Dazu betrachtet man den schlechtesten Ausgangsfall
fiir jede Strategie, also

o = min a;;
1<j<n "
und dann bildet man
o= max ;.
1<i<m

Die Zahl o heifit unterer Wert des Spiels: egal was der 2. Spieler machen wird, kann der 1. Spieler kein
Ergebnis schlechter als o erwarten.

Ahnlich kann der 2. Spieler versuchen, seinen Gewinn zu maximieren, also den Gewinn des 1. Spielers
zu minimieren: er/sie betrachtet

o= Imax Q;q
B 1<i<m
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und bildet dann
B := min f;.

1<j<m
Die Zahl g heifit oberer Wert des Spiels: egal was der 1. Spieler spielen wird kann der 2. Spieler kein
Ergebnis schlechter als g erwarten, also kann der 1. Spieler kein Ergebnis besser als [ erwarten.
Die beiden dementsprechenden Strategien heilen Mazimin- bzw. Minimazstrategien, und man spricht
pauschal vom Minimazxprinzip. Die Maximinstrategie des 1. Spielers entspricht der Minimaxstrategie des
2. Spielers und die Minimaxstrategie des 1. Spielers entspricht der Maximinstrategie des 2. Spielers

Beispiel 5.10. Im Beispiel ist der untere bzw. obere Wert des Spiels offensichtlich —1 bzw. +1.
Im Beispiel schreibt man

Mod1 | Mod2 | «;

Modl | 60 40 |40

Mod2 | 70 30 |30

Mod3 | 15 55 | 15

Bi 70 55

und dadurch wird klar, dass das 1. Team nicht mehr als 55% und nicht weniger als 40% Erfolgswahr-
scheinlichkeit erwarten kann. Die Maximinstrategie des 1. Teams besteht also darin, sein 1. Modell zu
nutzen; die Minimaxstrategie des 2. Teams besteht darin, sein 2. Modell zu nutzen. Jede Abweichung
von dem Minimaxprinzip kann zu hoheren Verlusten des 1. Teams bzw. zu niedrigeren Gewinnen des 2.
Teams fiihren. O

Beispiel 5.11. Auch Nichtmatrixspiele konnen rational untersucht werden. Z.B. kann man bei Tic Tac
Toe merken, dass der 1. Spieler am Anfang die Wahl unter 9 Strategien hat. Der 2. Spieler hat dann 8
Felder zur Verfiigung, die noch frei sind. In der 3. Runde kann der 1. Spieler antworten mit einem X in
einem der iibrigen 7 freien Felder, usw. Ab der 5. Runde kann der 1. Spieler gewinnen, ab der 6. Runde
der 2. Spieler. Man kann die gesamten Strategien mittels eines Baums darstellen, mit 9-8 -...-1 = 9!
Endecken — also mit insgesamt 9! = 362.880 theoretischen Strategien. (Tatséchlich sind es viel weniger,
weil manche Zweige des Baums schon nach 5 Runden keine Aufmersamkeit mehr brauchen (der 1. Spieler
hat schon gewonnen), manche andere Zweige schon nach 6 Runden (der 2. Spieler hat schon gewonnen),
usw.)

Eine rationale M6glichkeit besteht darin, bei jeder Runde alle méglichen Endergebnisse zu betrach-
ten, die aus einer Strategie folgen kénnen, und sich dann fiir den Zweig (also fiir das Spielfeld) zu
entscheiden, welches die grofite Anzahl fiir sich selbst erfolgreicher Endergebnisse beinhaltet, bzw. die
kleinste Anzahl fiir den Gegner erfolgreicher Endergebnisse. ]

Das Minimaxprinzip ist i.A. hochst unstabil, d.h., der Zustand in dem beiden Partien ihre Maximin-
bzw. Minimaxstrategien ist sehr anféllig fiir Stérungen, z.B. in Form von Informationen, die sie iiber
die vom Gegner ausgewéhlten Strategien erhalten koénnten. Ist aber a = [, so sind Maximin- bzw.
Minimaxstrategien stabil: weicht einer der beiden Spieler von dem Minimaxprinzi ab, so kann er/sie
dadurch nur verlieren. Ist dieser der Fall, dann heiit o« = [ der Wert des Spiels, und das Paar der
dementsprechenden Strategien die Ldsung des Spiels bzw. das Nash-Gleichgewicht des Spiels. Ein Spiel
mit Wert 0 heiflt fair. Diese Theorie ist zum Teil von John Nash entwickelt worden, der dafiir 1994 den
Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften erhalten hat.

Betrachte ein Nullsummenspiel: Ist der Eintrag a;,;, der Auszahlungsmatrix gleichzeitig Minimum
der ig-ten Zeile und Maximum der jp-ten Spalte, so heifit das Paar der dementsprechenden Strategien
Sattelpunkt des Spiels.
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Satz 5.12. Gegeben sei ein Nullsummen-Matrizspiel. Ein Sattelpunkt existiert genau dann, wenn das
Spiel einen Wert (und deshalb eine Losung) hat.

Beispiel 5.13. Betrachte ein Matrixspiel
Bl | B2 | B3| B4 | o
A1]1041]1051(09|0,3|0,3
A21081]041(03/|0,710,3
A310,7/061]08|09]|0,6
A410,7/02 (04|06 0,2
6; 10,810,6(0,8/0,9

O

Anmerkung 5.14. Betrachte ein Nullsummen-Matrixspiel mit Auszahlungsmatrix A. Betrachte die
Matrix A die dadurch definiert wird, dass
e man die i-te Zeile von A streicht, falls a;; < ay; fiir ein k # i und alle j oder
e man die j-te Spalte von A streicht, falls a;; < a;, fiir ein £ # j und alle ¢ (moglicherweise kann
diese Verfahren mehrmals durchgefiihrt werden).

Dann sind oberer und unterer Wert des mit A assoziierten Matrixspiels gleich oberer und unterer Wert
des mit A assoziierten Matrixspiels, und A heifit reduzierte Auszahlungsmatrix.

Beispiel 5.15. Anstatt der Auszahlungsmatrix aus dem Beispiel ist es genug, die reduzierte Matrix
G+1 | G+2 | U+1 | U+2

G+1| 0 0 +1 -1

G+2| 0 0 -1 +1

U+1] -1 +1 0 0

U+2 | +1 -1 0 0
zu betrachten. O

Beispiel 5.16. Anstatt der Auszahlungsmatrix aus dem Beispiel [5.5]fiir das Spiel “Schere, Stein, Papier,
Brunnen” ist es genug, die reduzierte Matrix

Sch. | Pap. | Br.
Sch. | 0 +1 | -1
Pap. | -1 0 +1
Br. +1 -1 0
zu betrachten. Also, die Strategie “Brunnen” ist mindestens so giinstig wie “Stein”. Dieses modifizierte
Spiel “Schere, Papier, Brunnen” ist nun offensichtlich dquivalent zu “Schere, Stein, Papier”. O

Anmerkung 5.17. Betrachte ein Nichtnullsummen-Matrixspiel. Man kann einen dhnlichen, anschauli-
chen Algorithmus fiir die Bestimmung eines Nash-Gleichgewichts formulieren. Fiir jede feste Strategie
des 1. Spielers markiere den fiir den 1. Spieler optimalen Eintrag der Matrix. Optimiere nun die Gewin-
ne des 2. Spielers bzgl. jeder festen Strategie des 1. Spielers. Ist ein Paar vollig markiert, so sind die
dementsprechenden Strategien ein Nash-Gleichgewicht.

Beispiel 5.18. Betrachte das Nichtnullsummenspiel aus dem Beispiel
Impf. | Nichtimpf.
Impf. (-10,-10) (-10,0)
Nichtimpf. | (0,-10) | (-100,-100)




46 Kapitel 5

Drei Nash-Gleichgewichte liegen also vor. (Aufgrund ihrer Symmetrie sind aber zwei dieser Losung nicht
wirklich gebréuchlich.) O

Beispiel 5.19. Betrachte das folgende Spiel. Der 1. Spieler hat vor sich zwei Karten, eine Dame und
einen Konig. Zieht er den Konig, so sagt er “Ich habe einen Konig” und fragt den 2. Spieler nach 1 EUR.
Zieht er jedoch eine Dame, so kann er entscheiden, entweder gleich dem 2. Spieler 1 EUR zu zahlen, oder
zu bluffen und 1 EUR zu verlangen. Nun kann der 2. Spieler entweder 1 EUR ausgezahlt bekommen,
oder — wenn der 1. Spieler von ihm 1 EUR verlangt — kann er die Aussage des 1. Spielers iiberpriifen. In
diesem Fall kann er entweder 2 EUR selber auszahlen — falls der 1. Spieler tatséchlich einen Konig hat
— oder 2 EUR ausgezahlt bekommen — falls der 2. Spieler geblufft hat.

Dies kann man als Zweipersonen-Matrixspiel darstellen. Sowohl der 1. als auch der 2. Spieler haben
2 mogliche Strategien: bluffen/nicht bluffen bzw. glauben/nicht glauben.

Die Auszahlungsmatrix kann folgendermaflen gebildet werden:

1. Fall: bluffen/glauben. Zieht der 1. Spieler einen Konig, so spielt es keine Rolle, ob er bluffen will oder
nicht: er verdient gleich 1 EUR, denn der 2. Spieler glaubt ihm. Zieht der 1. Spieler eine Dame,
so blufft er und der 2. Spieler glaubt ihm und zahlt ihm 1 EUR aus.

2. Fall: Fall bluffen/nicht glauben. Zieht der 1. Spieler einen Koénig (50% Wahrscheinlichkeit), so spielt
es keine Rolle, ob er bluffen will oder nicht: er sagt die Wahrheit und kriegt 2 EUR ausgezahlt,
denn der 2. Spieler hat ihm nicht geglaubt. Hat der 1. Spieler jedoch eine Dame gezogen (50%
Wahrscheinlichkeit), so muf§ er dem 2. Spieler 2 EUR auszahlen. Im Durschnitt erhélt also der
1. Spieler 0 EUR.

3. Fall: Fall nicht bluffen/glauben. Zieht der 1. Spieler einen Konig (50% Wahrscheinlichkeit), so spielt
es keine Rolle, ob er bluffen will oder nicht: er sagt die Wahrheit und kriegt 1 EUR ausgezahlt,
denn der 2. Spieler hat ihm geglaubt. Hat der 1. Spieler jedoch eine Dame gezogen (50%
Wabhrscheinlichkeit), so mufl er dem 2. Spieler 1 EUR auszahlen. Im Durschnitt erhélt also der
1. Spieler 0 EUR.

4. Fall: Fall nicht bluffen/nicht glauben. Zieht der 1. Spieler einen Kénig (50% Wahrscheinlichkeit),
so spielt es keine Rolle, ob er bluffen will oder nicht: er sagt die Wahrheit und kriegt 2 EUR
ausgezahlt, denn der 2. Spieler hat ihm nicht geglaubt. Hat der 1. Spieler jedoch eine Dame
gezogen (50% Wahrscheinlichkeit), so zahlt er gleich dem 2. Spieler 1 EUR. Im Durschnitt zahlt
also der 1. Spieler 0,5 EUR aus.

Die Auszahlungsmatrix ist also
G NG
B |(1-1)| (00)
NB | (0,0) | (0,5,-0,5)
also handelt es sich um ein Nullsummenspiel. Die Auszahlungsmatrix hat keinen Sattelpunkt, das Spiel
hat also keinen Wert. |

Beispiel 5.20. Die Theorie des Nash-Gleichgewichts fiithrt auch zu Paradoxergebnisse. Im Gefangenen-
dilemma sollen zwei Gefangen getrennt voneinander entscheiden, wie sie plddieren sollen. Die Auszah-
lungsmatrix lautet

Schuldig | Nicht schuldig
Schuldig (-6,-6) (0,-7)
Nicht schuldig | (-7,0) (-1,-1)
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(wenn nur einer sich schuldig bekennt muss er nicht ins geféingnis gehen). Also ist das einzige Nash-
Gleichgewicht die Strategie beider Gefangenen, sich schuldig zu bekennen. Intuitiv wére die optimale
Strategie, sich beide als nicht schuldig zu bekennen: dies wére aber kein Gleichgewicht, denn der an-
dere Gefangene konnte durch eine unilaterale Abweichung sich retten. Eine solche Strategie wire erst
dann tatséchlich giinstig, wenn das Spiel kooperativ wire, wenn beide Spieler also eine gemeinsame Ent-
scheidung treffen kénnten, und sich darauf verlassen kénnten, dass diese Entscheidung auch eingehalten
wird.

Ein weiterer Losungsbegriff ist der eines Pareto-Optimum. Ein Strategienpaar heifit ein Pareto-
Optimum, falls die Lage von jedem Spieler nur dadurch erreicht werden kann, dass die Lage des anderen
Spielers verschlechtert wird. Im Fall vom Gefangenendilemma wére die Strategie (Nicht schuldig/Nicht
schuldig) ein Pareto-Optimum. O

Beispiel 5.21. Das Gefangenendilemma taucht in sehr vielen Félle auf. Z.B. im kalten Krieg wire
fiir beide Sowjetunion und USA eine atomare Abriistung giinstiger gewesen, doch waren sie zum Nash-
Gleichgewicht (atomare Aufriistung) verdammt, so lang sie nicht wussten, was die andere Macht wirklich
vorhatte. Die Auszahlungsmatrix konnte ungefihr so aussehen (die echten Daten sind meistens immer
noch Staatsgeheimnis):

Aufriistung Abriistung
Aufriisstung | (-13 Trillionen,-10 Trillionen) (-1 Milliarde,-c0)
Abriistung (-00,-1 Milliarde) (-2 Milliarden,-2 Milliarden)

Im Fall von Abriistung beider Méchten sollen nur geringe Betréige fiir Standardausgaben bezahlt wer-
den. Hétte allerdings nur eine Macht abgeriistet, so hitte die andere Macht sie leicht mit Atomwaffen
abschlagen — und sie fiir immer loswerden — kénnen, ohne weiteres Bediirfnis in Waffen zu investieren. [

Sollte einer der Spieler verstanden haben, welcher Strategie der andere Spieler regelméfig folgt, so
konnte er sie mit einer geeigneter Strategie entgegnen. So konnte z.B. der 1. Spieler des Beispiels das
3. Modell nutzen, wenn er verstanden hétte, dass der 2. Spieler regelméflig das 2. Modell anwendet. Es ist
also geeigneter, unterschiedliche Strategien zufillig auszuwihlen und anzuwenden (gemischte Strategie).
Gemischte Strategien enthalten reine Strategien als Spezialfall.

Bestehen fiir den 1. bzw. 2. Spieler m bzw. n mdogliche reine Strategien, so bezeichnet man durch

() _ A1 Ay ... An
P P1op2 .- DPm
eine gemischte Strategie des 1. Spielers, die aus den reinen Strategien Ap, Ao, ..., A, besteht, welche
jeweils mit Wahrscheinlichkeit p1, ps, ..., pm gespielt werden — und ahnlich fiir eine gemischte Strategie
g _ By By ... B,
1 “ @ -

des 2. Spielers. Dabei soll

m
pi 20, > pi=1
i=1
sowie

n
¢ =0, Zszl
7=1
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sein, es liegt also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung vor. Kurz schreiben wir

m
pEZm::{xeRm:mizo, Zpizl}

=1

und
geX, =qyeR":y; >0, Zy]_l

Haben beide Spieler (unabhéngig voneinander) eine Entsche1dung iiber ihre gemischte Strategien

S;()l), 5’52) (nur anhand der Spielmatrix!) getroffen und teilen sie dem Gegner diese Strategie mit, so kann
der 1. Spieler eine Auszahlung von

(5(1) 5(2) Z szq] aij
=1 j=1
erwarten (Erwartungswert der Auszahlungszufallsvariablen).
Beispiel 5.22. Betrachte das Spiel aus dem Beispiel Betrachte die Strategien
S0 = 52 — <G1}‘1 G+2 U+1 U+2>‘

1 1 1 1
4 4 4 4
Dann gilt
1 1A
1) g .z -

Ein Paar (SI%), Ség)) von gemischten Strategien heifit (gemischter) Sattelpunkt des Spiels, falls
1) o2 1 1) g2
E(Sz(J ),Séo)) E(SV S( )) E(SV, 5(2))

Ppo Po ? g
fiir alle weiteren gemischten Strategien Sz(,l), S(g ). Man méchte also Sattelpunkte des Spiels suchen.
Man kann das Minimaxprinzip zum Kontext der gemischten Strategien erweitern. Minimiert man
erst iiber alle (gemischten oder reinen, es ist egal) Strategien des Gegners und maximiert dann iiber alle
eigenen gemischten Strategien, so betrachtet man also den gemischten unteren Wert und den gemischten
oberen Wert des Spiels.

Satz 5.23. FEs gilt

— M B =
(5.1) O ;Ielizli 1%1£1nE(S ,Bj) = ;Iel%ii 1%1212@@”
und
(5.2) fs := min max E(AZ,S( )) = min max Zq]aw

g€y, 1<i<m e, 1<i<m
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(Da jede reine Strategie auch eine (triviale) gemischte Strategie darstellt, identifizieren wir B; mit
der gemischten Strategie, deren zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung p = (0,...,1,...,0) ist, 1 nur
an der j-ten Stelle).

Gilt ai, = B, so heift diese Zahl gemischier Wert des Spiels. Ein Paar (S;(,l), 5(52)) heiflt eine gemischte
Losung des Spiels, falls B (SI(,l), S(gQ) ) mit dem Wert des Spiels iibereinstimmt. Jede reine Strategie A; so,
dass p; > 0 (d.h., so dass sie in einer Losung tatséchlich vorkommt), heifit niitzliche Strategie. Es gilt

a < ax < B < B,

da reine Strategien triviale gemischte Strategien sind (mit nur einer niitzlichen Strategie).

Satz 5.24. Euxistiert eine gemischte Losung (S;,(Jl),Sém) eines Spiels, in dem der 2. Spieler n niitzliche

Strategien hat (0.B.d.A. By,...,By) und spielt der 1. Spieler die Strategie SI(,I), so wird thm immer
dasselbe ausgezahlt, egal in welchem Verhdiltnis der 2. Spieler seine niitzlichen Strategien mischt (d.h.,
egal welche Wahrscheinlichkeitsverteilung iber {Bi,..., By} vom 2. Spieler ausgewdhlt wird): anders
gesagt,

E(S\, 89y = E(S\V,B;)  firalle j=1,...,n.

[9, §3]

Dies liegt daran, dass (nach Definition) keine reine Strategie fiir den 2. Spieler giinstiger als S¢§2
kann, also erfiillt der Erwartungswert

B(S!M, 8Py > B(S(V,Bj)  fiwr alle j.

)

sein

Andererseits gilt
E(SW, 58y =" E(SY, B))g;,

also kann kein Erwartungswert E (SI(,l), Bj) strikt grofler als E (SI(,l), 5(52) ) sein.

Der einfachste Fall ist der von 2 Spielern mit jeweils 2 moglichen reinen Strategien, also eines Ma-
trixspiels mit 2 x 2-Auszahlungsmatrix. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass das Matrixspielt bereits im Sinne
von Anmerkung reduziert ist. Wir nehmen auch an, dass keine reine Losung existiert, also sollen
beide Strategien des 2. Spielers niitzlich sein. Insbesondere gilt

a1l + age # a1 + a2

und somit
ai1 # ai2 oder ags # as.
Liegt eine gemischte Losung vor (mit assoziiertem — noch unbekanntem — Wert w), so gilt laut Satz
notwendigerweise
a11p1 + a21p2 = W = a12pP1 + a2p2.
Da aber po =1 — ps, hat man
G22 — 021 a1l — a2
P = ; p2=1—p2=
ail + a2 — a2 — a21 a1l + a2 — a2 — a21

und der Wert des Spiels ist also

(ag2 — ag1)ai1 + (a11 — a12)a9
ail + a2 — ai2 — a1
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Aus den entsprechenden Gleichungen fiir den 2. Spieler erhélt man
w— a2 a2 — a12 ail — a1
Q= = ©e=l-q= :
a11 + ag2 — a2 — G21

ail —ai2 a1+ ax —aig —az’
Beispiel 5.25. Betrachte das Spiel aus dem Beispiel [5.4] Das 1. Modell des 1. Teams ist kaputt, also
verfiigt das Team 1. nur {iber 2 mdgliche Strategien. Die neue Auszahlungsmatrix ist also
Mod1 | Mod2
Mod2 | 70 30
Mod3 | 15 55

Aus
70p1 + 15(1 — p1) = 30p1 + 55(1 — p1)
folgt
1
p1=p2 = 5
(intuitiv, weil |a11 — a12| = |ag1 — agz|) mit Spielwert
704+ 15 85
w = = -,
2 2

wéahrend fiir das 2. Team gilt
7001 +30(1 —q1) =w
und somit

) 9

QI:Ea (D:E'

U
Beispiel 5.26. Betrachte das Spiel aus dem Beispiel die optimalen Strategien fiir den 1. bzw. 2.

Spieler lauten
B NB G NG
S](Jl) = <1 2 > bzw. 5(52) = <1 2 )

3 3 3 3
Wie schon angemerkt hat das Spiel keinen reinen Wert. Es ist interessant zu merken, dass der untere

Wert des Spiels 0 ist, ja sind beide Spielmoglichkeiten des 1. Spielers Maximinstrategien (wihrend die
Nichtbluffstrategie die einzige Minimaxstrategie ist), doch ist der gemischte Wert = % Also ist das Spiel
nicht fair. Diese Gunst kann der 1. Spieler erst genieflen, wenn er gemischte Strategien spielt.

Es ist vielleicht wenig intuitiv, dass der 1. Spieler nicht immer (oder zumindest hiufiger) seine
scheinbar optimalere Strategie nutzen sollte, ndmlich bluffen. Weil aber die Nicht-Glauben-Strategie fiir
den 2. Spieler offensichtlich giinstiger ist, befindet sich der 1. Spieler in dem Dilemma, dass eine haufigere
Nutzung seiner “giinstigeren” Strategie (Bluffen) ihn haufiger auch damit konfrontieren wiirde, dass sein
Gegner mit der (fiir den 1. Spieler) ungiinstigsten Strategie antwortet. O

Will man allgemeinere Nullsumen-Matrixspiele (mit Auszahlungsmatrix A) 16sen, so soll man folgen-
des beobachten: Bei der Suche einer Losung — also eines Paars (5121), S(SQ)) optimaler Strategien — ist der
Erwartungswert E (SI(,I), 5(52)) durch den oberen bzw. unteren Wert des Spiels maximiert bzw. minimiert.

Der 1. Spieler mochte also einen moglichst hohen gemischten unteren Wert erzielen, also (laut (5.1))

mochte man
m

U= min E Qi
1<j<n 4 1pl "
1=
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maximieren, unter der Beschréinkung, dass (selbstverstindlich)

m
uSZpiaik fur alle k=1,...,n,
i=1

fir p € X,,, also fiir p1,...,pm so, dass
m
> pi=1
i=1
und
pi =0

(aber ohne Beschriinkungen iiber das Vorzeichen von mini<j<, Y ;= pia;;). Fithrt man eine neue Variable

m
pi= (ph ey Py U= lgljiganiazj>

=1

ein, so kann man einfach die lineare Maximierungsaufgabe

maximiere zZ==¢c
unter den Beschréinkungen
Ap<0
und
Asp=1
und
Ply--sPm =0,
wobei
p=(p1,--- Pm,u)
und
c=1(0,...,0,1)
und
—ail] ... —Qm1l 1
Al -
—Qinp ... —Qmp 1
und
Ay=(1 ... 1 0).
Eine optimale Strategie dieser linearen Maximierungsaufgabe liefert dann gleichzeitig eine gemischte
Maximinstrategie (pi,...,pm) des 1. Spielers und den unteren Wert u des Spiels.

Diese Maximierungsaufgabe kann man weiter vereinfachen, indem man die neue Variable
P (p1 Pm )
r====,...,—/—,1
U U u
einfithrt. Weil
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gilt, ist die obige Maximierungsaufgabe zur folgenden linearen Minimierungsaufgabe dquivalent:

1
minimiere z=(1,....,0)x = —
u
unter den Beschrankungen
ATy >1
und
x > 0.

Anmerkung 5.27. Um den Simplexalgorithmus durchzufiithren ben6tigt man, dass der Wert des Spiels
> 0 ist. Das ist gewéhrleistet, wenn alle eintrige der Auszahlungsmatrix > 0 sind. Es reicht also,
eine ¢ > 0 grof§ genug auf alle Eintrige der Auszahlungsmatrix zu addieren, und mit dieser neuen
Auszhalungsmatrix A = (a;j + ¢) mit lauten positiven Eintrdge die Minimierungsaufgaben zu losen:
schliellich soll man ¢ aus dem dadurch erhalten Wert abziehen, um den Wert des urspriinglichem Spiels
zu bekommen. Die Maximin- bzw. Minimaxstrategie bleiben jedoch unveréndert.

Ahnlich ist das optimale Verhalten des 2. Spielers durch die Losung der linearen Maximierungsauf-
gabe

maximiere w=(1,...,1)y
unter den Beschrinkungen
ATy <1
und
y=>0

gegeben (hier ist es entscheidend, dass es sich um einem Nullsummenspielhandelt, so dass man AT
und nicht die Auszahlungsmatrix des 2. Spielers betrachten kann). Beide Aufgaben sind zuléssig: denn
die Strategie (0,...,0) (in R™) ist eine zuléssige Strategie der dualen Aufgabe, wihrend die Strategie
((¢m)~1, ..., (¢m)~1) eine zulissige Strategie der primalen Aufgabe ist (wobei ¢ das Maximum unter alle
Eintrége von A ist). Da aber die zweite Aufgabe die zur obigen Minimierungsaufgabe duale Aufgabe ist,
ist Zuléissigkeit der beiden Aufgaben eine fiir die Existenz einer optimalen Strategie (fiir jeden der beiden
Spieler) hinreichende Bedingung, und dann stimmen die beiden optimalen Losungen iiberein. Weil aber
die optimalen Losungen die Inversen des unterem bzw. oberem Wert des Spiels darstellen, heifit das,
dass der untere und der obere Wert des Spiels iibereinstimmen, d.h. das Spiel hat einen (gemischten)
Wert und somit eine (gemischte) Losung.

FUNDAMENTALSATZ DER SPIELTHEORIE. Jedes Nullsummen-Matrixspiel hat mindestens eine — md-
glicherweise durch ein Paar von gemischten Strategie gegebene — Losung und deshalb einen (méglicherweise
gemischten) Wert.

Anders gesagt gibt es ein Paar von (méglicherweise gemischten) Strategien, so dass eine unilaterale
Abweichung nur zu Verluste fiithren kann.

Anmerkung 5.28. Weil die Zuléssigkeit sowohl einer linearen Maximierungsaufgabe als auch ihrer
Duale die Eindeutigkeit einer optimale Losung nicht implizieren, kann der Fundamentalsatz nicht die
Eindeutigkeit eines opetimalen Paars gemischter Strategien gewéhrleisten.
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Beispiel 5.29. Betrachte das Nullsummenspiel “Schere, Stein, Papier” (oder auch “Schere, Stein, Pa-
pier, Brunnen”, vgl. Anmerkung |5.16]). Nach Verschiebung um ¢ = 2 lautet die Auszahlungsmatrix

/213
A=1[3 2 1
13 2

Wir wollen die optimale gemischte Strategie fiir den 2. Spieler bestimmen: aus Symmetriegriinden wird
die optimale gemischte Strategie des 1. Spielers gleich sein. Man betrachtet also die lineare Maximie-
rungsaufgabe
maximiere —z=(-1 -1 -1z

unter den Beschrinkungen

—Ax < -1
und

0<zeR.
Fiihre die Schlupfvariablen x4, x5, xg > 0 ein.

e Das erste Worterbuch ist

ry = —1 4+2x1 H4x9 +3x3
rs = —1 4+3z1 +2x2 3
Treg = —1 +x1 +33§‘2 +2$3
—z = —r1 -T2 I3,

welches die zuléssige Strategie 1 = 1, 2o =0, 23 =0, x4 = 1, x5 = 2, xg = 0 beschreibt, was
zu einem Wert z = 1 der Zielfunktion fiihrt (d.h., zu einem Wert = 1 des modifiziertem, mit
der Auszahlungsmatrix A assoziiertem Spiels).

e Die Zielfunktion —z kann durch Vergroflerung von —x1, —x9, —z3 < 0, also durch Verkleinerung
von x1,x2,x3 > 0 vergroflert werden (dabei ist aber (z; = 0,22 = 0,23 = 0) keine zuldssige
Losung — sonst konnte die Aufgabe trivialerweise bereits gelost werden). Setze also o = x3 =0
und maximiere —z durch Verkleinerung von z1: erhalte z; = + aus der Gleichung zu xs.

3
e Pivoting x1 > x5 liefert das zweite Worterbuch
- 1 _2 _1 1
1 = 3 322 33 +333‘5
1 1 7 2
T4 = —3 —3T2 +3T3 +3Ts
2 7 5 1
e = —3 +§£U2 +§.T3 +§335
- _1 _1 _2 _1
—Z = 3 3ZE2 3.223 3.%'5.

e Die Zielfunktion —z kann durch Verkleinerung von xs, x3, x5 vergroBert werden. Wieder ist aber
(xg = 0,23 = 0,25 = 0) keine zuldssige Losung. Setze also 3 = x5 = 0 und maximiere —z
durch Verkleinerung von xs: erhalte x9 = % aus der Gleichung zu xg.
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e Pivoting z9 < x¢ liefert das dritte Worterbuch

—Zz e — 2 _7’%3 _7’%5 _71;6.

e Die Zielfunktion —z kann durch Verkleinerung von x3x, x5, xg vergroflert werden. Noch einmal
ist aber (z3 = 0,25 = 0,26 = 0) keine zuléssige Losung. Setze also x5 = x¢ = 0 und maximiere
—2z durch Verkleinerung von x3: erhalte x5 = % aus der Gleichung zu x4.

e Pivoting x3 <+ x4 liefert das vierte Worterbuch

_ 1 7 5 1
r3 = 5 tigma 1525  t1g%6
— 1 _5 1 e
T2 = % 18%4 t1g%5 +1igTe
_ 1 1 7 5
T = 5 tigTa tig¥% g%
_ _1 1 _1 _1
—Z = 2 6(E4 6:E5 61‘6.

Die Zielfunktion kann nicht weiter vergroflert werden, als wenn man x4 = x5 = xg = 0 setzt
— was in diesem Fall die doch zuldssige Losung 1 = x2 = x3 = 0 liefert. Der Wert w des
modifizierten Spiels (also nach Verschiebung um ¢ = 2) ist also durch

1 1
— =21 +T2+ T3 ==
w 2

gegeben, und somit ist der Wert des urspriinglichem Spiels = 2 — 2 = 0, also ist das Spiel
fair. Die optimale Strategie des 1. Spielers daraus, jede Spielmoglichkeit mit Wahrscheinlichkeit
P = Tiw = % anzuwenden, wie man auch hétte erwarten kénnen. Aufgrund der Symmetrie ist

die optimale Strategie des 2. Spielers gleich.
O

Anmerkung 5.30. Im Allgemeinen kann man zeigen, dass jedes Zweipersonenspiel mit endlicher Spieldau-
er (wie z.B. Schach) als Matrixspiel dargestellt werden kann, wobei die Matrix mdglicherweise sehr viele
Spalten und Zeilen haben kann. In diesem Sinne kann man (theoretisch) die meisten Brettspiele losen,
also existiert eine fiir beide Spieler optimale Strategie — das benétigt aber einen riesigen Rechenaufwand,
so dass die Losung fiir die meisten Spiele praktisch unbestimmbar und/oder fiir Menschen nicht auswen-
dig lernbar ist. Z.B. wurde das Damespiel 2007 gelost: dabei fithrt ein perfektes Spiel beider Spieler zu
einem Unentschieden (Wert des Spiels=0).
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Differenzialgleichungen: Existenz und Eindeutigkeit

Betrachte eine Bevolkerung: Menschen, Bakterien, usw. Man kann mit einem gewissen Realismus
annehmen, dass (zumindest fiir kleinen Zeitschritte At) die Steigerung der Grofle der Bevolkerung pro-
portional zu At und zur Anfangsgrofle ist, etwa

P(t+ A)t — P(t) = yAtP(t).
Fiir immer kleiner werdende Zeitschritte At erhilt man also
. Pt+A)t—P(t) dP y
Pit)y=1 = —(t) =: P'(t).
7P = lim, At i ®)
Diese und weitere Gleichungen, welche eine Funktion und eine (oder mehrere) ihrer Ableitungen umfas-
sen, heiflen Differenzialgleichungen.

Beispiel 6.1. Das einfachste Modell einer Bevolkerung: die Bevolkerungstheorie von Thomas Mal-
thus (1798). Ohne Migrationseffekte ist die Anzahl von Geburten und Toden proportional zur heutigen
Bevolkerung: Die Steigerung der Bewohneranzahl ist gleich der Geburtenrate minus der Sterberate, also

dN
dt
wobei 7,7 > 0. Wenn die Bevolkerung grof3 ist, ist es verniinftig, ihre Anzahl durch eine Funktion
N : [0,00) — [0,00) der Zeit zu beschreiben (selbst wenn etwa 2 oder e®! eines Individuums kaum
sinnvoll sind). O

(t) = yN(t) = TN(t)

Beispiel 6.2. Das zweiteinfachste Modell einer Bevilkerung: das logistische Modell von Pierre Verhulst
(1838). Es gibt einen strukturellen Widerstand (Ressourcen, Raumbegrenzungen usw.) gegen unendliche
Vermehrung der Bevolkerung. Man beschreibt Vermehrungs- und Sterbeprozesse durch Fortpflanzung

und Verhungern, also
dN N(t)
— (@) =pN({@)[1—-—=
0= (1- 7
wobei p, k > 0. Die Umwelt soll also die Vermehrung einer Bevolkerung beeinflussen. (Il

Beispiel 6.3. Marktanalyse von M.L. Vidale und H.B. Wolfe (1957): wird die Werbung eines Produk-
tes eingestellt, so nehmen die Verkdufe des Produktes proportional zu den Verkidufen in der vorigen

Zeiteinheit ab, also

dv
7 (O = pu)(L = v(t)) = ko (t),
wobei p,k > 0 und u : Ry — Ry: dabei stellt v : Ry — [0,1] den Marktanteil dar, und deshalb ist
(1 —wv(t)) der Anteil des Marktes, der noch zu erobern ist. Die Parametern p, k beschreiben die Wirkung
der Werbung bzw. wie schnell sie vergessen wird und » misst die Ausgaben fiir Werbung zum Zeitpunkt

t. ]

55
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Beispiel 6.4. Radioaktiver Zerfall: Seien n(t) die Atome einer radioaktiven Substanz zur Zeit ¢. Die
Anzahl n(t) — n(t — A) der in einer Zeitspanne zerfallenden Atome ist proportional zur urspriinglichen

Anzahl von Atomen, etwa

dn
E(t) = —An(t)

fir A > 0. O
Seien Jp, J2, JJ3 C R drei Intervalle und f : J; x Jo x J3 — R. Eine Differenzialgleichung

flt,y(t),y' () =0
zu losen heiBt, eine Funktion y und ein Intervall I C J; zu finden, so dass y(t) € Jo und ¢/(t) € J3
fiir alle ¢t € J; und y die obige Gleichung fiir alle ¢ € I erfiillt. Ein solches y heifit lokale (bzw. globale)
Lésung falls I = J (bzw. falls I # J).
Eine lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung heifit inhomogen, wenn F' in der Form
Fty, 9", y™) = Folt,u,, "o y™) + Fi(1)

ist, wobei Fy # 0, sonst heifit sie homogen. Z.B. ist die Gleichung aus dem Beispiel [6.3] inhomogen, denn
man kann sie als

dv

22 (0) = (pu(t) = k)o(t) + pu(t)

umschreiben.
Beispiel 6.5. Betrachte wieder das Beispiel Dann wird eine globale Lésung durch
N(t) = N(0)e" "

gegeben. Allgemeiner erfiillt jede Funktion ¢ — ("~ die Differenzialgleichung, diese Losung ist aber
nicht eindeutig. Il

Anfangsbedingungen sind also i.A. n6tig, um Differenzialgleichungen zu 16sen. Ein Cauchy-Problem
ist eine Differenzialgleichung, die mit einem Anfangswert versehen wird.

Beispiel 6.6. Betrachte wieder das Beispiel Die Losung ist durch
n(t) = n(0)e

gegeben. So sieht man z.B., dass die Halbwertszeit, also die Zeit, welche die Substanz braucht, um sich
zu halbieren (also T > 0, so dass n(0) = 2n(T') gilt), durch

In2
T=—
A
gegeben ist. Bei Uran-235, das tiblicherweise in AKWs benutzt wird, betriagt die Halbwertszeit 703.800.000
Jahre. 0

EXISTENZSATZ VON PEANO. Sei f : [a,b] X [c,d] — R eine stetige Funktion. Dann hat die Differen-
zialgleichung

y'(z) = f (2,y(z))
mit Anfangswert
y(xo) = yo
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fiir f mit (zo,yo) € [a,b] X [c,d] eine lokale Losung
z: (ap,byp) = R,
so dass f (x,z(z)) = 2/(x) fiir alle x € I.

Beispiel 6.7. Sowohl die Differenzialgleichung

als auch
y'(t) = (y(t)?

erfiillen die Voraussetzungen des Existenzsatzes von Peano. (I

Eine Funktion f : [a,b] — R heift
e global Lipschitz-stetig, falls es eine Konstante Ly > 0 gibt, so dass fiir alle 1,z € [a, b]

1f(@1) = fz2)|| < Lgllwr — 22
gilt;
o lokal Lipschitz-stetig, falls fiir alle = € [a, b] ein Intervall (o, f) mit « € (o, 8) C [a, b] existiert, so
dass die Einschriankung f : («, ) — R global Lipschitz stetig ist, also so dass es eine Konstante
Lo p > 0 gibt, so dass fiir alle z1, 22 € (o, )

[ f(z1) = f(@2)|| < Ly|lz1 — 22|
gilt.

Anmerkung 6.8. e Jede lokal Lipschitz-stetige Funktion ist auch stetig.

e Eine (auf einem offenen Intervall definierte) differenzierbare Funktion ist genau dann global
Lipschitz-stetig, wenn ihre erste Ableitung beschrankt ist.

e Die Summe zweier auf einem beschrinkten Intervall definierten global Lipschitz-stetigen Funk-
tionen ist auch global Lipschitz-stetig.

e Die Summe zweier lokal Lipschitz-stetigen Funktionen ist auch lokal Lipschitz-stetig.

e Das Produkt zweier auf einem beschriankten Intervall definierten global Lipschitz-stetigen Funk-
tionen ist auch global Lipschitz-stetig.

e Das Produkt zweier lokal Lipschitz-stetigen Funktionen ist auch lokal Lipschitz-stetig.

e Die Verkettung zweier auf einem beschrinkten Intervall definierten global Lipschitz-stetigen
Funktionen ist auch global Lipschitz-stetig.

e Die Verkettung zweier lokal Lipschitz-stetigen Funktionen ist auch lokal Lipschitz-stetig.

Beispiel 6.9. sin und cos sind global Lipschitz-stetige Funktionen.

Lineare Funktionen x — ax + b sind global Lipschitz-stetig.

Die Funktion z — |z| ist global Lipschitz-stetig.

Polynome wie = + ag+ajx+asx®+. .. sind nur dann global Lipschitz-stetig, wenn sie auf beschrinkte
Intervalle definiert werden (oder wenn a,, = 0 fiir alle n > 2). Sie sind aber lokal Lipschitz-stetig. O

Beispiel 6.10. Nicht jede differenzierbare Funktion ist global Lipschitz-stetig, z.B.
f:Roz—2?eR.

Diese Funktion ist allerdings lokal Lipschitz-stetig.
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Nicht jede global Lipschitz-stetige Funktion ist differenzierbar, z.B.
f:Rozw— x| €R.
O

LOKALER EXISTENZ- UND EINDEUTIGKEITSSATZ VON PICARD-LINDELOF. Sei f : [a,b] X [¢,d] = R
eine stetige, in der zweiten Variablen lokal Lipschitz-stetige Funktion. Dann hat die Differenzialgleichung

y'(z) = f (2,y(z))
fiir f mit Anfangswert
y(xo) = yo
fiir alle (xg,yo) € D genau eine lokale Lisung
z: I — R,

wobei I eine Umgebung von x ist, so dass f (x,z(x)) = 2/(x) fiir alle z € I.

GLOBALER EXISTENZ- UND EINDEUTIGKEITSSATZ VON PICARD-LINDELOF. Sei f : [a,b] x[c,d] — R
eine stetige, in der zweiten Variablen global Lipschitz-stetige Funktion. Dann hat die Differenzialglei-

chung
y'(z) = f (2,y(2))
mit Anfangswert
y(@o) = yo
fiir f mit (z9,y0) € D genau eine globale Losung.

Beispiel 6.11. Die Funktion [0, 1] 3 = — /= € R ist stetig, aber nicht einmal lokal Lipschitz-stetig: denn
ihre Ableitung ist unbeschréinkt fiir x — 0. Thre Einschrénkung auf [a, 1] ist aber global Lipschitz-stetig
fiir alle @ > 0.

Deshalb erfiillt das Cauchy-Problem

V(@) =+Vylz),  y0)=0,
die Bedingungen von keinem der Sétze von Picard—Lindel6f. Tatsdchlich hat das Cauchy—Problem keine
eindeutige Losung: Sowohl die Funktion x — 0 als auch die Funktion z — i\/ﬁ sind (globale) Lésungen
des Problems. Allgemeiner siecht man, dass sowohl 2 +— 0 als auch — fiir alle C > 0 — 2 — (z — C)?
globale Losungen der Differenzialgleichung

y(x)=vylx), x€[0,1]
sind. 0
Beispiel 6.12. Ist f(t,x) = p(t)x + ¢(t) fiir eine stetige Funktion p : [a,b] — R, so ist f stetig und fiir
alle z, z gibt es eine Konstante Ly = p(t) (die zwar von ¢, aber nicht von = und z abhéngt) so dass
[f(tx) = [t 2)] = [p(t)z + q(t) —p(t)z — q(t)] = [p(t)z — p(t)z] = [p(t)| |& — z].
Also ist f bzgl. der zweiten Variable global Lipschitz-stetig und somit erfiillt die Funktion f die Voraus-

setzungen des globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes von Picard—Lindel6f und die Differenzialglei-
chung

y'(t) = f(t,y(t) = p()y(t) +a(t)
hat fiir jede Anfangsbedingung y(to) = yo (to € [a,b]) eine eindeutig bestimmte globale Losung. O
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Beispiel 6.13. F. Black und M. Scholes haben 1973 ein Modell fiir den Wert v : Ry x Ry — R einer
Furopéischen Option hergeleitet, das 1997 mit dem Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften gekront
wurde:

1 2
?;:(a;,t) - 202332255(1',15) + r:cg;j(x,t) —ru(x,t) =0

wobei %, % die Ableitungen der Funktion u bzgl. der Variable x bzw. t sind, also

ou : U(ffo + ha tO) - U(l’o, tO)

— ty) :=1

Ox (0, to) B0 h
und

ou u(xo,to + h) — u(xo, to)

— to) :=1i
(w0, t0) Lim,

ot h

Dabei bezeichnet man mit

e t die Zeit,

e x den Preis des Basiswertes,

e 1, o zwei phdnomenologische Parameter: r = Zinssatz, o = Volatilitét.
Diese und &hnliche Differenzialgleichungen, in denen die Unbekannte eine Funktion zweier (oder mehre-
rer) Variablen ist, werden partielle Differenzialgleichungen genannt. Sie bilden ein breites und kompli-
ziertes mathematisches Gebiet und werden in dieser Vorlesung nicht betrachtet. ]
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Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen 1. Ordnung

FEine lineare homogene Differenzialgleichung 1. Ordnung kann man wie

(7.1) y'(t) = p(t)y(t)
auffassen, wobei p : [a,b] — R eine gegebene Funktion ist. Z.B. ist die Differenzialgleichung aus Bei-

spiel [6.1] von dieser Form.

Anmerkung 7.1. Die Differenzialgleichung (7.1]) heifit linear, weil jede lineare Kombination von Lésungen
zu ([7.1) auch wieder eine Losung ist.

Wir suchen eine Losung, die nirgendwo verschwindet. Diese Einschrinkung wird am Ende aufge-
hoben. Um diese Differenzialgleichung zu 16sen, teile beide Seiten von ([7.1) durch y(¢) und erhalte die
dquivalente Formulierung

= p(t).

Nun kann man beide Seiten integrieren und erhalten, dass die Stammfunktionen der beiden Seiten
tibereinstimmen miissen. Diese sind log |y| bzw. [ p(t)dt, wobei P := [ p(t)dt die Stammfunktion von p
bezeichnet. Bekanntlich sind aber Stammfunktionen nur bis auf eine Konstante bestimmt, genauer gilt
also die Gleichung

log [y(1)| = / p(s)ds + ¢

fiir ein ¢ € R. Nach Exponentiation gilt
ly(t)| = oDl = elap(s)dste — o[y p(s)ds e
fiir ein ¢ € R, also
[y(t)] = Kelerls)s
fiir ein K > 0, oder auch
y(t) = L K eJup(s)ds

flir ein K > 0. Weil wir aber auch den Fall zulassen wollen, dass y doch verschwindet, erhalten wir
schliefflich die Formel
t
y(t) = Kl

flir ein passendes K € R, das anhand der Anfangsbedingungen bestimmt werden soll. Also haben wir
folgendes.

Satz 7.2. Seip:[a,b] — R eine stetige Funktion. Das Cauchy-Problem

yl(t) = p(t)y(t), te [av b]? y(a) = Yo,
61
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hat die einzige globale Lisung
y(t) = yoe' D, t € [a,b],

wobei P die Stammfunktion von p ist, also

t
P(t) := / p(s)ds.
a
Beispiel 7.3. Die Differenzialgleichungen aus den Beispielen [6.1] und [6.4] erfiillen die Voraussetzungen
des obigen Satzes fiir p konstant. O
Beispiel 7.4. Betrachte das Cauchy-Problem
y () =tyt), t=>1, y)=T1.

Diese Differenzialgleichung ist linear und homogen, da man p(t) = ¢ setzen kann. Dann liefert der Satz
die globale Losung

y(t) = 7ef1t sds _ 703° 5 — 7031,

Beispiel 7.5. Betrachte das Cauchy-Problem
y(t) = +42 +1)yt), t>0,  y(0)=5.

Diese Differenzialgleichung ist linear und homogen, da man p(t) = 3 + 4t% + 1 setzen kann. Dann liefert
der Satz [7.2] die globale Losung

(t) = Belo P+ +1ds _ 5o qti+515+t

Yy

O

Beispiel 7.6. Betrachte das Cauchy-Problem

t
=" 11 =3
Diese Differenzialgleichung ist linear und homogen, da man p(t) = % setzen kann. Dann liefert der
Satz [7.2] die globale Losung
y(t) _ 36f1t éds _ 3610gt710g1 _ 3€logt — 3¢

O

Beispiel 7.7. Betrachte das Cauchy-Problem

y'(t) =cos(t)y(t), t=>0,  y(0)=2.

Diese Differenzialgleichung ist linear und homogen, da man p(t) = cos(t) setzen kann. Dann liefert der

Satz die globale Losung

y(t) _ 26f0t cos(s)ds _ 2€sintfsin0 _ 2esint'
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Beispiel 7.8. Betrachte das Cauchy-Problem
y(t) =Viy(t), t>0,  y(0)=10.

Diese Differenzialgleichung ist linear und homogen, da man p(t) = v/t setzen kann. Dann liefert der
Satz [7.2) die Losung

[

y(t) = 10efo V3ds = 10e5t?
O

Natiirlich kann man auch Differenzialgleichungen betrachten, die nicht eine Anfangs-, sonder eine
Endebedingung haben. Natiirliche Anderungen sollen dabei durchgefiihrt werden.

Beispiel 7.9. Betrachte das Cauchy-Problem
y'(z) =

Diese Differenzialgleichung ist linear und homogen, da man p(z) =
Satz [7.2) die Losung

1 T

T))gy($)7 t €0,

(cos y(7) =1

iy m
4" 4

Wl(x) setzen kann. Dann liefert der

— 18f§ Wl(s)ds tan(z)—tan(7) tan(x)fl.

y(x) =e =e

O

Durch die Methode der sogenannten Variation der Konstanten kann man auch die Losungen von
inhomogenen Differenzialgleichungen der Form

(7.2) Y (t) =p(t)y(t) +q(t)
finden. Die Idee dabei ist, dass die allgemeine Losung von ([7.2)) sich durch die Summe einer allgemeinen

Losung der zugehérigen homogenen Gleichung (d.h., von ([7.1))) und einer einzigen Lésung der inhomo-
genen Gleichung auffassen lésst.

Anmerkung 7.10. Seien y; Losung der inhomogenen Differenzialgleichung ((7.2) und ye Losung der
zugehorigen homogenen Differenzialgleichung ([7.1)). Dann ist auch ihre Summe y; + y2 eine Losung

von .

Man verwendet den Ansatz, dass die Losung von der Form
y(t) = K(t)elar(s)

fiir eine Funktion K(t) (statt fiir eine Konstante wie im homogenen Fall) istﬂ Durch Ableiten erhélt
man
Y/ (1) = K(Op(t)el 8 4 K (1)ela P8 = p(e)y(t) + K (t)ele )

(die 2. Identitdt folgt daraus, dass K (t)p(t)efcf P(s)4s die allgemeine Losung von (7.1)) darstellt). Damit
diese Funktion auch ([7.2)) 16st soll gelten, dass

K/ (t)edaP&)ds — (1),

also dass .
K'(t) = q(t)e JaP()ds,

1Das ist erstmal eine willkiirliche Annahme: doch werden wir durch diese Annahme genau eine Losung finden, und nach
dem Beispiel ist diese genau die einzige Losung: somit erweist sich der Ansatz als keine Beschrinkung der Allgemeinheit.
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und das wird von der speziellen Losung

t
K(t) :/ q(s)e_fa p(r)dr g
a
erfiillt.
Satz 7.11. Seien p,q : [a,b] — R stetige Funktionen. Die Lisungen der Differenzialgleichung

y' () =p(t)y(t) +q(t), t€[ab],

sind alle und nur der Form

a

¢
y(t) = eJals)ds </ e~ Ja P g (s)ds + C)
fiir eine Konstante C' € R. Insbesondere ist die einzige Losung des Cauchy-Problems

y'(t) =p(t)y(t) +q(t), te€labl,  yla) =y,
durch

t
y(t) — ef;p(s)ds </ e_ fa p(’!’)qu(S)ds + yO)

a

gegeben.
Beispiel 7.12. Betrachte die Differenzialgleichung
y'(t)=yt)+1, t>0.

Diese ist eine lineare inhomogene Gleichung mit p(t) = ¢(t) =1, t > 0. Es gilt

/Otp(s)ds =t

und somit liefert der Satz die allgemeine Losung
t
y(t) =€ </ e *ds + C’> =el(—e "+ 1+0)=(C+1) —1.
0

Tatsédchlich gilt dann
y'(t) = (C+1)e' = ((C+1)e' = 1)+ 1=y(t) + 1,
also 16st diese Funktion fiir alle C' € R die obige Differenzialgleichung. ]
Beispiel 7.13. Betrachte die Differenzialgleichung
2'(t) = (1 —m)z(t) + (1 —m), t > 0.

Diese ist eine lineare inhomogene Gleichung mit p(t) = q(t) =1 —m, t > 0, wobei m € R. Es gilt

t
/ p(s)ds = (1 —m)t
0
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und somit liefert der Satz [7.2] die allgemeine Losung

t
2(t) = el </ (1 —m)e I=m3ds + C’>
0

_ e(l—m)t (_ e—(l—m)s

Tatsédchlich gilt

Jt) = (1—m)(C+1)elt—™!
- (1-m) ((C F1)emmt 1)
= (=m) ((C+ 1) = 1) + (1= m)
= (I1-=m)z(t)+ (1 —m)

Beispiel 7.14. Betrachte die lineare inhomogene Differenzialgleichung
(1) = ty(t) + ez, t>1.

Dank Beispiel weiBt man, dass y(t) = e3(=1) eine spezielle Losung der assoziierten homogenen
Gleichung ist. Dann liefert der Satz die globale Lésung

_ ey ([ e 46
y(t) = ez (/e 2 e2 +C’)

1
t
ez(t*=1) (/ e 2 + C’)
1
= 3D (e_%(t -1)+ C) ;

wobei die Konstante C' anhand der Anfangsbedingung bestimmt werden soll. Das ist moglich, denn z.B.
ist y(1) = C. O

Beispiel 7.15. Betrachte die lineare inhomogene Differenzialgleichung
V() = —(pu(t) + K)o(t) + pu(t),  te[0,00)

aus dem Beispiel Es handelt sich um eine lineare, inhomogene Differenzialgleichung 1. Ordnung.
Dank dem Beispiel sind die Voraussetzungen des globalen Satzes von Picard—Lindelof erfiillt, falls
u stetig ist. Dann liefert der Satz[7.2] die Losung

t
y(t) = e Jo(puls)+k)ds (/ eJo (Pu(r)+R)dr poy () ds + C>
0
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fir C € R. Ist z.B. u(t) = ¢t und k = 0, so bekommt man

t
y(t) = e fot(ps)ds <p/ efos(p’l”)deds + C)

0

t
= ¢ 5 (p/ 25 sds + C’) )
0

WEeil fiir alle m € R die Ketten- und Produktregel
d

dx

2
" = 2maxe™*

liefert, hat man

= e 5" (€§t2 -1+ C) .

Ist stattdessen u(t) = w € R — eine Konstante — so bekommt man

t
y(t) = e Jolowthys </ elo R s C)
0

t
P (pw/ e(pw+k)sds+c>
0

= o lwtkt [ PU (pwtk) P o
pw + k pw + k

_ pw + <C B pU)> ef(perk)t.

pw + k pw+ k

Beispiel 7.16. Betrachte die Gleichung

y'(t) = %y(t) + 10, t € [2,00).

Dank Beispielweiﬁt man, dass y(t) = elo8t~log2 — % eine spezielle Losung der assoziierten homogenen
Gleichung ist. Dann liefert der Satz die Losung

t
y(t) _ ;(/ e—logs+log255ds+c>
2
)
/s5d8—|—0>
2 S
t
2/ S4ds—|—C'>
2

s=t
+C .
s=2

ot

Ve N R

N+ N+ DN =+
o] N
»
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Wie gehabt soll die Konstante C' durch die Angansbedingung bestimmt werden. O
Beispiel 7.17. Betrachte die Gleichung

() = @oslmzy“) +etnl) e,

Dank Beispiel weiit man, dass y(t) = etan(t)—1 oine spezielle Losung der assoziierten homogenen
Gleichung ist. Dann liefert der Satz die Losung

s

1

t
y(t) _ 6tan(t)—l </ el—tan(s)etan(s)ds + C> _ etan(t)—l (et + C) _ 7tetan(t) + Cetan(t)—l.
0

Viele Modelle in den Naturwissenschaften lassen sich durch Differenzialgleichungen der Form

(7.3) y'(t) = p(t)y(t) + q(t)(y(t)™
beschreiben, wobei m # 1, sonst wird (|7.3)) einfach zu

y'(t) = (p(t) +q(t)y(t),
und m # 0, sonst wird (7.3 einfach zu

y'(t) = p()y(t) + q(t).
Diese heiflen Bernoullische Differenzialgleichungen.

Solche Differenzialgleichungen 1. Ordnung sind nichtlinear, denn sie enthalten den Term q(z)(y(t))™.
Im Allgemeinen heifit eine Differenzialgleichung

S(t) = F(t,(t)
dann linear, wenn F' der Form
F(t,y(t) = p()y(t) + q(t)
ist, d.h., wenn y nur als 1. Potenz in F' vorkommt. Sonst heifit eine Differenzialgleichung 1. Ordnung

nichtlinear.

Beispiel 7.18. Die Differenzialgleichung aus dem Beispiel ist eine nichtlineare Bernoullische Diffe-
renzialgleichung, mit m = 2. (Il

Es gibt i.A. keine bekannte Losung fiir alle nichtlinearen Differenzialgleichungen, aber fiir manche
Klassen von Differenzialgleichungen.
Ahnlich wie im Fall einer linearen Differenzialgleichung kann man versuchen, die Gleichung

y(t)=f@®), telad],

zu 16sen. Denn ist

1

o F'(1)
fiir eine passende Funktion F', so gilt
. y,(t) o / o d
1= o) F(y(0)y'(t) = 2 (Foy(t))
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Durch Integration der beiden Seiten erhélt man
t—C = (Foy)t).
Ist die Funktion F' invertierbar mit Inverse 7, so gilt
y(t) =t —-C)
fiir ein C' € R.

Satz 7.19. Sei f : [a,b] — R eine lokal Lipschitz-stetige Funktion. Hat % eine Stammfunktion g und
gibt es eine Funktion v so dass y(g(x)) = x fiir alle x € [a,b], so ist

y(t) =~(t = 0),
fiir ein C € R, die einzige lokale Lisung der Differenzialgleichung
y'(t) = fy()).
Beispiel 7.20. Betrachte die Gleichung
vt =11,  t=0.
Ist f(z) = 23, so kann man die Gleichung umformulieren zu
y'(t) = fly®),  te[0,00).

Die Funktion f ist dabei keine globale Lipschitz-stetige Funktion, aber eine lokale: nach dem Satz von
Picard-Lindel6f kann man also nur die Existenz und Eindeutigkeit einer lokalen Losung erwarten. Setze

g(x) = —505 = —%. Es gilt ¢'() = 73 = 5 und somit
y(t) d d 1
1= = — t —_ —
Ao~ a9V = g
und daher e .
y'(s 1 / d 1 1 1
t:/ ds = —= ———ds=—— +C.
o Y*(s) 2 Jo dsy?(s) 29%(t)
Somit gilt
1 1
2
t) = — =
v =—35=6 "¢ =
dh.,
()= ——— = (2(C ~ 1))}
Y 2(C — 1) '
(Die Funktion g ist ndmlich invertierbar mit Inverse v(z) = \/_1722) Tatséchlich gilt

Y () = 520~ ) F(-2) = €~ ) F =4*(0).

Die Konstante C' wird von der Anfangsbedingung, etwa y(0) = yo, bestimmt: somit ist

1
y(t) =
vo ' — 2t
die einzige Losung des Cauchy-Problems

Yy =y*t), t>0,  y(0)=yo.
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Diese Losung ist nur dann definiert, wenn y, 2_ 2t >0, also wenn t < %ya 2 also ist sie eine lokale
Losung. O

Beispiel 7.21. Betrachte die Gleichung

Y () = y(lt) £ 0.

Ist f(z) = 27!, so kann man die Gleichung umformulieren als

y'(t) = fly(t), t>0.

Die Funktion f ist dabei keine globale Lipschitz-stetige Funktion, aber eine lokale: nach dem Satz von
Picard—Lindel6f kann man also nur die Existenz und Eindeutigkeit einer lokalen Losung erwarten. Die

Funktion % ist die Identitét, also ﬁ = z, ihre Stammfunktion ist durch g(x) = %:1;2 gegeben, welche

invertierbar ist mit Inverse y(z) = v/2x. Nach dem Satz ist die Losung der Differenzialgleichung
durch y(t) = /2t — C gegeben. Tatsichlich gilt

wobei
Y ((0) = 5 )
also
Lty =2

und durch Integration erhélt man

also

Betrachte wieder eine Bernoullische Differenzialgleichung, also ((7.3)). Dann erhélt man

y'(t)  _  pt)
(@)™ (y)mt

+q(t), t € la,b].

Durch die Transformation

erhilt man

und somit 16st die Funktion z die lineare inhomogene Differenzialgleichung 1. Ordnung

Z(t)

S pwat) +at),  telad)
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Beispiel 7.22. Betrachte den Spezialfall p(t) = ¢(t) = 1, t > 0, also die Differenzialgleichung

(7.4) y'(t) =yt)+ (y@)™,  t>0.
Die Transformation

liefert
2(t) = (1 —m)z(t) + (1 —m), t>0.
Nach dem Beispiel ([7.13]) wissen wir, dass die allgemeine Losung der Gleichung der Form
2(t) = (C+ 1)ell=m1 1

ist. Somit ist .

y(t) = ((C + 1)ell=mt — 1) T—m

die allgemeine Losung von [7.4] Fiir m = 2 man erhélt z.B.
t

e
y(t) = C+1—et
Tatséchlich ist
e'(C+1) el e?t 9
y'(t) = (C+1—e)? T Cr1—é + (C+1—et)? =y(t) + (y(1)"

O

Allgemeiner kann man die Theorie der linearen Differenzialgleichungen 1. Ordnung anwenden: nach
dem Satz erhilt man

t t s
Z(t) — (1-m) [, p(s)ds </ e(m—1) I p(r)dr(l _ m)q(s)ds +C

a

- fat em=1) Ja 2(r)dr (1, — 1)q(s)ds + C
B e(m—l) f; p(s)ds )
Nun geniigt es zu merken, dass nach Konstruktiorﬂ

1 1
y(t) = (2(8)) = = E=Yenk

d.h.
1

o o(m=1) [} pls)ds T o(m—1) [ pls)ds
t) = 5 = "7 5 .
Y — fat =1 Jo P (1, 1)q(s)ds + C — f; (=1 Jo P()dr (1, 1)q(s)ds + C

Satz 7.23. Seien p,q: [a,b] — R stetige Funktionen. Seim # 1. Die Lisungen der Differenzialgleichung
y'(t) = p()y(t) + a(t) (y ()™

sind alle und nur der Form
ef; p(s)ds

mi\l/_ fat em=1) Ja 2()dr (1, — 1)q(s)ds + C

y(t)

fiir eine Konstante C' € R.

2Hier nutzt man die Konvention, dass ¥z = z und —V/z = L
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Anmerkung 7.24. Im Spezialfall m = 2 liefert der Satz [7.23] fiir die Differenzialgleichung

Y (t) = p(t)y(t) + a(t) (y(1))?
die allgemeine Losung
efat p(s)ds

- f; ela Pdrg(g)ds’
Beispiel 7.25. Betrachte wieder die Differenzialgleichung

%(t) = pN(t) (1 - N:”) = PN () — LN

aus dem Beispiel Das ist eine Bernoullische Gleichung mit m = 2, p(z) = p und ¢(z) = —£ fiir alle
t > 0. Somit liefern der Satz und die Anmerkung die allgemeine Losung

ef(f pds
C+ fg elo pd’“gds

ePt

C+ % fot ePSpds

ePt

1 =
C+ 5 erl=o
t

y(t)

N(t) =

e
C+Lert—1)
O

Beispiel 7.26. Die Wirtschaftswissenschaftler Robert Merton Solow und Trevor Swan haben 1956 ein
Modell fiir das Wachstum entwickelt. Dafiir hat Solow 1987 den Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften
erhalten. Bezeichnet k den Kapitalstock pro Kopf in einem Land (idealerweise ohne Wirtschaftsbezie-
hungen mit dem Ausland), so lautet ihr Modell

K'(t) = f(k(t) — 0k (1),
wobei meistens gilt
flz) = a®
fiir ein v € (0, 1), die sogenannte Produktionselastizitit des Kapitals. Diese ist eine Bernoullische Diffe-
renzialgleichung mit p(t) = —d und ¢(t) = 1 fur alle t € [0,00) und mit m = «a. So liefert der Satz
die Losungen

—ft ods
y(t) = j - 1
(— fg e~ (@D Jo ddr (o, — 1)ds + C') o
B e*ét
- 1
<— fg e~(a=1)ds (o, — 1)ds + C’) ot
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fiir ein C € R.

Schliellich betrachten wir die sogenannten Riccati-Gleichungen, d.h. nichtlineare Differenzialglei-
chungen der Form

(7.5) Y (t) = folt) + fit)y(t) + f2(0)(y(1)%,  t € [a,b],

wobei fo, f1, f2 : [a,b] — R und sowohl fy(t) # 0 als auch fa(t) # 0 (sonst wire ([7.5)) eine herkémmliche
Bernoullische bzw. lineare inhomogene Differenzialgleichung) fiir alle ¢. Die Grundannahme ist, dass man
eine spezielle Losung dieser Gleichung schon kennt, etwa ¢. Durch die Transformation

erhélt man
(1)
(2(1))*
Somit ist y genau dann eine Lésung von , wenn z eine Losung der linearen inhomogenen Differen-
zialgleichung

y(t) = g(t) + z(lt) und somit y(t) =7 (t) —

Z(t) == (f1(t) +2f()5(1) 2(t) — f2(), T € [a,b],

ist (insbesondere héngen z und somit y nicht von fy ab!). Wie gehabt kann man diese Differenzialglei-
chung tatséchlich 16sen: es gilt ndmlich

t
2(t) =e” Jo(Fi(s)+2f2(s)i(s))ds <_/ ea (1 (N+2/2(M5(r)ds £, (g)ds + C) )

a

Satz 7.27. Seien fo, f1, f2 : [a,b] — R stetige Funktionen, von denen keine identisch verschwindet. Sei
eine spezielle Losung § von (7.5)) bekannt. Dann ist
oJa (F1(s)+2f2(s)ii(s))ds

v =0T T RO RO ()

, t € [a,b],

die allgemeine Liosung von (7.5)), fir ein C' € R.

Beispiel 7.28. Betrachte die Riccati-Gleichung

2 1
v =+ 2y - Sy, t=1

Bekommt man den Hinweis, dass die Funktion
o) =

eine spezielle Losung der obigen Differenzialgleichung ist, so kann man den Satz [7.27] anwenden mit
fot) = 3, fi(t) = 2 und fo(t) = —1. Insbesondere gilt (f1 + 2f27)(t) = 2(3 + t) fiir alle ¢t > 1. Die
Stammfunktion ist

t t 1
/(f1+2f2g)(s)d.s:/ 2(= + s)ds = 2logt + t* — 2.
1 1S
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Somit gilt

—t% +

2
p2log t42—2

t
C+f1 6210g8+52—2%d3
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Differenzialgleichungen héherer Ordnung

Die hoheren Ableitungen einer Funktion f : [a,b] — R werden fiir 7' € [a, b] rekursiv durch

py = Ly = g LD IO
n (n—1) _ (n—1)
T = %(T) = lim f (T+f;) a0}

definiert, n € N.

Beispiel 8.1. Freier Fall eines Kérpers nach den Gesetzen von Isaac Newton (1687): ,, Die Anderung der
Bewegung einer Masse ist der Einwirkung der bewegenden Kraft proportional und geschieht nach der
Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher jene Kraft wirkt.“ Ist also z(t) die Hohe eines fallenden
Korpers der Masse m zur Zeit t (mit z(0) = 0), so gilt

dQZ
"
wobei p der Luftwiderstandkoeffizient ist. Man beachte, dass der Term mg weder von z noch von t
abhéngt. O

(1) + 0% (1) = mg,

Beispiel 8.2. Ein harmonischer Oszillator ist ein physikalisches System, bei dem in jedem Punkt einer
Kraft unterliegt, die in Richtung eines festen Punktes (des “Ruhepunktes”) zeigt. Ist also z(t) die Hohe
eines Korpers der Masse m zur Zeit ¢ (mit 2(0) = 0), so gilt
d2z
a2
wobei k eine Federkonstante ist. |

(t) + kz(t) =0,

Beispiel 8.3. Fall eines Korpers, der von einem Feder gebremst wird (wie beim Bungee-Jumping). Ist
also z(t) die Hohe eines fallenden Korpers der Masse m zur Zeit ¢ (mit z(0) = 0), so gilt

d*z dz
M (0)+ P (0) + kx(t) = my,
wobei p der Luftwiderstandkoeffizient und k eine Federkonstante sind. O

Eine Differenzialgleichung
F(t,y,y,y", ... ,y(")) =0
heifit Differenzialgleichung n. Ordnung. Diese Differenzialgleichung heifit linear, falls alle Ableitungen
von y jeweils als 1. Potenz in F' vorkommen, sonst heifit sie nichtlinear. Eine lineare Differenzialgleichung
n. Ordnung heifit inhomogen, wenn F' der Form

Ft,y, oy, y™) = Bo(t,u, 09", .o y™) + Fi(t)
75
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ist, wobei F} # 0, sonst heifit sie homogen.
Jede lineare Differenzialgleichung n. Ordnung, etwa

Y @) + a1y V@) + ..+ ary () + agy(t) = f(2)

mit f : [a,b] — R, ldsst sich folgendermafien auf eine Gleichung 1. Ordnung reduzieren. Fiihre neue
kiinstliche Unbekannte durch

up(t) =y® @),  0<k<n.
ein (Dabei gilt die Konvention, dass 3@ (t) = y(t)).
Dann gilt offensichtlich ) (t) = ug41(t), und somit kann man die Gleichung folgendermafien umfor-
mulieren:

0
d ul( ) - 0 0 1 0 ul(t) . 0
dt - : : )
Up—1 (t) 0 0 e 0 1 Up—1 (t) f(t)
Unp(t) —ag —a1 —a9 —Qp_1 Unp(t)
oder kompakter
(8.1) u'(t) = Au(t) + F(t),
wobei
uo(?)
uy (1)
u'(t) == % e
Unp—1 (t)
un(t)
und
0 1 0 0
0 0 1 0
A=
0 0 0 1
—ap —ap —ag —Qp—1
und
0
0
F(t):= .
f(t)

Es handelt sich also um eine wvektorwertige Differenzialgleichung 1. Ordnung. Eine solche Gleichung
nennt man iiblicherweise System von n Differenzialgleichungen. Thre Lésungen werden formal durch die
Variation der Konstanten gegeben: Jedes C' € R™ liefert durch

uft) = et < / " F(s)e—Ads + c)

0
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tA

eine Losung des Problems — vorausgesetzt, man kann dem Exponentialterm e** ein Sinn geben. (Noch

allgemeiner liefert
t t s
u(t) = elo Al)ds (/ F(s)e™Jo Adrgg 4 C)
0

eine Losung der Gleichung u'(t) = A(t)u(t) + F(t)). Insbesondere benétigt eine Differenzialgleichung n.
Ordnung n Anfangsbedingungen, damit eine eindeutige Losung bestimmt werden kann.

Wihrend ein solches Matrixexponential tatsédchlich wohldefiniert ist, ist seine Berechnung fiir allge-
meine Matrizen beinahe unmoglich. Es gibt aber einige spezielle Matrizenklassen, fiir die das Matrixex-
ponential bekannt ist:

e Ist A diagonal, so besteht ¢4 aus den Exponentialen der Diagonaleintriige von A, also
a1 0 etar 0
A = ‘. . s etA =

0 o, 0 etan

o Ist A nilpotent, etwa AT =0, so gilt
1
k!

(01 (1t
(o) (1)

Bestehen aber die Eintrége der Matrix aus global Lipschitz-stetigen Funktionen, so liefert der Satz
von Picard-Lindelof die Existenz einer eindeutigen globalen Losung. Im Allgemeinem gibt es keine einfa-
che Moglichkeit, das Matrixexponential zu bestimmen und somit die Losung einer vektorwertigen Diffe-
renzialgleichung (und insbesondere die Losung einer skalaren Differenzialgleichung héherer Ordnung) zu
bestimmen. Allerdings ist es oft trotzdem niitzlich, das Verhalten der Losung fiir grofie ¢ (typischerweise,
das Langzeitverhalten) zu kennen.

1
e = Td+tA + 5752A2+...+ th Ak

7.B. gilt

STABILITATSATZ VON LJAPUNOW. Haben alle Figenwerte einer Matriz A strikt negativen Realteil,
so ist das System stabil, d.h., das System erfillt die Losung u von

u'(t) = Au(t)
die Ungleichung

. ) < ) —pt
(8:2) ax Jui(t)] < max |ui(0)]e

fiir ein 8 > 0.

Beispiel 8.4. Die Bedeutung des Stabilitédtsatzes von Ljapunow liegt darin, Aussagen iiber Differen-
zialgleichungen treffen zu koénnen, deren Losung nicht explizit bekannt ist. Leider kann der Satz nur
bei linearen Differenzialgleichungen angewendet werden. Ein Beispiel eines Systems zweier nichtlinera-
ren Differenzialgleichungen ist das Bevolkerungsmodell von Alfred J. Lotka und Vito Volterra (1925-26).
Bezeichnet M (t), N(t) die Anzahl zweier konkurrierender Arten (etwa Beute- bzw. Raubtiere), so besagt
das Modell, dass

M(1) = M(t) (a— BN(1)  und  N'(t) = N(t) (7 — 6M(2)).
Dieses System lésst sich nicht in Matrixform (8.1]) schreiben. O
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Beispiel 8.5. Die Differenzialgleichung aus dem Beispiel ist eine lineare inhomogene (wegen des
Terms g) Differenzialgleichung 2. Ordnung. Sie kann in Matrixform (8.1)) gebracht werden, indem man

die Matrix
A= <_Ok _1p> und F(t)= (2)

betrachtet: damit kann das Problem als
u'(t) = Au(t) + F(t), t>0,

umformuliert werden. Die Eigenwerte dieser Matrix sind 0 und —£, also kann man nicht erwarten,
dass gilt fiir das vereinfachte Modell mit F'(¢) = 0. Mit Methoden, die in dieser Vorlesung nicht
verfiigbar sind, kann man tatséichlich die Losung angeben. Ist z.B. k = 0 wie im Beispiel (freier Fall),
so kann man berechnen, dass die Losung durch

z(t) = z0 + % (1 - e_%t) v,

wobei vp, zg die Anfangsgeschwindigkeit und -ortung des Korpers bezeichnen. (Ist z.B. zp = 0, so ist die

Losung durch
z(t) = i (vo - mg> (1 — 67%t> +2
p
gegeben.)
Im allgemeinen sind die Eigenwerte der im Beispiel eingefithrten Matrix A durch

PN /p? — dmk
" 2m 2m
gegeben werden. Bei bekannten Werten von k, p kann man also den Satz von Ljapunow leicht anwenden.
Ist z.B. k = 0 oder p = 0, haben alle Eigenwerte Realteil 0. Ist aber z.B. p =2 und £k = m = 1, so sind
beide Eigenwerte gleich —5 = —1, also lésst sich der Satz anwenden und das System ist stabil. O

Beispiel 8.6. Betrachte das System linearer Differenzialgleichungen
'(t) = =3z(t) +5y(t) und Y (t) = 2z(t) — 4y(t), t>0.
Es kann in Matrixform (8.1)) gebracht werden, indem man die Matrix

-3 5
A < ) _4>
betrachtet: damit kann das Problem als
u'(t) = Au(t), t>0,

an = (119).

Eine Losung des Systems kann zwar numerisch bestimmt werden, das Verfahren ist aber aufwindig —
und die Losung sehr uniibersichtlich. Man berechnet aber leicht, dass die Eigenwerte der Funktion

L —%(7+x/4ﬁ)

—5(7 — V/41) und
sind, also beide strikt negativ. Somit kann man folgern, dass (8.2)) gilt, insbesondere erfiillt die Losung
limy o0 2(t) = limy—00 y(t) = 0. O

umformuliert werden, wobei
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