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1. Aufgabe (4+4+44=12 Punkte)
Man beweise folgende Aussagen:

(a) Eine Folge (z,,)nen € RY, d € N\ {0}, konvergiert genau dann beziiglich der Norm |.||; gegen
= (2!, ...,2%) € RY wenn fiir alle k € {1, ...,d} die Koordinatenfolge (z¥),cn gegen z* konvergiert.
Hierbei ist die 1-Norm ||.||; gegeben durch ||(z, ..., 29)||; := Z?:l |27| fiir alle 2 = (2!, ..., %) € RY.

Bemerkung: Tatsichlich kann man zeigen, dass im R? die Konvergenz beziiglich einer Norm stets
die Konvergenz beziiglich einer jeden anderen Norm impliziert, so dass im R? alle Normen
” gleichberechtigt” sind.

(b) Zwei Folgen (z,,)nen, (Yn)nen im R%, d € N\ {0}, konvergieren genau dann, wenn (,, + ¥ )nen und
(Zyn, — Yn)nen konvergieren, wobei die Norm ||.||; zugrunde gelegt wird.

(c) Essei g € (0,1) und (2,,)nen eine reelle Folge mit :, > 0 und 2,11 < gz, fiir alle n € N. Dann
konvergiert (x,)nen gegen 0.

Hinweis: Man kann Aufgabe 2(c) verwenden.

2. Aufgabe (4+342=9 Punkte)
Man beweise die folgenden Aussagen:

(a) Fiir jede reelle Zahl x > —1 und alle n € N gilt (1 + z)™ > 1 + na.
(b) Sei b € R mit b > 1. Dann existiert fiir alle K € R ein n € N, so dass b > k gilt.
Hinweis: Man verwende Teil (a).

(¢) Seib e R mit 0<b< 1. Dann existiert fiir alle € > 0 ein n € N mit 0" < e.

3. Aufgabe (5 Punkte)
Es sei (X, ||.]|) ein normierter Raum. Man zeige, dass die inverse Dreiecksungleichung gilt: Fiir alle z,y € X
gilt:

[l = llyll] < llz =yl -

4. Aufgabe (54+5=10 Punkte)

Es seien F eine nichtleere Menge, (X, ||.||) ein normierter Raum iiber dem Koérper der reellen Zahlen und
B(E, X) die Menge aller beschriankten Funktionen f : E — X, fiir die also || f||o := sup,ecg || f(2)|] < o0
gilt. Auf B(E, X) werden Addition und die skalare Multiplikation wie folgt definiert:

(f +9)(x) := f(z) + g(z)
(Af) (@) == Af(z)

fiir alle f,g € B(E,X), A € R,z € E. Man zeige, dass (B(E,X), ||Hoo> ein normierter Raum ist, d.h. dass
B(E, X) ein Vektorraum iiber dem Korper R ist und ||.||o ¢ine Norm auf B(E, X) definiert.



