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Es seien b ∈ N≥2 und (xn)n∈N ein b−adischer Bruch der Form

xn = ε

n∑
h=−k

ahb
−h , n ∈ N.

Dabei sind ε ∈ {−1, 1}, k ∈ N und (ah)h∈Z≥−k
∈ [0, b− 1]N. Dann heißt (xn)n∈N periodisch, falls

h0, r ∈ N≥1 existieren mit ah = ah+r für alle h ∈ N mit h ≥ h0. Man schreibt dann auch
x = ε a−ka−k+1 · · · a0, a1a2 · · · ah0−1ah0

ah0+1 · · · ah0+r−1 für den Grenzwert x der Folge (xn)n∈N, wobei h0
minimal mit der Periodizitätseigenschaft gewählt wird.

Der b−adische Bruch heißt endlich, falls ein h′ ∈ N≥1 existiert mit ah = 0 für alle h ∈ N mit h ≥ h′ (d.h.
die Entwicklung bricht ab). Somit ist jeder endliche b−adische Bruch periodisch der Periodenlänge r = 1
mit ah = ah+1 = 0 für alle h ∈ N mit h ≥ h′.

1. Aufgabe (4+5=9 Punkte)

(a) Man bestimme die 2−adische Entwicklung der Zahl 7
64 und die 3−adische Entwicklung der Zahl

23 65
243 .

(b) Es sei b ∈ N≥2 und x ∈ R. Man zeige, dass, wenn x eine periodische b−adische Entwicklung besitzt,
x ∈ Q gilt.

Hinweis: Man zeige, dass q := 0, ah0
ah0+1 · · · ah0+r−1 eine lineare Gleichung der Form aq = b mit

a, b ∈ N und a 6= 0 erfüllt.

2. Aufgabe (7 Punkte)
Es sei (xn)n∈N eine reelle Zahlenfolge, für die |xn+1 − xn| ≤ 2−n für alle n ∈ N gilt. Man zeige, dass
(xn)n∈N konvergiert.

3. Aufgabe (7 Punkte)
Man zeige: Eine reelle Zahlenfolge (xn)n∈N konvergiert genau dann, wenn die drei Teilfolgen

(x2n)n∈N, (x2n+1)n∈N, (x3n)n∈N

konvergieren.

4. Aufgabe (7+3=10 Punkte)

(a) Man zeige: Eine reelle Zahlenfolge (xn)n∈N konvergiert genau dann gegen eine reelle Zahl, wenn
Limesinferior und Limessuperior der Folge endlich sind und übereinstimmen, d.h.

−∞ < lim inf
n→∞

xn = lim sup
n→∞

xn <∞

gilt. In diesem Fall ist

lim
n→∞

xn = lim inf
n→∞

xn = lim sup
n→∞

xn.

(b) Man beweise: Eine reelle Zahlenfolge (xn)n∈N konvergiert genau dann, wenn sie beschränkt ist und
genau einen Häufungspunkt besitzt.


