ulm university un|ver5|tat

UIm

Analysis 2

Delio Mugnolo

delio.mugnolo@uni-ulm.de

(Version von 13. Februar 2013)



Dies ist das Skript zur Vorlesung Analysis 2, welche ich im Wintersemester 2012 an der Universitét
Ulm gehalten habe.

Es ist durchaus moglich, dass ich im Text Fehler vergessen habe. Ich werde jedem/jeder dankbar
sein, der/die mich darauf hinweisen wird — am besten direkt an delio.mugnolo@uni-ulm.de.

Ulm, den 13. Februar 2013 Delio Mugnolo

— Veroffentlicht unter der Creative—Commons-Lizenz ,,Namensnennung (cc-by)* —
http://creativecommons.org/licenses/by/3.0/deed.de —



Inhaltsverzeichnis

IKapitel 1. Konvergenz von Funktionentolgen und -reihen|
|1.1.  Funktionentolgen|

(L.2.  Funktionenreihenl
[1.3.  Approximierbarkeit und Taylorentwicklung

|Kapitel 2. Integralrechnung]
[2.1. Uneigentliche Integrale

[Kapitel 3.  Einige Anwendungen der Integralrechnung)
13.1.  Konvergenz von Reihen|
[3.2.  Taylor-Entwicklung einer Stammtunktionenreihe)
(3.3, Der Satz von Welerstrabl

[3.4.  Existenz von transzendenten Zahlen (optional)|

[Kapitel 4.  Differenzialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen|
4.1.  Beschriankte lineare Operatoren|
4.2. Frechet-Differenzierbarkeit]
|4.3.  Richtungsdifterenzierbarkeit|
4.4.  Der Spezialtall von ¥ = R"|

[Kapitel 5.  Einige Anwendungen der Differenzialrechnung|

[Kapitel 6. Metrische Raume und Kompaktheit)
G o

13
17

29
50

93
93
54
54
o8

61
61
63
66
67

85
97
103






KAPITEL 1

Konvergenz von Funktionenfolgen und -reihen

In [6] haben wir den Begriff von konvergenten Folgen ganz allgemein eingefiihrt als Abbildungen
von einer abzéhlbarer Menge (insbesondere, N) nach einen normierten Raum. Insbesondere kénnen
wir als normierten Raum B(A; X), den Vektorraum der beschrinkten Funktionen von A nach X; oder
Cy(A; X), den Vektorraum der stetigen und beschriankten Funktionen von A nach X, betrachten E| und
Folgen von Funktionen auf Konvergenz zu untersuchen. Dabei wiederholen wir, dass wir B(A; X) und
Cy(A; X) mit der kanonischen Norm

(1.1) [/ llo == sup [ f(2)[lx
z€A

versehen. In diesem Sinne leiten wir natiirlich einen Konvergenzbegriff fiir Folgen stetiger Funktionen
ab: Eine Folge (fy,)nen beschrinkter Funktionen gilt als konvergent (und man spricht oft von Konver-
genz in co-Norm), falls sie im Sinne von [6, Definition 4.24] konvergiert — d.h., falls es ein f € B(4; X)
bfzw. f € Cy(A; X) gibt, fiir das gilt, d.h.,

Ve > 03N, € Ns.d. || fn — flloo < € fiir alle n > N,.

1.1. Funktionenfolgen

Es stellt sich aber schnell heraus, dass neben diesem auch andere Konvergenzbegriffe sinnvoll er-
scheinen, zumal ([1.1)) nicht nur fiir beschrinkte Funktionen sinnvoll ist — dazu reicht es lediglich, dass
fn — f fiir alle n € N beschrankt bleibt.

DEFINITION 1. Es seien X,Y Normierte Riume, A eine Teilmenge von'Y und (fn)nen eine Folge
von Funktionen von A nach X.

e Die Folge (fn)nen heifit gleichmifBig konvergent, falls es ein f : A — X gibt, fir das
Ve > 03N; € N s.d. || fn(x) — f(z)||x <€ fir alle n > N; und alle z € A.

gilt.
e Die Folge (fn)nen heifit punktweise konvergent, falls jede Punktauswertung (fn(x))nen C X
konvergiert — d.h., falls es ein g : A — X gibt, fir das

Ve >0Ve € AIN: € N s.d. ||fu(z) — g(2)||x < e fiir alle n > N;
gilt.
Definitionsgeméfl stimmen die Begriffe der Konvergenz in co-Norm bzw. der gleichméfligen Kon-

vergenz fiir Folgen stetiger Funktionen tiberein. Man kann diese Beobachtung leicht verallgemeinern.

1 Einen Spezialfall haben wir in [6] Korollar 7.87 und Anmerkung 7.89] betrachtet: Ist A C R", dann hat jede
Funktion von A nach R ein globales Maximum und somit ist Cy(A; X) = C(A4; X) ein abgeschlossener Unterraum des
Banachraumes B(A; X) und somit selber ein Banachraum
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SATz 1.1. Es seien X, Y Normierte Riume, A eine Teilmenge von Y und (fn)nen eine Folge von
Funktionen von A nach X, von denen nur endlich viele an einer gegebenen Stelle xg € A nicht stetig
sind. Konvergiert die Folge (fn)nen gleichmiflig, so ist ihr Grenzwert ebenfalls eine an der Stelle xg
stetige Funktion.

BEWEIS. Es sei ¢ > 0 und N: € N so, dass [|f, — fllec < €. Es sei N € N der Index, fiir den
fn € C(A; X) fiir alle n > N und betrachte N. := max{N., N}. Wegen der Stetigkeit von fy_gibt es
eine Umgebung U von z, in der gilt

[ fx. (o) — fr. (@)l xe fiir alle x € U.

Nun folgt die Aussage mit einem 3e-Argument: Fiir alle x € U gilt ndmlich

1f(@) = flzo)llx < If(@) = fy (@)llx + [If5. (=) = fz. (@o)llx + 5. (o) — f(zo)llx
< 20f = frlloo + 15, (=) — fr. (zo)llx < 3e,

was den Beweis vervollstandigt. O

UBUNGSAUFGABE 2. Es seien X,Y Normierte Réume, A eine Teilmenge von Y und (f,),en eine
Folge von Funktionen von A nach X. Eine Folge (f)nen heiBt lokal gleichmdf$ig konvergent, falls es
ein f: A — X gibt so, dass fiir alle x € A eine Umgebung U, existiert mit

Ve > 03N, € Ns.d. |[fu(y) — f(y)|x < e fiir alle n > N, und alle y € U,

gilt.
Zeige: Konvergiert eine Folge (f,)nen lokal gleichméfig, und sind nur endlich viele Folgenglieder
nicht stetig, so ist ihr Grenzwert ebenfalls eine stetige Funktion.

KOROLLAR 1.2. Es seien X, Y Normierte Riume, A eine Teilmenge von'Y . Ist X ein Banachraum,
so sind auch B(A; X) und Cy(A; X) Banachrdiume.

BEWEIS. 1) Wir wissen schon, dass B(A; X) ein normierter Raum bzgl. der oo-Norm ist. Wir wollen
nun seine Vollstdndigkeit zeigen.

Es sei (fn)nen C B(A; X) eine Cauchy-Folge (bzgl. der | - ||co-Norm! Insbesondere ist laut [6),
Lemma 4.33] die Folge beschrénkt, d.h., || fn]lco < M fiir ein M > 0 und alle n € N), d.h.,

(1.2) Ve > 03dN: € Nsd. ||fn(z) — fm(2)]|x fir alle n,m > N, und alle z € A.

Dann ist auch jede Folge von Punktauswertungen (f,(x))neny € X eine Cauchy-Folge, die wegen der
Vollstandigkeit von X konvergiert. Dadurch definiert man eine Grenzfunktion f : A — X, gegen die
(fn)nen punktweise konvergiert.

Wir wollen nun zeigen, dass die Konvergenz sogar gleichméflig ist. Dazu zeigen wir zuerst, dass f
beschréinkt ist: Denn aus folgt (im Grenzwert m — o), dass

(1.3) Ve > 03N € Nsd. || fn(z) — f()||x <e fiir alle n > N; und alle z € 4,
und Dank der Dreiecksungleichung
Ve > 03N, e Ns.d. ||[f(@)|lx < ||fnlloo +€ < M + € fur alle x € A,

und somit ist f € B(A4; X). Aus (1.3]) folgt schlieflich, dass f auch gleichméBiger Grenzwert von ( f,,)nen
ist — d.h., fiir jede Cauchy-Folge (fn)nen gibt es f € B(A; X) so, dass (fn)nen gegen f in der Norm
von B(A; X) konvergiert.
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2) Um nun die Vollstédndigkeit von Cp(A; X) zu beweisen, reicht es nach [6l A 7.28] zu zeigen,
dass Cp(A; X)) ein abgeschlossener Unterraum von B(A; X) ist. Betrachte dazu eine bzgl. der Norm von
Cp(A; X) (d.h., bzgl. der co-Norm) konvergente Folge (f,)nen C Cp(A; X). Wir wissen schon aus 1),
dass der Grenzwert sicherlich auch beschrénkt ist. Dass er auch stetig ist, folgt aus dem Satz O

BEeispIEL 3. Es ist klar, dass gleichméflige Konvergenz auch punktweise Konvergenz impliziert.
Die Umkehrung gilt nicht: Um ein Gegenbeispiel zu finden, brauchen wir angesichts des Satzes [L.1
einfach eine Folge stetiger Funktionen zu finden, welche punktweise gegen eine nichtstetige Funktion
konvergiert.

Betrachte dazu die Funktionen f,, : [0,1] — R, welche durch

fu(x) := 2™, x € [0,1]

definiert sind. Dann ist f,,(1) = 1 fiir alle n € N und somit lim,,_,~ f(1) = 1, wihrend lim,_,oc 2" = 0
fiir alle x € [0,1) (s. [6 WA 4.48]). Somit konvergiert (fy)nen punktweise gegen die Funktion f, welche
durch

1, falls x =1,
fn(2) := { 0, sonst,

definiert ist und offensichtlich nicht stetig ist. O

UBUNGSAUFGABE 4. Finde eine Folge beschrinkter Funktionen, welche punktweise gegen eine nicht-
beschréinkte Funktion konvergiert.

UBUNGSAUFGABE 5. Es sei Y ein normierter Raum, A eine Teilmenge von Y, und X ein Banach-
raum. Es sei dariiber hinaus (fy,)nen eine Folge von Funktionen von A nach X. Beweise die folgenden
Aussagen:

e Die Funktionenfolge ist genau dann punktweise konvergent, wenn fiir alle z € A und alle € > 0
es ein N € N gibt so, dass
[fn(2) = fm(@)|x <& Vm,n=N.

e Die Funktionenfolge ist genau dann gleichméfig konvergent, wenn fiir alle ¢ > 0 es ein N € N
gibt so, dass

[fu(z) = fm(@)x <& VYm,n=N,VaeA,

oder dquivalent, dass

SUBan(l‘) — fm(@)|lx <e  Vm,n>N.
S

Wir haben gesehen, dass der gleichméflige Grenzwert eine Folge stetiger Funktionen selber stetig ist:
das liegt im Wesentlichen daran, dass die gleichméflige Konvergenz gerade der Norm von Cj, entspricht.
dhnlich kann man sich fragen, ob weitere Eigenschaften unter Grentzwertbildung invariant bleiben, etwa
die stetige Differenzierbarkeit. Da fiir jedes Intervall A C R C}(A; X) :== {f € Cp(4;X) N CH(A4; X) :
1" € Cy(A; X)} ein Banachraum ist bzgl.

1£llcp = 11flloo + 1 lloc:

liegt die Vermutung nah, dass eine Folge (f,,)nen stetig differenzierbarer Funktionen gegen eine stetig
differenzierbare Funktion konvergiert, wenn sowohl (f,,)nen als auch (f))nen gleichméBig konvergieren.
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UBUNGSAUFGABE 6. Es seien X,Y Normierte Réume, A eine Teilmenge von Y und (f,)nen eine
Folge differenzierbarer Funktionen von A nach X, von denen nur endlich viele an einer gegebenen Stelle
xog € A weder stetig sind, noch mit stetiger Ableitung. Konvergiert die Folgen (fy,)neny und (f),)nen
gleichméfig, so ist ihr Grenzwert ebenfalls eine an der Stelle xq stetig differenzierbare Funktion.

Tatsédchlich gilt es sogar eine stirkere Aussage (warum ist sie stérker als die Aussage von der
obigen iibungsaufgabe?), wenn wir den Spezialfall einer Folgen von Funktionen einer reellen Variablen
betrachten. Zum Beweise von dieser Aussage (Satz|1.6) benttigen wir erst zwei Lemmata.

LEMMA 1.3. Es seien a,b € R, a < b, X ein Banachraum und (f,)nen einer Folge differenzierbarer
Funktionen von [a,b] nach X. Konvergiert die Folge (f])nen gleichmifSig, und gibt es dariber hinaus
ein yo € la,b] so, dass (fn(Y0))nen konvergiert, so konvergiert auch (fn)nen gleichmdfig.

Dabei sollte beachtet werden, dass wir (noch) keine Aussage iiber die Differenzierbarkeit des Grenz-
werts der Funktionenfolge (f,)nen treffen.

BEWEIS. Wir wollen die Cauchy-Bedingung aus der iibungsaufgabe f] iiberpriifen. Es sei dazu e > 0.
Wir wollen eine Abschitzung fiir

[fn(@) = fm (@)l x,

finden, gleichméBig in x € [a, b], fiir m, n grof} genug. Wir fangen damit an, dass wir diesen Term mittels
Dreiecksungleichung umschreiben:

[fn(z) = fin(@)lx < [[falm0) = fin(@o)lx + [|(fu(®) = fm(2)) = (falz0) — fin(w0))llx
= | ful@o) = fm(@o)llx + | (fn = frn) (@) = (fn = frn) (w0) || x-

Nun erfiillt die Funktion f,,— f,, die Voraussetzungen des vektorwertigen Mittelwertsatzes ([6l, Satz 8.39])
und somit

1(fn = fin) (@) = (fr = fin) (o) [ x < sup 1(fn = fm) () llx |2 — -

£€(min{zg,z},max{zo,x})

und somit bekommen wir die Abschéitzung

[fn(2) = fa(zo)llx < [[fn(20) —fm(fvo)llx+£e( o })Il(fn—fm)'(é)llxlw—l‘o!
< fn(@o) = fm(zo)llx +b sup [I£,(6) = fru (&)l x

£€(a,d)

Nun der erste Summand kann durch Anwendung der Cauchy-Bedingung fiir (f,,(o))nen, wihrend der
zweite durch die gleichmiBige Cauchy-Bedingung fiir (f},)nen, abgeschitzt werden. Dies vervollsténdigt
den Beweis. O

LEMMA 1.4. Es seien a,b € R, a < b, X ein Banachraum und (f,)nen einer Folge differenzierbarer
Funktionen von [a,b] nach X. Es sei xg € [a,b] und definiere eine Folge von Funktionen von [a,b]\ {zo}

nach X durch
gn(z) = W7 x € la,b] \ {zo}.

Konvergiert die Folge (f])nen gleichmifig, so konvergiert auch (gn)nen gleichmdifig.
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BEWEIS. Wir wollen wieder den vektorwertigen Mittelwertsatz anwenden. Dazu betrachten wir fiir
beliebige n, m € N den Ausdruck

(fn - fm)(x) - (fn - fm)(xo)

T — X

= (gn — gm)(x), x € [a,b] \ {zo}, n,m €N,
fiir den dann die Abschétzung
[(gn—gm)(@)]x < sup 1(fo=Fn) ©lx < sup [[(fu=f) ©lx, 2 € [a,b]\{zo}

€ (min{zo,x},max{zo,z}) &e(a,b)

gilt. Da der letzte Term mittels der Cauchy-Bedingung abgeschéitzt werden kann, gilt eine entsprechende
Abschétzung auch fiir sup,cpq 5\ {20} |(9n — ) (@) || x- O

LEMMA 1.5. FEs seien Y normierter Raum, A eine Teilmenge von Y, xg € A, X ein Banachraum
und (fn)nen eine Folge von Funktionen von A nach X. Konvergiert diese Folge gleichmdfig, etwa gegen
f, und existiert dariiber hinaus fir alle n € N der Grenzwert

lim f,(z) =: 4,
T—T0
so existieren beide Grenzwerte

lim <lim fn(x)>, lim <lim fn(:r)),

n—o0 \ T—To T—To \N—00

und sie stimmen tberein.

BEWEIS. Die gleichmiifiige Cauchy-Bedingung fiir (f,)nen besagt, dass fiir alle ¢ > 0 ein N € N
existiert so, dass

| fo(z) = frm(2)|x <& VzeA

Im Grenzwert fiir x — zq liefert die obige Abschitzung auch
1€n — mllx <e,

und aus der Cauchy-Eigenschaft folgt die Konvergenz der Folge (£,),en — etwa gegen ein £ € X. Um
den Beweis zu vollenden, reicht es zu zeigen, dass lim,_,,, f(z) = ¢: Wir wollen somit

1f (@) = Llx < [[f(@) = fn(@)llx + [[fn(@) —Enllx + 10v — €l x
betrachten und die drei rechten Terme gegen ein gegebenes € abschétzen. Es sei dazu N € N so, dass
sowohl || fn(z) — f(2)||lx <e als auch sowohl [[{y — /| x < e.
Da fy stetig ist, konnen wir nun § > 0 finden, fiir das
aus ¢ € A und ||z — zol|x <6 | fn(z) — In|lx < e folgt.
Insgesamt haben wir zu jedem € > 0 ein § > 0 gefunden, fiir das aus
aus € A und ||z — zol|x <9 [ f(x) — £l x < 3¢ folgt.

Somit ist die Aussage vollstindig bewiesen. O

Endlich kénnen wir den folgenden fundamentalen Satz formulieren.
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SATZ 1.6. Es seien a,b € R, a < b, X ein Banachraum und (fn)nen einer Folge diﬁer@nzierbarerﬂ
Funktionen von [a,b] nach X. Konvergiert die Folge (f})nen gleichmdfSig, und gibt es dariber hinaus
ein xq € [a,b] so, dass (fn(0))nen konvergiert, so konvergiert auch die Folge (fn)nen gleichmdfig, und
ihr Grenzwert f ist eine differenzierbare Funktion, deren Ableitung mit dem Grenzwert von (f))nen
tibereinstimmt.

Besteht unter den obigen Voraussetzungen die Folge (f,,)nen aus stetig differenzierbaren Funktio-
nen, so ist selbstverstindlich auch f stetig differenzierbar, da der gleichméfige Grenzwert der Folge
stetiger Funktionen (f),cn ebenfalls stetig ist.

BEWEIS. Es folgt aus dem Lemma dass (fn)nen gleichméBig konvergiert. Dariiber hinaus kon-
vergiert dank Lemma [1.4] die Folge (g, )nen von Funktionen von [a,b] \ {9} nach X, welche durch

_ ful@) — fulwo)

gn(x) = ——F———, x€[a,b]\ {z0}, n €N,
r — X
definiert ist, gleichméBig gegen die Funktion g : [a,b] \ {z¢} — X, welche durch
z) — f(x
g(x) = J@) = fwo) [a, 6] \ {0},
r — X0

definiert ist. Schlieflich folgt aus dem Lemma dass

li_)m fi(xg) = lim (hm gn(x)>

n—oo \ T—xg
= Jim (Jim 0:(2))

= lim g(x)

T—x0
= f'(z0),
wo die letzte Identitdt gerade der Definition der Ableitung von f an der Stelle xg entspricht. O
Im allgemeinen stellt die iiberpriifung der gleichméfigen Konvergenz von Funtkionenfolgen grofie
Schwierigkeiten, wihrend punktweise Konvergenz ist meistens leicht tiberpriift. Man sucht also Kriteri-

en, welche erlauben, aus punktweise Konvergenz doch gleichméflige Konvergenz zu schlieflen. Es stellt
sich heraus, dass Monotonie dabei sehr hilfreich ist.

DEFINITION 7. Fine Folge von Funktionen (fn)nen von einer Menge A nach einer halbgeordneter
Menge G heifit monoton, wenn sie bzgl. der Halbordnung in [6, 1A 3.42] ist, d.h. wenn

fo(z) < foyi(x) Ve A VneN (monoton wachsend)

bzw.
fa(z) > fryi(x) Vze A VneN (monoton fallend).
(Dabei brauchen die einzelnen Funktionen fy, nicht selber monoton zu Sein!)

Der folgende Satz geht auf Ulisse Dini zuriick.

SATz 1.7. Es seien A C R™ kompakt und (f,)nen eine monotone Folge stetiger Funktionen von A
nach R, welche punktweise gegen eine Funktion f konvergiert. Ist f stetig, so ist die Konvergenz bereits
gleichmdpfig.

2 Aber nicht notwendigerweise stetig differenzierbar!
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BeEwEIS. Es sei 0.B.d.A. (fn)nen monoton wachsend, und somit f,(z) < f(x) fiir alle z € A und
alle n € N. Wire die Konvergenz nicht gleichméfig, so gédbe es ¢ > 0, fiir das zu jedem N € N es
ny > N. und xy € A gibt mit

(1.4) |frn (@) = f(zn)| = f(zn) = fay (@N) > €0
Somit bildet man zwei Folgen (ny)nven € N und (zn5)nyeny C A: die erstere Folge konvergiert uneigent-

lich gegen +oo0, fiir die zweitere folgt aus der Kompaktheit von A die Existenz einer Teilfolge (zn, )nen,
die gegen einen Punkt — etwa zp € A — konvergiert. Insbesondere gilt aus (1.4)), dass

(1.5) flzn) — fm(zN) > €, VN € N, Vm < ny.
und insbesondere

(1.6) fzn,) — fm(zn,) > €, VN €N, Vm < ny, .
Somit erhalten wir im Grenzwert fiir h — oo (da f und alle f,, stetig sind)
(1.7) f(zo) — fm(zo0) > €, VN e N, Vm € N.
SchlieBlich liefert die Grenzwertbildung fiir m — oo

(1.8) 0= f(xo) — f(xg) > ¢, VN € N, Vm € N.

Diese unmogliche Ungleichung folgt aus der Annahme, dass die Funktionenfolge nicht gleichméfBig
konvergiert. Dadurch ist die Aussage bewiesen.
(Im Fall einer monoton fallende Folge, wiederhole einfach den Beweis fiir die Folge (—f)nen). O

BEISPIEL 8. Die Folge stetiger Funktionen im Beispiel [3| ist monoton fallend. Dennoch ist ihr
punktweise Grenzwert nichtstetig, und somit kann der Satz von Dini nicht daran angewendet werden
— tatséchlich ist erfolgt die Konvergenz nicht gleichméfig. O

Zum Schluss dieses Abschnitts zeigen wir ein Existenzresultat fiir gleichméfiige konvergente Teil-
folgen.

DEFINITION 9. Es sei K C R™ kompakt, X ein normierter Raum. Eine Funktionenfolge (fy)nen C
C(K; X) heift
e punktweise beschrénkt, falls es fiir allex € K ein M > 0 existiert, so dasssup,,_ || fa(7)|x <
M und
e gleichgradig stetig, falls fiir alle ¢ > 0 es ein § > 0 gibt, so dass ||fn(x) — fn(y)||x < € fir
alle n € N und alle x,y € K mit |z —y| <.

Der folgende fundamentaler Satz wurde von Giulio Ascoli 1883 und dann (sauberer) von Cesare
Arzela 1895 bewiesen, und ist somit mit dem Namen von Satz von Ascoli—Arzela bekannt.

SATZ 1.8. Es seien a,b € R, a < b. Ist eine Funktionenfolge (fn)nen C C(la,b]; R™) punktweise
beschrinkt und gleichgradig stetig, so hat sie eine gleichmdfSig konvergente Teilfolge.

BEWEIS. 1) Zuerst betrachten wir Q N [a, b]. Da diese eine abzéhlbare Menge ist, kénnen wir sie
mithilfe einer Folge darstellen, etwa {z; : j € N} := QN [a, b]. Betrachte die Folge (f,(z1))nen C R™,
welche wegen ihrer Beschrénktheit (beachte die punktweise Beschrianktheit der Funktionenfolge!) und
Dank dem Satz von Bolzano—Weierstraf} eine konvergenten Teilfolge hat, die wir mit ( o1 (1)) ken be-
zeichnen wollen, um zu bekréftigen, dass die Extraktionsregel von 1 abhédngen kann. Entsprechend hat
auch (f,1(x2))ken eine konvergente Teilfolge (f,,2 (x2))ken, und i.A. hat fiir jedes j € N (fnifl(xj))neN

1 2
k k
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eine konvergente Teilfolge (f ; (z;))nen. Wir konnen allerdings das Cantorsche Diagonalverfahren an-
k

wenden, um eine einzige Teilfolge zusammenzubasteln: Betrachte ndmlich die Funktionenfolge ( f"’;i) kEN,

welche nach Konstruktion die Eigenschaft hat, dass

(1.9) (fnllz (j))ken C R™  fiir alle j € N konvergiert.

Jetzt, wo wir ein Kandidat fiir eine konvergente Teilfolge haben, miissen wir zeigen, dass ( fng)keN

tatséichlich gleichméBig konvergiert, und nicht nur punktweise auf Q N [a, b].
2) Bevor wir beweisen, dass die Folge ( fnZ)keN die gleichméflige Cauchy-Eigenschaft gentigt, lass
uns anmerken, dass [a, b] folgendermafien zerlegt werden kann:
Zu jedem 6 > 0 gibt es q1,...,q5 € Q, so dass [a,b] in U}]:1(Qj —0,q; + 6) enthalten ist.
Betrachte ndmlich die ganze Zahlen ag := |a| und by := |[b| + 1 — so dass [a,b] C [ag, bp] — , eine
rationale Zahl §p < § und finde ein ¢ € N, so dass £dy > by — ag. Dann gilt ndmlich
b() — ag

6>Te<@

und
V4

[a,b] C [ag,by] C ]L;Jl (ao + %(bo —ap) — 0, a0 + %(bo —ap) +‘5> :

Man kann nun o.B.d.A. die in (1) eingefiihrte Folge () en so durchnummerieren, dass 1 = ¢z,
..., xy = gy und somit gerade die Inklusion

J
la,] € | J(z; — 6,2, + )
j=1

gilt.
3) Man will eine (in x gleichméfige!) Abschétzung

(110) ang@i') - fng(‘r)H < 3e, S [avb]7

fiir p, g grofl genug beweisen.
Es sei nun € > 0 beliebig. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit der Folge (fy,)nen, und somit insbe-

sondere ihrer Teilfolge ( f”ﬁ) keN, gibt es ein § > 0 so, dass

(L.11) (@) — Fe@)ll <

fir alle k£ € N und alle z,y € [a,b] mit |x —y| < 0.
Betrachte jetzt x € [a,b]. Aufgrund der Aussage in (2) gibt es zu dem gerade erwihnten 4 ein
j€{1,...J}, so dass

(1.12) |z — ;] < 6.
Man zerlege also den abzuschétzenden Term als

[ fuz (@) = fra(@)|| < [ fuz (@) = frp (@)l + (| fur(25) — fra @)l + (| fra(z5) — fre

q

(@)
Nun gibt es zu ¢ Dank (1) ein N € N so, dass

[z (25) = fra(zi)l <e
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fiir alle p, g > N gilt. Auch liefert aufgrund von (1.12)) die Abschéitzung (1.11]

sowohl  |f,p(@) — @)l <& alsauch | fus(e)) — frg(@)] <&
Somit ist die Ungleichung (1.10) vollstéindig bewiesen. O

1.2. Funktionenreihen

Wie wir bereits wissen, sind Reihen nichts anderes als Spezialfiille von Folgen. Somit kann man
auch Funktionenreihen
o
> fn
n=0

betrachten, was sich in vielen Hinsichten als niitzlich erweist.

Betrachtet man eine Funktionenreihe, so kann man verschiedene Konvergenzbegriffe betrachten.
Es gibt natiirlich die gleichméfige bzw. die punktweise Konvergenz (im Sinne der Definition 1)) fiir die
Folge ihrer Partialsummen, aber auch weitere Begriffe, die wir hier zusammenfassen.

DEFINITION 10. Es seien X, Y Normierte Riume, A eine Teilmenge von'Y und (fy)nen eine Folge
beschrinkter Funktionen von A nach X. Dann heifit die Reihe

> f
k=0

e punktweise konvergent, falls die Funktionenfolge (ZZ:O f"?)neN punktweise (im Sinne der
Deﬁmtion konvergiert, d.h., falls > 72 o fi(z) fir alle x € A in X konvergiert;

e gleichméfig konvergent, falls die Funktionenfolge (ZZ:o fk)nEN gleichmafsig (im Sinne der
Deﬁnition konvergiert, d.h., falls ||>"p_o f — F|l gegen 0 konvergiert fir n gegen oo, fiir
ein passendes F': A — X ;

e absolut konvergent, falls Y ;- || fe(x)| x fir alle x € A in R konvergiert;

e normkonvergent, falls >"27 || fxllo fiir alle z € A in R konvergiert;

LEMMA 1.9. Gleichmifige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz. Normkonvergenz impli-
ziert absolute Konvergenz.

Ist X ein Banachraum, so folgt aus der absoluten Konvergenz auch die punktweise Konvergenz;
und aus der Normkonvergenz auch die gleichmdfSige Konvergenz

BEWEIS. Dass die gleichméflige Konvergenz auch die punktweise Konvergenz impliziert, ist ein
allgemeines Phénomen, dass wir bereits fiir Folgen erwdhnt haben.
Es folgt aus

[f@)llx < | fllc VoeX

und dem Majorantenkriterium (fiir reell-wertige Reihen: somit braucht X kein Banachaum zu sein),
dass Normkonvergenz auch die absolute Konvergenz impliziert.
Ist X ein Banachraum, so folgt dank dem Majorantenkriterium fiir Reihen, die mit Folge von
Vektoren aus X assoziiert sind, aus der absoluten Konvergenz auch die punktweise Konvergenz.
Betrachtet man schlielliche eine Folge beschrinkter Funktionen, so kann man (ZZ:O fk’)n oy als
Folge von Vektoren in B(A; X) anschauen. Somit liefert das Majorantenkriterium fiir Reihen (wieder im
Fall, dass X ein Banachraum ist), dass Normkonvergenz auch die gleichmiifiige Konvergenz impliziert:
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denn die absolute Konvergenz (resp. die Konvergenz) einer Reihe im Banachraum B(A, X) bedeutet
gerade die Normkonvergenz (resp. die gleichméfiige Konvergenz) im Sinn der Definition g

ANMERKUNG 11. Eine spezielle Klasse von Funktionenreihen kennen wir schon: Es sind die Po-
tenzreihen, welche die obere Form haben, wenn alle f,, Monome sind, also

fn:C3 2z ay2" €C,

fiir ein a,, € N. Man betrachte eine Potenzreihe P und die beiden Aussagen

(i) P hat Konvergenzradius R > 0
(ii) P (als Reihe von Funktionen von Br(0) nach X aufgefasst) konvergiert punktweise.

Dann besagt [6], Satz 6.41] gerade, dass (i)=-(ii).
UBUNGSAUFGABE 12. Formuliere Cauchy-Bedingungen fiir die Konvergenz von Funktionenreihen.
Das folgende Konvergenzkriterium geht auf Karl Weierstrafl zuriick.

SATz 1.10. Es seien X,Y Normierte Riume, A eine Teilmenge von Y wund (fn)nen eine Folge
beschrinkter Funktionen von A nach X. Gibt es eine Folge (an)neny C R so, dass

o |l fulloo < an fiir alle of] und
e die assoziierte Reihe ) ", o, konvergiert.

Dann ist die Reihe
x
> fk
k=0

normkonvergent (und insbesondere absolut und gleichmdjig konvergent).

BEWEIS. Diese Reihe ist mit der Folge (fn)nen C B(A; X) assoziiert. Dann folgt die absolute
Konvergenz in B(A; X) (in der Sprache der Definition |10} die Normkonvergenz) nach dem Majoranten-
kriterium fiir Reihen, s. [6, Satz 6.16], da B(A; X) nach dem Korollar |1.2 ein Banachraum ist. Folglich
liefert die Anmerkung die behaupteten Konvergenzaussagen in absoluten und gleichméfligen Sin-
ne. u

Im folgenden wenden wir den Satz an Potenzreihen an. Dabei wollen wir notationell nicht
zwischen der formalen Potenzreihe P (die nicht zu Konvergieren braucht) und die assoziierte Funk-
tion, deren Definitionsmenge sicherlich die offene Kugel mit Radius R(P) enthélt — wobei R(P) der
Konvergenzradius von P bezeichnet.

BEISPIEL 13. Es seien A =Y = X = R und definiere (f,)nen durch
x

_————— R
fn(m) A 1 3pd neN, ze
Fiir alle n € N gilt
3(n* — 2)
fi(x) = T Vn e N, Vx e N,

3 Wir wissen, dass Konvergenz nicht vom Verhalten von endlich vielen Termen einer Folge abhidngt: Somit kénnten
wir diese Bedingung schwiichen und lediglich fordern, dass || fn|lcc < o fiir alle n gréfer als ein passender Index N.



Kapitel 1 15

und somit sind +n und —n die einzigen kritischen Punkte von f,, (iibungsaufgabe). Man kann leicht
iiberpriifen, dass +n bzw. —n tatséchlich das globale Maximum bzw. das globale Minimum der Funktion

darstellen, und somit gilt
1
flloe = fa(n) = =fal=n) = .

Dann kann man das obige Konvergenzkriterium von Weierstrafl anwenden, denn die Reihe

=1
D 0w
n=0

konvergiert nach [6] Beispiel 6.18]. O
BEISPIEL 14. Es seien X =Y = C, A = B;(0). Die Exponentialreihe

>
|
prd k!
definiert eine auf A normkonvergente Funktionenreihe — der Grenzwert ist selbstverstidndlich die Ex-
ponentialfunktion. O

Die Aussage im obigen Beispiel kann angesichts des folgenden Resultats deutlich gestéirkt werden.

KOROLLAR 1.11. FEs sei -
P(z):= Zakzk
k=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R(P) > 0 und es sei r € (0,R(P)). Dann ist die dadurch
definierte Funktionenreihe auf {z € C : |z| < r} normkonvergent.

BEWEIS. Nach [6, Satz 6.41] ist P(z) fiir alle z € {w € C : Jw| < R(P)} absolut konvergent. Also
insbesondere (als Funktionenreihe > 72 fr : {z € C: |z| < r} — C aufgefasst) gilt

oo oo
D llfrlloe =D larlr < oo
k=0 k=0
Dies vervollsténdigt den Beweis. O

BEISPIEL 15. Es seien wieder X =Y = C, A = B1(0). Dank [6, Satz 6.44] hat Exponentialreihe
Konvergenzradius oo, somit ist die damit assoziierte Funktionenreihe laut dem Korollar auf Br(0)
normkonvergent, fiir R > 0 beliebig grof3. O

Es bietet sich nun an, die im § erhaltenen Konvergenzsétze speziell an Funktionenreihen anzu-
wenden.

SATz 1.12. Es seien X,Y Banachriume, A C X, und (fn)nen einer Folge Funktionen von A nach
X, welche an einer Stelle xg € A stetig sind. Konvergiert die mit der Folge (fn)nen assoziierte Reihe
gleichmdflig, etwa gegen F', so ist auch F' an der Stelle xq stetig.

BEWwEIS. Es reicht, die Folge (¢, )nen der Partialsummen der Reihe

F = ka
k=0

zu betrachten, und dann den Satz anzuwenden. Das ist moglich, da jedes ¢, in z¢ stetig ist. O
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SATz 1.13. Es seien A C R™ kompakt und (fn)nen eine Folge stetiger Funktionen von A nach
[0,00). Konvergiert die assoziierte Funktionenreihe Punktweise gegen eine stetige Funktion f, so ist
die Konvergenz bereits gleichmdfSig.

BEWEIS. Es reicht wieder, die Folge der Partialsummen zu betrachten. Da die Funktionen positi-
ve Werte annehmen, ist die Folge der Partialsummen monoton wachsend. Die Aussage folgt nun als
Korollar vom Satz von Dini. g

SATz 1.14. Es seien a,b € R, a < b, X ein Banachraum und (f,)nen einer Folge diﬁer@nzz’erbar@rﬁ
Funktionen von [a,b] nach X. Gibt es ein xg € [a,b] so, dass die mit der Folge (fn(z0))nen C R assozi-
ierte Reihe konvergiert, und konvergiert auch die mit der Folge (f])nen assoziierte Reihe gleichmifig,
etwa gegen F', so konvergiert die mit der Folge (fn)nen assoziierte Reihe gleichmdfig, etwa gegen F.
Der Grenzwert F' ist auf [a,b] differenzierbar und

F'(z) =) fi().
k=1

Besteht die Folge aus stetig differenzierbaren Funktionen, so ist auch F' stetig differenzierbar.

BEWEIS. Betrachte die Folge (¢, )nen der Partialsummen der Reihe

F=> f
k=0

und wende den Satz an. Das ist moglich, da jedes ¢, auf [a, b] differenzierbar ist. O
Eine verlockend anschauliche Moglichkeit, um den obigen Satz auszudrucken, ist, dass
o ! o
(ka(l')> :Zfl/g(x)7 z € [a,b],
k=1 k=1

gilt. Man kann also die Reihe summandenweise ableiten.
Insbesondere kann man den obigen Satz zum Spezialfall von Potenzenreihen

o0
P:zw— E anz",
n=0

anwenden: denn Potenzenreihen sind mit Folgen von Funktionen assoziiert, welche sicherlich unendlich
oft stetig differenzierbar sind. Dann kann man hoffentlich summandenweise ableiten und somit die neue,
abgeleitete Potenzreihe

oo
Pz E nanz""!,
n=0

betrachten.

KOROLLAR 1.15. FEine Potenzreihe und thre abgeleitete Potenzreihe haben tibereinstimmende Kon-
vergenzradien.

4 Aber nicht notwendigerweise stetig differenzierbar!
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BEWEIS. Man beachte, dass der Konvergenzradius der Reihen

o D o
g na, 2" ! und g napz" = z g na,z" !
n=0 n=0 n=0

iibereinstimmen. Somit ist der Satz bewiesen, wenn wir die Aussage fiir die urspriigliche Reihe und fiir
diese modifizierte abgeleitete Reihen beweisen konnen. Wollen wir die Cauchy-Formel fiir die Bestim-
mung des Konvergenzradius ([6l, Satz 6.42]) anwenden, so merken wir, dass

lim sup {/|a,| = Jim Ynlimsup {/|a,| = limsup {/n|ay|,

n—oo n—oo n—oo
da lim,,_,~ /n =1 (iibungsaufgabe!). d

ANMERKUNG 16. Es ist klar, dass genau dann eine Potenzreihe

P(z) := ianz”,
n=0

konvergiert, wenn die verschobene Potenzreihe
(e.9]
P(z):= Z an(z — 20)",
n=0

konvergiert. Allgemeiner gilt: Die Potenzreihe um ein zp # 0 konvergiert in Brp)(20) = {2z € C :
|z — 20| < R(P)} und divergiert in {z € C: |z — 29| > R(P)}, wobei R(P) der Konvergenzradius der
urspriinglichen Reihe P ist. Diese einfache Beobachtung wird im folgenden Abschnitt oft gebraucht.

1.3. Approximierbarkeit und Taylorentwicklung

Im ersten Teilabschnitt haben wir uns mit der Frage befasst, im welchen Sinn eine Funktionenfolge
konvergieren kann, und welche Eigenschaften die Grenzfunktion von den Folgenglieder erben kann. Hier
wollen wir uns mit dem etwas dualen Thema beschéftigen, inwiefern eine gegebene stetige Funktion sich
als Grenzwert eine passende Folge (z.B. einer Reihe) darstellen ldsst. Die Bedeutung dieser Aufgabe
wird gleich klar, wenn man bedenkt, das eine ganz allgemeine Funktion — salopp gesagt — unendlich
viel Information enthélt, genauer gesagt: die Beschreibung einer Funktion f : R — R bendtigt im
Allgemeinen iiberabzédhlbare bits. Ist jedoch eine Funktion z.B. als Potenzreihe darstellbar, dann zéhlen
fiir ihre Beschreibung ausschliefflich ihre (abzdhlbar viele) Koeffizienten. Noch besser wire, wenn wir
anstatt der ganzen Potenzreihe nur eine Partialsumme — d.h., ein Polynom — betrachten kénnten und
dabei gut wiissten, welchen Fehler dabei maximal entsteht.

SATZ 1.16. Es seien a,b € R, a < b, X ein normierter Vektorraum und f : [a,b] — X eine n-mal
stetig differenzierbare Funktion, wobei n € N.

(i) Dann gibt es zu jedem xo € [a,b] eine Restfunktion R, € C([a,b]; X) (die i.A. von f und xg
abhingt), so dass

npk) (g
(1.13) fl@)y=>" fk(!o)(g; —z0)® + RO (), € (a,b),
k=0
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und welche die Abschitzung

1
(1.14)  [|[R™(2)|lx < o osup [[f7)(zo + t(x — m0)) — f7 (o) | x|w —wol”, @ € (a,b),
(n—1)! te(0,1)
erfillt.
(i) Ist insbesondere die Funktion sogar (n + 1)-Mal differenzierbar mit beschrinkter (n + 1)-ter Ab-

leitung , so gibt es ein L > 0, fir das die Abschdtzung

(1.15) IRy™ (2)[|x < z—xo[", oz € (a,b),

L
(n—1)! |

gilt.

Anders gesagt ldsst sich die Funktion f durch ein Polynom approximieren, das alle seine Null-
stellen in einem gewiinschten Punkt xg hat. Je regulirer die Funktion f und je ndher das Argument
der Funktion an zg ist, desto genauer diese Approximation ist. Dabei folgt aber nicht, etwa aus der
Abschétzung

|z — 0|1, x € (a,b),

O 1
Hf@)‘kzof e R e
= X

(vgl. ), dass Tﬁ; 0 in einer Umgebung von xy gegen f konvergiert, nicht mal punktweise. Vielmehr
gilt eine solche punktweise Konvergenz genau dann, wenn R;;"° punktweise gegen 0 konvergiert.

Wir wollen auch ausdrucklich erwidhnen, dass die Voraussetzun von (b) insbesondere erfiillt ist, falls
f auf [a,b] (n+ 1)-Mal stetig differenzierbar. Es sei also f € Coo([a bl; ﬂ Dann kann man fiir jedes
n den Wert f(z) durch das Taylor-Polynom vom Grad n an der Stelle X0

(k:
TS0 (g Z ! k|m0) (x — x0)", z € (a,b),

abschétzen: man spricht dabei von Taylor-Formel .

BeEweIs. (i) Es sei
() (
R () = f(a §jf D T )

und setze fiir ein festes = € (a,b)

ka) x0+tx—l'0))(1_t)k(x_x0)k_ -

Diese Funktion h : (0, 1) — X ist gerade so gewahlt, dass
h(0) = RI%0(z)  und  h(1) =0

(da die Summe an der rechten Seite fiir £ = 0 nicht verschwindet). Dariiber hinaus ist h differenzierbar,
da fiir das obige (festes!) z

_ f\n—1
0 = (F9e0) ~ 1o + 1o - 20) T s e 0.1),

5 D.h. (zur Erinnerung): f € C"([a,b]; X) fiir alle n € N.
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(Dank der Kettenregel wird ¢(t) zu einer teleskopischen Summe!). Nach der vektorwertigen Version
des Satzes von Lagrange ([6l, Satz 8.39]) gilt

IRE™(@)lx = 1) = h(O)]x
< sup W)k
£(0,1)
_ (1) gy _ () _ |z — ol
= s [ e0) = £ o - o)) T @€ (b

(ii) Es sei nun f zusétzlich (n+ 1)-Mal differenzierbar mit beschrinkter (n+1)-ter Ableitung. Dann
kann mann [6, UA 8.21] an f (") anwenden und somit bekommen, dass f(") Lipschitz-stetig ist, d.h., es
gibt L > 0 mit

1£™ (@) = f™(y)lx < Llw—yl,  fiir alle 2,y € [a,b].
Wendet man diese Abschétzung an (1.14)) an, so erhélt man
1 L
fx _ _ n __ _ n+1
wie man zeigen wollte. O

Im Folgenden verwenden wir die folgende Verallgemeinerung der Notation, die in [6, Definition 4.65]
eingefiihrt wurde:

Es sei f eine Funktion von (a,b) nach X und o € R. Dann sagt man, dass f eine Nullstelle von
Ordnung a an der Stelle xp hat und schreibt f = o(|x — x¢|*), wenn

lim /(@)

T—T0 ‘x — [1}0‘0‘
A

ANMERKUNG 17. Fiir die Anwendungen ist eine Abschitzung der Art von ((1.13]) wesentlich, denn
sie liefert eine quantitative Aussage iiber den Fehler, den wir machen, wenn wir den Wert f(x) mit

T () anndhern. Man beachte, dass nur fir z € [z — 1,29 + 1] wird der Term |z — x¢|™ beschriinkt,
und somit R™ (z) klein.
Unter den Voraussetzungen des Satzes [1.16] gilt im Allgemeinen nur

~ ¥ (o) k ny g .
f(x):ZT(x—xo) + o(|x — zp|") fiir z — xg fiir alle x € (a,b).
k=0 ’

BEISPIEL 18. Fiir viele Zwecke lédsst sich also eine Funktion durch Polynome niedriger Ordnung
approximieren. So beruhen z.B. die meisten Herleitungen in der Physik des Pendels darauf, dass

sinz ~x fir z klein

gilt. Diese oft angewandte Approximations entspricht der Tatsache, dass = der erste Term der Taylor-
reihe von sinz um 0 ist. Eine genauere Approximation wére

23
sinx ~ x + 3 fir x klein.

6 Wir fiigen hinzu: Auch sagt man, dass f beschrinkt von Ordnung o an der Stelle o ist und schreibt f = O(|z—x0|%),
wenn die Funktion ﬁ in einer Umgebung von x¢ beschrankt ist.
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dhnlich approximiert man gelegentlich

x2

COST = —- fir x klein.

0

BEISPIEL 19. Wir haben in [6] die Logarithmusfunktion einfach als Umkehrfunkion der Expo-
nentialfunktion eingefithrt. Will man aber die Logarithmusfunktion auswerten, so bietet sich an, die
Taylorformel von logz zu verwenden — zunéchst fiir € (0,2).

Betrachte dazu die Funktion f, die durch

f(@) = log(1 + x)
definiert wird und die nach der Kettenregel auf (—1, 1) uendelich oftstetig differenzierbar ist. Dann gilt

f(z) = ! f(z) = ————, und induktiv f(z) = (=1)""! (n— L) firn=1,2,3
1+’ (1+ )2’ (14 x)» e
Insbesondere

FM0) = (-)"t(n-1), n=1,23,....
Durch Einsetzen in ([1.13)) fiir 29 = 0 (das entspricht der Taylorschen Entwicklung von log an der Stelle
1) erhélt man fiir jedes N € N

N n

e T
F@) = 31" - )1+ Rae),  we (<L),
n=0 :
d.h.,
N o
log(1 = B [ g —1,1).
oB(1+a) =3 (-1 Ax(e) e (LD
Somit ist fiir alle N € N
x? 23 N
log(1+z) =2 — 5 + 3 +...+ (—1)N*1W +o(|z™), z € (0,2).

O
KOROLLAR 1.17. Es seien a,b € R, a < b, und f : [a,b] = R auf (a,b) n-Mal differenzierbar. Gilt

fiir ein xo € (a,b)
fl(xo) = ["(w0) = ... = [ D(wo) =0 und f™(wo) #0,

so gelten die folgenden Aussagen.

(a) Ist n ungerade, so hat f weder ein lokales Minimum noch ein lokales Mazimum an der Stelle xg.
(b) Ist n gerade, so hat f an der Stelle x

o cin lokales Minimum, falls £ (x0) > 0, oder

e cin lokales Mazimum, falls £ (o) < 0.

BEWEIS. Nach dem Satz gilt

), ollr ol
n! (x — xo)"

(1.16) f(x) = f(zo) = ( ) (x — )" fiir x — xo.
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Da nach Definition des Landau-Symbols o

ol — xo|")

lim =0

T—rITQ (,CE — ajo)n

kann man insbesondere zur Konstante
1f")(a)|
(2n)!

€=
ein 6 > 0 so klein finden, dass

Mgs fir alle z € (a,b) N (zg — 6,20 + ),
|z — xo|?

d.h. falls n ungerade ist

S a0) | ofle = aol")

n! (x — o)™

(1.17) > fir alle z € (a,b) N (zg — 6,20 + )

sowie auch, falls n gerade ist und £ (zq) > 0, dass

S @) | ofle = aol")

n! (x — o)™

(1.18)

> fiir alle z € (a,b) N (zg — 6,20 + )

und, falls n gerade ist und f((z) < 0, dass

F™ (o) | olle —wo|™) N
. < — —
(1.19) " + =)t = € fir alle z € (a,b) N (xg — 0,29 + J)

(Beachte, dass das Symbole o(|x — x¢|™) nur Informationen iiber eine Gréfie in Betrag liefert, jedoch
nicht iiber ihr Vorzeichen!)
Jetzt kann die Fallunterscheidung anfangen.

e Es sei n ungerade. Es sei zuniichst £ (a) > 0. Dann folgt aus und ([L17), dass
f(x) — f(xo) > ez — 0)" fiir alle z € (a,b) N (zg, zo + 0),
sowie auch, dass
f(x) = f(xo) < (@ —wo)" fir alle = € (a,b) N (xo — 0, xg).

Somit ist xg weder eine Maximum- noch eine Minimumstelle. &hnlich beweist man die Aussage,
falls stattdessen f(™(a) > 0 gilt.

e Es sei n gerade und es gelte f(a) > 0. Dann folgt aus (I.16) und (1.18), dass
f(x) = f(xo) > e(x —x0)" fiir alle z € (a,b) N (xo — 6, 20 + 8),

und somit ist zg eine Minimumstelle.

e Entsprechend folgt aus ((1.16)) und ([1.19]), dass
F(@) = f(xo) < —e(x —xo)"  fiir alle & € (a,b) N (o — §,20 + ),

falls n gerade ist und (™ (a) < 0 gilt, und somit ist zo eine Maximumstelle.

Alle Fille wurden betrachtet und somit ist der Beweis vervollstindigt. ([l
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Man kann formal die Potenzreihe betrachten, die durch

z - f(k)(q"o)
Tf’ozaf»—>2 o (x—xo)k,
k=0

definiert ist: sie heifit die Taylor-Reihe von f an der Stelle xy. Diese Reihe braucht an beliebige x nicht
zu konvergieren, vielmehr soll man ihren Konvergenzradius R(77/>%0) bestimmen.
Innerhalb der Kugel mit Zentrum zo und Radius R(7/%°) definiert definitionsgem# T/*0 eine

Funktion, die im Allgemeinen nicht mit f {ibereinstimmen muss (obwohl (T,{’xo)neN tatséchlich f
approximiert).

BEIsPIEL 20. Es sei f : R — R die Funktion, die durch

0, sonst,

fla) = { e_z%, falls x # 0,

definiert ist.
Wir zeigen durch Induktion iiber n, dass f € C°°(R) ist, und deren Ableitungen lassen sich durch

f(n)(x) — { pn(:):)e_:c%, falls x # 0,

0, sonst,

darstellen lassen, wobei p,, passende Polynome sind.
Fiir n = 0 ist die Aussage klar: nimm einfach das Polynom vom Grad 0. Es sei nun die Aussage fiir
n richtig, so unterscheidet man die Fille z # 0 und x = 0. Fiir  # 0 gilt ndmlich

@) = L)

Lo

Andererseits gilt auch fiir x =0

(n+1) T
R

= lim
x—0 xT

Nun kann dieser Grenzwert bestimmt mithilfe von [6, A 7.12], welche
1
Pn (l) e a2

. z _ . ,R2:
lig = = i BB o
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liefert. Somit ist bewiesen, dass (™ (0) = 0 fur alle n € N, also nimmt die Taylor-Reihe von f an der
Stelle 0 Wert

> £(k)

THz) =) ! k:!(O) ¥ =0 fiir alle z € R,
k=0

obwohl f # 0. g

BEISPIEL 21. Betrachte eine Kanonenkugel, die mit fester Anfangsgeschwindigkeit v und Abschuss-
winkel a geschossen wird. Beriicksichtigt man den Luftwiderstand nicht, so liefern die klassischen Ge-
setze der Newtonschen Mechanik unmittelbar die Flugbahn der Kugel in Abhéngigkeit von der Zeit ab
dem Schuss. Dann liegt die Flugbahn in einer Ebene, die wir in kartesischen Koordinaten mit x bzw. y
(horizontaler bzw. vertikaler Abstand vom Schusspunkt) beschreiben. Dann sind die dementsprechen-
den Gleichungen

z(t) = wtcos(a)
2
y(t) = —% + vt sin(«)

solang y(t) > 0, wobei g die Fallbeschleunigung bezeichnet. Diese Gleichungen gelten auf jedem Planet,
sobald man die spezifische Fallbeschleunigung g kennt (g = 9,81 % auf der Erde).

Hat {ibrigens die Funktion y ein Maximum an einem Zeitpunkt t¢? Wir wissen schon, dass eine
notwendige Bedingung hierfiir ist, dass y/(tp) = 0, also dass

i
gto = vsin(a) und somit to = Y 1n(a)'
g
Esist 3’ (tg) = —g < 0, also ist tg eine Maximumstelle: dann erreicht fiir festen Anfangsgeschwindigkeit

und Abschusswinkel die Kugel ihr Maximum

v?sin(a)?
tg) = ————
y(to) %
O
SATzZ 1.18. Ist P eine Potenzreihe
o
(1.20) P:xt—)Zak(x—xo)k

k=0

mit Konvergenzradius R(P) > 0, so ist P € C®((—R(P), R(P)); X) und P stimmt mit seiner eigener
Taylor-Reihe an jeder Stelle v € (—R(P), R(P)) tberein E| Innsbesondere stimmt das k-te Koeffizient
ar von P mit
P®)(0)
k!

iberein.

"D.h., (T1*0) ,en konvergiert auf (—R(P), R(P)) punktweise gegen die mit P assoziierte Funktion f.
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BEWEIS. Es sei k € N. Man kann rekursiv aus dem Satz folgern, dass P € C*((z0— R(P), zo+
R(P)) und zusitzlich

o0

P(k)(x) — Z (n—1)---(n—k+ Day(z — x)" ek

= Klap+ Z(h —k)(h—k—1) - 2ap_p(x — z0)",
h=1

und insbesondere (durch Einsetzen von x = x)

P (0) = k! ay.

Somit
P® (0
( ) = Ak,
k!
und deshalb stimmt P notwendigerweise mit seiner Potenzreihe.
Dies zeigt die Aussage. O

Wir haben im Beispiel [20] gesehen, dass eine Funktion nicht notwendigerweise mit ihrer Taylor-Reihe
iibereinstimt — selbst wenn sie C'*° ist. In der Tat kann man eine Klasse von Funktionen einfiithren, die
noch regulérer ist und diese Liicke schliefit.

DEFINITION 22. FEs seien a,b € R, a < b, X ein normierter Vektorraum und f € COO( )
Dann heifit f reell-analytisch, falls es fiir jedes xo € (a,b) ein Ry gibt mit Br,(z) C (a,b) und eine
Potenzreihe

oo
P:xHZak(:U—xg),
k=0

so dass

f(x) = P(x) fir alle x € Br,(z).

KOROLLAR 1.19. FEs seien a,b € R, a < b, X ein normierter Vektorraum. Dann ist f : (a,b) - X
genau dann reell-analytisch, wenn f € C*((a,b); X)) und zu jedem xo € (a,b) gibt es ein p > 0, so
dass

e (zg—p,zo+p) C (a,b),
o die Taylor-Reihe an der Stelle xo konvergiert punktweise und
o f(x) =T (z) fiir alle x € (xo — p, 20 + p).

BEWEIS. Die Aussage folgt direkt vom Satz O

ANMERKUNG 23. Unter den Voraussetungen des Satzes ist f auf (a,b) (n + 1)-mal differen-
zierbar und ist X = R, so gibt es zu jedem z € (a,b) ein £ € (a,b), so dass die Restfunktion R,, in (|1.13))
die Form

FtD(g)

(z — o)™, z € (a,b).
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nimmt: Denn man findet
R0 (x) h(1) — h(0)
W ()

(£ ao) = £ oo + €0 — ) TZIL s e )

!

L f(n+1) (77) (.’L‘ — $O)Tl+1

(n—1)! "~
wobei (,n zwei passende Elemente von (a,b) sind (beide mit ! gekennzeichneten Ausdrucke folgen aus
dem Satz von Lagrange).
Wir werden aber gleich sehen, dass die Abschéitzung sich ein wenig verbessern ldsst, wenn
man den Satz von Cauchy (und nicht den Satz von Lagrange!) im Beweis verwendet — der leider

im vektorwertigen Fall nicht zur Verfiigung steht. Diese Verbesserung ist aber fiir den Beweis des
Satzes [[.21] wesentlich.

SAaTz 1.20. Es seien a,b € R, a < b, n € N und f : [a,b] — R eine n-mal stetig differenzierbare
Funktion, welche zudem auf (a,b) (n + 1)-mal differenzierbar ist. Es sei xo € (a,b). Dann gelten die
folgenden Aussagen.

(a) Zu jedem x € (a,b) \ {zo} gibt es ein & € (a,b) (genauer: £ € (min{x,xo}, max{x,x0})), so dass
die Restfunktion R, in die Form

(n+1)
1z _ f (é) o n+1
R/ O(x)_i(nqu)! (x —z0)"", x € (a,b).
nimmt.
(b) Ist zudem die (n + 1)-te Ableitung beschrinkt, so gilt die Abschitzung
H@) - TEm@)] < swp (7 0EIIT e ()
" T ee(ad) (n+1)! 7 T
Beachte den Term ﬁ, im Gegensatz zu ﬁ in (|1.21)).
BEWEIS. (a) Betrachte fiir festes = die Funktionen g, h, die durch
n . t)k
) = (k+1) (4 (z
o= 3100
bzw.
h(t) == —(z —t)"*™!
definiert sind. Sie sind so gewahlt worden, dass
(1.22) g(xo) = f(z), g(x) =T ™(z),  undsomit  g(z)— g(wo) = Ry™ (),
sowie
(1.23) h(z) — h(zg) = —(z — z)"

Dann sind g, h auf [min{z, xo}, max{z, x¢}| stetig und auf (min{z, z¢}, max{x, z¢}) differenzierbar
mit
(x —t)"

n!

gt = 1)
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(Dank der Kettenregel wird ¢'(t) zu einer teleskopischen Summe!) bzw.
B(t):=—(n+1)(z—1t)"
Nach dem Satz von Cauchy gibt es somit € (min{z, z¢}, max{z, zo}) mit

A3
g(x) —g(x0) = ) (h(z) — h(z0)).

definiert werden. Durch Einsetzen von ([1.22)) folgt die Aussage sofort.
(b) Die Abschétzung ist eine unmittelbare Folgerung des obigen Resultats und der Definition von

RJLJ»’O . O

UBUNGSAUFGABE 24. Es seien a,b € R, a < b, und f : [a,b] — R eine n-mal stetig differenzierbare
Funktion, die zusétzlich auf (a,b) n + 1-mal differenzierbar ist. Es sei zg € [a, b]. Zeige: Es gibt fiir alle
p > 0 und alle z € [a,z¢) U (z0,b] ein £ € (min{xg, z}, max{xg,z}), so dass die Restfunktion R, aus

dem Satz [I.16] durch X
T f(nJrl) 5 T — f nopt n
R (@) = pn!( ) xr — xo (= 20)"*".

gegeben ist. (Hinweis: Betrachte Funktionen g, h, welche durch

) (g
o) =3 D he=@os sela)
k=0

gegeben sind und wende daran den Satz von Cauchy an).

BEISPIEL 25. Selbst fiir Funktionen, die als Potenzreihen eingefiihrt wurden, liefert die Taylorsche
Theorie interessante Informationen. Betrachte etwa die Cosinusfunktion cos : R — R,
> 2k

x
COS T 1= Z(_l)k(Qk)!’ z e R.
k=0

Méchte man wissen, welchen Fehler man macht, wenn man die Potenzreihe etwa bei (N 4 1)-ten Term
abschneidet, d.h. wenn man die Approximation

2N+2 2%

COST =~ — k v
kzzo( RACTAY

betrachet, so erhélt man Dank dem Satz (b) fiir o = 0 und angesichts von

| cos?*(z)| = | cos x|, keN, zeR,
dass
2N 42 2N +2
_ vao < |x’ < T _ )
[f (@) = Top (@) _56?1_15’”)‘0058(2]\7_’_2)! SN+ x € [—7, 7]
Schon fiir N = 10 erhélt man damit einen Fehler von nur ca. 10~12. O

Der Satz sagt somit, dass jede Potenzreihe mit strikt positivem Konvergenzradius eine reell
analytische Funktion definiert. Ein weiteres niitzliches Kriterium fiir die reelle Analytizitét ergibts sich
im Folgenden.
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SATz 1.21. Es seien a,b € R, a < b und f : (a,b) — R eine unendlich oft differenzierbare Funktion.
Gibt es fir allen € N Zahlen M, L > 0 so, dass

1F® e < ML,
s0 ist die Taylor-Reihe TT (als Reihe von Funktionen von (a,b) nach R aufgefasst) gegen f normkon-

vergent.

BEwEISs. Wie wir schon aus dem Satz wissen, gibt es zu jedem n € N ein R, € C((a,b);R) so,
dass

noopR) (g
(1.24) f(z) — Z fk('o)(x — zo)k| = Rl®(2), z € (a,b),

k=0
und welche fiir ein € (min{z, x1 }, max{zo, z1}) die Abschitzung

f(n+1)(§)‘x - xO‘nv TE (av b)7

1
R0 <
RE @) <
erfiillt. Die Aussage ist dann zur Konvergenz von Rf;xo gegen 0 dquivalent. Dank der Voraussetzung
gilt somit

MLt Llb— a])"*!

(n+1)! (n+1)!
und der rechtere Term definiert eine Funktionenfolge. Dank dem Majorantenkriterium ist der linkere
Term konvergent: Dies zeigen wir dadurch, dass wir die deutlich stéirkere Aussage beweisen, die Reihe

o~ (L[b —af)™*!
Z (n+1)!

|Rj™ ()] < .z € (ab),

n=0

sei konvergent — das kann z.B. mittels des Quotientenkriteriums iiberpriift werden. O

UBUNGSAUFGABE 26. Formuliere ein #hnliches Kriterien fiir die absolute, und somit punktweise
Konvergenz der Taylor-Reihe.

UBUNGSAUFGABE 27. Betrachte die Taylor-Entwicklung im Beispiel |19 und zeige, dass fiir
lim T/ (z) = log(1 + ) fiir alle |z| < 1.
n—oo
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Integralrechnung

DEFINITION 28. Es seien a,b € R mit a < b. Eine endliche Punktenmenge ¢ := {xo,...,x,} heifit
Zerlegung von (a,b), falls a = xg, T, = b und xp < xgy1 fir alle k =0,...,n+ 1.

ANMERKUNG 29. Die Punktenmenge {a,b} ist selbstversténdlich eine (triviale) Zerlegung des In-
tervalls (a,b). Es seien (,(’ zwei Zerlegungen eines Intervalls. Dann ist auch ¢ U ¢’ eine Zerlegung
desselben Intervalls. Allgemeiner gilt: Durch Zufiigen von endlich vielen Punkten bei einer gegebenen
Zerlegung ¢ bekommt man eine neue Zerlegung, welche eine Verfeinerung von ¢ heifit.

DEFINITION 30. Es seien a,b reelle Zahlen, mit a < b und X ein normierter Raum. Fine Abbildung
¢ : (a,b) = X heifit Treppenfunktion, falls es eine Zerleqgung ¢ := {xo, ..., zy} thres Definitionsbereichs
(a,b) gibt, so dass die Einschrinkungen von ¢ auf (g, xg+1) fir alle k = 0,...,n — 1 konstant sind,
etwa

¢‘(Ik7xk+1) =:c; € X.
Die Menge der Treppenfunktionen von (a,b) nach X bezeichnet man mit T (a, b; X).

Die Summe

b n—1
/ ¢(w) dw =Y " cp(wh1 — 1)
a k=0

nennen wir (bestimmtes) Integral von ¢ zwischen a und b.

Mann kann offensichtlich (a,b) in unendlich vielen Weisen derart zerlegen, dass eine gegebene
Treppenfunktion f auf jeden Teilintervall konstant ist. Doch ist die obige Definition berechtigt, da
folgendes gilt.

LEMMA 2.1. Es seienb a,b reelle Zahlen, mit a < b und X ein normierter Raum. Es sei ¢ : (a,b) —
X eine Treppenfunktion. Das Integral f;f(x) dx hdngt nicht von der gewdhlten Zerlegung ab.

BEWEIS. Es seien (, (' zwei Zerlegungen. Es reicht aus, die Aussage im Fall, dass ( C ¢’ zu zeigen;
denn dann wiirde es im allgemeinen Fall einfach die neue Zerlegung ¢” := ¢ U ¢’ zu betrachten: denn
nach dem ersten fall wiirde dann beide Intergrale beziiglich { bzw. beziiglich ¢’ mit dem Intergral
beziiglich ¢ iibereinstimmen. In der Tat reicht es sogar den Fall zu betrachten, dass ¢’ \ ¢ aus einem
einzigen Punkt besteht, da der allgemeine Fall wohl induktiv behandelt werden kann.

Es sei also ¢ := {xg,...,zp} und ' :={x0, ..., Tm, Y, Tt 1, Tp} Mit 2o < 21 ... Ty < Y < Tyg1 <
...Xp, SO dass

¢|($k7$k+1) = Ck GX, k‘:O,l,...,n,
sowie auch
¢\(Ctm,y) =: d+ S X, ¢|(y,$m+1) =:d_e X.

29
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Da aber die Einschrénkung von ¢y, 4, ,) auf (T, y) mit ¢z, ., bzw. die Einschréankung von ¢,
auf (y, xmy1) mit @y, ) iibereinstimmen, muss notwendigerweise

$k+1)

d_ = Cm — d+
gelten. Die Aussage folgt dann unmittelbar. O

ANMERKUNG 31. Man sieht, dass die Definitionen von Zerlegungen und Treppenfunktionen sich
auch im Fall nichtoffener (beschrinker) Intervalle problemlos formulieren ldsst. Allerdings zeigt die
Definition vom bestimmten Integral einer Funktion ¢ : (a,b) — X unmittelbar, dass die Integrale
zwischen a und b von ¢ und von ihren Einschrinkungen auf [a,b), (a,b], oder (a,b) iibereinstimmen.
Somit werden wir im folgenden immer wieder der Einfachheit halber nur den Fall von auf offenen
Intervallen definierten Funktionen explizit betrachten.

Jetzt wollen wir einige Rechenregel fiir die Integrale von Treppenfunktionen beweisen.

SATZ 2.2. Es seien f,g: (a,b) — X Treppenfunktionen und o, € K. Dann gelten die folgenden
Rechenregel.

(1) Fir alle c € (a,b) sind die Einschrankungen f(a.c), ficp) Treppenfunktionen und

/abf(x) dx:/acf(:c) dx+/cbf(a:) dx.

(2) af + Bg ist eine Treppenfunktion und
b b b
[ar+p9e) o =a [ f@w) e+ [ o) i
(3) || fllx ist eine (reellwertige) Treppenfunktion und
b B
|[ @ as| < [C1s@l do < 51l -l
(4) Ist X =R und gilt f < g, so ist auch

/a ' fla) dr < / o) de.

Zur Erinnerung: f < g bedeutet, dass
f(z) < g(x) fir alle z € (a,b).

BEWEIS. Da die Integrale zwischen a und b definitionsgeméf nichts anderes als endliche Summen
sind, gelten alle Aussagen selbstverstindlich: Z.B. beruht die erste Gleichung darauf, dass die Verei-
nigung zweier Zerlegungen ¢ von (a,c) und ¢’ von (b, ¢) auch eine Zerlegung ¢ U ¢’ von (a,b) liefert,
so dass die Aussage eine Folgerung der Assoziativitit der Addition ist. Die zweite Aussage folgt aus
der Distributivitét der Multiplikation. Die dritte Aussage folgt aus der Dreiecksungleichung fiir | - |.
Schliellich gilt die letzte Aussage, da R ein geordneter Korper ist, und somit aus m,n,p,q € R mit
m<nundp<gqgfolgtm+p<n+p<n+gq. ([l

BEISPIEL 32. Es sei ¢ € R und betrachte die Funktion f : [a,b] — R mit konstantem Wert ¢. Dann
gilt

/abf(x) dz = ¢(b — a).
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Denn von der gewéhlte Zerlegung von [a, b] unabhéngig sind offensichtlich auch die approximierenden
Funktionen ¢, und ¢, konstant mit Wert ¢, und somit gilt

i
L

n—1
inf o — = inf — =c(b—
inf, ’;O Go(x)(Th41 — k) ¢ nf) (Thg1 — ) = (b —a)

3 =
= O

n—1
= csup Z(karl — ) = sup Z¢u(x)(xk+1 —xp).

meP 12, m€P 12,
U

Wir wollen nun die obige Konstruktion auf allgemeinere Funktionen verallgemeinern. Dazu benttigen
wir erst eine technische Definition.

DEFINITION 33. Es seien X ein normierter Raum, a,b € R mit a < b und xg € [a,b]. Es seien
fila,b] = X und y € X. Man sagt, y ist linksseitiger (bzw. rechtsseitiger) Grenzwert von f fiir z
gegen g falls y der Grenzwert von f|(ze(ab):x<zo) (bzw. von f|{$€[a7b]:$>$0}) fiir x gegen xq ist, d.h.,

Ve > 035 > 0 so dass |y — f(x)| < e fir alle v € [a,xo) mit |x — x| <9

bzw.
Ve > 035 > 0 so dass |y — f(z)| < e fir alle x € (xq,b] mit |z — xo| < 0.

Man schreibt dann
lim f(z)=vy (bzw. lim f(x)=y).

T—T0— T—T0+

Besitzt eine Funktion an einer Stelle xo sowohl linksseitigen als auch rechtsseitigen Grenzwert, so sagt
man, dass sie beide einsseitigen Grenzwerte besitzt.

BEISPIEL 34. Die Gaufische Klammerfunktion ist unstetig, hat aber an jeder Stelle beide einsseitigen
Grenzwerte: fiir z € Z stimmen beide einsseitigen Grenzwerte mit |x| tiberein, wéhrend fiir x € Z ist
der linksseitiger Grenzwert |z — 1] und der rechtsseitiger Grenzwert |z .

Dagegen hat die Funktion R 3 z % € R an der Stelle g = 0 keinen der beiden einsseitigen

Grenzwerte, da lim,_,o+ % ¢ R. O

ANMERKUNG 35. Auch in diesem Fall ist es klar, dass man die obige Definition sich auch an Funktio-
nen erweitern kann, die auf einem nichtabgeschlossenen Intervall definiert sind. Allerdings bevorzugen
wir auf technischen Griinden, Regelfunktionen immer als auf abgeschlossenen Intervallen definiert zu
betrachten.

Eine wichtige Beispielklasse liefern die monotonen Funktionen.

SATZ 2.3. Es sei A C R ein Intervall und f : A — R eine monotone Funktion. Dann besitzt sie an
jeder Stelle beide einsseitigen Grenzwerte.

BEWEIS. Wir betrachten 0.B.d.A. den Fall, dass f monoton wachsend ist. Es sei dazu xzg € A. Ist
xo = inf A, dann ist inf f(A) = limg_,z,+ f(x). Ist jedoch z¢ > inf A, so wollen wir zeigen, dass

lim f(z)=s:=sup{f(z) eR:x € AN (—o0,x0)}.

T—To—
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Esseie > 0und £ € AN (—o00,x0) mit s —e < f(§). Somit ist s —e < f(x) < s fiir alle z € (&, xp), fiir
e > 0 beliebig klein. Dies zeigt, dass lim,_,,,_ f(z) = s. Ahnlich zeigt man, dass
lim f(z)=1i:=inf{f(x) e R:z € AN (z9,+00)}.

r—xo+

Damit ist der Beweis vervollsténdigt. O

DEFINITION 36. FEs seienb a,b reelle Zahlen, mit a < b und X ein normierter Raum. Eine Abbil-
dung ¢ : (a,b) — X heifft Regelfunktion oder sprungstetig, falls sie an jeder Stelle o € (a,b) beide
einseitigen Grenzwerte besitzt, und zusdtzlich den linken einseitigen Grenzwert an der Stelle xg = b
und den rechten einseitigen Grenzwert an der Stelle xo = a. Die Menge der Regelfunktionen von (a,b)
nach X bezeichnet man mit R([a,b]; X).

BEISPIEL 37. Nach Definition ist jede stetige Funktion eine Regelfunktion. Nach dem Lemma |2.3
sind monotone Funktione auch Regelfunktionen. Die Funktion z % ist eine Regelfunktion, wenn
sie auf einem Intervall eingeschrinkt wird, welches die 0 nicht enthélt, wohl aber keine Regelfunktion,
wenn die Endpunkte des Intervalls jeweils strikt positiv und strikt negativ sind. Jede Einschrinkung der

Dirichlet-Funktion auf einem Intervall, dass mehr als einen Punkt enthélt, ist keine Regelfunktion. [

ANMERKUNG 38. Die Gaufische Klammerfunktion, deren Sprungstetigkeit wir direkt bewiesen ha-
ben, ist natiirlich eine monotone Funktion. Ihr Betrag allerdings nicht, so dass man den obigen Satz
nicht direkt anwenden diirfte, Eine kurze iiberlegung zeigt allerdings, dass die Srpungstetigkeit eine
rein lokale Eigenschaft ist — also eine Eigenschaft, die an jeder Stelle nur durch beliebig kleine Umge-
bungen derselben Stelle beintréichtigt werden kann. Um ein Beispiel eine nichtsprungstetigen Funktion
zu finden, miissen wir also an Funktionen denken, die nicht mal lokal monoton sind. Mindestens eine
solche Funktion kennen wir schon: die Dirichlet-Funktion aus [6, Bsp. 7.58] — welche tatséchlich keine
Regelfunktion ist.

ANMERKUNG 39. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit stickweise stetig, falls eine Zerlegung (,, :=
{zo,...,zn} von [a,b] existiert so, dass jede Einschréankung fi(, z,.,,) stetig ist. Selbstverstindlich ist
jede stiickweise stetige Funktion eine Regelfunktion.

UBUNGSAUFGABE 40. Es seienb a, b reelle Zahlen, mit a < b und X ein normierter Raum. Zeige:
Genau dann ist f : [a,b] — X eine Regelfunktion, wenn alle folgende Bedingungen erfiillt sind.

e Esgibt x € X so, dass fiir jede gegen a konvergente Folge (zy,)nen C (a, b] auch lim,, o f(x,) =
x gilt.

e Fiir jedes xop € (a,b) gibt es © € X so, dass fiir jede gegen xg konvergente Folge (2, )nen C
[a, o) auch lim,,_,~ f(zn) = x gilt.

e Fiir jedes xg € (a,b) gibt esy € X so, dass fiir jede gegen xo konvergente Folge (v )nen C (20, b]
auch lim, o f(yn) = y gilt.

e Esgibt y € X so, dass fiir jede gegen b konvergente Folge (y,,)nen C [a,b) auch lim,,—,« f(yn) =
y gilt.

THEOREM 2.4. Es seienb a,b reelle Zahlen, mit a < b und X ein Banachraum. Dann ist [ :
[a,b] = X genau dann eine Regelfunktion, wenn sie gleichmdifliger Grenzwert einer Folge (fn)nen von
Treppenfunktionen ist.

BEWEIS. Es seien f : [a,b] — X eine Regelfunktion und n € N\ {0}. Dann gibt e zu jedem z € [a, b]
zwel Punkte o(z), f(z) € R mit a(x) < z < () und so, dass mindestens eine der Aussagen
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o [[f(s) = f(t)]x < 2 fiir alle 5,t € (a(z),z) N [a,b],
o [f(s)— f(t)|lx <= fiir alle s,t € (x,B(z)) N |a, b,
gilt. Somit ist [a,b] C U,efqp)((2), B(x)). Aus der Kompaktheit von [a, b] Hfolgt, dass es eine endliche
Teilmenge (0.B.d.A. sogar eine Zerlegung) ¢ von [a, b] gibt, so dass
[a,8] € [J(a(2), B(2)).

e

3=

Wir kénnen nun ¢ so verfeinern, dass wir eine neue Zerlegung ¢ := (&, . .., &) finden, mit

o [[f(s)— f(t)x <2 fiiralle s,t € (§-4,&), j=1,...,m
das wird z.B. dadurch erreicht, dass wir ¢ ergénzen durch alle (endlich viele) Punkte der Form «a(z), 8(z),
wobei z € ( (so lang a(2), B(z) € [a,b]): dann gehoren je zwei Punkte s,t € (-, &;) mindestens einem
gemeinsamen Intervall der Form (a(z), z) oder (z, 8(2)) an, und somit gilt die behauptete Abschéitzung.
Betrachte nun eine Funktionenfolge (f,,)nen, die durch

Iy ){ f(x), falls x € {&,...,&m},
M P, falls 3 € (-0,), G = 1,y

definiert wird. Dann ist jedes f, : [a,b] — X nach Konstruktion eine Treppenfunktion und es gilt auch

Hﬂ@—ﬁ@Wx<% v € [a,b].

Somit haben wir bewiesen, dass (f,,)nen gleichméBig gegen f konvergiert.

Es sei umgekehrt eine Funktionenfolge (f,)nen gegeben, die gleichméiﬁig“gegen f konvergiert. Wir
wollen zeigen, dass f eine Regelfunktion ist, indem wir das Kriterium in der Ubungsaufgabe |40| anwen-
den.

Als Vorbereitung zeigen wir erst, dass f lokal ,fast konstant* sein muss. Es seien dazu € > 0 und
x € (a,b) beliebig. Dann gilt
(2.1) |f — folleo <€ fiir alle n > N,
fiir ein N grof genug. Da fy eine Treppenfunktion ist, kann man zu jedem z( € (a,b) ein o’ € [a, x()
finden, so dass fnj(a’,z,) konstant ist. Somit findet man, dass
(2.2)
1£(s) = fOlx < 1 (s) = fn(s)llx + v (s) = fn@llx + 1 fn(8) = f(B)I < 2e fiir alle s, ¢ € (d, z0),

wobei der erste und dritte Term in der rechten Seite mittels abgeschitzt werden kénnen, und der
mittlere Term auf (o, zo) identisch verschwindet.

Betrache nun eine beliebige Folge (si)ken C [a, o), die gegen xo konvergiert. Fiir ein beliebiges
€ > 0 kann man ein M € N finden so, dass

sk € (d, ) fiir alle & > M.
Angesichts von ([2.2)) folgt somit, dass
(2.3) 1£(s5) = f(sw)llx <2 fiir alle j,k > M,

d.h., (f(sk))ken C X ist eine Cauchy-Folge. Da X ein Banachraum ist, ist (f(sg))ren bereits konvergent,
etwa gegen = € X. Wir miissen nun zeigen, dass (f(tx))ren auch fiir alle weitere gegen xy konvergente
Folgen (tg)ren C [a,x0) gegen x € X konvergiert. Es sei dazu € > 0. Das obige Argument zeigt ndmlich

! Anschaulich ist diese Aussage wahrscheinlich klar, formal wird sie erst im Satz H bewiesen.
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die Konvergenz von (f(t))ren, etwa gegen ein y € X. Da aber es ein M € N gibt so, dass t;, € (a, z0)
fiir alle &k > M, Wieder aus ({2.1)) folgt somit

1f(s;) = ftr)llx <2 fiir alle 5,k > M,

und im Grenzwert fiir j, &k — co

[l = yllx < 2e.
Daher gilt z = y. Dies zeigt, dass f einen linksseitigen Grenzwert an der Stelle z¢ hat. Genauso zeigt
man die restlichen drei Bedingungen in der Ubungsaufgabe Dies vervollstindigt den Beweis. ([l

ANMERKUNG 41. Die Abdnderung einer Regelfunktion an endlich vielen Stellen &ndert ihre Sprungs-
tetigkeit nicht. An jeder Stelle stimmen sogar die einsseitigen Grenzwerte der alten und der neuen
Funktion {iberein.

Insbesondere konnen wir die Konvergenz einer Folge von Treppenfunktionen gegen eine Regelfunk-
tion f betrachten, selbst wenn die ersteren nur im offenen Intervall (a,b) definiert sind und die letzteren
im abgeschlossenen Intervall [a,b], da man bei Bedarf auch die Treppenfunktionen am Intervallrand
wie f(a) bzw. f(b) definieren kann, ohne dass ihre Integrale sich #ndern.

LEMMA 2.5. Es seien a,b reelle Zahlen, mit a < b und X ein normierter Raum. Dann gelten die
folgenden Aussagen.

(1) R([a,b]; X) ist ein Vektorraum, ja ein normierter Unterraum des Raumes B([a,b]; X) der be-
schrinkten Funktionen von |a,b] nach X.

(2) T(a,b; X) ist ein Unterraum von R([a,b]; X).

(3) Ist X ein Banachraum, so ist R(|a,b]; X) selbser ein Banachraum.

BewEIS. 1) Fiir die einsseitigen Grenzwerte gelten die iiblichen Rechenregeln (Ubungsaufgabe!),
und somit haben Summen zweier Regelfunktionen und Produkte eines Skalars und einer Funktion
an jeder Stelle einsseitige Grenzwerte. Lass uns jetzt annehmen, es gibt eine unbeschréanlte Funktion
¢ € R([a,b]; X). Somit gibt es fiir jedes n € N ein z,, so, dass ||f(z,)||x > n. Da [a, b] kompakt ist,
ist (2 )nen beschrankt und hat somit — nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl — eine (etwa gegen
xo € [a,b]) konvergente Teilfolge (x,, )ren. Ist zog = b, so kann man (z,, )geny 0.B.d.A. als monoton
wachsend voraussetzen (denn i.A. hat jede reellwertige Folge eine monotone Teilfolge — ﬂA). Ist jedoch
xo € [a,b), so kénnen wir dhnlich 0.B.d.A. als monoton fallend voraussetzen. Weil ¢ eine Regelfunktion
ist, gibt es dann in beiden Fillen den einseitigen (linksseitigen im ersteren, rechtsseitig im zweiteren
Fall) Grenzwert

lim ¢(zp,) =1y € X,
k—o0
und, wegen der Stetigkeit der Norm, auch
Jinn |6 (el x = ol

Somit ist die Folge (||¢(zn, )| x )nen einerseits konvergent, andererseits unbeschrénkt — ein Widerspruch.
2) Die zweite Aussage gilt offensichtlich, so bald wir jede Treppenfunktion ¢ : (a,b) — X mit einer
Funktion von ¢ : [a,b] — X identifizieren, indem wir sie willkiirlich auf [a, b] fortsetzen — etwa durch
o(a) = ¢(b) := 0, vgl. die Anmerkung
3) WIr wissen schon aus , dass R([a,b]; X) ein Unterraum von B([a,b]; X) ist und auch, dass
T (a,b; X) ein Unterraum von R([a,b]; X) ist. Aufgrund vom Satz stimmt der Abschluss von
T (a,b; X) (bzgl. der Norm von B([a, b]; X)) mit R([a,b]; X) iiberein. Somit ist R([a, b]; X) abgeschlos-

sener Unterraum eines Banachraums, und somit selber ein Banachraum. ]
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UBUNGSAUFGABE 42. Zeige: Jede reellwertige Folge hat eine monotone Teilfolge.

THEOREM 2.6. Es seienb a,b reelle Zahlen, mit a < b und X ein Banachraum. Es sei f : [a,b] —
X eine Regelfunktion, und betrachte eine Folge (fn)nen C T (a,b; X), welche gleichmdf$ig gegen f
konvergiert. Dann existiert der Grenzwert

b
lim fo(z)de e X

a

und er hangt nicht von der Wahl der approximierenden Folge (fn)nen-

BEWEIS. Lass uns erst die Vektoren

I, := /ab fn(x) dz

betrachten, die als Integrale von Treppenfunktionen sicherlich wohl definiert sind. Dariiber hinaus
bildet (I;)nen eine Cauchy-Folge. Um dies zu sehen, beachte, dass fiir alle m,n € N f,, — f,,, eine
Treppenfunktion ist (dank dem Satz[2.2(2)) und somit I,, iiberhaupt wohl definiert ist und (dank dem
Satz [2.2(3)) die Abschitzung

[n = Imllx < (b—a)|lfn — fmllo < (b= a)([[fo — flloo + If = frmllo) ; n,m € N,

gilt. Weil nach Voraussetzung lim, o || frn — fllco = 0 folgt auch, dass ||I,, — ;|| x beliebig klein wird,
wenn m, n grof} genug werden. Somit konvergiert die Folge (I,,)nen, da X ein Banachraum ist.

Wir zeigen jetzt, dass der Grenzwert wohl nicht von der Folge (f,)nen abhéingt. Betrachte ndmlich
eine neue Folge (gn)nen C T (a,b; X) mit lim,, o0 [|gn — fllco = 0 und definiere die Folge (hy,)nen durch

hop == fnn und  hopt1 := gn, n € N.
Dann ist auch lim, s« ||hn — flle = 0 (Ubungsaufgabe!)und somit muss die Folge (ff b () da:)

konvergieren. Insbesondere haben ihre beide Teilfolgen

([ros) e ([0),

den selben Grenzwert. O

neN

DEFINITION 43. Es seienb a,b reelle Zahlen, mit a < b und X ein Banachraum. Es sei ¢ : [a,b] — X
eine Regelfunktion. Der eindeutige Grenzwert, der im Satz eingefiihrt wird, heiffit (Riemannsches)
Integral von ¢ zwischen a und b.

Somit haben wir insbesondere fiir jede stiickweise stetige Funktion und jede stiickweise monotone
Funktion ein Integral definiert. Weiter gelten die folgenden Rechenregeln, welche genau den Regeln fiir
Treppenfunktionen entsprechen.

SATZ 2.7. Es seienb a,b reelle Zahlen, mit a < b und X ein Banachraum. Es seien f, g : [a,b] — X
Regelfunktionen und o, 8 € K. Dann gelten die folgenden Rechenregel.

(1) Fiir alle ¢ € (a,b) sind die Einschrinkungen fi(q.c), ficp) Regelfunktionen und

/abf(x) dx :/:f(x) d:c—i—/cbf(x) da.
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(2) af + Bg ist eine Regelfunktion und
b b b
@+ poe)do=a [ jw) et [ o) ds
(3) ||fllx ist eine (reellwertige) Regelfunktion und

B8
r) da|| < / 1F@)llx dz < | flloclb - al.

(4) Ist X =R und gilt f < g, so ist auch

[ i< [ o) @

BEWEIS. (1) Betrachte zwei Folgen (gn)nen, (hn)nen von Treppenfunktionen, welche gegen f|(qp)
bzw. f|(p,c)- Dann definiert

gn(z), falls x € (a,c),

fulz):=< f(e), fallsz=c,
hyp(z), falls z € (¢, ),

eine neue Folge von Treppenfunktionen von (a,b) nach X, welche gleichméBig gegen f konvergiert. So-
mit folgt die Aussage aus dem Satz (1), denn fiir die approximierende Folge von Treppenfunktionen

(fn)nEN
b b
/ f(x)de = lim [ folx)dx

n—o0 a

— lim < / "o + / @) dx)
_ ﬂ&(/; e )dac+/bh (ac)dx)
— [ faots da:+/ e
/a f(@)do + / f(@) da

(2) Es seien (fn)nen und (gn)nen Folgen von Treppenfunktionen, welche gegen f bzw. g konver-
gieren. Dann konvergiert auch (af, + Bgn)nen gegen af + Bg. Angesichts vom Theorem kann die
Aussage mittels (af, + Bgn)nen untersucht werden. Tatséchlich gilt aufgrund vom Satz (2)

b b
[as+s9@ds =l [(@fa+ fg.)(e)da

n—oo

/f da:+ﬁ/

b
= « lim fn( )dl‘+ﬁ hm / gn

(3) Uberlassen wir als Ubungsaufgabe.
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(4) Man kann 0.B.d.A. den Fall von f = 0 betrachten, da sonst kann man ¢ := f—g > 0 betrachten,
welches aufgrund von (1) auch eine Regelfunktion ist. Der erste Teil im Beweis vom Satz zeigt, dass
zu jeder Regelfunktion f > 0 eine approximierende Folge von Treppenfunktionen gefunden werden
kann, die zudem alle positiv-wertig sind. Somit ist laut dem Satz (4) auch ihr integral positiv, und
auch der Grenzwert ihrer Integrale — d.h., das Integral von f. g

KOROLLAR 2.8. Es seienb a,b reelle Zahlen, mit a < b und X ein Banachraum. Dann ist die
Abbildung

b
Z:=R([a,b]; X)> f »—>/ flz)dr e X
stetig. ’

BEWEIs. Wir werden sogar zeigen, dass die obige Abbildung Lipschitzstetig ist — Stetigkeit wird
dann aus [6, UA 7.90] folgen. Es seien namlich f, g € R([a,b]; X). Dann gilt aufgrund von Satz (2)7

(4)
b
IZ(F) - Z(9)lloo = | / (f - 9)@)delloo < |1 — glloold — a).
Dies zeigt die Behauptung. ([l

UBUNGSAUFGABE 44. Beweise den Satz[2.7](3)

ANMERKUNG 45. Beachte: In unserem Zugsang gibt es keine nichtintegrierbare Funktionen, son-
dern nur Funktionen, die nicht die Voraussetzungen des Satzes erfiillen und somit fiir die kein
Integral im Rahmen der Definition definiert ist. In diesem Sinne unterscheidet sich dieser Zugang
von jenem, der auf Verwendung der sogenannten Untersummen und Obersummen beruht, vgl. z.B. [3]
— und deshalb fiir die Integration Vektorwertiger Funktionen nicht geeignet ist. Den Zugang, den wir
folgen, stimmt im Wesentlichen mit dem in [5] tiberein. Riemannsche Integrale werden in [2] in einer
leicht unterschiedlichen Weise definiert — dort wird u.A. auch der Begriff der Integrierbarkeit in [2),
Bemerk. VI.3.5] definiert.

Tatséchlich gibt es die Moglichkeit, eine weitere Fortsetzung des Integralbegriffs einzufiithren. Henri
Léon Lebesgue hat 1902 eine Integrierbarkeitsbedingung definiert, die strikt schwécher als Sprungste-
tigkeit ist — und somit eine (strikt) allgemeinere Integrationstheorie einleitet. Nach seiner Theorie ist
z.B. die Dirichletfunktion tatséchlich (Lebesgue-) integrierbar und ihr Integral betrigt 0. Die Lebes-
guesche Theorie ist jedoch technisch deutlich komplizierter und wird deshalb erst in einem spéteren
Semester vorgefiihrt.

ANMERKUNG 46. Man verwendet auch zwei zuséitzliche Notationen, die eigentlich nicht aus der
Definition [43] oder aus dem Satz [2.7] folgen. Man setzt nimlich

/aa f(x)dx =0

/b " fla)de = - / ' fla)de,

falls a < bund f : [a,b] — R eine Regelfunktion ist.

und auch

Wir fassen im Folgenden die ersten wesentlichen Eigenschaften des Riemannschen Integrals zusam-
men. Der Folgende ist als Mittelwertsatz der Integralrechnung bekannt.
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SATZ 2.9. Es seienb a,b reelle Zahlen, mit a < b und f : [a,b] — R eine Regelfunktion mit f > 0.

Es sei g : [a,b] — R eine zusdtzliche stetige Funktion. Dann gibt es § € [a,b] so, dass
b b
[ @@y =g(9) [ siaja.

Beachte insbesondere den Spezialfall fiir f = 1:

b
/ g(2)dz = g(€)(b— a)

fiir ein & € [a, b].
BEWEIS. Da g stetig auf einem kompakten Intervall ist, hat sie ein Maximum M und ein Minimum
m. Somit gilt fiir alle z aufgrund der Eigenschaften des geordneten Koérpers R, dass

fl@)m < f(z)g(z) < f(z)M fiir alle z € [a, b].

Es folgt aus dem Satz [2.7(1)-(4), dass
b b b
m/ f(z)dx < / f(z)g(x)dx < M/ f(z)dx.

Somit gibt es
(2.4) p € [m, M]
mit
b b
p [ f@de= [ p@gta)d.
O

Wiederum folgt aus (2.4) und dem Zwischenwertsatz, an die stetige Funktion g angewendet, dass es

¢ € [a,b] gibt mit g(§) = u. Dies vervollstindigt den Beweis.
SATz 2.10. Es seienb a,b reelle Zahlen, mit a < b und f : [a,b] — R eine Regelfunktion mit f >0

Gilt .
/ f(z)dx =0,

so gilt f(zo) = 0 an jeder Stelle xo, wo f stetig ist.
Man kann in der Tat zeigen, dass eine Regelfunktion hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen

haben darf.

BEWEIS. Es sei z( eine Stelle, an der f stetig ist. Wiare f(zo) # 0, 0.B.d.A. f(zo) > 0, so kann
man aufgrund der Stetigkeit von f eine Umgebung (z¢ — €,20 + €) C (a,b) von z( finden, so dass
fir alle z € (zog — €, 20 + €).

f(@) > 3 4(wo)

Betrachte nun die Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R, welche durch

|
1 _
oa)i= { gm0k e o emte)
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Dann gilt f > ¢ und angesichts von Satz (4) f; f(x)dz > f; ¢(z)dz. Somit

b b
0<efa) = [ o@ys < [ flayaa,
ein Widerspruch. O

Wir wollen jetzt die Resultate des ersten Kapitels tiber die Stetigkeit und Differenzierbarkeit von
konvergenten Funktionenfolgen- und Reihen vervollsténdigen.

SATZ 2.11. Es seienb a,b reelle Zahlen mit a < b, X ein Banachraum und (fp)nen eine Folge von
Regelfunktionen von [a,b] nach X. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(1) Ist (fn)nen gleichmdfSig konvergent, etwa gegen f, so ist f eine Regelfunktion und

/a ) = Jim / "t (o).

(2) Ist Y o7 fn gleichmifig konvergent, etwa gegen F', so ist F' eine Regelfunktion und

b o0 b
/a F(x)dxznzo / fo(2)da.

BeEwEeIs. Wir wissen, dass Regelfunktionen bzgl. der || - ||oo-Norm einen Banachraum bilden. Insbe-
sondere bleibt der gleichméfiger Grenzwert einer Folge in R([a, b]; X) selber in R([a, b]; X). Da aber die

Abbildung ff : R([a,b]; X) — X nach dem Korollar stetig ist, kommutiert sie mit dem Grenzwert
— somit folgen beide Aussagen. 0

UBUNGSAUFGABE 47. Zeige durch ein Gegenbeispiel, dass die Aussagen im Satz i.A. nicht
gelten, wenn die Konvergenz nur punktweise gilt.

ANMERKUNG 48. Beachte, dass die Benennung des Argumentes der Funktion keinerlei Rolle spielt:
ist also f : [a,b] — X eine Regelfunktion, so bezeichnen etwa die Symbole

e, [t [ fas
/ / /

ANMERKUNG 49. Beachte dass das bestimmte Integral einer Funktion kann wohl eine negative Zahl
sein. Interpretieren wir das Integral einer Funktion wie der Flécheninhalt zwischen dem Graphen von
f und der z-Achse, so gilt die Konvention, dass Flache unterhalb der x-Achse einen negativen Beitrag
leistet.

den gleichen Vektor.

ANMERKUNG 50. Es sei f : [a,b] — R. Ein sehr populdrer Zugang zur Definition von Integral 1duft

iiber die sogenannten Darbouxschen Integrale: Definiere fiir jede Zerlegung ¢, := {xo, ...,z } von [a,b]
zwei approximierende Funktionen durch
bu(z):= inf  f(x) und  @o(x):= sup f(z) falls x € [vp, 25 + 1).

e€[Tk Tht1) T€[Th,Th41)
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Sind nun ¢y, ¢, Funktionen von [a,b] — R (d.h., ¢y (x), po(x) sind reelle Zahlen fiir alle z € [a,b]) und
stimmen die sogenannten unteres bzw. oberes Darbouzxschen Integrale {iberein, d.h., gilt

n—1 n—1
inf Go(T)(Tht1 — k) = sup Y Gu(x)(Tpe1 — 71),
”epkzz:o (z)(Tk+ ) <ne7>k§::0 (z)(Th11 )

so heifit f Riemann-integrierbar oder einfach integrierbar. Der gemeinsame Wert wird mit dann f; f(x)dx
bezeichnet und heifit bestimmies Integral von f zwischen a und b.

Dieser Zugang ist allerdings nur mittelbar auf C"-wertige Funktionen anwendbar und 148t sich nicht
auf allgemeinen vektorwertige Funktionen erweitern.

DEFINITION 51. Es seien f, F : [a,b] — X Funktionen. Dann heifit F' Stammfunktion von f, falls
es fir alle x € [a,b] gilt:
o F ist an der Stelle x differenzierbar und

o F'(z) = f(z).

SATZ 2.12. Es seien a,b € R, X ein normierter Raum, f,F : [a,b] — R, und es sei F' eine Stamm-
funktion von f. Dann gilt: Genau dann ist eine weitere Funktion G : [a,b] — X eine Stammfunktion
von f, wenn F' — G eine Konstante ist.

BEWEIS. Es sei G eine Stammfunktion von f. Dann gilt (F' — G)'(x) = 0 fiir alle z € [a,b]. Nun
wende [6, Kor. 8.40] an. Umgekehrt: da die Ableitung einer konstanten Funktion x — ¢ identisch 0 ist,
sieht man sofort, dass (F +¢) = F' = f. O

ANMERKUNG 52. Manche Autoren betrachten lieber eine allgemeinere Definiton, welche fordert,
eine Stammfunktion F' von f soll nur fast tberall — also an allen Stelle, auler hichstens abzéhlbar
vielen — sein, und dort eine Ableitung F’ haben, welche mit f iibereinstimmt. Dieser Begriff erlaubt
tatséchlich, einige Fille zu betrachten, die man sonst mit dem Hauptsatz nicht bewaltigen konnen.
Doch ist diese Theorie mit erheblichen technischen Komplikationen verbunden. Auflerdem sollte man
bedenken, dass die Bestimmung einer Stammfunktion grundsétzlich zur Anwendung des Hauptsatzes —
genauer gesagt: des Korollars Liegt aber eine nichtstetige Regelfunktion f vor, welche nur endlich
viele Unstetigkeitsstellen xg, ..., zny hat mit a < zg < 1 < ... < xy < b, so kann man angesichts vom
Satz [2.7}(1) ihr bestimmtes Integral als

b xo N-1 gy b
/a f(:n)dx:/a F(z)dz + kzzjo/ f(x)dac+/$N F(2)dz

darstellen. Da aber auf (a,xg), (o, 21),..., (zN—1,2N), (xN,b) die Funktion f wohl stetig ist, hat sie
dort eine Stammfunktion. Den gesamten Wert des bestimmten Integrals erhilt man also durch wieder-
holte Anwendung des Korollars Dies zeigt, dass eine Erweiterung des Hauptsatzes auf allgemeine
Regelfunktionen nur fiir den Fall einer Funktion mit unendlich vielen Unstetigkeitsstellen dringend
notwendig ist. Dazu verweisen wir auf [5, Kap. 11] — die Resultate dort héngen nicht wesentlich davon
ab, dass die betrachteten Funktionen reellwertig sind.

BEISPIEL 53. Angesischts der bekannten Differenziationsregeln gelten folgende Aussagen:

. éexpa ist eine Stammfunktion von exp, : R — R;

° I % ist eine Stammfunktion von z + z¥ : R — R fiir alle k € Z \ {—1};
e sin ist eine Stammfunktion von cos : R — R;
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e — cos ist eine Stammfunktion von sin : R — R;
e log ist eine Stammfunktion von z — = (O o0) — R;

e tan ist eine Stammfunktion von x »—> Cos(x) R — R.
O
BEISPIEL 54. Es seien ag,aq,...,a, € R. Dann ist
l’2 l’n+1
r—ar+ar—+...+a
0 1 9 nn+ 1
eine Stammfunktion von
T ag+ax+ ... +apx”.

O

Der Folgende ist als Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung bekannt.

SATz 2.13. Es seien a,b € R, X ein normierter Raum. Es sei f : [a,b] — X eine Regelfunktion.
Dann ist die Funktion

(2.5) F:la,b 32— /ﬂ? f(s)ds

stetig und an jeder Stetigkeitsstelle von f differenzierbar.
Insbesondere ist F' eine Stammfunktion von f im Sinne der Definition[51), falls f stetig ist.

BeEwEIs. (1) Es reicht zu zeigen, dass F Lipschitzstetig ist. Dazu verwenden wir den Satz[2.7](1)—(3)
und erhalten fiir alle x,y € [a, ]
f )ds — / f(s)ds| = ]

(bedenke dabei die Konventlon, die in der Anmerkung [4 eingefﬁhrt wurde.
Es sei nun £ > 0 und wiihle § > 0 so, dass | f(z) — f(zo+)||x < e fiir alle z € [a,b] N (zg, o + §) —
vgl. den Anfang vom Beweis vom Satz [2.4] Dann gilt

F@=F@o) o o 6 = saotyas

Tr — X
wieder wegen des Satzes 2.7(3). Dabei verwenden wir die Schreibweise f(zo+) = limg a0+ f(2).
Ahnlich zeigt man die Existenz des anderen einsseitigen Grenzwerts f(zo—) := limgy_z,— f(x). Dies
vervollstéindigt den Beweis, da in den Stetigkeitsstellen xg von f gilt f(xo+) = f(zo—). O

[F(x) = Fy)llx = s)ds|| < |z —yl[lfll-

elr —xo|
¥ |z — x|

X

Tr — X

Die folgende konkrete Regel zur Berechnung eines Integrals folgt unmittelbar.

KOROLLAR 2.14. Es seien a,b € R, X ein normierter Raum. Es sei f : [a,b] — X eine stetige
Funktion und ® eine Stammfunktion von f. Dann gilt

b
/ (@) do = B(b) — B(a).

Man bezeichnet oft
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BEWEIS. i) Betrachte erst die Stammfunktion F, die in (2.5)) definiert ist. Fiir sie gilt die Aussage
offensichtlich, denn laut der Anmerkung [46|ist [ f(x) dz = 0.

ii) Es sei nun G eine weitere Stammfunktion, so existiert laut Satz eine Konstante ¢ so, dass
G(z) = F(z) + c fiir alle x € [a, b]. Somit ist dank i)

b
G(b) —G(a)=F(b) —c— F(a)+c= F(b) — F(a) :/ f(x) dx.
Dies vervollstéindigt den Beweis. ([l

Man kann den Satz so umformulieren: Ist g : [a,b] — R eine stetige, auf (a,b) differenzierbare
Funktion mit stetiger Ableitung, so gilt fiir alle ¢, d € (a,b) mit ¢ < d, dass

d
/ ¢ (z) dz = g(d) — g(c).

UBUNGSAUFGABE 55. Es seien a,b € R, a < b. Betrachte eine Folge (f,)nen C C'([a,b]; X). Es
sei (f])nen gleichmifig konvergent und es gebe xy € [a, b], fiir das die Folge (f,,(z0))nen konvergiert.
Verwende den Hauptsatz, um einen einfachen Beweis des Satzes [I.6] zu liefern.

DEFINITION 56. Die Menge der Stammfunktionen einer gegebener, integrierbarer Funktion f be-
zetchnet man mit

[t@aa (oaer [ s, [ s [ ..
und nennt man unbestimmtes Integral von f.
ANMERKUNG 57. Es seien f, g : [a,b] — R integrierbar. Gilt f(z) # g(x) in hochstens abzdhlbar
vielen Punkten, so haben f, g das selbe unbestimmte Integral. Zum Beweis s. [5, S. 201]. Insbesondere

folgt, dass das bestimmte Integral zwischen a und b einer Funktion f bereits eindeutig bestimmt ist,
falls f auf (a,b) stetig und beschrankt ist.

Fiir eine gegebene integrierbare Funktion f stimmen laut Satz alle Elemente der Menge
| f(z) dx bis auf eine Konstante iiberein; man schreibt also z.B. salopp

/exp(x) dxr = exp+c
statt
/exp(fv) dr ={f:R—=R: f(z) = exp(x) + c fiir alle z € R und ein ¢ € R}.

SATZ 2.15. Es seien a,b € R. Es seien f,g : [a,b] — R zwei stetig differenzierbaren Funktionen.
Dann gilt

/ab f(x)g(x) de = {(fg)(x)K _ /abf(x)g’(x) da.

Dabei spricht man von partieller Integration.

BEWEIS. Die Rechenregel zeigen, dass die Funktion f-g auf (a, b) differenzierbar und es gilt (fg)’ =
flg+1g, dh.

(2.6) fl@)g(z) = (f9)'(z) - f4'(x)
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fiir alle z € (a,b). Weil f’, ¢’ und (fg)’ nach Voraussetzung stetig sind kann man (2.6]) zwischen a und
b integrieren und

/ab f(@)g(x) do = /ab(fg)’(x) dx — /abf(a;)g’(:c) di.

Die Funktion fg ist aber eine Stammfunktion von (fg)’ und nach dem Hauptsatz der Differential- und

Integralrechnung gilt
b

b(fg)’(w) dx = |(fg)(z)| -
/ o)

a

Somit folgt die Aussage. 0
BEIsPIEL 58. Um das Integral
/ ’ x cos(x) dz
0

zu berechnen, interpretiere die Funktion unter dem Integralzeichen wie das Produkt zweier Funktionen
f, g9, wobei f die Sinus- und g die identische Funktion ist. Dann folgt aus Satz dass

™

/Oga;cos(a:) dx = [(fg)(a:)}j — /og f(x)d'(z) dox = gsing — /og sin(x) dox = g + [COS](? =5 1.
O

BEISPIEL 59. Um die Logarithmusfunktion zu integrieren, stelle log als f - ¢’ dar, wobei f : z
log(x) und g : x — x, sodass ¢'(x) = 1 fiir alle z sind. Somit gilt fiir alle a,b mit 0 < a < b

[y @ = [ e a
- [(fg)(w)K -/ ' @)g(a) do

by
= blog(b) — alog(a) —/ — dx
o T
= blog(b) — alog(a) — (b —a)
= b(log(b) — 1) — a(log(a) — 1).
Also ist z +— z(log(x) — x) eine Stammfunktion der Logarithmusfunktion. O

ANMERKUNG 60. Es sei f : [a,b] — R eine stetige, auf (a,b) differenzierbare Funktion, sodass [’
auf (a, b) stetig ist. Es folt aus Satz dass

(f(0)* = (f(a)*
2

b
IECICrS
a
Die obige Regel der partiellen Integration ist eine Folgerung der Produktregel der Differenzialrech-

nung. Genauso folgt sie sogenannte Substitutionsregel aus der Kettenregel.

SATZ 2.16. Es seien a,b,c,d € R mit a < b und ¢ < d. Es seien f : (a,b) = R und g : (¢,d) - K
stetig differenzierbare Funktionen mit f(x) € (c¢,d) fir alle x € (a,b), sodass die Verkettung j o f :
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(a,b) — K wohldefiniert und stetig differenzierbar ist. Dann gilt: Ist J eine Stammfunktion von j, so
ist J o f eine Stammfunktion von (jo f)- f', und es gilt

b ) HON u=£(b)
[itanraa= [ wa= ||
a f(a) u=f(a)
Als (formale) Eselsbriicke bietet sich an zu beachten, dass fiir u := f(z) dann
du ,
dr (z)
gilt, also
du = f'(x)dx.

BEWEIS. Substituiere x durch u, d.h., setze v := f(z). Laut den Rechenregeln fiir die Ableitungen
und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist die Funktion x — Jo f(z) = J(f(z)) =
J(u) auf (a,b) differenzierbar und es gilt (J o ) = (J o f)f' = (j o f)f’. Durch Integration zwischen
a und b folgt

/ @) (@) da = / (o () do = [J(f(:v))]z ~ 7w ;Eb)) _ /f f(f) 7' (w)du = /f f(f) ()

Dies liefert die Aussage. O
Als direkte Folgerung der Substitutionsregel ergibt sich der folgende Fall.
KOROLLAR 2.17. Es sei f : [a,b] — R eine stetige, auf (a,b) differenzierbare Funktion mit f(x) > 0

fiir alle x € [a,b]. Dann ist logof eine Stammfunktion von fT/

BEWEIS. Wende die Substitutionsregel mit j : y — i an. O

UBUNGSAUFGABE 61. Verallgemeinere die Regel der partiellen Integration und die Substitutions-
regel zum Fall zweier stetig differenzierbare Funktionen f : [a,b] - K und g : [¢,d] — X, wobei X ein
Banachraum ist.

BeispiEL 62. Um das bestimmte Integral

T,
/ xsin(z?) dx
0

zu berechnen, setze f : x — 2° und j := sin. Dann kann man die Substitutionsregel unmittelbar
anwenden, also ist (— cos) o f eine Stammfunktion von ((— cos) o f) o f’. Somit ist

/072T zsin(z2) dz = % [ - cos(a:Z)]j - % (1 ~ cos (T)) .

BEISPIEL 63. Man findet fiir jede Regelfunktion j : (a,b) — R mittels der Substitution f(z) := z+c,

dass
b b+c
[t o= [ jwn

+c

2

O
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und dhnlich mittels f(z) := cx, dass

sowie schlieflich mittels f(z) := 22, dass

b 1 b2
/ tj(ct)dt = 2/ Jj(u)du,
a a?

BEISPIEL 64. Es seien a,b € R, a # 0. Um

/01 cos(ax + b)dz
zu berechnen, fithre die Substitution u := ax + b ein. Daher kann man die Substitutionsregel mit
j := cos, J :=sin, f(z) :==ax +0b, f(z) =a,
anwenden. Man findet somit

/0 cos(artb)dr = 1 /0 ' cosar-+bjads = 1 /0 @) f @) = - {J(u)r:am sin(a + bcz — sin(b)

a u=a-0+b

O

Interessanter ist der Fall, dass die zu integrierende Funktion (noch) nicht in Form einer Verkettung
zweier Funktionen auftritt. Manchmal ist es jedoch giinstig, eine solche Darstellung als Verkettung
kiinstlich einzufiihren.

BEISPIEL 65. Wir wollen die Theorie der Integration dazu verwenden, um zu iiberpriifen, dass der
Flacheninhalt des Einheitskreises 7 ist. Das ist natiirlich zur Aussage dquivalent, dass der Flacheninhalt
der obere hilfte des Einheitskreises 7 ist — anders gesagt: Der Flicheninhalt unterhalb dem Graphen
der Funktion f : 2 + 1 — 22 und oberhalb der z-Achse ist % (hier benutzen wir, dass der Einheitskreis
die Menge aller Punkten (z,y) € R? ist, die 22 + y? = 1 erfiillen). Berechne also

1
;/ V1-—2x2dr.
-1
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Fiihre die Substitution x = sin(y) durch, sodass y = arcsin(x) und v/1 — 22 = cos(y). Dann ist
%

/2 V1 —sin(y)2cos(y)dy = / v cos(y)? cos(y)dy

us
2

[MERC

cos(y)dy

Il
—

[VE]
3

2

(14 cos(2y))dy

IRV

|\ |\
U
<
_|_
N =
—
vl
@)
@]
A
[\
N
IS
NS

N = N

+
N N

Ny oy

O

UBUNGSAUFGABE 66. Ahnlich wollen wir den Flicheninhalt innerhabl der Hyperbel mit Koordi-
naten
2?2 -yt =1.
Wie vorhin berechne aus Symmetriegriinden nur das Integral

2/ Vy? — 1dy.
1

BEISPIEL 67. Zur Erinnerung: die Tangens-Funktion ist definiert durch
sin
tan := —.
cos
Da sie (direckte Berechnung!) zwischen —% und § streng monoton wachsend ist, ist sie dort invertierbar

— ihre Inverse bezeichnet man arctan. Man zeigt leicht, dass

arctan’z = r € R.

1+ 22’
Um eine Stammfunktion von arctan zu finden, d.h., um
/ arctanxdx

zu bestimmen, verwendet man die partielle Integration, so dass

!
/ arctanrzdr = xarctanx — / zarctan xdx

T
= :L’arctanx—/dx.
1+ 22

Mithilfe vom Korollar sieht man nun, dass

1
/arctanxdx = rarctanx — 5 log(1 + z?%).
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UBUNGSAUFGABE 68. Bestimme

(1) [exp(az) dz;
(2) [a* dz, wobei a > 0;
(3) [ cos(azx) dx.

UBUNGSAUFGABE 69. Zeige, dass
(1) [ A2 = log(z + V1 +2?);
(2) [sinh(z) = cosh(z);

Bestimme jeweils ein Intervall, auf dem die Formel giiltig ist.

UBUNGSAUFGABE 70. Bestimme
(1) f; 22 da;

T

(2) faba:a log(z) dz fir « € R, o # —1, wobei 0 < a < b.

BEISPIEL 71. Betrachte die Funktion tan : (§,%) 3 z +— ig;((?) € R. Dann ist die Funktion iiberall

strikt positiv. Um eine Stammfunktion zu bestimmen merke, dass cos’ = —sin. Setze f := cos. Somit
ist laut Satz — log o cos eine Stammfunktion der tan, also ein Element von

/ tan(z) dz = — / J;/g)) dz.

Die partielle Integration und die Substitutionsregel haben wir nur fiir skalarwertige Funktionen
definiert. Doch ist es manchmal anhand des folgenden Resultats moglich, sie auch in allgemeineren
Félle zu verwenden.

0

SATZ 2.18. Es seien a,b € R, a <b, und f : [a,b] — K%, d € N. Genau dann ist f eine Regelfunk-
tion, wenn alle thre Komponenten f7 :[a,b] = K, j=1,...,d, das sind. In diesem Fall gilt

/abf(x)dxz </abf1(l“)d:v,...,/:fd(x)dx>.

BeEwEIs. Die Funktion f ist genau dann eine Regelfunktion, wenn sie gleichméfiger Grenzwert
einer Folge von Treppenfunktionen (¢, )nen ist. Da aber eine vektorwertige Funktion offensichtlich
genau dann eine Treppenfunktion, wenn alle ihre Komponenten das sind, sieht man gleich, dass genau
dann f = lim, o0 ¢, wenn f7 = lim, o ¢, fiir alle j = 1,...,d (alle Grenzwerte in gleichmiBigen
Sinne). Daher folgt die Aussage, da die behauptete Identitét fiir Treppenfunktionen sicherlich gilt. [

BEISPIEL 72. Wir wollen das Integral der stetigen Funktion f : [0,27] 3 = — exp(x + ix) € C
bestimmen. Aufgrund der Eulerschen Identitét folgt, dass

2

2w 2m
; (z) do = /0 exp(z) cos(x) dx + Z/O exp(z) sin(x) dzx
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existiert. Durch mehrfache partielle Integration erhélt man

/027r exp(x) cos(x) dr = [exp(x) coS(as)} K + /027T exp(z) sin(x) da

2w

0
27

2
[exp(x) cos(a:)}o + [exp(x) sm(w)]o —/0 exp(z) cos(x) dx
= exp(27) cos(2m) — exp(0) cos(0) + exp(27) sin(27) — exp(0) sin(0)

- /0 " exp(z) cos(z) di

und somit

/27T exp(z) cos(x) dx = M.
0 2

dhnlich gilt

/027r exp(z)sin(r) dv = [exp(:v) sin(x)] (2)7r — /0% exp(z) cos(z) dz
2

_ [exp(:n) sin(x)] zw_ [exp(m) cos(x)] - /O %exp(x) sin(z) dz

0
also )
g — 2 1
/ exp(z) sin(x) dx = exp(27r)+.
0

Insgesamt erhélt man

I f(z) dw = exp(2r)—1 1-— exp(27r)'

+1
0 2 2

O

Da man z = x + iy € C mit (z,y) € R? identifizieren kann, gilt das folgende Resultat unmittelbar.

KOROLLAR 2.19. Es seien a,b € R mit a <b. Genau dann ist ein f : [a,b] — C eine Regelfunktion,
wenn sowohl thr Real- als auch thr Imagindrteil (d.h., Re f : [a,b] = R und Im f : [a,b] — R) das sind.
In diesem Fuall gilt

/abf(:c)dx: /abRef(x)dxﬁui/abImf(x)dx‘

2
dz.
/1435+1”J

w=f@) =de 1, )=t

BEISPIEL 73. Berechne

Definiere

sodass die Integrationsextrema u = 5 bzw. u = 9 (falls z = 1 bzw. = 2) werden. Weil f/(z) = 4 fiir
alle £ € R kann man das Integral auch als
/s
5 U

du

e e
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darstellen. Fiir dieses Integral gilt offensichtlich

9
log9 — log 5
/du_ [bg( )] _ log9—log5
5 4

O

Was, wenn die zu integrierende Funktion zwar rational wie im vorigen Beispiel ist, aber einer
komplizieretern Gestalt? Um diesen Abschnitt zu beenden erwéihnen wir den folgenden wichtigen Satz,
der aber eher eine algebraische Aussage enthélt und dessen Beweis deshalb unseren Rahmen sprengen
wiirde (s. z.B. [2] Sdtze 1.8.15 und IV.5.8]).

SATz 2.20. Es seien P,Q polynome vom Grad m bzw. n. Dann gelten folgende Aussagen.
o Fs gibt eindeutig bestimmte Polynome S, T, fiir die

P T
0~ *a
gilt.
e Fsseinunm < n und es sei 1 der hochste Koeffizient von Q. Dann gibt es eindeutig bestimm-
ten aji € C so, dass

N nj
=1 h=1 (@ = ZJ
wobei N die Anzahl der verschz'edenen Nullstellen z1, ..., zn von Q bezeichnet und nq,...,ny

deren Vielfachkeiten, so dass insbesondere nq + ...+ ny = n. Insbesondere gilt, falls alle
Nullstellen nicht im Integrationsintervall (a,b) liegen, dass

bP( N nj
. Q) Z;hzl‘”h/a e

e Sind alle Nullstellen von Q einfach, so kann man die obige Darstellung vereinfachen. Es gilt

namlich
x i P(z
Q(z) = Q'(zj) (x — zj)

und insbesondere

N
K CLap® 52) osle =1
falls alle Nullstellen nicht im Integrationsintervall (a,b) liegen.
BEISPIEL 74. Betrachte das Polynom
Q(z) == 2% + 20z + .

Gilt A := a2 — B > 0, so hat @ zwei verschiedenen reelle Nullstellen z; := —a+ VA und 29 : —VA.
Eine Zerlegung der rationalen Funktion 1/@Q wie im obigen Satz ist moglich mit Wahl von aq; : %\F

und a9y := _E\F’ d.h.,

1 a1 a1

Q(x) :1:—21+x—22'
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Liegen z1, zo nicht im Integrationsintervall (a,b), so findet man

r=b

b b z=b
1 ail a1 1 |z — 21
dr = / ( + ) dr = [a log |x—2z1|4+a91 log |x—2 ] = {10 .
a Q(Z) a Tr—z T — 22 M g| 1’ 2 g‘ 2’ r—a 2v A & ‘1'_22‘ T=a
O

2.1. Uneigentliche Integrale

SchlieBlich méchten wir den Integrationsbegriff auch fiir méglicherweise unbeschriankte Funktionen
auf moglichereweise unbeschriankten Integrationsintervallen definieren.

DEFINITION 75. Es seien a,b € RU {£o0}, a < b, und J C R ein Intervall mit a = inf J und
b=supJ. Es seien X ein Banachraum und f : J — X eine Funktion

e deren Finschrinkung auf jedes kompakte Teilintervall [, 5] C J eine Regelfunktion ist,
o fiir die ein c € (a,b) existiert, so dass beide Grenzwerte

(&

li d li

A ), e J [
existieren (bzgl. der Norm von X!).

So heifst f auf J uneigentlich integrierbar und

/Jf(x)dx - /acf(x) dm—ir/cbf(x) dx

das uneigentliche Integral von f auf J, wobei

c c b
/a f(x) dx = CHICIL:‘/C f(x)dx sowie /c f(z) dx := nl_if,?_ /Cn f(z)dx

Da man auch a,b € R wihlen darf, ist diese eine strikte Verallgemeinerung des Begriffes einer
Regelfunktion. Beachte, dass mit f erfiillt auch ihre Normfunktion || f||x : J — R die erste Bedingung
in der Definition.

Dass die obige Definition, und insbesondere die nicht von ¢ abhéngige Notation des uneigentlichen
Integrals konsistent ist, zeigt das folgende Resultat.

LEMMA 2.21. Es seien J C R ein Intervall mit a := inf J und b :=sup J und X ein Banachraum.

(1) Ist f eine uneigentlich integrierbare Funktion, so existieren gleich fiir alle ¢ € (a,b) die Grenzwerte

lim Cf(x)d$ lim / flx

(—at J¢ n—b—

(2) Dariiber hinaus sind je zwei Paare solcher Grenzwerte konsistent, denn fiir je zwei ¢, ¢’ € (a,b) gilt

c n d n
lim / f(z)dz + lim / f(z)dz = lim / f(z)dz + lim / f(z)dx
(—a+ ¢ n—b— J. (—a+ ¢ n—b— Jor

BeEwels. Fiihre fiir ¢ € (a,b) die Notationen

:: 1 — 1
Jim, / Ut Lep := lim. / fx

ein — nach Voraussetzung gibt es mindestens ein ¢ € (a, b), fiir das sowohl I,. als auch I, existieren.
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(1) Es folgt dann aus dem Satz [2.7}(1), dass fiir alle weitere ¢/, € (a,b) auch

/:/ f(z)dz = /:f(x)dx—k/:/ f(z)dz

gilt. Da fcc/ f(x)dx ein wohl definierter Vektor in X ist, existiert mit I,. jedes weitere uneigentliche
Integral I, — dann gilt offensichtlich auch die Identitéit

I = ac—i—/ f(x)dx.

Ahnlich existiert mit I jedes weitere uneigentliche Integral I, und die Identitét

Iy = 1y +/ f(x)dx.
C

gilt. Dies zeigt die erste Aussage.
(2) Es gilt nun

¢ n
lim / f(z)dz + lim flx)de = I+ Iy
¢ n—b—

(—a+ c
— Lt [ f@dot [ fo)dn L

c n
= lim / f(x)dx + lim f(x)dx.
¢ n—b— /

(—a+ ¢

Dies vervollstéandigt den Beweis. O

UBUNGSAUFGABE 76. Inbesondere: Es seien a,b € R, a < b, X ein Banachraum, und f : [a,b] — X
eine Regelfunktion. Dann stimmt das uneigentliche Integral von f mit dem Riemannschen Integral von
f tiberein. Liefere die Details.

BEISPIEL 77. Es sei ¢ > 0. Dann ist die stetige Funktion z — exp(—cz) auf J := [0, c0) uneigentlich
(=) Also gilt fiir s > 0

[

/05 —exp(—cx) do = [exp(_cx)] - £ ()

C 0 C

integrierbar. Denn eine Stammfunktion von x — exp(—cx) ist x —

Somit ist
o 1 1
/ —exp(—cz) dx = lim —(1 —exp(—cs)) = =
0

s—00 C

BEISPIEL 78. Es sei a > 0 und s € R. Dann ist

1
(a,00) 22— — €R
:ES

uneigentlich integrierbar, da diese Funktion stetig ist. Ist s > 1, so gilt fiir jedes n > a

"1 1[0 1 /1 1
/xsdle—s[x S] 11— nsfl_asfl ’
a Tr=a
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1 . 1 1 1 1 1
—dzr = lim — = _ ]
0 T8 n—+too 1l —s \ps~1 a1 1—sas1

Ist jedoch s =1, so gilt

und daher

m1 T=n
/ de: [logm] = (logn —loga),

und daher % 1 -
/ —dzr = lim (logn —loga) = +oc.
a T 7—+00

0

BEISPIEL 79. Die stetige Funktion x +— 273 ist auf dem Intervall [0, 1] uneigentlich integrierbar.
Dies kann man sehen, indem man die Substitution f(z) := % durchfithrt und dann das Beispiel
anwendet (Ubungsaufgabe!). Oder auch direkt, wie folgt. Da die Funktion stetig ist, soll man nur
beachten, dass fiir jedes ¢ € (0,1)

1 =1
/ g 2dz = [29&] :2—2ﬂ,
¢ r=(
und daher

1

1

T2dr= lim 2—-2 =2
/0$ ! C—1>%1+ \/C

BEeispiEL 80. Es gilt

SR | noq
= lim ——— dz+ lim - dx

1
1
——dx =
/1 V1— 22 (==1+Je /1 — 22 n—=1-Jo V1 —2x2

= — lim arcsin( + lim arcsinn
(——1+ n—1—

- (D)3
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Einige Anwendungen der Integralrechnung
3.1. Konvergenz von Reihen

SATZ 3.1. Es sei f: [1,400) — [0,00) eine monoton fallende Funktion. Genau dann konvergiert
das uneigentliche Integral
o0
| s
1

> fn),
n=1

wenn die Rethe

es tut.

BeEwers. Wir fiithren zwei Treppenfunktionen w (wie oberhalb) und v (wie unterhalb) von (1, 00)
nach R ein durch
w(z) :== f(n) falls x € [n,n + 1),
bzw.
v(z) = f(n+1) falls z € [n,n + 1).

Aufgrund der Monotonie von f gilt fiir alle x

f(lz]) =2 f(z) = f(lz] + 1),
dh.,
w(x) > f(z) > v(z) fiir alle z € [1, 00).

Somit gilt nach Definition von v und w

N N N N N-1
nZ::zf(n) = /1 v(z)dr < /1 f(z)dr < /1 w(z)dr = ; f(n) fiir alle N € N.

Nun sind wir in der Lage, die Aussage zu beweisen. Denn ist das uneigentliche Integral konvergent,
so ist die Folge (25:2 f(n))nen beschrinkt (eben durch [ f(z)dz) und monoton wachsend (da f
nur positive Werte annimmt). Somit ist die Folge der Partialsummen konvergent, d.h., > >° | f(n)
konvergiert.

Es sei umgekehrt die Reihe konvergent, und deshalb insbesondere auch w uneigentlich integrierbar.
So ist auch die Familie ([ f (:);’)dac)y>1 monoton wachsend und durch [;° w(z)dz beschréinkt, und daher
ihre Konvergenz — d.h., die uneigentliche Integrierbarkeit von f. g

53
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3.2. Taylor-Entwicklung einer Stammfunktionenreihe

LEMMA 3.2. Es seien a,b € R, a < b, und z9 € (a,b). Es seien f,g : [a,b] — X differenzierbare
Funktionen, X ein Banachraum. Gilt f'(x) = ¢'(x) fir alle x € [a,b] und f(zo) = g(x0), so gilt

f(x) =g(x) fir alle x € [a,b).
BEWEIS. Es folgt aus dem Hauptsatz, dass
f@) = flao) + [ F(s)ds = glan) + | o (5)ds = gl)
]

SATZ 3.3. Es seien a,b € R, a < b, und f : [a,b] — R eine unendlich oft stetig differenzierbare
PFunktion und zo € (a,b). Konvergiert die von der Taylorreihe T abgeleitete Potenzreihe

o (k)
T/ — Z M(:r — z0)" 7, z € (a,b),
k=1

punktweise gegen f', so ist T/ (als Reihe von Funktionen von (a,b) nach R aufgefasst) gegen f norm-
konvergent.

BEWEIS. Es seien ¢,d € R mit g € [¢,d] C (a,b). Dann ist nach dem Korollar die von Tf
abgeleitet Reihe auf [¢, d] normkonvergent. Nun folgt aus dem Satz dass die Taylorreihe T/ auf [c, d]
konvergiert (da sie bereits in xzy konvergiert), und ihr Grenzwert ergibt eine Funktion ¢ : (a,b) — R,
welche

g(xo) = f(z0) sowieg' (x) = f'(x) fiir alle z € (a,b),
erfiillt. Somit folgt aus dem Lemma [3.2] dass f = g, was die Aussage vollstéindig beweist. O

UBUNGSAUFGABE 81. Zeige, dass fiir die Funktion f := arctan die Taylorreihe T/ auf (—1,1)

durch

3 0

= T — — —
T x 3+5+

gegeben wird, und dass sie gegen f normkonvergent ist.

UBUNGSAUFGABE 82. Zeige, dass fiir die Funktion f := log(1 4 ) die Taylorreihe T/ auf [—1,1]
durch

2 23

—,r——4+——...
x T 2+3

gegeben wird, und dass sie gegen f normkonvergent ist.

3.3. Der Satz von Weierstraf3

Eine interessante Anwendung der Integralrechnung besteht darin, eine explizite Konstruktion einer
Polynomenfolge durchzufiihren, welche eine gegebene aber beliebige stetige Funktion approximieren.
Zum Beweis von diesem sogenannten Satz von Stone—Weierstrafs, der tatséchlich in dieser einfacher
Version 1885 von Karl Weierstral bewiesen wurde, werden wir das folgende Lemma benotigen.
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LEMMA 3.4. Es sei f : R — R eine stetige Funktion und @ ein Polynom. Dann ist auch die
Funktion P, welche durch

1
P(a) = /0 J@Qu - a)du, @€ 0,1],

definiert ist, ein Polynom.

BeEwers. Wir fiithren erst die folgende Notation an: Ist f : [0,1] — R eine stetige Funktion, so dass
f eine Stammfunktion

F(u) = /Ouf(s)ds, u € [0, 1],

hat, so kann man auch aufgrund der Stetigkeit von F' eine Stammfunktion von F' betrachten, also eine
zweite Stammfunktion von f, welche wir mit F® bezeichnen werden, also

F(2)(u):/0u/0u1f(s)ds duy, u € [0,1],

und so weit rekursiv die (n + 1)-te Stammfunktion

u o pul Un
FOtD(y) = / / / f(s)ds duy ...duy, u € [0,1],
0o Jo 0

n+1 Integrale

wobei F(1) := F. Beachte, dass F("(0) = 0 fiir alle n € N. Die Funktion P kénnen wir auch als

P(z) = /0 f(w)Q(u — z)du = /0 d%LF(u)Q(a: — u)du, x €[0,1],

darstellen. Partielle Integration liefert nun fiir alle z € [0, 1]

1
P(x) = /Oqu(u)Q(x—u)du

u=1

_ [F(U)Q(az - u)] - /0 1 Fu)Q (z — u)du

u=0

1
= F(1)Qz—-1)— /0 Fu)Q'(x — u)du.

Weiter sieht man, dass

d

1
P(z) = F1)Q(z—1) —/0 @F(Z)(U)Q/(x—u)du

1
— F)Qz— 1)~ FOM)Q (x 1) + /0 FO) ()@ (z — u)du,
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und rekursiv

P(x) = Y (D) FEDM)QW (@ —1) + (1) / L PO () Q0 (2 — u)d
k=0 0

= S DHEED )W - 1)

k=0
= > P 1)QW (@ 1),
k=0

wobei n das Grad vom Polynom @ ist, da die (n+1)-te Ableitung eines Polynoms n-ten Grades identisch
verschwindet. Allgemeiner ist Q*) (-—1) — wie jede k-te Ableitung eines Polynoms n-ten Grades — selber
ein Polynom (n — k)-ten Grades, was endlich die Aussage liefert, da ag,...,a, € R. d

THEOREM 3.5. Es seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es eine Folge
(Pp)nen von Polynomen, welche gleichmifSig gegen f konvergiert.
BEWEIS. Man kann 0.B.d.A. annehmen, dass a = 0 und b = 1 — sonst fithre die Substitution
x—a
b—a

durch. Man wird den Satz nur fiir den Fall f(0) = f(1) = 0 beweisen miissen, denn sonst kann man
fiir eine allgemeine Funktion f die Abbildung

g:xz+— P(x)— P(0) —z(P(1) — P(0))

T =

betrachten, welches wohl g(0) = g(1) = 0 erfiillt: Ist nun g gleichméfiger Grenzwert einer Polynomen-
folge (Py)nen, so ist

f=(f-g)+ lim P, = lim @,

n—o0 n— oo

mit

Qn = (f—g)+ Pu, neN,
ebenfalls Grenzwert einer Polynomenfolge.

Mit diesen Voraussetzungen kénnen wir jetzt die Funktion f auf R durch 0 auflerhalb [0, 1] fort-

setzen: die neue, erweiterte Funktion ist ebenfalls stetig, und wir werden sie mit einem leichten Nota-

tionsmissbrauch auch mit f bezeichnen.
Betrachte nun (@, )nen definiert durch

Qr(x) == ck(l—xQ)k, keN, zeR,

wobei ¢; € R ist derart gewéhlt, dass

1 1
_ 2k g, L
(3.1) /_1 Qr(z)dr = ¢, /_1(1 x*)dr =1,
d.h.,
1
(3.2) Cp 1= k e N.

f_ll(l — 362)"3dac7
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Nun folgt aus der Bernoullischen Ungleichung (vgl. [6], Ubungsaufgabe 1.61]), dass

/1(1 2)kg 2/1(1 2)kg >2/“1E(1 2)kg >2/“1E(1 kae?)dr = —— > L hen
— X xr = — X X — X xr — RX r = ——= —, .
-1 0 —Jo —Jo Wk Vk

Es folgt aus dieser Ungleichung sowie aus , dass
e < Vk, k e N.
Somit folgt fiir alle § € (0,1), dass
(3.3) 0 < Qr(z) = cr(1 — 22)F < VE(1 — 62)F fiir alle k € N und |z| € [4, 1].

Daher konvergiert (Qx)ren gleichméBig gegen 0 im Kreisring {x € R : § < |z| < 1}. Definiere nun eine
neue Funktionenfolge (Py)ren durch

1
(3.4) Pi(z) = /_1 flz +)QrM)dt,  keN,zelo1].

Fiir festes x € [0,1] findet man durch die Substitution v := x + ¢ die dquivalente Darstellung

z+1
Pi(x) = /1 f(u)Qr(u — x)du, ke N,z e0,1].

und da der Integrationsbereich [x — 1,z + 1] das Intervall [0, 1] enthilt, auler dem die Funktion f
identisch verschwindet, kann man diesen Ausdruck weiter zu

1
:/o fu)Qk(u — z)du, ke N,z €|0,1].

vereinfachen. Das Lemma liefert nun, dass (Pj)ren ebenfalls eine Polynomenfolge ist.
Nun folgt von (3.2)), dass

/ F@)Qu(t) /Qk (@), keN zel,l]
Beachte, dass aus (3.3]) sowie (3.4)) gilt

(3.5) Py() — f(2) = / (fla+t) - f(@) Quldt,  keNxe0,1]

-1
Nun kénnen wir endlich die Aussage beweisen. Es sei dazu € > 0 und bestimme § > 0 so, dass
(3.6) lf(z) — fly)| <e fiir alle z,y so, dass |z —y| < 6

(dabei haben wir den Satz verwendet, dass jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall auch
gleichmifig stetig ist — vgl. Satz . Da f stetig auf einem kompakten Intervall ist, ist weiterhin f
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beschrinkt, d.h., || f]leo < co. Es gilt nun fiir alle z € [0, 1]

(3.5 1
|Pp(z) — f(z)| < /!(f(w+t)—f(w))czk(t)ldt

-1

1
&3 / ot 1) — F(@)] Qult)ds

-1

-1

-5 0 1

/ @+ ) — F@)] Qult)dt + / 1o+ 0 = @)l Quoyit + /5 @t t) — F(@)] Qut)dt
-6 ’) 1

20flc [ @t + [ 11+ 0) = )] Quitrit+ 20l [ @it

= 1 1
20fll [ @uvdt+ 5 [ Quvi+ 20l [ Quoya

-4 é 1
20flVB1 =) [ Care S [ Quat 2l VRG - 8 [ e

A A A = T

4 F oo VR = 8)5(1 = 8) + 5.

Diese Abschitzung gilt gleichméBig fiir € [0,1]. Nun konvergiert fiir & — oo der erste Summand
gegen 0, was wiederum zeigt, dass ||f — Px|leo fiir & — oo beliebig klein wird. Somit ist die Aussage
bewiesen. 0

UBUNGSAUFGABE 83. Kann der obige Satz zum Fall einer vektorwertigen stetigen Funktion verall-
gemeinert werden? Warum?

3.4. Existenz von transzendenten Zahlen (optional)

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass es iiberhaupt transzendente Zahlen gibt — dies hatten
wir in [6l, Anmerkung 5.34] lediglich behauptet, aber nicht bewiesen.
Dazu benéttigen wir zuerst das Folgende.

LEMMA 3.6. Es seienn € N, (a1,...,a,) € R", und P ein Polynom vom Grad n, etwa

n
P:REZHZajszR.
=0
Betrachte das assoziierte Betragspolynom
n
]3:>—>]R9z»—>2|aj|zj eR
=0

und die Funktion
t

(3.7) Bp: [0,00) 5t s / ¢~ P(s)ds ¢ R.
0

Dann gilt

n n

(3.8) Op(t) =Y PI0)-> PU®E),  tel0,0),
j=0



Kapitel 3 59

und zusdtzlich R
[@p(t)| < [tleIP(|s]),  t€[0,00).

Beachfc.e, dass die Funktion ®p auf [0, 00) wohl definiert ist, d.h., das entsprechende Integral kon-
vergiert (Ubungsaufgabe!).

BEwEIs. Wir integrieren ®p partiell und erhalten
Op(t) =Y PI0) > PUE) =D PU0) - PI®),  tel0,0),
J=0 J=0 j=0 Jj=0
wobei n das grad von P ist. So sieht man, dass

@p(1)] < | / 0 P(s)ds

< |t| max |et™%| max |P(s)| < |t|lel P(|t]).
< 1t s [e'~*] ma |P(s)] < e (1)

THEOREM 3.7. Die Zahl e ist transzendent.

BEwEIs. Wir nehmen an, e sei nicht transzendent, d.h., e sei die Nullstelle eines Polynoms mit
rationalen koeffizienten — etwa von (), wobei

n
Qx) = Z apz”
k=0
fiir Koeflizienten ag, ..., a,. Man kann 0.B.d.A. annehmen, dass ag # 0, da sonst bekdme man

n n—1
0=0Q(e) = Zakek = ez ak+1ek,
k=1 k=0

d.h., e wire auch Nullstelle eines Polynoms niedrigeren Grades.
Wihle eine Primzahl p, welche strikt grofier als max{k, |ag|} ist, und betrachte eine neue Funktion
f, die durch
P(x) :=aP Yz — 1)P(x —2)P--- (x — k)P
definiert ist. Da f ein Polynom (vom Grad p(k + 1) — 1) ist, kann man die zugehérige Funktion ®p wie
in betrachten. Beachte nun, dass

n n

> ap | e"> PUN0) | = <Z akek> > PU0) | =Qe) | Y _PD0) ] =0
7=0 k=0 j=0 7=0

k=0
Somit gilt angesichts von (i3.8])

n n

Y oa®p(k) ==Y 9.
k=0

k=0 j=0
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Differenzialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen

Betrachte Funktionen f : A — X, wobei A C Y eine offene Menge und X,Y reelle Banachriume
sind. Wir kennen schon die Differenzierbarkeit von f definieren, wenn A C R. Es stellt sich heraus,
dass der allgemeine Fall deutlich komplizierter ist.

BEISPIEL 84. Man sieht an Beispiel 21], dass die Wahl der Abhéngigkeiten einer Funktion am Modell
liegt. Wiren z.B. die Anfangsgeschwindigkeit, der Abschusswinkel und ja sogar die Fallbeschleinigung
nicht fest, so konnte man sich fragen, wie jetzt die Flugbahn von diesen mehreren Variablen abhéngen
wiirde. Die Antwort wird von einer Funktion

i (0:00) % (0.3) % (0,000 x (0,50) 3 (v gut) = (700004
gegeben, wobei die Funktionen z,y vierer Variablen durch

2
x:(v,a,g,t) =~ vtcos(a) und y: (v,a,g,t) — —% + vt sin(«)

definiert sind.

Diese Funktionen x und y (und somit auch f) sind stetig, wie man schon anhand der Kenntnisse
der Analysis 1 héitte beweisen konnen. Die Flugbahn einer Kugel ist aber eine sehr glatte Kurve in der
Luft: ist unsere anschauliche Vorstellung der Differenzierbarkeit einer Funktion korrekt, so wiirde man
erwarten, f ist —in einem noch zu prézisierenden Sinne — differenzierbar. O

4.1. Beschrinkte lineare Operatoren
DEFINITION 85. Eine Abbildung T : Y — X heif$t linear, falls
T(av + fw) = aT(v) + T (w) fir alle v,w €'Y und alle o, B € R.

Man schreibt dann Tv statt T'(v) und spricht oft von einem linearen Operator. Ein linearer Operator
heif$t beschrankt, und man schreibt

TeLl(Y X),
falls
(4.1) 1T cev,x) == sup [[Tv]x < oo.
llvlly <1

Fin Isomorphismus ist ein invertierbarer linearer Operator. Gibt es zwischen zwei normierten Rdumen
ein Isomorphismus, so heiflen die beiden Rdume Isomorph.

Insbesondere gilt

(4.2) T0=0 fiir jeden linearen Operator T,

61
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wobei das Argument von T das neutrale Element von Y und der Wert von T an dieser Stelle das
neutrale Element von X ist.

ANMERKUNG 86. Beachte, dass ein linearer Operator genau dann beschriankt ist, wenn es ein M > 0
gibt, so dass
ITv||x < M| flly fiir alle f € Y.

Das Infimum aller solcher M ist genau ||T’||. Die Linearitét von T liefert iibrigens

(4.3) 1T ev,x) = |Sup ITw]|x-

Umgekehrt ist 7' genau dann unbeschrénkt, wenn es fiir alle n € N ein f,, € Y mit || f,|ly = 1 gibt,
so dass
HTU’rLHX Z n.

BEISPIEL 87. Man hat in der Vorlesung zur linearen Algebra gelernt, dass jede lineare Abbildung
T von R" nach R™ sich als Matrixmultiplikation mit einer eindeutig bestimmten Matrix Ar darstellen
l488t, welche durch

m
CLZ‘j = Z(Aez)kéf,
k=1
definiert wird, und die Darstellungsmatriz von A heifit. (Dabei bezeichnet 6;“ das sog. Kronecker-Delta,
das durch
s 1 falls k = j,
7 0 falls k # 7,
definiert wird). Wiederum definiert jede Matrix A einen linearen Operator T4 vermoge
Ta(x) := Ap - x.
Somit werden oft den Operator T' und die assoziierte Matrix Ay (bzw. die Matrix A und den assoziierten
Operator T4) identifiziert. O

UBUNGSAUFGABE 88. Zeige: Fiir alle normierte Riume Y, X ist £(Y, X) ein Vektorraum und die
Abbildung
LY, X)>T = [[Tllgv,x) € Ry

definiert eine Norm — die sog. Operatornorm.

ANMERKUNG 89. Man kann ja sogar zeigen, dass L£(Y, X) vollstindig ist (und somit ein Banach-
raum), falls X das ist, s. [2, Thm. VII.1.1].

ANMERKUNG 90. Es sei T' € L(Y, X). Die Anmerkung zeigt, dass ||[Tv|x < |7 zv,x)llvlly fiir
allev € Y. Es sei Z ein weiterer normierte Vektorraum und S € £(Z,Y"). Man bezeichnet herkémmlich
TS :=ToS. Dann findet man

1TSvllx < I Tl zev,x) 150y < Tl zev,x) 1Sl 2zyyllvllz,
d.h., TS € L(Z,X) und
1 TS czx) < 1Tl cx,2) 150 2v,x)-

Man sagt, dass die Operatornorm submultiplikativ ist. Insbesondere ist £(X) := £(X, X) eine Alge-
bra bzgl. der Verkettung, vgl. die Vorlesung zur linearen Algebra.
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UBUNGSAUFGABE 91. Es sei T : Y — X ein linearer Operator. Zeige, dass die folgenden Aussagen
Aquivalent sind.

: T
(1) sup,g ”HJ("LY < 0.

(ii) T ist beschrankt,
(iii) T is stetig,
(iv) T ist Lipschitz-stetig,

IITUHY)'

(Hinweis zum Beweis von (a) < (b): Zeige, dass ||T'|| = sup, Tolx

ANMERKUNG 92. Genau dann zwei lineare Operatoren A, B von Y nach X {ibereinstimmen, wenn
sie auf der Einheitsphére von Y das tun, d.h.,
(4.4) Av = Bv fir alle v € Y mit [|v]|y = 1.
Denn A0 = B0 wegen der Linearitit, und fiir alle andere w € Y gibt es a € R, so dass ||aw|y =1 und

somit
1 1 @ 1 1
Aw = A (aw) = —A(aw) B 2p (aw) =B <aw> = Buw.
« o' o' o'

Somit ist bewiesen, dass Aw = Bw fiir alle w € Y.

4.2. Fréchet-Differenzierbarkeit

DEFINITION 93. FEs sei xg € A. Fine Abbildung f : A — X heifft an der Stelle xg Fréchet-
differenzierbar, oder einfach differenzierbar, falls es ein Ay, € L(Y, X)) existiert, fir den

(4.5) ti 1) = f(@0) = Ay (2 — 0)
' z—0 |z — ol x

=0 (bzgl. der Norm von X!).

Der lineare Operator Ag,, der i.A. tatsdchlich von xo abhdngt, heifit dann Fréchet-Ableitung — oder
manchmal Differenzial — von f an der Stelle xg und wird herkémmlich mit

(4.6) D f(zo), df (o), oder  f'(xo).

bezeichnet[]
Ist f an jeder Stelle Fréchet-differenzierbar, so sagt man, dass f Fréchet-differenzierbar ist. Die

Abbildung
Df:A>x9— Ay = Df(x0) € LY, X)

heifst dann Differenzial oder Fréchet-Ableitung von f. Den Vektorraum der Fréchet-differenzierbarer
Funktionen von A nach X, die zudem eine stetige Fréchet-Ableitung haben, d.h., Df € C(A; L(Y, X)),
bezeichnet man C*(A; X).

Einige grundlegenden Eigenschaften von Fréchet-differenzierbaren Funktionen sind im Folgenden
zusammengefasst.

LEMMA 4.1. Es seien f eine Funktion von A nach X und xg € A.

(1) Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
(i) Die Funktion f ist an der Stelle xo Fréchet-differenzierbar.

I Die ersten zwei Notationen sind in der Literatur iiblicher, wir werden aber meistens die dritte verwenden.
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(ii) Es gibt Az, € L(Y,X) und eine Abbildung Ry, : A — X, welche an der Stelle xo stetig ist
und dort auch verschwindet, so dass

f(x) = f(zo) + Ayy(z — 20) + Ry () fir alle x € A.
Anders ausgedruckt: Es gibt Ay, € L(Y, X) mit
(4.7) f(x) = f(zo) + Agy(z — o) + o]z — z0||y) (x — x0), fiir alle x € A.

(2) Ist f an der Stelle xg Fréchet-differenzierbar, so ist die Ableitung f'(x¢) eindeutig bestimmt.
(3) Ist f an der Stelle xo Fréchet-differenzierbar, so ist f dort auch stetig.

Insbesondere rechtfertigt die Aussage von Lemma (2), dass die Definition [93|{iberhaupt sinnvoll
ist.

BEWEIS. (1) Es reicht, eine passende Funktion R, zu finden, da die Implikation (i7) = (i) klar
ist. Dazu betrachte R, welche durch

f (@)= f(@o)—f'(z0) (z—x0) falls = # z
R () :—{ ’ iy

lz—=zolly
0, falls x = xg.

definiert ist. Diese Funktion ist offensichtlich an der Stelle x( stetig, da aufgrund der Stetigkeit und
der Linearitéit desOperators f'(xg)

Mnfmw@—w»:ﬂ@w(mnu—mw)=f@wmw=a
T—x0 T—T0
(2) Wire By, ein weiterer beschrénkter linerarer Operator von Y nach X, fiir den
f(x) = f(xo) + B(z —x0) + oz —2oly) (2 — z0).
Da auch (4.7) gilt, kann man die beiden Identitidten vergleichen und folgern, dass
. r—mz0 \
JE?O(AW = Buo) (Hx — xouy> =9
oder dquivalent dazu, dass
. Tn — X0 .. . .
(4.8) lim (Ay, — Bzy) | ——— ) =0 fir alle (zp)ney C Y mit lim z,, = xo.
n—oo H,’L‘n — onY n—oo

Beachte, dass ng:cf)(\)ly ein Element der Einheitssphire von Y ist.

Wir wollen nun zeigen, dass A;,w = Bw fiir alle Elemente der Einheitssphére von Y. Es sei also

y € Y mit ||y|ly = 1. Um y als Vektor der Form Hxx_;’g("‘y darzustellen, betrachte

xn::xo—i—g, n € N.

n
Nun gilt
- 1
Tn 0 (@n—20)= ——Y =y firallenel,
[zn —2olly  [lon — zolly lylly n

da |ly|ly = 1. Da lim,_,¢ x,, = o und m = y gilt schliellich

oy oy )

ey = Bugly = lim (A, ~ B (2 00)) =0,

Die Aussage folgt nun Dank der Anmerkung dass Ay, = By,-
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(3) Die Aussage folgt aus (1), indem man den Grenzwert fiir x — z¢ der Identitdt in (4.7) bildet:
Denn es gilt fiir alle z € A

Jim f(z) = lLm (f(zo) + f'(z0) (@ — o) + o(|lz — zol|y))
= f(zo) + f'(ﬁﬂo)(a}'glgclo(iC —0)) + lim o([|z —zolly)
= f(zo) + f'(x0)(0)
= f(z0),

wobei die erste Identitéit aus der Folgenstetigkeit von f/(x¢) gilt (Ubungsaufgabe|91| und [6], Satz 7.57])
folgt, die zweite aus der Definition des Landau-Symbols o, und die letzte Identitét aufgrund von (4.2))
gilt. O

Die Fréchet Ableitung jeder linearen Abbildung f ist wieder linear und stimmt mit f {iberein.
Allgemeiner gilt Folgendes.

BEISPIEL 94. Es seien T' € L(Y, X ) und 7 € X und betrachte die Funktion
f:YseTe+7e X

Dann ist f Fréchet-differenzierbar und f’(z) = T fiir alle 9 € Y: Da die Bedingung (4.5)) fiir A,, =
1/ (x0) offensichtlich erfiillt ist (es gilt ja wegen der Linearitit Az — Azg = A(z —x0)), folgt die Aussage
direkt aus Lemma [4.1](1). O

Die ersten Rechenregeln folgen unmittelbar aus dem Lemma

SATZ 4.2. Es seien f,qg zwei Funktionen von A nach X und xg € A, die an der Stelle xg Fréchet-

differenzierbar sind. Dann gelten die folgenden Rechenregel.

(1) Die Funktion (f + g) ist in zo differenzierbar und (f + g)' (x0) = f'(x0) + ¢'(x0).

(2) Ist o € R, so ist af in xq differenzierbar und (af) (zo) = af’'(zo)-

(3) Es seien Z ein normierter Raum, B C Z offen, h : B =Y eine Funktion. Ist yo € B eine Stelle, an
der h differenzierbar ist und wo h(yo) = xo gilt, so ist foh an der Stelle yo Fréchet-differenzierbar
und es gilt

(f o h) (yo) = f'(h(yo))h' (o)

(der Term an der rechten Seite ist die Verkettung zweier Operatoren).

BEWEIS. (1) Man sieht, dass f'(zg) 4+ ¢'(x¢) als Summe zweier beschriinkter linearer Operatoren
selber ein beschréankter linearer Operator ist, welche auch offensichtlich die Bedingung

(f +9)(@) = (f + 9)(@o) + (f'(z0) + g'(z0))(z — w0) + 0[]z — zolly)  (z —20), fiirallex € A,

erfiillt. Somit ist dieser der gesuchte beschriankte lineare Operator, welcher die Fréchet-Ableitung defi-
niert.

(2) Ahnlich siecht man, dass af’ (zo) der gesuchte beschrinkte lineare Operator ist.

(3) Es seien Ry, : A — X und Sy, : B =Y so, dass

f@) = f(zo)+ f(z0)(® — z0) + Ray (@) ||z — 20lly (z — x9), fiir alle x € A,
h(y) = h(yo) + 1 (yo)(y —w) + SpWlly —wllz  (x = x0),  fiiralley e B,
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Wertet man an der Stelle z = h(y) aus, so findet man erst Dank dem Ausdruck fiir f und dann Dank
dem Ausdruck fiir h,

f(h(y)) = f(h(yo)) +
= [(h(y)) +

(y—yo)

= f(h(yo)) + f'(n(yo))W' (yo) (y — yo)+Tyo( )My —wollz,
wobei T, : B — X durch

T, (4) = { (50 S0 ) + Ry (b)) [ ) 2t + S0 @) Bl e,
0, falls y = yo.

(
(o
)
= J(h(y)) + (h( ))h'(yo)(y yo)+f(( 0))Syo (W)Y = wollz
y))||P 1y = vollz
Y
(

definiert ist, so dass T}, an der Stelle yg offensichtlich stetitg ist. Dabei haben wir insbesondere h(yo) =
zo und somit

x —x0 = h(y) = h(yo) = 1" (y0) (¥ — yo) + Sy (W) Iy — ollz-
verwendet. Dies vervollstéindigt den Beweis. ([l

4.3. Richtungsdifferenzierbarkeit

Aus einer Funktion f : A — X, deren Argumente Vektoren eines hoher- oder unendlichdimensiona-
len normierten Raums sind, kann man leicht eine Funktion einer reellen Variable basteln, indem man
einen Vektor v € Y und einen Punkt g € A auswihlt und dann die Funktion

(4.9) frow > [0+ tv)

betrachtet. (Diese Funktion ist sicherlich zumindest auf einem offenen Intervall (—e,e) C R definiert,
da A offen ist und somit eine e-Umgebung von x enthélt). An f, kénnen wir dann die {ibliche Theorie
der Differenzialrechnung, die wir im [6, Kap. 8] eingefiihrt haben, anwenden. D.h., man kann fiir alle
v # {0} die Funktion f, auf Differenzierbarkeit priifen.

DEFINITION 95. Es seien f eine Funktion von A nach X, v € Y und xq € A. Ist die Funktion
frows welche in (4.9) eingefihrt wurde, an der Stelle 0 differenzierbar, so heifit

Flool0) = lim T T ZI00) ¢

t—0

thre Richtungsableitung an der Stelle zg in Richtung v, welche man

D, f(xo), dyf(x0) oder %(xg)

bezeichnet, und f heiffit an der Stelle g und in Richtung v partiell differenzierbar. Fxistiert die Rich-
tungsableitung von f an der Stelle xg in jeder Richtung v, so heif$t f an der Stelle xg richtungsdiffe-
renzierbar.
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SATZ 4.3. Es seien f eine Funktion von A und xo € A. Ist f an der Stelle xo Fréchet-differenzierbar,
so ist sie auch dort richtungsdifferenzierbar und es gilt

of
ov

BEwEISs. Aufgrund vom [6, Satz 8.6] ist die Richtungsdifferenzierbarkeit von f in Richtung v an
der Stelle g dazu dquivalent, dass

(x0) = f(xo)v fiir alle v €Y.

Jrow(t) = fro0(0) + Layt + o(t) fiir alle ¢ klein genug.
Nun: Ist f an der Stelle 2y Fréchet-differenzierbar, so gilt Dank dem Satz[4.1](1) und der linearitét von
f' (o).
f(xo +tv) = f(xo) + f'(wo) (tv) + o([tvlly)  ([tv]ly = 0),
und somit
flao +tv) = f(wo) +tf (xo)v +o(t])  (t—0),

was die gewiinschte Identitét ist. O

BEISPIEL 96. Anhand vom Satz[4.3]kénnen wir auch zeigen, dass Richtungsdifferenzierbarkeit wohl
eine strikt schwiichere Eigenschaft als Fréchet-Differenzierbarkeit darstellt. Wir zeigen némlich, dass es

eine an einer Stelle richtungsdifferenzierbare Funktion f gibt, welche dort nicht Fréchet-differenzierbar
ist. Betrachte namlich f :R? — R, die durch

fla,y) = { L falls (z,y) # (0,0),

0 sonst,

definiert ist. Dann gilt

(4.10) f(t(z,y)) =tf(z,y) fiir alle (z,y) € R? und alle t € R,
(direkte Rechnung!) und daher

0 0,0) +tv) — f((0,0 i -

6%(0) ~ Jim £((0,0) + Ut) f((0,0) _ g%@ €0 ..

Insbesondere ist f an der Stelle 0 richtunsdifferenzierbar.
Dennoch ist f nicht Fréchet-differenzierbar. Denn wenn sie es wiére, so wiirde ihre Fréchet-Ableitung
angan der Stelle 0 z[4.3] an der Stelle 0

f1(0)(v) = %(0) = f(v) fiir alle v € R?

erfilllen. D.h., die Abbildungen an der Stelle 0 , welche beide R? nach R abbilden, wiirden iiberall
gleiche Werte annehmen — d.h., sie wiren dann die selbe Funktion. Da aber f/(0) definitionsgemifl
linear sein muss, f aber nicht linear ist, haben wir damit einen Widerspruch gefunden. ([l

4.4. Der Spezialfall von Y =R"”

Im Folgendem bezeichnen wir fiir jedes ¢ = 1,...,n mit e; den Vektor (0,...,1,...,0) € R", wobei
die 1 an der ¢-te Stelle sich befindet.
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UBUNGSAUFGABE 97. Zeige: Je zwei Normen || ||, |||-||| auf R™ sind dquivalent, d.h., es gibt p, M > 0
mit
wllzll < |llz)|| < M||z|| fiir alle x € R".
Folgere, dass je zwei Normen auf einem endlichdimensionalen Raum dquivalent sind. (Hinweis: Man

betrachte eine Basis {f1,..., fn} eines n-dimensionalen Raums, eine Basis {e1,...,en} von R™ und
die Abbildung T, welche durch

n n
Tr := Zxkek fir x = Zxkfk
k=1 k=1

definiert ist, und zeige, dass T' ein Isomorphismus ist).
LEMMA 4.4. Jede lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Rdumen ist stetig.

Tatséchlich kénnte man dieses Lemma verallgemeinern zum Fall der Operatoren, welche lediglich
auf einem endlichdimensionalen Raum definiert sind, vgl. [2, Thm. VII.1.6].

BEWEIS. Angesichts der Aussage in der Ubungsaufgabe 97| reicht es 0.B.d.A. den Fall einer Abbil-
dung von R"™ nach R™ fiir je zwei n, m € N zu betrachten, denn jeder andere endlichdimensionale Raum
ist ja isomorph zu einem Euklidischen Raum R fiir ein d € N und die Verkettung eines beschrinkten
linearen Operators mit einem Isomorphismus ist wieder linear und beschrénkt.

Insbesondere diirfen wir die Aussage bzgl. der co-Norm beweisen, d.h. der Norm, die fiir alle d
durch

| oo : R > 2 lrgjagd]xj\ € [0, o0,

definiert ist. Man betrachte also x € R™ und eine lineare Abbildung 7" : R™ — R"™, die laut Beispiel
in Form einer Multiplikation mit einer Matrix A dargestellt werden kann, also T' = T4. Dann gilt

> py Q1kTE )
Tr = : fir v =

}:Z:lamkxk) Tn

und somit
= <
IT2llo0 = max Z%kl‘k n max lajp| max |z,
1<k<n
d.h.,
IT2][o0 < M|zl

fir M := nmaxi<j<m |ajk- O

1<k<n

LEMMA 4.5. Fir alle n,m € N ist der normierte Vektorraum L(R™,R™) isomorph zum normier-
ten Vektorraum My, «n(R) der m x n-Matrizen mit reellen Eintrdagen. Insbesondere ist L(R™, R™) ein
Banachraum.

BEWEIS. Das Beispiel zeigt, dass die Abbildung A — T4 eine Bijektion von der Menge der
linearen Abbildungen nach M« (R), und wir kénnen nun Dank Lemma ergidnzen, sie ist eigentlich
sogar eine Bijektion von der Menge der beschrinkten linearen Abbildungen nach M, (R).
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Wiederum ist My, xn(R) offensichtlich isomorph zu R™" vermoge der Identifikation
A= (ajk)lgjgm — (an, e Qp1,A12, - Qm2y - oo, Alpy e - - amn).
1<k<n
Um die Vollsténdigkeit vom L(R™,R™) zu beweisen reicht es zu beachten, dass R™" aufgrund des
Satzes von Bolzano—Weierstrafl vollstdndig ist und dass dariiber hinaus jeder einem Banachraum iso-
morphe normierter Raum selber vollstédndig ist: Denn ist (z,)nen eine Cauchy-Folge, so ist ihr Bild
im Banachraum unter dem Isomorphismus wieder Cauchy, und somit konvergent, und nun folgt die
Konvergenz der urspriinglichen Folge Dank der Linearitdt und somit der Stetigkeit der Inverse des
Isomorphismus. ]

Wir wollen nun den Spezialfall einer Abbildung zwischen zwei endlichdimensionalen Vektorrdumen
betrachten, also 0.B.d.A. von R™ nach R". Wir kénnen natiirlich nach wie vor den Begriff der Fréchet-
Differenzierbarkeit untersuchen, wobei man im endlichdimensionalen Kontext oft auch von totaler Dif-
ferenzierbarkeit spricht — die Definition bleibt aber gleich, wobei das Lemma [4.5| nun erlaubt, die
Definition [03] leicht anders zu formulieren.

KOROLLAR 4.6. Es seixg € A, A C R™. Eine Abbildung f : A — R™ ist genau dann an der Stelle
xo Fréchet-differenzierbar, wenn es ein Az, € My xn(R) ezistiert, fir die

' w0 |z — 2ol x
Die Notation haben wir bewusst so gewéhlt, dass die Bedingungen in (4.5]) und (4.11]) sehr &hnlich

aussehen, denn wir mochten gerade dazu motivieren, eine beschriankte lineare Abbildung mit ihrer
Darstellungsmatrix zu identifizieren.

=0 (bzgl. einer beliebigen Norm auf R™).

DEFINITION 98. Unter den Voraussetzungen und mit der Notation vom Korollar [/.6 heifit dann
Ayy € Myxn(R) die Jacobi-Matrix von f an der Stelle zo und wird manchmal mit J¢(xo) bezeichnet.

Die Jacobi-Matrix wird nach Carl Gustav Jacob Jacobi genannt.

ANMERKUNG 99. Angesichts vom Satz stimmt dann Jy¢(zo) mit der Matrix

) )
Sh(z0) ... §l(xo)
Ofm o -
m(2g) .. GLm(wo)
iiberein, wobei
of ._of
am’j o 8ej’

die Richtungsableitung in Richtung des Basisvektors e; ist, d.h. des Vektors
e; =(0,...,0,1,0,...,0)

von R"”, der eine 1 an der j-ten Stelle hat, und sonst laute 0.
Alle bekannte Rechenregel fiir differenzierbare Funktionen kénnen nun als Gleichungen fiir Jacobi-
Matrizen dargestellt werden. So gilt z.B.

(4.12) Jron(yo) = J¢(h(y0)) - Jn(vo),

an jeder Stelle yo, an der h differenzierbar ist und fiir die auch f an der Stelle h(yp)) differenzierbar
ist.
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Dabei wird ein noch speziellerer Fall eine Sonderrolle spielen. Wir bezeichnen wir fiir einen nor-
mierten Raum Y auf K mit Y/ den Dualraum von Y, d.h., den Raum aller linearen Abbildungen von
Y nach K.

DEFINITION 100. Es seien X = R und A C Y = R™. Ist f : A — R Fréchet-differenzierbar, so
heift das Differenzial Df von f das Gradient von f. Es wird aus historischen Griinden oft

gradf oder auch Vf
bezeichnefd.

Definitionsgeméf ist das Gradient einer Funktion f : A — R selber eine Abbildung von A nach Y.

ANMERKUNG 101. Mit Y = R™ gilt formal eigentlich f’(z¢) € Y’ wihrend grad f(zg) = (g—efl(aco), .

Y. Angesichts vom Lemma ist aber dieser Unterschied kaum relevant. Die letzte Identifikation ist
vermoge

R"3 ¢ (& )rn €R
zu verstehen, wobei (£|n)rn das Skalarprodukt von £ und n darstellt,

Elmen =€ n =" &uthn-
k=1

Der Grund fiir die letzte Notation in sollte nun klar sein: Denn sind X =Y = R, so ist die
Ableitung einer Funktion f an einer Stelle z¢ (eben f’(x¢)) eine lineare Abbildung von R nach R —
die man als 1 x 1-Matrix, also als Skalar, darstellen kann: Das ist gerade die iibliche Ableitung, welche
man in der Vorlesung zu Analysis 1 kennengelernt hat.

Somit hat man gesehen, dass falls eine Funktion von R™ nach R" Fréchet-differenzierbar ist, so
ist ihre Ableitung an der Stelle x( eine n x m-Matrix f’(z¢). So ist die Ableitung eine 1 x m-Matrix
— also eine reelle Zahl, falls n = 1. Dies zeigt, dass der Begriff von Fréchet-Ableitung eine echte
Verallgemeinerung des in der Vorlesung zu Analysis 1 eingefiihrten Begriffs ist.

Der Fall von Y = R” ist nicht wirklich verschieden vom allgemeinen Fall, doch nun werden einige
Rechnungen vereinfacht und man kann neue Beispiele betrachten.

BEISPIEL 102. Es sei A € M,,»,(R) symmetrisch und betrachte die Funktion
n
fR" >z 2T Az = Z%’j%’%’-
j=1
Dann ist f Fréchet-differenzierbar und man hat
f'(x) =227 A, zeR":
Dieser soll als Operator
n
eTA:y— a2l Ay = Z 3Ty
j=1
verstanden werden. ]

2 Das Symbol V spricht man “Nabla” aus.
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ANMERKUNG 103. Richtungsdifferenzierbarkeit wird aus historischen Griinden im Fall A C R"
anders genannt, falls die Richtung ein Basisvektor e; ist — man spricht iiblicherweise von partiellen
Differenzierbarkeit.

Genauer: Es seien A C R” eine offene Menge, f : A — X eine Funktion und xz¢ € A. Existiert die
Richtungsableitung von f an der Stelle xg in Richtung e;, d.h. der Grenzwert

te;) —
5f( ).:hmf(l“o+ e;) f($0)7
oe; t—0 t
fiir ein ¢ € {1,...,n}, so nennt man ihn die partielle Ableitung von f im Punkt x¢ in Richtung e; und
man schreibt dann meistens
O (w0) = 0L (a).
oz T e 0

Die Funktion f heifit dann in x¢ in Richtung e;, oder in der i-ten Koordinate, partiell differenzierbar.
Ist f in zg in Richtung e; fiir jedes ¢ = 1,...,n differenzierbar, so heif3t f in xg partiell differenzierbar.
Ist f in jedem zy € A partiell differenzierbar, so heifit f schlicht partiell differenzierbar. Ist f partiell
differenzierbar und ist jede partielle Ableitung stetig, so heifit f stetig partiell differenzierbar.

Anders gesagt, partielle Differenzierbarkeit einer Funktion f an einer Stelle zy bedeutet, dass jedes
¢¢ an der Stelle 0 (als vektorwertige Funktion einer reellen Variabel) differenzierbar ist, wobei

(4.13) ¢p:t— f(xo + tey) £=1,...,m

Wir bekréftigen, dass sich die Notation von der Notation im 1-dimensionalen Fall unterscheidet.
Die Einfiihrung des Symbols 0 geht auf Adrien-Marie Legendre zuriick, sie wurde iiblich nachdem 1841
Carl Gustav Jacob Jacobi sie wieder einfiihrte.

Ist f auf einer Teilmenge von R? oder R? definiert, so benutzt man oft die Bezeichnung (z, y) bzw.
(z,y, z) statt (1, x9,x3) fir ihre Variablen. Dementsprechend werden oft die partielle Ableitungen mit
g;; , g;j , gg bezeichnet. Vorsicht! In diesem Fall bezeichnet x nicht mehr einen Vektor aus R ist, sondern
eine reelle Zahl.

ANMERKUNG 104. So ist z.B. eine partielle Differenzialgleichung eine Gleichung, deren Unbekannte
eine Funktion mehreren Variablen ist, deren partiellen Ableitung eine gewisse Relation erfiillen miissen.
Ein einfacher Fall ist die Transportgleichung

ou ou
5 —(t,x) = o —(t, ), t,x € R,

deren Losungen immer der Gestalt
u(t,x) := f(t +x), t,x € R,

fiir eine differenzierbare Funktion f : R — R sind. Die Funktion f wird eindeutig von u(0 ) bestimmt.
Intepretieren wir ¢ als Zeitvariabel, so stellt u(0, -) das Profil der Funktion am Zeitpunkt 0 — so zu sagen
am Anfang: und tatséchlich wird

U(O,.’IJ) - f(x)v z € R,
als Anfangsbedingung betrachtet. Anders gesagt: Die Transportgleichung hat eine Losung, die von der
Anfangsbedingung eindeutig bestimmt ist.

Die Grundidee der partiellen Differentiation in Richtung e; ist also, die anderen Koordinaten der
Argumente von f “einzufrieren”, und bzgl. der i-te Koordinate so abzuleiten, als ob f Funktion einer
Variable wire: anders gesagt, eine iibliche Ableitung der i-ten partielle Funktion zu berechnen.
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BeispieL 105. Betrachte die Funktion aus Beispiel Wir zeigen, dass ihre beide Komponenten
partiell differenzierbar sind. Fiir die erste Komponente x gilt also
Ox (v + h)tcos(a) — vt cos(cv)

Y
ov hlg%) h

(v+h)—v
h

da fiir den betrachteten Grenzwert ¢ und cos(a) die Rolle von Konstanten spielen. dhnlich gilt

= tcos(a) fllin% = tcos(a),
—

[ lim vt cos(a + h) — vt cos(a) — vt lim cos(a + h) — cos(a) _ _utsin(a).
da h—=0 h h—0 h
Weiter gilt
3}
e _,
dg
weil die Funktion x nicht von g abhéngt, und schliellich
dr . w(t+ h)cos(a) — vt cos(a) . (t+h)—t
= =1 = lim —— = .
5 = am . v cos(a) lim . v cos(a)
dhnlich kann man sehen, dass die partielle Ableitungen der Funktion y
2
(4.14) gz = tsin(a), g’z = vt cos(w), g’q; =—3 ggz = —gt + vsin(«)
betragen. ]

ANMERKUNG 106. Es sei f: A — R"™ eine an der Stelle ¢y € A partiell differenzierbare Funktion.
Bezeichne f = (f1,..., fn), mit f; : A — R fiir alle i. Dann heifit

on
81‘1

($0)+---+%($0)

V- fwo) == divf(wo) := e

die Divergenz von f an der Stelle xg.

BEISPIEL 107. Anders als die Differenzierbarkeit von Funktionen einer Variablen gewéhrleistet die
partielle Differenzierbarkeit einer Funktionen mehrerer Variablen f die Stetigkeit von f nicht. Betrachte
z.B.

fogy o d Fe s @) # 0.0,
0 sonst.

Die Funktion f ist dann in 0 partiell differenzierbar mit

of o f(h0) = F0,0) _of
=(0,0) = Jim 1220 = 0= Jim === = 5,00

Doch ist sie dort unstetig, wie man sieht, indem dass man die Folgen

(1 1) (1 1>
.- und o=
n N/ peN n MN/npeN

betrachtet. Denn beide sind Nullfolgen in R2, doch ist

1

= 1
lim f<> = lim % =~
n—oo n'n n—co 5 2
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wahrend

1 1 =1 1
lim f (,—) = lim "72 =—-
n—00 n n n—oo = 2
n
O

Wihrend die partiellen Ableitungen eine Funktion (wenn sie iiberhaupt existieren) zu Bestimmen
normalerweise eine leichte Aufgabe ist, ist das direkte Uberpriifen der Fréchet-Differenzierbarkeit in der
Regel mithsam. Wie wir schon wissen stellt grundsétzlich die partielle Differenzierbarkeit eine Funktion
leider keine ausreichende Bedingung fiir die Fréchet-Differenzierbarkeit dar.

Allerdings kann man wohl ein Kriterium fiir Fréchet-Differnzierbarkeit anhand von partieller Dif-
ferenzierbarkeit finden, wenn man die Voraussetzungen etwas verstirkt.

SATZ 4.7. Es sei A C R™ offen. Genau dann ist eine Funktion f : A — R™ Fréchet-differenzierbar,
wenn sie stetig partiell differenzierbar ist.

BEWEIS. Den Beweis der ersten Implikation ist eine unmittelbare Folgerung des Satzes
Zum Beweis der zweiten Implikation betrachte ein g € A und fiithre eine Matrix A, € My xm(R)
durch

a .
(Auy)iy = 22

ox;

(.CC(]), hE(hlvahm) eRma

ein, wobei f; die j-te Komponente der vektorwertigen Funktion f ist. Aufgrund seiner Linearitidt und
angesichts vom Lemma [£.4]ist A, sicherlich beschréinkt. Wir wollen nun zeigen, dass

L ft ) f) ~ Aw b
h—0 ‘h‘

d.h., dass A, die Fréchet-Ableitung von f ist. Die Idee ist dabei, dass man die Fréchet-Ableitung so
zu sagen als lineare Kombination von Fréchet-Ableitungen von Funktionen einer Variabel — also als
Ableitungen im Sinne der Analysis 1! — darstellen kann, woran man die bekannten Sitze anwenden
kann: in diesem Fall den Satz von Lagrange.

Es sei € > 0 mit B.(x¢) C A und betrachte h = (hq,...,hy) € R™ und eine Menge {x1,...,2Zmn}
mit

k
wk;:x0+2hjej, k=1...,m, und |h| < e.

j=1
Dies gewdhrleistet, dass
o ;€ Ux) firalle j =1,...,m,
e jedes z; — x;_1 parallel zur h-ten Achse ist fiir alle j = 1,...,m und somit
o (xg,x1),(x1,22), ..., (Tm—-1,%m) einen Kantenzug von z nach xo + h bildet, dessen Kanten

jeweils parallel zu einer der Achsen laufen.
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Nun gilt

fleo+h) = flxo) = Y (f(xg) = fzj-1))

j=1

= Z(f(xj 1+ hjej) = f(xj-1))
j=1

= > (¢(1) = 5(0))
j=1

wobei ¢; — dhnlich wie in (.13 — durch
oj [0,1] 5t f(l‘jfl + thjej) eR

definiert ist. Dank unseren Voraussetzungen kénnen wir den Hauptsatz der Differenzial- und Integral-
rechnung (in der Form vom Korollar anwenden und schlieflen, dass

o5 / 8(6)de; = / of S

Deshalb

m 1 o m of:
oo = fa0) = Aey-h = 3 [ g€ = 3o h 5 o

7=1 7j=1
NS (e Y ae
- (52-6) ~ 5t ) s

wobei die letzte Identitét gilt, weil die Terme hj e (:Uo) bzgl. der Variabel {; konstant sind. Daher bzgl.
einer beliebigen Norm von R™ (beachte die Ubungsaufgabe )

_of

£+ 1) = f(a0) = Asy - | < max. )~ g @0

de;.

Im Grenzwert fiir h — 0 konvergieren alle {; gegen xp, und somit in Anbetracht der Stetigkeiten aller
partiellen Ableitungen

of of :
li - = =0 fir alle j =1,...
hli&) axj (5 ) ax] (1"0) ur alle j ) , M
Wir folgern, dass
i £ @0+ h) — fl@o) — Asy _
h—0 Al
(angesichts der Ubungsaufgabe spielt natiirlich keine Rolle, welche Norm wir betrachten). Dies
vervollstandigt den Beweis. ([l

ANMERKUNG 108. Im Beispiel 21| war der Definitionsbereich von f das kartesische Produkt dreier
offener Intervalle. Man kann zeigen, dass Produkte offener Intervalle immer offen im Produktraum (in



Kapitel 4 75

diesem Fall, R?) ist. Doch ist nicht jede in R™ offene Menge ein kartesisches Produkt: ein Gegenbeispiel
liefern alle e-Umgebungen

N
Ud(zo) = q 2 € R : [l — ol = | D (i — i0)? <.
i=1
UBUNGSAUFGABE 109. (1) Es sei a € NV ein Multiindex der Linge |a|, d.h., a = (aq,...,an)
mit aq,...,ay € N und |af := Zévzl aj. Definiere fiir © = (21,...,2n) € R" die Potenz % :=

itz e R
Es seien nun £ € N und a, € R fir alle Multiindizes o mit |a] < k. Dann heifit f(z) =
Z| ol <k aqx® ein multivariates Polynom vom Grad k € N (und ist fiir N # 1 kein iibliches Poly-
nom!). Zeige, dass f und alle ihre partielle Ableitungen stetig sind.
(2) Es sei f ein homogenes multivariates Polynom vom Grad k € N, d.h., f(z) = Z\a|:k x®. Zeige,

dass f(A\x) = A\ f() fiir alle z € R und alle A > 0.

UBUNGSAUFGABE 110. Bestimme die partiellen Ableitungen der Funktion f, die folgendermafien
definiert ist.

(1) f(xayv Z) = exp(:cyz2);
(2) f(z,y) == log(});
(3) f(z,y) := cosh(z) - sinh(y).

Man merke, dass die partielle Ableitung in Richtung e; selbst eine Funktion von A nach R ist, falls
f in ganz A in Richtung e; partiell differenzierbar ist. Sie kann somit selbst differenzierbar sein.

DEFINITION 111. Es seien A C R™ eine offene Menge und f : A — X eine in xg € A in Richtung
e;j differenzierbare Funktion. Ist 5’% selber in xg in Richtung e; differenzierbar, d.h., existiert der

Grenzwert ) )
92 f I (w0 + he;) — 2L (o)
(l’o) = lim z !
axiaxj h—0 h

fir eini e {1,...,N} so nennt man thn die 2. partielle Ableitung von f im Punkt z( in Richtung e;
und dann e;. Die Funktion f heif§t dann in x¢ in Richtung e; und dann e; partiell differenzierbar. Ist f
in xo in Richtung e; und dann e; fir jede i,j = 1,...,n differenzierbar, so heifst f in xo 2-mal partiell
differenzierbar. Ist f in jedem xq € A 2-mal partiell differenzierbar, so heifit f schlicht 2-mal partiell
differenzierbar.

Dementsprechend definiert man den Begriff von k-mal partielle Differenzierbarkeit fir k € N belie-
big. Ist eine Funktion k-mal partiell Differenzierbar und sind alle ihrer k-te partielle Ableitungen stetig,
so heif$t sie k-mal stetig partiell differenzierbar. Den Raum der stetig k-mal partiell differenzierbaren
Funktionen von A C R™ nach X bezeichnet man C*(A; X).

FEine glatte Funktion ist eine Funktion f: A — R, welche fir jedes n € N* n-mal partiell differen-
zierbar ist.

Die 2. partielle Ableitung in der einzigen Richtung e; bezeichnet man mit

o*f of
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und allgemeiner
of . of
oz Oz, ...0x;

7

Man nennt die partielle Ableitung der Form %{;{;j gemischte Ableitung, falls i # j. Falls beide

existieren, miissen die partiellen Ableitungen 8328];_ und 8325;_ iibereinstimmen? Im Allgemeinen nicht.
7 7 7 A
BEISPIEL 112. Es sei f : R> — R definiert durch
2 .2
Fla,y) = ij% falls (z,y) # (0,0),
0 sonst.

Dann ist f stetig. Um das zu iiberpriifen reicht es zu zeigen, dass f an der Stelle O stetig ist: Denn
anderswo ist sie offensichtlich stetig als Summe und Quotient (mit nichtverschwindendem Nenner)

stetiger Funktionen. Es sei dazu e > 0 und setze 6 := /¢. Dann gilt fiir alle (z,y) € R? mit /22 +y2 < §
auch |f(z,y)| < |zy| (weil aus —y? < y? folgt 22 — y? < 22 + %?) und somit
[z y)] < Jay| <a® +y* <8 =

Dabei haben wir benutzt, dass
0< (z+y)?=2®+y*+ 2xy,

und somit
2 2
z Y 2 2
< —4+ =< .
lzy| < 7 + 5 =7 +y
Man kann aber ausrechnen (Ubungsaufgabe!), dass aajgy(o, 0) # aéfg;(o, 0) O

UBUNGSAUFGABE 113. Zeige, dass ein multivariates Polynom eine glatte Funktion ist.

Der folgende Satz wird tiblicherweise auf Hermann Amandus Schwarz zuriickgefiihrt. Er wurde
allerdings erst 1743 von Alexis Claude Clairaut in einem Essay iiber Erdvermessung bewiesen, und ist
gelegentlich auch als “Satz von Clairaut” bekannt.

SATZ 4.8. Es sei f: A — R eine 2-mal stetig partiell differenzierbare Funktion. Dann stimmen die

gemischten 2. partiellen Ableitungen 69?]2ng und 822(’)];]- auf ganz A fir alle 1 <i,j <n tberein.

BEWEIS. Es reicht, den Fall von A C R? zu betrachten, da so wie so nur zwei Richtungen eine Rolle
spielen.
Es sei o := (z1,22) € R?, ¢ > 0 mit B.(z9)) C A und h := (hy, hy) € R? mit |h| < ¢, so dass
insbesondere
(x1 4 shi,x2 +the) € A fiir alle ¢, s € [0,1]

gilt. Unter unseren Voraussetzungen kénnen wir den Satz von Lagrange auf den beiden Funktionen
¢ : [0, 1] S s+ f(xy + shy,z2 + h2) — f(z1 + Sh1,$2) eR

und
(S [0, 1] S5t — f($1 + h1, 2o —l—thg) — f(xl,mg + thQ) eR
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anwenden. Erstens erhalten wir die Existenz eines &; € (0,1) mit

f(z1+ h1, 22 + ha) — f(x1, 22 + ha)

—f(@1 + h1,22) + f(21,72) o1+ h1) — d(z1)

hi¢' (z1 + &1h)

0 0
= I (ajl(fﬂl +&1hi, o + he) — 8xfl($1 + €1h17$2)>

und entsprechend auch die Existenz eines & € (0,1) mit

f(x1 4 hi,x2 + ho) — f(x1, 22 + ha)
—f(x1 4 hy,22) + f(r1,22) (a2 + ha) — Y(x2)

hot! (z9 + £2h2)
ha (;i(xl + hi1, 22 + &ha) — aajl(xl,ﬂfz + §2h2)> .

!

Somit

| —f(@1+ b @) + flar, @) = 5%(”31 + &1hi, 22 4 he) — aaTi(l’l + &1h1, 12)
und
(4.16) A (f(@1 + ha, 2o + ho) — f(x1, 22 + ha)

—f(@1 + hi,z2) + fa1,22)) = 5%@1 + h1, w2 + §2ho) — 5)87];(901,1?2 + &2h2).

Wendet man wieder den Satz von Lagrange an, diesmal an die rechte Seite von (4.15)), so erhilt man
die Existenz eines &3 € (0,1) mit

of of *f
— h ho) — —— h =h h h
By (w1 + &rhy, 2 + ha) 8x1(x1 + &1ha, x2) 2 rads (z1 + &1 hy, w2 + E3ha)
und entsprechend fiir (4.16)) erhilt man die Existenz eines &4 € (0,1) mit
O (o b hases + €aha) — 2L (1,20 + Eahn) = =y + a2 + )
Dy L L2 E2he) = g (@1, @2 4 S2h) = gy - Saha, 2 G202).
Vergleicht man diese letzten beiden Gleichungen mit (4.15)), (4.16)), so findet man
O (11 + E4hy, w2 + E2hg) = L (f(z1 + h1,22 4 ho) — f(z1, 22 + ho)
Dy Oy L1 TS T2 Soh2) = 1 1,22 + he 1, T2 + he
—f(z1 + by, 22) + f(z1,22))
0*f
= h ho).
D907, (w1 + &1hy, w2 + E3h2)

Nun reicht es zu beachten, dass sowohl (1 + £4h1, 22 + &2h2) als auch (x1 4+ E4hy, 22 + E2hg) fiir b — 0
gegen zo = (x1,x2) konvergieren. Da aber auch die zweiten gemischten partiellen Ableitungen stetig
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sind, folgert man, dass schlieflich

2
ai(;cm(ﬂﬁl,$2) = (hl}}lg)l_m o (f(x1 + h1, 22 + ho) — (21,29 + ha)
—f(z1 4+ h,22) + fz1,22))
O f
= m(fﬂl,xz),
wie man zeigen wollte. -

UBUNGSAUFGABE 114. Es sei f : R™ — R eine 2-mal differenzierbare Funktion, deren 2. partielle
Ableitungen stetig sind. Man bezeichnet mit A f die stetige Funktion von R™ nach R, die durch

Af = —
/ P 833?

definiert istﬂ Lost f die Laplacesche Gleichung Af = 0, so heifit f harmonisch. Zeige: fir d = 2 bzw.
d = 3 sind die Funktionen f(y) bzw. f(3) harmonisch, wobei

log \/x2 + y? Fon ) 1
) Zr,Y,z) = — .
27 ® 47T\/m

In der Theorie des Elektromagnetismus bzw. der Gravitation wird f)y Coulombsches (nach Charles
Augustin de Coulomb) bzw. Newtonsches Potential genannt.

f(2) (33, y) =

UBUNGSAUFGABE 115. Es seien f, g 2-mal differenzierbare Funktionen auf einer offenen Menge
A C R™. Zeige, dass

A(f-g) =Af-g+2(gradf,gradg) + f - Ag.

UBUNGSAUFGABE 116. Folgere aus den Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen einer Va-
riablen entsprechende Regeln fiir die partielle Ableitungen einer partiell differenzierbaren Funktion.
Schliefle auf dhnliche Regeln fiir die Jacobi-Matrix einer differenzierbaren Funktion.

DEFINITION 117. Ist AC R™ und f : A — R, so kann man die m x m-Matriz betrachten, die durch

0? 0?2

87%”(:50) o aad—(x0)
Hy(zo) == : :

0? 0?2

Tt —(x0) ... ﬁ(xo)

fiir alle xg € A definiert wird. Sie ist als Hesse-Matrix bekannt.
Das folgende Resultat leitet man unmittelbar aus dem Satz von Schwarz her.

KOROLLAR 4.9. Unter den Voraussetzung des Satzes von Schwarz ist die Hesse-Matriz Hy(xo) an
jeder Stelle xo € A symmetrisch.

3 Die Abbildung f — Af heifit Laplace-Operator. Aus den Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen folgt, dass
A linear ist. Vorsicht! Der Operator A ist nicht beschrénkt.
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Den Begriff von Maximum und Minimum einer Funktion mehreren Variablen haben wir schon in [6],
Definition 7.80] eingefiihrt. Jetzt méchten wir Kriterien zur Bestimmung von Extremstellen vorstellen,
welche die &hnlichen Kriterien fiir Funktionen einer Variable (vgl. das Korollar [1.17)) ergénzen.

DEFINITION 118. Es seien A C R™ eine offene Menge und f : A — R eine Fréchet-differenzierbare
Funktion. Ist fiir zg € A f'(x¢) =0, so heifit zo kritischer Punkt von f.

Zur Erinnerung: Unter diesen Voraussetzungen spricht man oft vom Gradient von f. Ein kritischer
Punkt fiir f ist also eine Stelle, an der das Gradient von f verschwindet.

SATZ 4.10. Sei A C R™ eine offene Menge und f : A — R eine Fréchet-differenzierbare Funktion.
Ist xg € A eine lokale Mazimum- oder Minimustelle von f, so ist xg ein kritischer Punkt von f.

BEWEIS. Ist zg eine lokale Maximum- bzw. Minimumstelle fiir f, so ist zg insbesondere eine
Maximum- bzw. Minimumstelle fiir alle Funktionen

qbi:hr—)f(azo-i—hei), 1=1,...,m,

welche — aufgrund der Fréchet-Differenzierbarkeit von f, und deshalb von seiner partiellen Differenzier-
barkeit — selber differenzierbar sind. Somit haben alle ¢; auch verschwindende Ableitung in h = 0.
Folglich verschwinden alle partielle Ableitungen von f in zg. Somit folgt aus dem Satz dass
f(xo) =0. O]

BEISPIEL 119. Wir betrachten wieder die Funktion y aus Beispiel Wir fassen sie aber nur als
Funktion der Zeit ¢ und des Abschusswinkels o auf, also 3 : (0,00) x (0, §). Hat eine solche Funktion
zweier Variablen ein Maximum (¢g, ), so muf er ein kritischer Punkt sein. Vermdge von (4.14) ist

VF(t a)= <—gt + vsin(a)) '

vt cos(a)

Damit Vf(t,a) = 0 muss insbesondere ¢cos(a) = 0 sein, und somit ¢ = 0 oder cos(a) = 0, also
a = 5 + kr fiir k € Z. Da fiir alle k € Z (0, § + k) nicht im Definitionsbereich der Funktion y liegt,
hat die betrachtete Funktion y kein Extremum. O

Die Umkehrung vom Satz gilt nicht: es gibt kritische Punkte, welche weder Maximum- noch
Minimumstellen sind. Das ist typischerweise der Fall, wenn eine Funktion in einer Richtung wachsend
und in einer anderen Richtung fallend ist.

BEISPIEL 120. Betrachte die Funktion f : R? — R, die durch

fla,y) = 2%y
definiert ist. Diese Funktion ist Fréchet differenzierbar mit
0 0
gi(w,y) = 2xy°, a‘g(%y) = 32%y*

da diese beide Funktionen stetig sind, ist f auch Fréchet-differenzierbar. Also verschwindet V f(xo, yo)
genau dann, wenn 2zys = 3z2ys = 0, also genau dann, wenn xp = 0 oder yo = 0. Somit ist (0,0)
ein kritischer Punkt, doch weder eine Maximum- noch eine Minimustelle, denn z.B. entlang der Linie
r = y nimmt die Funktion Werte f(x, ) = 2° an, sodass f(x1,21) < f(0,0) < f(w2,z2) fiir alle x1, z2
mit x1 < 0 < x9. OJ
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Man benoétigt also ein weiteres Kriterium, welche die Bestimmung von Extremstellen erlaubt. Dies
wird im Folgenden vorgestellt.

Zur Erinnerung: Eine Teilmenge A von einem Vektorraum Y heifit konvez, falls fiir je zwei Elemente
x,y € A auch die Linie, die sie verbindet, in A liegt, d.h. falls

st+(1—s)ye A fiir alle s € [0, 1].

SATZ 4.11. Es sei A C R™ eine offene, konvexe Menge und f : A — R eine 2-mal stetig partiell
differenzierbare Funktion. Fs seien y,xq € A. Dann gilt die Taylorformel

fxo+ ) = f(x0) + f'(z0)(x) + o Hy(xo) -z +o(l|z]*)  (z—0).

2
BEWEIS. Es seien ¢ > 0 und i,j = 1,...,m. Da die zweiten partiellen Ableitungen stetig sind, gibt
es 0 > 0 mit
0% f 0% f €
4.17 h)— < — fiir alle h mit ||h|| < 6.
( ) O0x;0x; J(wo+h) O0x;0x; f(@o)| < m? ir alle h mit |[A]

Betrachte nun fiir ein festes z € A die Funktion
¢:00,1] 3t f(xo+t(x —z0)) € R.

Beachte: die Funktion ist tiberhaupt wohldefiniert, weil xo + t(z — zg) € A fiir alle t € [0, 1] ist, d.h.,
weil A konvex ist. Fiir f gilt offensichtlich

(4.18) ¢(0) = flzo),  o(1) = f(=).
Aufgrund der Konvexitdt von A ist diese Funktion wohl definiert und, angesichts unserer Voraussetzun-
gen, 2-mal stetig partiell differenzierbar (warum?). Da ¢ aber eine herkdmmliche reellwertige Funktion
einer reellen Variabel, kann man an ¢ laut dem Satz nach Taylor um 0 mit einem Fehlerterm Rf’o
entwickeln. Somit erhélt man
(1.19) B = 6(0)+9(0)+ 30"

= ¢(0) + ¢'(0) + 50"(0) + 5 (¢"(£) — ¢"(0))
fiir ein passendes £ € (0,1). Um diesen Ausdruck fiir f umzuschreiben beachten wir sowie, nach
der Kettenregel,

m
0
F(0) = oo+ 1o — 20))(w — 70) = Y 2 (o 4t — o)) a5 — 705)
j=1 "/
wobei die letzte Identitdt aus dem Satz folgt. Diese Summe kann summandenweise partiell diffe-
renziert werden, um einen geschickteren Ausdruck fiir ¢” zu finden. Man erhélt somit

m 2
¢"(t) = Z azaxj (zo-+t(z—20))(xj—05) (i—w0i) = (x—20)"-Hy(wo+t(2—w0))-(x—20),  t€[0,1].

,j=1
Insbesondere kann man nun (4.19)) umschreiben:

f(z) = f(zo) + f'(xo + t(a — 20))(z — z0) + (z — 20)T - Hy(zo) - (x — z0) + RY*(2),
wobei
R%‘,O(x) = (v —x0)" - (Hp (20 + (2 — 10)) — -H(20)) - (x — 20)-
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Nun folgt unmittelbar aus (4.17)), dass Rg’o(:r) = o(||lz — z0|]?). O

BEISPIEL 121. Betrachte die Funktion \/zsin(y). Um die Taylorentwitcklung von f in (1, %) zu
bestimmen berechne die 1. sowie die 2. partiellen Ableitungen:

af _sin(y) af B
) =52 @) = VEeos(y)

und (auch dank dem Satz von Schwarz)

e =20 Py Py =2 Sl = —vasn)
also
09~
SOW1e

w919

=1+ = 2@ = (y-3) + 0 (Iwy) - (15 F)
entwickelt. n

UBUNGSAUFGABE 122. Man bestimme die Taylorentwicklung der Funktionen f, g : R? — R, welche
durch

(1) f(zy) = 5i= und
(2) g(z,y,2) := sin(zyz)
definiert sind, in einer Umgebung der Stelle (3, 1) bzw. an der Stelle (0, ,0).

Zur Erinnerung: Eine n x n symmetrische Matrix A heiit positiv semidefinit, falls 27 Az > 0 fiir alle
x € C". Sie heiBt negativ semidefinit, falls —A positiv semidefinit heiit. Aquivalent heifit eine Matrix
positiv bzw. negativ semidefinit, falls alle ihre Eigenwerteﬁ > 0 bzw. < 0 sind. Sie heif3t positiv definit,
falls 27 Az > 0 fiir alle 2 € C™\ {0}. Sie heifit negativ definit, falls —A positiv definit heiit. Aquivalent
heiflit eine Matrix positiv bzw. negativ definit, falls alle ihre Eigenwerte > 0 bzw. < 0 sind. Schliellich
heifit A indefinit, falls A weder positiv noch negativ semidefinit ist.

SATZ 4.12. Es seien A C R™ eine offene Menge, f : A — R eine 2-mal stetig partiell differenzierbare
Funktion und xg € A ein kritischer Punkt. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Ist Hy(xo) negativ bzw. positiv definit, so ist xg eine lokale Maximum- bzw. Minimumstelle.

(2) Ist Hy(xo) indefinit, so ist xo keine lokale Maximum- bzw. Minimumstelle.

(3) Ist xg € A eine lokale Mazimum- bzw. Minimustelle von f, so ist die Matriz Hy(xg) negativ bzw.
positiv semidefinit.

4 Die elementaren Figenschaften von Figenwerten und Figenvektoren einer quadratischen Matrix kénnen in je-
dem Lehbuch iiber lineare Algebra gefunden werden, auch der Eintrag de.wikipedia.org/wiki/Eigenwertproblem ist
vollstdndig genug fiir unsere Zwecke. Die Eigenwerte einer Matrix konnen leicht durch z.B. maple oder mathematica
berechnet werden.
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BEWEIS. Beachte zuerst, dass an der kritischen Stelle z die Taylorformel aus dem Satz [4.11] ange-
sichts vom Satz [4.10] einfach

(420) Flawo+2) = Flawo) + 52t - Hy(ao) -+ RE™(2)

wird, mit Rg’xo (z) = o(||z]|?) fiir x — 0.

(1) Wir betrachten nur dern negativ definiten Fall — der positiv definiter Fall ist &hnlich. Ist H¢(z)
negativ definit, so ist insbesondere hT - Hy(z) - h < 0 fiir alle b € R™ mit [|h| = 1. Diese Teilmenge
von R™ — seine Finheitssphdre Sy, — ist abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt. Wir kénnen also
die quadratische Form

Sm > h AT - Hp(zo) - h € (—00,0)
betrachten, welche — wie jeder auf einer kompakten Menge definierte Funktion — ein Maximum g

annimmt, welches notwendigerweise strikt negativ ist. Somit gilt
12T T
—— - Hy(zg) 7 <X <0 fiir alle z € R™
2fJe " TS al]

und deshalb wegen (|4.20))
1 127 x 1 o
o (@0 +2) = f(20) = 5 Hplwo) - o+ g R (2) < <0
]| 2 7 ] [lf2 2 4

fir alle x € R™ mit 0 < ||z| klein genug: das ist moglich, weil in einer Umgebung von xg Rg’xo (x)
schneller als ||z||? abfillt. Daher ist xo ein lokales Maximum.

(2) Da die Hesse-Matrix Hy(xo) indefinit ist, gibt es (mindestens) zwei Eigenwerte A+ mit zu-
gehérigen Eigenvektoren hy so, dass hl - Hp(zg) - he > 0 bzw. hT - Hy(xo) - h— < 0. Somit gilt fiir
t € R mit 0 < |¢] klein

1 1 1

2 (f(@o +the) = f(20)) = SAe + 5 Ra(ths).
Wir folgern, dass f(zo+h) — f(xg) in jeder Umgebung von xg sowohl positive als auch negative Werte
annimmt, d.h., f kann an der Stelle xy weder ein Maximum noch ein Minimum haben.

(3) Ist 2o eine lokale Minimumstelle und wére H¢(xo) dennoch nicht positiv semidefinit, so gébe
es v € R™ mit vT - Hy(x0) - v < 0. Fiir die Abbildung

¢t f(zo+1tv)
wiirde dann

82 f ]‘ /!
= (x0) = —6"(0)

gelten. Da aber
*f T
w(x()) =v - Hf(l‘()) <0
kénnen wir anhand vom Korollar schliefflich folgern, dass ¢ an der Stelle 0 ein Maximum hat —

was die Tatsache widerspricht, dass x¢ eine Minimumstelle von f ist. ]

UBUNGSAUFGABE 123. (1) Betrachte die Funktion f : R? — R, die durch f(z,y) = 2% —zy definiert
wird. Hat die Funktion lokale Maxima oder Minima?

(2) Betrachte die Funktion f : R? — R, die durch f(x,y) = e*(1 — cosy) definiert wird. Berechne die
Hesse-Matrix von f und untersuche f auf Extrema an den Stellen (0,0), (7,0) und (0, ).
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(3) Betrachte die Funktion f : R? — R, die durch f(z,y) = — cos(2?y?) definiert wird. Berechne die
Hesse-Matrix von f und untersuche f auf Extrema.

Der Folgende ist eine mehrdimensionale Verallgemeinerung des vektorwertigen Satzes von Lagrange
(vgl. [6, Satz 8.39] und wird gelegentlich Schrankensatz genannt.

SATZ 4.13. Es sei A C R™ und f : A — R" Fréchet-differenzierbar. Dann gilt fiir alle kompakte
und konvexe B C A

1 (@) = f(W)lrn < sup £ Ol = ylgm, @,y € B,
€
wobei || f'(§)|| die Norm von f'(§) als Operator von R™ nach R™ bezeichnet.
Insbesondere ist die Einschrinkung von f auf B Lipschitz-stetig.

UBUNGSAUFGABE 124. Beweise den Satz (Hinweis: Stelle f als Funktion einer Variabel dar
und verwende dann [6l, Satz 8.39]).






KAPITEL 5

Einige Anwendungen der Differenzialrechnung

Dieses Kapitel ist zwei der wichtigsten Sdtzen der Analysis 2 gewidmet. Wir folgen den Zugang
in [4] und erwdhnen nur, dass man in [2], § VIL.8] eine interessante aber fortgeschrittenere darstellung
des unendlichdimensionalen Falls finden kann.

Als erste bendtigen wir ein Hilfsresultat, das 1922 von Stefan Banach bewiesen wurde und als
Banachscher Fixpunktsatz bekannt ist.

DEFINITION 125. Es seien X,Y Banachrdume. Dann heifit T 1Y — X eine Kontraktion, falls es
a € (0,1) gibt mit
[Tz —Ty|x <allz—ylly  Vz,yeX.

LEMMA 5.1. Es seien X ein Banachraum, A eine abgeschlossene Teilmenge von X und T : A — A
eine Kontraktion. Dann hat T genau einen Fixpunkt, d.h., es ¢gibt genau ein x € A mit Tx = x.

BEWEIS. Es sei 29 € A (beliebig) und betrachte die Folge (zx)ken, welche durch

zy = TFx, keN
definiert ist. Dann gilt fiir alle m,n € N x;, € A und dariiber hinaus
|Xn — xml|| = | T"x0 — T™x0]| < a||T"_11:0 — Tm_lon << al xg =TT M|
und somit
HQ?O — Tm_nx(]H < H:L‘o — Tl'oH + HT.%'Q — T2ac0H + ...+ HTm_n_lxo — Tm—anH
m—n—1
< ) oFllzo - Ta
k=0
< oo~ Tao]
I—a Zo Zo|l-
Daher

n

«
Zn — 2| < 1 |zo — Tzo].

-«
Da der rechte Term gegen 0 strebt, ist also (2, )nen eine Cauchy-Folge — und somit gegen ein z € X
konvergent, da X vollstindig ist. Ist aber jedes z, € A und ist (zy)neny C A, so ist auch x € A, da A
abgeschlossen ist. Weiter gilt fiir alle gegen x konvergente Folgen (z,)nen

Tr = lim Tx, = tMp—socTnt+1 = T.
n—oo

Schliefllich zeigen wir die Eindeutigkeit des Fixpunktes. Gébe es ein weiterer Fixpunkt y, d.h., gelte es
Ty = y fiir einen y € X, so wire

|z —yll = [Tz = Tyl| < aflz —yl|,

85
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d.h. ||z — y|| = 0 und daher z = y. O
Das folgende fundamentales Resultat wurde 1907 von Ulisse Dini bewiesen.
SATzZ 5.2. FEs seien A1 C R™ und As C R™ offen, a = (a1,a2) € A1 X Ay und f: A; x Ay — R"
eine stetig differenzierbare Funktiorﬂ. Gilt
e f(a) =0 und
o Jy,(a) ist invertierbar,
Dann gibt es offene Umgebungen B1 und Bs jeweils von ay und as mit By C Ay und Bs C Ay und eine
stetig differenzierbare Funktion g : By — By mit

* g(a1) = as,

f(z,g(x)) =0 fiir alle v € By und umgekehrt

y = g(x) fir alle (x,y) € V1 x Vo mit f(x,y) =0 und schlieflich
Jy(x) = —Jp (z,g(x)) " g (2, g(x)) fir alle x € By.

Dieser ist als Satz tiber die implizite Funktion bekannt: Da g in der obigen Aussage nur als (lokale)
Losung der Gleichung

f(z,y) =0

ist, spricht man von “implizit definierten Funktion”. Im Beweis werden wir durchgehend die Aussage in
der Ubungsaufgabe @ verwenden, welche uns erlaubt, uns auf keine Norm auf R"™ oder R™ festzulegen.

BEWEIS. Nach unserer Voraussetzungen ist die Matrix Jy,(a) invertierbar und somit kénnen wir
eine neue Abbildung

G: A1 x Ay > (z,y) =y — Jp(a)  fz,y) € R,
welche offensichtlich folgende Eigenschaften erfiillt:

(E1) fiir alle (z,y) € A1 x Ay gilt (Dank der Invertierbarkeit von Jy,(a)™!) genau dann y = G(z,y),
wenn f(x,y) = 0;

(E2) Die vektorwertige Abbildung G ist als Summe und Verkettung stetiger Funktionen selber stetig;

(E3) Dank der Kettenregel und dem Beispiel [94]ist G stetig partiell (beziiglich jeder ihrer Koordinate,
die gemeinsam mit y bezeichnet wurden) differenzierbar mit

oG 0
olm) =1 Jf2<a>—1a§<m,y>;

(E4) Insbesondere gilt

T0.0) = 1= T (@) 5L 0,0) = 1= T @) pfa) o

Dabei bezeichnet 1 die identische n x n-Matrix. Aufgrund von (E3) kann man eine offene Umgebung
Cy x Cy C Ay x Ay von (0,0) so, dass

(5.1) H H < fiir alle (z,y) € Cy x Cs.

1
2

1 Beachte das Format der Funktion: die Jacobi-Matrix vof f ist, an der Stellen wo f partiell Differenzierbar ist, eine
(m + n) x n-Matrix. Wir wollen diese Jacobi-Matrix darstellen als die Nebeneinanderstellung zweier Matrizen, die als
Jacobi-Matrizen der Einschrankungen von f auf der 1. bzw. 2. Koordinate seines Arguments angesehen werden kénnen,
die jeweils Funktionen von A; bzw. Az nach R" sind. Diese Beide Jacobi-Matrizen bezeichnen wir mit Jf, bzw. Jg,



Kapitel 5 87

Es wird behilflich sein, dass wir C; x Cs klein genug wiahlen, dass zusétzlich gilt:
(5.2) Jg,(x,y) ist invertierbar, fir alle (z,y) € C1 x Ca.

Es sei nun r > 0 klein genug, dass die Kugel By := {y € R" : ||y|| < r} € R™ mit Radius 7 in C
enthalten ist, und verwende dieses r und (E2), um eine offene Umgebung Bj zu finden, so dass

(5.3) max ||G(z,0)|| = ¢ < —.

xEE 2
Da G stetig differenzierbar ist, ist es nach dem Satz auch Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante,
die kleiner als die Norm ihrer Fréchet-Ableitung ist: Nach (5.1]) gilt somit

1
(5.4) |G(z,y) — G(z,2)| < iﬂy — 2| firr alle (z,y), (z,2) € Cy x Cs.
Da C5 eine Umgebung der 0 ist, kann man z = 0 wihlen und schlieflich auch angesichts von (5.3))
1 r
(5.5) |Gz, 9)|l < IG(z,y) = G(z,0)[| + [|G(z,0)|| < 5lly = Ol + 5 <7 fiir alle (z,y) € B1 x B,

da Bs genau die Kugel mit Radius r ist.

Das heifit insbesondere, dass fiir alle x € B; fest kann man G — als Funktion allein ihrer zweiten
Koordinate — als Kontraktion von By nach By ansehen: Wir verwenden dabei und . Der
Banachscher Fixpunktsatz liefert nun die Existenz eines Fixpunktes, die i.A. von x abhingen wird,
d.h.: fiir alle z € B; gibt es g(z) := y € By mit G(z,y) = y, was nach (E1) heifit, dass f(z, g(z)) = 0.
Dieses g : By — Bj ist die von uns gesuchte Abbildung. Wir wollen jetzt {iberpriifen, dass g alle
Eigenschaften hat, die wir behaupten. Um anzufangen zeigen wir, dass g stetig ist.

Dies wird durch eine weitere Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes bewiesen. Wir werden
ihn auf Cy(B1;R™) anwenden, der nach dem Korollar [1.2) wohl ein Banachraum ist. Wir brauchen dazu
eine Kontraktion ® auf Cy(B1;R"™) zu definieren. Die Konstruktion von @ erfolgt so: Ist ¢ Element
der Kugel von R™ von Radius r sowie auch von B; (ihr Durschnitt ist nichtleer, da z.B. beide die 0
enthalten), so kann man dazu die Funktion

Yix— G, ¢(x))

zuordnen, d.h., wir wollen einen ® durch ®(¢) := 1 definieren. Wir wollen noch zeigen, dass ® eine
Kontraktion auf der Kugel A vom Radius 7 in Cp(B1; R™) ist: Denn haben wir es bewiesen, so gibt es
nach dem Banaschschen Fixpunktsatz genau ein g € A mit ®(g) = g, und aufgrund der Definition von
P gilt somit

G(z;g9(x)) = g(z) und somit F(x;g9(x)) =0, fiir alle x € V7.
Da auch das oben eingefiihrte g die selbe Eigenschaft hat, miissen die beiden g tatséchlich iibereinstimmen.
Insbesondere ist die oben definierte Funktion Element von Cy(B1;R™), was zum Beweis unseres Bewei-

ses ausreicht. Lass uns somit schliellich nur zeigen, dass ® eine Kontraktion von A nach A bildet. Sind
ndmlich f1, fo € A, so gilt definitionsgeméaf

(1) =P(¢2)lloc = sup [[¢1(2) =t2(2)]|00 = sup [|G(x, $1(2)) =G (, P2(2)) |00 < EH%(%)—@(HT)HW

r€B1 reB]

angesichts von ([5.4)), wie wir zeigen wollten.
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Wir fithren den Beweis der Differenzierbarkeit von g punktweise wie folgt, erstmal fiir die Stelle
0 € R™. Da F an der Stelle 0 € R™" differenzierbar ist, gilt nach dem Lemma

f(l’,y) = Jfl(O)l’ + ‘]fZ(O)y + RO(SC,y), (337y) € Al X A2a

mit Ro(z,y) = o(||(z,y)|gm+n) fiir (z,y) — 0. Inbsesondere hat man fiir jedes xc By f(x,g(x)) = 0,
und somit liefert die obige Formel

0= f(xhg(x)) = Jfl (O)LI} + Jf2 (O)g(.%') + RO(xhg(x))v x € By,

oder dquivalent

(5.6) 9(x) = =Jp(0) 75, (0)z — Jp(0) " Ro(w, g(x)), = € Br.
Konnen wir zeigen, dass
(5.7) J 5, (0) ' Ro(z, g(2)) = o(||z|) (x = 0), fiir alle x € By,

so haben wir — wieder Dank Lemma — bewiesen, dass g an der Stelle 0 differenzierbar ist: Den
Beweis an den anderen Stellen von By kann nun dhnlich gefithrt werden.
Um (5.7) nun zu beweisen beachte also jetzt, dass aufgrund von Ry(z,y) = o(||(z,y)|gm+n) fiir

(z,y) = 0 gibt es zu € := W eine offene Umgebung D C By x By von 0 € R mit
2

[1Bo(z, )|l <ell(z,y)ll <e(llzl +llyl)  firalle (z,y) € D.

Da g insbesondere an der Stelle 0 € R™ stetig ist, gibt es eine offene Umgebung D C By, so dass
(x,g(z)) € D fur alle x € D, und somit

| Ro(z, g(x)) (x|l + [lg(z)) fiir alle x € D.

1
I < s
2[|J7,(0)~1]
Angesichts von (5.6|) findet man nun fiir alle = € D
lg@)II < 11750~ T O]l + 177 (0) ™ [ Ro(a, g(=))]

27, 1 el + g (@il

(190275, O)1 + 3 ) el + 5 lata)

< RO T O] +

IA

Diesen Ausdruck kann man als
_ 1 ~
(5.9 lo@)l <2 (19O IO + 5 ) el 2 D.

umschreiben, was wiederum liefert, dass

Ro(z,9(x)) = o([[(z, g(2))]) = olllzl| + lg(@)]) = oll=]) (= = 0),

wobei die letzte (asymptotische) Identitéit eben von folgt.

Noch wollen wir zeigen, dass g stetig differenzierbar ist, d.h., dass die Fréchet-Ableitung von g
eine stetige Abbildung. Dazu verwenden wir, dass nach Konstruktion By x By C A; x As, und dass
nach J 1, somit iiberall auf By x By invertierbar ist. Dariiber hinaus sehen wir durch Differenzieren
von f(x,g(z)) =0, dass nun aus der Kettenregel

Jfl (x,g(x)) + JfQ(x,g(m))Jg(x) =0, x € By,
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folgt, und somit
(5.9) Jy(@) = —Jp, (2. 9(2) ", (2.9(x), @€ By.

Daher ist J, als Verkettung stetiger Funktionen stetig, und stimmt dariiber hinaus mit der Fréchet-
Ableitung von ¢ ein Dank dem Satz [L.7] Anders gesagt: g ist tatsichlich stetig differenzierbar.
Dadurch ist der Beweis vollsténdig. O

UBUNGSAUFGABE 126. Betrachte den obigen Beweis sorgfiltig und zeige, dass die Existenz einer
stetigen impliziten Funktion g bereits aus der Annahme, dass schlicht f und Jy,(a) stetig sind, folgt;
und dass die Annahme iiber die stetige Differenzierbarkeit von f erst verwendet wird, um die stetige
Differenzierbarkeit von g zu beweisen.

BEISPIEL 127. Es sei
f:REs (z,y)— 22+ —1€R.
Dann verschwindet f in den Punkten, die Euklidischen Abstand 1 von 0 haben: d.h., f ist der analytische
Ausdruck des Einheitskreises. Diese Funktion is stetig partiell differenzierbar mit Jacobi-Matrix
Jf(a, b) = (JfA (a,b), It (a,b))) = (2a,20b).

Somit ist Jy,(a,b)) = 2b genau dann invertierbar b # 0. Der Satz iiber die implizite Funktion erlaubt
nun die lokale!) Darstellung des Einheitskreises durch y = g(x) fir alle Nullstellen (z,y) € A; x Ag,
fiir die y = 0, d.h., genau dann, wenn (z,y) = (£1,0). O

Der Folgende stellt eine elementare und doch sehr wichte Anwendung des Satzes iiber die implizite
Funktion dar. Er ist als Satz tiber die lokale Inverse bekannt.

SATZ 5.3. Es sei A C R"™ offen, a € A und f : U — R™ eine stetig differenzierbare Funktion. Dann
gelten die folgenden Aussagen.

(1) Bezeichne mit A das Bild von A unter f, welches notwendigerweise offen ist (warum?). Ist f :
A — A invertierbar mit stetig differenzierbarer Inverse, so ist Jy(x) invertierbar fir alle x € A.

(2) Es sei J¢(a) invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung By von a und By von f(a), mit By C
A, so dass die Einschrinkung f|p, eine bijektion von By nach Ba ist mit stetig differenzierbarer
Inverse g : By — By, welche Dy(f(a)) = Ds(a)™! erfiillt.

BewEis. (1) Die Aussage folgt aus der Kettenregel und der Tatsache, dass f o f~! = id, so dass

S (f(2))Jp(z) = 1,
wobei 1 die identische n x n-Matrix bezeichnet.
(2) Betrachte die Funktion F', welche durch
F:R"xA> (z,y) —»x— f(y) e R"

definiert wird. Dann gilt (mit dem selben Notationskonventionen wie im Satz

e F(f(a),a) =0 und

e Jp,)(z,y) = —J¢(y), und insbesondere ist Jp,)(f(a),a) = —J¢(a) invertierbar.
Somit kénnen wir den Satz auf F' anwenden und schlieflen, dass es Umgebungen C; C A von a
und Cy von f(a) sowie eine stetig differenzierbare Funktion g : Co — C mit folgenden Eigenschaften:

e 0=F(z,g(x)) =2 — f(g9(x)), und somit ist f(g(x)) = z fir alle z € C1, sowie

e y=g(x) fiir alle (z,y) € C; x Cy mit f(x,y) =0.
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Da aber f stetig ist, gibt es By C C; offene Umgebung von a so, dass f(B;) C C1, und weiter gilt
angesichts der zweiten obigen Eigenschaft

f(B1) =g '(B)

Ist nun By := f(Bj), so ist By wegen der Stetigkeit von f eine offene Umgebung von f(a). Wir
schlieflen, dass die Einschrédnkung f|p, — Ba eine bjjektive Funktion mit Inverse g ist. Damit ist der
Beweis vollstéindig. O

Zum Schluss betrachten wir eine andere Fragestellung: Kann man eine Maximum- oder Minimum-
stelle einer Funktion f : R™ x R™ — R", welche gleichzeitig eine oder mehrere weitere Bedingungen
erfiillt, finden? Eine Teillosung wurde von Joseph-Louis Lagrange gefunden: Er 16ste damit 1788 manche
konkreten Probleme der Mechanik und formuliert 1797 das folgende allgemeine Prinzip. Interessanter-
weise kann man den Beweis als Folgerung des Satzes iiber die implizite Funktion.

DEFINITION 128. FEs seien A C R™ x R™ eine offene Menge und f : A — R sowie F' : A — R".
Dann heifit (xo,y0) € A ein lokales bedingtes Maximum (bzw. Minimum) — genauer: unter den von F
gegebenen Bedingungen —, falls es eine offene Umgebung Uy C A von (xg,yo) gibt, so dass

F(r,y) =0 und  f(z,y) < f(z0,90) (bzw. f(z,y) > f(zo,90)  fiir alle (z,y) € Uo.

Wohl gemerkt: Die von F' gegebenen Bedingungen kénnen leer (z.B. wenn F' = 0) oder redundant
(Z.B. wenn alle Komponenten von F' gleich sind) sein. Diesen Fall wollen wir meiden, indem wir eine
linearalgebraische Bedingung iiber die Fréchet-Ableitung von F stellen.

DEFINITION 129. Es seien A C R™ x R"™ eine offene Menge und F : A — R" eine stetig differen-
zierbare Funktion. Die Menge, die durch

Mp :={(z,y) € A: F(z,y) = 0}
definiert ist, heifit m + n — k-dimensionale Untermannigfaltigkeit (von R"*) 1 < k < n, falls
Rang Jp(z,y) =k fiir alle x € Mp.

(Ist die Abhingigkeit von F klar, so werden wir manchmal einfach M statt Mg schreiben). Ist a € M,
so heifit ein z € R™ dann Tangentialvektor von M an der Stelle a, falls es fiir ein § > 0 eine stetig
differenzierbare Funktion ~ : (—0,0) — M gibt, die

~7(0) =a und ' (0) =z
erfillt. Endlich heifft N € R™ Normalenvektor an Mp an der Stelle a, falls N senkrecht auf jedem
Tangentialvektor steht, d.h.,

n
(z|N)gn = Z ziN; =0 fiir alle Tangentialvektoren z.
i=1
Die Menge aller Tangentialvektoren (bzw. aller Normalenvektoren) einer Untermannigfaltigkeit M an

einer Stelle a € M heifst Tangentialraum (bzw. Normalenraum) von M an der Stelle a und wird mit
ToM (bzw. NoM ) bezeichnet.

BEisriEL 130. Es sei
F:R?3 (z,y)— 22+ —1€R.
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Dann ist F' stetig Fréchet differenzierbar mit
welches Rang 1 hat. Somit ist der Einheitskreis

{(z,y) € R*: F(z,y) = 0}
eine 1-dimensional Untermannigfaltigkeit von R?.

BEISPIEL 131. Es sei
F:R?> (z,y) — (2,9, 2° +9%) € R>.
Dann ist F stetig Fréchet differenzierbar mit

1 0
Jr(z,y) =10 1],
2 2

welches Rang 2 hat. Somit ist

{(z,y) €R*: F(a,y) = 0}
eine 0-dimensional Untermannigfaltigkeit von R?. Wie sieht sie aus?

UBUNGSAUFGABE 132. Es sei
F:R3>5 (z,y,2,0) — (cosf — z,sinf —y,z — 0) € R3.

Welche Dimension hat die Untermannigfaltigkeit

{z €R3: F(z,y,2,0) =0}
und wie sieht sie aus?

UBUNGSAUFGABE 133. Es sei A C R™. Allgemeiner sagt man, dass ein Vektor = = (x1,...,x,) € R?
senkrecht auf A steht, falls

n
ijaj:O fir alle a = (ay,...,a,) € A.
j=1

Die Menge aller Vektoren von R", die auf jedem Vektor von A senkrecht stehen, bezeichnet man mit
AL, Zeige: Fiir alle A € R™ ist AL ein Vektorraum.

Anders gesagt ist eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit die hoherdimensionale Verallgemeinerung
einer Kurve (k = 2) oder einer Fliche (k = 3). Somit ist 7" ist ein Tangentialvektor, wenn es die
Tangente am Graph einer Funktion v darstellt, die eine Teilmenge von M ist.

UBUNGSAUFGABE 134. Es seien n,k € N mit 1 < k < n, U eine offene Teilmenge des R und M
eine (n — k)—dimensionale Untermannigfaltigkeit der Form

{reU: F(x)=0}
fiir eine stetig Fréchet-differenzierbaren Funktion F' : U — R™, deren Jacobi-Matrix die Rangbedingung
rang Jp(z) =k firallex e M

erfiillt. Desweiteren sei a := (a’,a"”) € M mit o’ € R** a” € R¥ und es sei 0.B.d.A. angenommen, dass

die Matrix 8(%_3:,...,%) (a) der partiellen Ableitungen von F' nach den Koordinaten x,,_g41, ..., o, in

a bereits den Rang k besitzt.
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Zeige, dass es offene Umgebungen Vi € R™* von o/, Vo € R¥ von a” und eine stetig Fréchet-
differenzierbare Funktion g : V4 — Vo mit g(a’) = a” existieren, so dass die Abbildung

X:Vioa' w (2,9()) e Vi x V3
folgende Eigenschaften erfiillt:

(1) X bildet Vi bijektiv auf M N (V1 x V) ab mit X (a') = a.
(2) X ist stetig Fréchet-differenzierbar und

(5.10) rang o 0X

——(t)=n—k firallet eV,
ER——

wobel wir mit

8—X(t)
A€, e, en_t)
die Matrix, die aus den ersten n — k Spalten der Jacobi-Matrix Jp(t) besteht, bezeichnen.

(3) Beobachte insbesondere, dass die letzte Bedingung impliziert, dass es eine Funktion £ = (&1, ...,&) :
Vi x Vo — RF gibt, fiir die

Mﬂ(%x‘/g):{$EV1XV2:§(x):O}
und
rang Je(2') = n — k.
Alle Funktionen X, welche diese Eigenschaften erfiillen, heiflen dann lokale Koordinantensysteme von
M an der Stelle a.

Unseres Ziel ist es nun, eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines bedingten Minimums
oder Maximums zu finden. Im Folgenden verwenden wir die obigen Notationen.
Wir wollen zuerst die Definition von Tangential- bzw. Normalenraum begriinden.

LEMMA 5.4. Es seien n,k € N, 1 < k < n, U C R" offen und Mp eine (n — k)—dimensionale
Untermannigfaltigkeit der Form

{reU: F(x)=0}
mit einer stetig Fréchet-differenzierbaren Funktion F : U — RF. Dann sind sowohl T, M als auch NoM
Vektorrdume — der Dimension n — k bzw. k. )
Es sei X ein lokales Koordinatensystem von M an der Stelle a wie in der Ubungsaufgabe und
t € Vi mit X(t) = a. Dann bilden die Vektoren
0X 0X
— (), ..., =——(t)
361 Gen_k
(d.h.: die ersten n — k Spalten der Jacobi-Matriz von X ) eine Basis von T, M.
Wiederum bilden die Vektoren
Fi(a),..., Fy(a)
eine Basis von N, M.
BEWEIS. Es reicht aus, zu zeigen, dass die Vektoren
0X 0X
%0 s (1)
€1 €n—k
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(welche aufgrund von (5.10f) linear unabhéngig sind), bzw.
& (a), ..., &(a)

zwel Vektorrdume der Dimensionen n — k bzw. k aufspannen, etwa Zp bzw. Zy, welche in T, M bzw.
N, M enthalten sind (uns insbesondere steht Z7 zu Zy senkrecht): Denn dann gilt
R'=ZroZy CT,M & N, M

wéhrend T, M UN, M eine Teilmenge von R ist, und somit werden alle Inklusionen sogar zu Identitéten
(komponentenweise).
Es sei z € Zp, welches nach Konstruktion von der Form

n—k
0X

ist fiir geeignete Koeffizienten ci, . . ., ¢n_, d.h., fiir einen Koeffizientenvektor ¢ € R¥. Definitionsgemis
wollen wir eine Umgebung (—d,0) une eine Funktion « : (=d,6) — M finden, fiir die v(0) = a und
~'(0) = 2. Betrachte dazu ¢ > 0 klein genug, dass die Abbildung

v:i(=0,0)2s— X(t+sc)e M
wohl definiert ist. Aufgrund der Fréchet-Differenzierbarkeit von X und angesichts der Kettenregel finden
wir, dass auch v differenzierbar ist mit
d L oox
dZ(s):X’(t—ksc)-c:jz;cjaejt—ksx), s € (—=46,6),
und insbesondere

dry B OX B
%(0) = jzcjf)ej(t) =z,

wie wir zeigen wollten.

Lass uns nun zeigen, dass Zy C N M — dass N,M ein Vektorraum ist, folgt unmittelbar aus der
Definition von T, M und aus der Ubungsaufgabe (Da die Mannigfaltigkeit M durch die Funktion
F' definiert wird, spielen die Komponenten Fi, ..., F; von F hier die Rolle der impliziten Funktionen
&1, ..., &k, da die Jacobi-Matrix von F' an der Stelle a bereits maximalen Rang hat). Essei j =1,...,k
gegeben, wir wollen zeigen, dass f;(a) auf jedem Tangentialvektor z € T, M senkrecht steht. Denn sind
0 >0und 7: (=9,5) — M eine stetig Fréchet-differenzierbare Funktion, fiir die

M0)=a uwnd  A(0) ==

so gilt
&i(v(s)) =0 fir alle s € (—4,9),

weil jedes &; auf M in einer Umgebung von a nach Konstruktion identisch verschwindet. Somit ist auch
ihre Fréchet-Ableitung identisch Null, d.h., an der Stelle 0 gilt

0= &(7(0)) - 7'(0) = &(a) - =.

Anders gesagt: (f'(a)|z) = 0, was zu zeigen war. O
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SATZ 5.5. Es seien A C R™ x R™ eine offene Menge und f : A — R sowie F : A — R" stetig
differenzierbare Funktionen. Es gelte

rang Jp(z) =k  fir alle z, fir die F(z) = 0.

Dies definiert eine Untermannigfaltigkeit Mp der Dimension m~+n—k. Hat f an einer Stelle a € Mp
ein lokales (durch F') bedingtes Maximum oder Minimum, so existiert A € R™ mit

8<f_z)\iFi)(a):0, fiir alle j =1,...,n+m.

0x;
J i=1

Untersucht man also f auf Extrema, so ist man darauf hingewiesen, n sogenannte Lagrange-
Multiplikator A1, A, zu finden. Dies schrinkt sehr die Menge, in der man nach Maxima oder Minima
sucht, ein. .

BEWwEIS. Unter unseren Voraussetzungen ist M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Da F'
stetig differenzierbar ist, kann man es an jeder Stelle von My durch eine implizite Funktion darstellen.
Statt diese ,,gesamte® implizite Funktion zu betrachten, nehmen wir einen beliebigen Tangentialvektor
T € R™ und finden somit insbesondere ein § > 0 und eine Funktion v : (=d,d) = Mp N Uy so, dass

¥(0)=a und A(0)=T.

Da f an der Stelle a ein lokales Maximum oder Minimum hat, soll auch die stetig differenzierbare
Funktion f o~ an der Stelle 0 ein lokales Maximum oder Minimum haben, und ihre Ableitung soll dort
somit verschwinden, d.h., aus (4.12)) folgern wir

0= J}or (0) = J4(7(0))15(0) = Jy(a)T =TT - J(a).

Da dies fiir jeden Tangentialvektor wiederholt werden kann, zeigt das, dass J;(0) senkrecht zu jedem
Tangentialvektor ist, und somit selber ein Normalenvektor ist.

Wir wissen aus dem Lemma dass die Vektoren Jg, (a),...,Jr,(a) eine Basis des Raumes der
Normalenvektoren an der Stelle a (vgl. z.B. [4, Satz 1.9.3]) bilden, und somit endlich schlieBen, dass
J¢(a) eine lineare Kombination solcher Vektoren sein muss. D

BEISPIEL 135. Fiir a > 0 betrachte die Funktion f: A := {p € R? : py,pa > 0} — R, die durch

f(p1,p2) == —p1log, p1 — p2log, p2
definiert wird. Betrachte die Nebenbedingung F'(p1,p2) = 0, wobei

F(p1,p2) :=p1 +p2 — 1,

was in der Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie heifit, dass (p1, p2) eine diskrete Wahrscheinlichkeits-
verteilung ist. Falls o = 2 heifit dann f(p1,p2) in der theoretischen Informatik Informationsentropie
von p1,p2. Wir wollen die kritischen Punkte (und wenn moglich die Extrema) unter der gegebenen
Nebenbedingung bestimmen.

Sei (p1,p2) € R™ ein kritischer Punkt von f, so existiert A € R, sodass die Identitéat Jy¢(p1,p2) =
AJFr(p1,p2) gilt. Dies liefert das System

p1+p2 = 1,
—10g2p1 = A + ﬁa
—loggps = A+ oz
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Es folgt, dass p; = p2 und somit auch, aufgrund der Nebenbedingung p; + p2 = 1, dass p; = p2 = %

Der einzige krirische Punkt von f unter der Nebenbedingung ist also durch p = (%, %) gegeben. Dort ist
f(p1,p2) > 0. Man schliefit, dass f in (%, %) ein lokales Maximum annimmt. Also ist die Gleichverteilung

die Wahrscheinlichkeitsverteilung mit grossten Informationsentropie. O
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Metrische Riume und Kompaktheit

In Analysis 1 haben wir eine Teilmenge von R" kompakt genannt, falls sie beschrinkt und abge-
schlossen ist. Diese Definition einer kompakten Menge ist durchaus legitim im Kontext von endlichd-
mensionalen Rdume — sie wird aber ungeeignet, falls man mit unendlichdimensionalen Rdumen arbeiten
muss, wie uns immer wieder in der Analysis 2 passiert.

Die ,korrektere“ Version beruht stattdessen auf die Idee, eine kompakte Menge sollte ,, klein genug*
sein, dass man sie mit wenigen offenen Mengen iiberdecken kann, wenn sie sich iiberhaupt mit offenen
Mengen iiberdecken lisst. Genauer fithren wir die Folgende ein.

DEFINITION 136. Es sei X ein normierter Raum. Man sagt, eine Teilmenge K C X hat die Heine—
Borel-Eigenschaft, falls Folgendes gilt: Ist I eine Menge und O; C X eine offene Menge fir alle i € I,
und gilt zudem

(6.1) K cl o
el
so gibt es Iy C I, Iy endlich, so dass
K C U 0;.
i€lp

Eine Familie (O;);cs offener Mengen, die ([6.1)) erfiillt, heifit eine offene Uberdeckung von K. Somit
kann man die obige Definition folgendermafien dquivalent formulieren: Fir jede offene Uberdeckung von
K gibt es eine endliche Teiliiberdeckung.

BEISPIEL 137. Jede endliche Menge hat offensichtlich die Heine—Borel-Eigenschaft. O
Eine verwandte Eigenschaft ist die Folgende.

DEFINITION 138. Fs sei X ein normierter Raum. Dann heif$t K C X totalbeschrankt, falls es
6>0und x1,...,x, € K gibt so, dass

X c | Bs(x)).
j=1

LEMMA 6.1. Es sei X ein normierter Raum und K C X. Hat K die Heine—Borel-Figenschaft, so
ist es auch totalbeschrdnkt.

BEwEIS. Hat K die Heine—Borel-Eigenschaft, so gilt insbesondere fiir alle § > 0

K c ] Bs(x).

zeK
97
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Somit gibt es eine endliche Menge von Vektoren {x1,...,z,} so, dass

n
X c | Bs(xy),
j=1

was zu zeigen war. O

LEMMA 6.2. Es sei X ein normierter Raum. Hat K C X die Heine—Borel-Figenschaft, so ist K
abgeschlossen und beschrinkt.

BeEweEls. Hat K die Heine—Borel-Eigenschaft, so gilt insbesondere fiir alle z € K
K c | Bu().
neN
Somit gibt es eine endliche Menge {1,..., N} so, dass

N
X c | Bu(z) = By(2),
n=1
was die Beschrinktheit von K zeigt.
Das Komplement von X ist die leere Menge, welche definitionsgeméf offen ist, und somit ist X
selber abgeschlossen.
Ist nun K # X, betrachte x € K¢ # (). Kénnen wir eine offene Umgebung A von z finden mit
A C K¢, so heifit dies, dass K€ offen ist und somit K = (K )¢ abgeschlossen ist, was zu zeigen ist.
Fiir jedes y € K gilt ||y — || > 0, und somit gibt es disjunkte offene Umgebungen A, := U}, (z)
2

und By := Uz (y) von = bzw. y. Dadurch wird eine offene Uberdeckung
2
(By)yeK

definiert, die wegen der Heine-Borel-Eigenschaft auch eine endliche Teiliiberdeckung haben muss, d.h.,
es existierern y1,...,y, € K mit

KCOBM:B

i=1
Auch betrachtet man
n
A=Ay,
i=1
Man iiberpriift leicht, dass A, B disjunkt sind (Ubungsaufgabe!), und daher
KnA=90,
d.h.,
AC K-
Gleichzeitig ist A als Durchschnitt endlich vieler offener Umgebungen von x selber eine offene Umgebung
von . ]

Die folgende Definition wird eine Rolle spielen. Sie erinnert stark an die Aussage im Satz von
Bolzano—Weierstraf.
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DEFINITION 139. Es sei X ein normierter Raum. Man sagt, eine Teilmenge K C X ist folgenkom-
pakt, falls jede Folge (xy)neny C K eine konvergente Teilfolge hat.

Wir wissen schon aus dem Lemma dass jede Teilmenge (eines normierten Raumes) mit der
Heine—Borel-Eigenschaft totalbeschrankt ist. Auch gilt folgendes.

LEMMA 6.3. Es sei X ein normierter Raum. Ist K C X folgenkompakt, so ist es auch totalbe-
schrankt.

BEwEIS. Wire K nicht totalbeschriankt, so gidbe es § > 0, fiir das
K¢ ] Bs(z)
zeKy

fiir alle endliche Teilmengen Ky C K. Insbesondere géibe es x; € K so, dass K ¢ Bs(x1); 2 € K\ C
Bs(z1) so, dass K ¢ Bs(x1) U Bs(x2), und iterativ konnte man eine Folge (2, )neny C K definieren, mit

n—1 n
(6.2) xn € K\ U Bys(x;) so, dass K¢ U Bys(x;).
i=1 =1

Wegen der Folgenkompaktheit von K hitte diese Folge eine konvergente Teilfolge und insbesondere
einen Héufungspunkt, etwa z. Somit kénnte man zwei Folgenglieder x,,z,, (0.B.d.A. mit m > n)
finden derart, dass

|z — zn| < 3 und |z — xm] < 7
Daher folgt
[0 — 2m|[x < lzn — 2lx + Iz — 2mlx <4,
d.h., x,, € Bs(x,) — ein Widerspruch zu (6.2)). O

SATZ 6.4. Es sei X ein normierter Raum und K C X. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) K hat die Heine—Borel-Figenschaft.
(i) K ist folgenkompakt.

Gelten die obigen dquivalenten Eigenschaften, so heifit K kompakt.

BEWEIS. (i)=-(ii) Angesichts von [6, Lemma 5.6] reicht es zu zeigen, dass jede Folge mit Werten
in K einen Haufungspunkt hat. Gibe es tatséchlich eine Folge ohne Héufungspunkte (welche dann
notwendigerweise unendlich viele verschiedene Werte annehmen muss!), so gibe es fiir jedes z € K
ein 0, klein genug, dass Bs, (z) nur endlich viele Folgenglieder enthélt. Dadurch hétten wir eine offene
Uberdeckung von K gefunden, welche eine endliche Teiliiberdeckung haben muss, etwa

n
K c | B, (#:).
i=1
Da jede Menge in der Teiliiberdeckung selber nur endlich viele Folgenglieder enthilt, enthélt auch K
nur endlich viele Folgenglieder — ein Widersrpuch, da die Folge unendlich viele Werte annimmt, welche
alle in K liegen.
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(ii)=>(i) Lass uns jetzt annehmen, dass K folgenkompakt ist. Aus dem Lemma [6.3] wissen wir, dass
K auch totalbeschrankt ist, d.h., zu jedem n € N gibt es z1,...,2x, € K mit

n
K c | Buy(ax).
k=1

Wir miissen zeigen, dass jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung hat. Nimm an,
es wire nicht so, d.h., es gébe eine Familie (O;);cr mit O; C X offen fiir alle i € I und K C (J;¢; O;
so dass K ¢ (J;e 1, Qi egal wie geschickt wir eine endliche Teilmenge Iy C I auswéhlen. Insbesondere
miisste es mindestens ein n; € N geben, fiir das keine endliche Teilmenge I C I derart ausgewihlt
werden kann, dass

Bi(xnk) NK C UOZ,
i€l

(denn sonst liefle sich K, das ohnehin von endlich vielen offenen Kugeln Bi(xj) tiberdeckt wird,

insgesamt auch von endlich vielen offenen Mengen O; iiberdecken). Dadurch konnte man eine Teilfolge

(n, )ken C K definieren, welche selber einen Hiufungspunkt in K haben muss, etwa z. Da z € K C

Uicr Oi, gibt es mindestens ein 49 € I mit 7 € Oy, und weil Oy, offen ist, findet man & > 0 klein genug,

dass

(6'3) Be(i‘) - Oio-
Zu diesem ¢ findet man ein Folgenglied mit Index grof§ genug, etwa x;,, mit nj > %, mit
_ < €
17— gl < <.
Somit gilt fiir jedes © € B (wp;)
g
(6.4) o = Zllx <lo—znllx + lzn, —Zlx <
Dies zeigt, dass
Bi(l‘nr@)ﬂK C Bi(xn;;)
g g
ein Widerspruch zur Konstruktion von ng. ]

Dass die obige Definition von Kompaktheit mit der Definition von Analysis 1 vereinbar ist, ist eine
unmittelbare Folgerung.

KOROLLAR 6.5. Es sei K C R". Genau dann ist K kompakt, wenn K abgeschlossen und beschrdinkt
15t.

BEWEIS. Ist K kompakt, so wissen wir aus dem Lemma dass K beschriankt und abgeschlossen
sein muss. Es sei wiederum K C R™ abgeshlossen und beschrinkt, so liefert der Satz von Bolzano—
Weierstrafl, dass K auch folgenkompakt sein muss. O

Eine der wichtigsten Anwendungen des obigen Resultats ist der Satz von Ascoli-Arzela. Untersucht
man nédmlich den Beweis des Satzes[1.8] so sieht man gleich, dass man nicht wirklich benétigt, dass die
Funktionen auf einem 1-dimensionalen Intervall [a,b] definiert sind. Vielmehr kénnte man die folgende
allgemeine Version des Satzes formulieren.
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SATZ 6.6. Es sei K C RY kompakt. Ist eine Funktionenfolge (fn)nen C C(K;R™) gleichmifig
beschrinkt und gleichgradig stetig, so hat sie eine gleichmdfig konvergente Teilfolge.

BEwEIS. Wir iibernehmen den Beweis vom Satz Nur die Uberdeckbarkeit von K durch §-
Umgebungen, die in Elementen von K N Q% zentriert sind (es waren die Intervalle (gj — 6,q; +0) im

Beweis vom Satz , soll in dieser Allgemeinheit noch bewiesen werden. Das ist aber die Aussage vom
Satz 0

Wir wollen eine weitere wichtige Anwendung des Begriffes der Kompaktheit zeigen.

DEFINITION 140. FEs seien X,Y normierte Riume und A C Y. Fine Funktion f : A — X heifst
gleichméBig stetig, falls fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

1f(@) = fWllx <e  firallex,y € A mit ||z —yly <.
KOROLLAR 6.7. FEs seien X,Y normierte Riume und A C X eine kompakte Menge. Dann ist jede
stetige Funktion f: A — X auch gleichmdfSig stetig.

UBUNGSAUFGABE 141. Beweise das Korollar [6.7]
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