4 Fourieranalysis

4.1 Definitionen und elementare Eigenschaften

Die motivierende Idee der Fourrierreihen ist es, periodische Funktionen f: R — C
(wobei man sich 0.B.d.A. auf 2w-periodische Funktionen beschrénken kann, s.u.)
als trigonometrische Reihe darzustellen:

flz)~ ) cn€™, ¢, € C.

nez

Dabei stellt sich natiirlich die Frage, wie die Koeffizienten ¢, zu wihlen sein
miissen, in welchem Sinne die Reihe gegen f konvergieren soll und unter welchen
Voraussetzungen an f welche Konvergenz vorliegt.

4.1 Definition. Eine Funktion f: R — C heifit periodisch der Periode 7" > 0,
falls gilt:
flx+T)=f(x) VxeR.

4.2 Bemerkung. (i) Ist T'> 0 Periode von f: R — C, so ist auch kT fiir k € IN
Periode von f. Falls f eine kleinste Periode Ty > 0 besitzt, so ist die Menge aller
Perioden gerade durch

{kTy |k € N}

gegeben. Wir wollen dies beweisen: Sei dazu angenommen, dass 77 Periode von
f ist mit Ty ¢ {kTo |k € IN}. Dann existiert kg € IN mit

koTo < Ty < (ko + 1)Tp.
Aus der Beziehung
f(x+koTo) = f(x) = f(x+T1) Yz e R
folgt durch Setzung von y := z + koTp die Relation
fy) = fly+(T1 - koTp)) Vy R,

so dass mit T := T —koTy < Tj eine strikt kleinere Periode als Ty von f gefunden
ist, was einen Widerspruch darstellt.
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(ii) Eine kleinste Periode muss nicht existieren. Um Dieses einzusehen, kann
man konstante Funktionen oder die Dirichletsche Sprungfunktion

0 firze@
f(x):{l fir e R\ Q

betrachten.
(iii) Ist f: R — C periodisch der Periode T, so ist, wie man unmittelbar verifi-
ziert,

fiR= €, f)=f(0)

periodisch der Periode 27, siehe obige Bemerkung.

Unter der Konvergenz einer Reihe Y.,,. a, (a, € C) mit den ganzen Zahlen 7 als
Indexbereich wollen wir im Folgenden stets die Konvergenz der symmetrischen
Partialsummenfolge

n
Sy, = Z an, ne€N
k=-n
verstehen.
Das folgende Lemma sagt aus, wie die Koeffizienten der trigonometrischen Reihe

aussehen miissen, wenn Diese gleichméfig gegen eine 2m-periodische Funktion f
konvergiert.

4.3 Lemma. FEs sei f: R — C eine Riemann-integrierbare 2m-periodische Funk-
tion, die sich als Summe einer gleichmdf$ig konvergenten trigonometrischen Rei-
he ¥ ez cne'™, cn € C, darstellen lisst. Dann gilt

1

Cp = —
2

27 )
fo flx)eT™dx (neZ).

Beweis. Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz kénnen Grenzwert- und Inte-
gralbildung vertauscht werden und man berechnet fiir m € Z

L[Qﬂ' f(x)e—imxdx: ifzﬂ- i c 6inze—z’ma¢ dr
2w Jo 2r Jo "

oo
1 2. B
= Cn_f =z gy
neTeo 2w JO
———
=6m2m

= Cm-



4.1. DEFINITIONEN UND ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN 3

Dieses motiviert die folgende Definition

4.4 Definition. Wir schreiben
Rox(R,C) :={f : R - C| f 2nr—periodisch und Riemann-integrierbar auf [0,27]}

und definieren fiir f € Ror(R,C) die Fourierkoeffizienten von f durch

1 2T .
eni=cn(f) = P [) f(x)e "™ dx, neZ.

Die hieraus gebildete (formale) trigonometrische Reihe

0 .
Z en e'mz
n=—

heiftt Fourierreihe von f.

4.5 Beispiel. Betrachte die 27-periodisch fortgesetzte Funktion

_[sgn(z) firO<|z|<m
v(z) = { 0 fiir |2] € {0, 7}

v ist als stiickweise konstante Funktion offenbar Riemann-integrierbar auf [0, 27|
und es gilt fiir die Fourierkoeffizienten

1 2m 1
Co=%f0 U(x)dx=%(

und fiir n e Z ~ {0}

1 27 .
Cn =5 [0 v(x)e " dx

e o ([T [T e )

1 —inT —-inT 492
- ﬂ([e_m ];r - [e_m ]:)
I (26—“” - 2)

2min

B { 0 fiir n gerade

-2 fiir n ungerade.
mn
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Somit gilt unter Anwendung der Euler-Identitét fiir die formale Fourierreihe von
v
ad 2

el . .
Z Cneznz — Z : emx
n=—oo n=—oo m™n
n+0,n ungerade

o 92 . .

Z : {ezn:p _ e—zn:p}
n=1 ™n

n ungerade

oo 4 '
nZ::l —(2n gy sin((2n - 1)x).

Man kann zwar recht einfach mit dem Dirichletschen Konvergenzkriterium fiir
Reihen nachpriifen, dass die Reihe punktweise konvergiert, jedoch ist iiberhaupt
nicht offensichtlich, ob die Reihe auch die Funktion v darstellt. Dieses motiviert
uns, allgemeine Konvergenzkriterien (mit Konvergenz gegen die Ausgangsfunk-
tion) fiir Fourierreihen zu etablieren.

Doch zunéchst listen wir eine Reihe von elementaren Eigenschaften der Fourier-
koeflizienten auf. Zu einer Funktion f: R — C und a € R setzen wir

fa(x):=f(x+a), zeR
fir die im Definitionsbereich um « translatierte Funktion.

4.6 Lemma. Es seien f,g € Rox(R,C) und n € Z. Dann gelten folgende Aus-
sagen

(1) 027T f(x)dx = /fmcf(x) dzx fiir alle ce R
(i1) 027T flzx)dx = 0277 fo(x)dz fir alle a e R

(111)  cn(Af +1g) = Xen(f) + pen(g) fir alle A, p e C (Linearitit)
(iv)  cn(fa) = €™y (f) fiir alle a e R

(v)  en(e®f) = cn1(f)

(vi) Fir f =X\ ist

[0 n=#0
“n = A fiirn = 0.

Fiir f = e™* st

(1 n=m
=0 firn+m.
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(vii) len(F)I < 5z Jo " 1f (@)l de
(viii) Ist sogar f e Ca (R, C):= C}(R,C)nRaxr(R,C), so gilt
en(f) = inen(f).

Beweis. (i) Es gilt

fjﬂcf(x)dx:fo%f(:c)dx—focf(x)dawrf;ﬂcf(x)dm

und auferdem mit der Substitution z := y — 27 und der Periodizitiat von f

f;mcf(x)d%focf(y—%)dy:focf(y)dy,

fo%f(x) dx = [627r+cf(w) dz

woraus

folgt.

(ii) Es gilt mit einer Substitution und mit (i)
27 27 2m+a 27
[ f@ar= [ f@rayde= [T f@ay= [ sy,

(iii) Die Linearitdt der Fourierkoeffizienten folgt sofort aus deren Definition und
der Linearitat des Integrals.

(iv) Es gilt
)= [ @) e

1 2m+a .
=—f f(:L‘)e_m(I_“) dx

21 Ja
1

. . 2 .
_(9) ezna% \[O f($)e—zn$ dr

— einacn(f)'

T 1 2 T —inx
en(ef) =5 [ e i@y da
27 i
1/0 f(w)e_l("_l)‘”da:

om

= Cn—l(f)'
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(vi) Die erste Aussage folgt sofort durch einfaches Ausrechnen, die zweite daraus,
dass

2m .
fo e (T gy = 9™,

(vii) Durch elementares Abschétzen erhdlt man
1 2 . p 1 2T 4
< - —inx _ = )
Dl < 5 [ 1f@e™ o= - [ 1 @) da

(viii) Mit partieller Integration ergibt sich

(i) = o [ @ e = L@ R L [T ) i) de = inea(),

wobei verwendet wurde, dass x +~ f(z)e™"™® 2r-periodisch ist.
O

4.7 Korollar. Sei f € C2 (R, C). Dann gilt unter der Setzung k := % fo% |f"(x)|dx
die Abschdtzung .
|Cn(f)| < k_ga
n
Insbesondere konvergiert die Fourierreihe von f absolut und damit in diesem Fall
(da || = 1 fiir alle x € R) auch gleichmifig auf R.

neZ~{0}.

Beweis. Zweifache Anwendung von Lemma 4.6 (viii) liefert fiir alle n € Z

en(f") = inea(f') = =nen(f),
also fiir n # 0 )
() = ~—gen(/")
und damit mit (vii)
en()] < o

Die Konvergenzaussagen ergeben sich nun aus der Tatsache, dass die Reihe
Yoo = konvergiert. O

4.8 Bemerkung. Ist f € C7' (R, C) fiir ein m € IN, so lésst sich per vollstandiger
Induktion zeigen, dass

en(Hl k-, meZ {0)

gilt, wobei k := % f027r |f™) ()| dx sei. Die Fourierreihe konvergiert also umso
schneller, je glatter (reguldrer) die Funktion ist.
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Eine einfache Beobachtung ist der folgende

4.9 Satz. Es seien vn, n € Zi, komplexe Zahlen, so dass die trigonometrische
Reihe ¥0°_ ne™® gleichmifig auf R konvergiert. Dann sind die 7y, gerade die
Fourierkoeffizienten c,, ihrer Grenzfunktion.

In knappen Worten: Eine gleichmdf$ig konvergente trigonometrische Reihe ist die
Fourierreihe ihrer Summe.

Beweis. Setze fir x e R

f(z) = i e,

Nach Voraussetzung ist f gleichméfiger Grenzwert der obigen Funktionenreihe.
Fiir deren Koeflizienten gelten nach Lemma 4.3 gerade

Yo =Cp, MNE€ZL.

4.2  Konvergenzresultate
Wir wollen zunéchst ein Eindeutigkeitsresultat beweisen.

4.10 Satz. Es sei f € Roz(R,C) mit
cn,=0VneZ.

Dann gilt f(xo) =0 fir alle Stetigkeitspunkte xo von f.

4.11 Bemerkung. Da fiir f € Ro(R,C) die Menge der Unstetigkeitsstellen
nach einem Resultat der Analysis eine Lebesguesche Nullmenge ist, gilt in der
Situation von Satz 4.10 f = 0 fast iiberall, die Menge der Punkte x mit f(x) #0
ist also sehr "klein”.

Beweis von Satz 4.10. (I) Sei zunichst vorausgesetzt, dass f reellwertig ist.
Es gelte ¢, = 0 Vn € Z und wir nehmen an, dass eine Stetigkeitsstelle zg € R
existiert mit f(xg) # 0. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir von
xo =0 und f(zg) > 0 ausgehen. Es wird nun eine Folge von trigonometrischen
Polynomen pyg, k € IN, konstruiert mit

T [ f(@)pi() do = +oo,
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was einen Widerspruch zu ¢, =0 Vn € Z darstellt.
(IT) Da f stetig in xo = 0 ist, kénnen wir ¢ € (0, 5] finden mit

f(0)

f(33)>T

>0 fiir alle |x| <.
Sei weiterhin € > 0 so klein gewéhlt, dass fir p(z) := cos(x) + €
p(z)] <1 - g fiir alle § < |2 <7
erfiillt ist. Schlieflich wihle 7 € (0,9) mit
p(z)>1+ g fiir alle |z| <n

und setze fiir k € IN
pi(z) = (p())" = (cos(x) + )",
wobei die pp aufgrund der Beziehung cosy = %(eiy +e”) offenbar trigonometri-
sche Polynome sind. Als Riemann-integrierbare Funktion ist f definitionsgeméfs
beschrankt, d.h. es existiert B > 0 mit
|f(z)| < B fiir alle |z| < 7.
(IIT) Wir zerlegen das Intervall [-m, 7] in die drei Bereiche
{lz[ <}, {n<|z[ <6}, {6 <la| <7},

auf welchen wir die folgenden Abschéitzungen machen kénnen:

| /5<|x|<ﬂ f(z)pr(x) dm| < ./<;<|a:<7r |f(ﬂ:)pk(x)|d1:‘ < 27TB(1 _ g)k’

[ f@p@)de >0,
n<|z|<é

da der Integrand in diesem Bereich nichtnegativ ist, und

Lsn f(@)pr(z)dx > 277@(1 . g)k

Insgesamt ergibt sich also wie gewiinscht

f: F(@)pi(@) dz > -2 B(1 - %)k ; 277@(1 . g)’“ > too (k- o0).
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(IV) Sei nun der allgemeine Fall f: R — C zugelassen. Wir zerlegen f in Real-
und Imaginarteil:

f(@) = u(z) +iv(z),
wobei u,v € Ror(R,R). Fiir diese gilt

@)+ 7@

_J@) - F@)
. .

() u(x) - =

(2)

Weiterhin kénnen wir fiir n € Z unter Ausnutzung der Stetigkeit der Komplex-
konjugation berechnen:

(D=5 [ @) s

1 ™ )
=— / f(z)eme dx
2 J-=n

=c-n(f)
=0,

was mit der Additivitdt der Fourierkoeffizienten und ()
cn(u) =0=cy(v) fir alle neZ

liefert. Aus (I) - (III) folgt also u(zp) = 0 = v(xg), was schlieRlich f(zp) =0
impliziert. O

4.12 Korollar. Ist f € CO (R,C), d.h. f ist stetig und 27-periodisch, und gilt
cn, =0 fiir alle n € Z,

so gilt f=0.
Insbesondere: Sind f,g € CS_(R,C) mit

en(f) = cen(g) fiir alle n € Z,

so gilt f=g.

Beweis. Die Aussagen folgen sofort aus Satz 4.10 und der Linearitét der Fou-
rierkoeffizienten. O

Als weitere Folgerung von Satz 4.10 erhalten wir das folgende Konvergenzresul-
tat.
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4.13 Satz. Sei f € CY (R,C), so dass die Fourierreihe Yoe_.. cne™ von f
absolut (und damit gleichmdfig) konvergiert, d.h.

oo
> en| < 0.
n=—oo

Dann konvergiert Yoo c,e™ (gleichmipig) gegen f.

Beweis. Wie friiher argumentiert, konvergiert die Fourierreihe ¥°° _ ¢, e'™®
von f gegen eine Funktion g € CY (R, C). Gemif Satz 4.9 stimmen die Fou-

rierkoeffizienten von ¢g mit denen von f iiberein:
cn(9) = en(f) fiir alle n € Z,
woraus schlieklich mit Korollar 4.12 f = g folgt. O

4.14 Folgerung. Sei f € C3 (R,C). Dann konvergiert die Fourierreihe von f
gleichméfig gegen f.

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus Korollar 4.7 (gleichméfige Konvergenz der
Fourierreihe) und Satz 4.13. O

4.15 Satz (Riemann-Lebesgue-Lemma). Es sei f € Ror(R,C). Dann gilt

lim ¢, =0.

[n|—o0

Fiir den Beweis verwenden wir das folgende Approximationsresultat aus der
Malfstheorie:

Satz. Es sei f: [-m, 7] » C Riemann-integrierbar. Dann existiert fiir alle € > 0
ein g e C°([-m, 7], C) mit

[ @) - g@)ldw <

Beweis des Riemann-Lebesgue-Lemmas. Zu beliebigem € > 0 wahlen wir
geméfs dem Approximationssatz ein g € C° ([, 7], C) mit

[ 15 - g@)lda <e.

Aufgrund des kompakten Tragers kann ¢ zu einer 27-periodischen Funktion g €
C52 (R, C) auf R fortgesetzt werden. Nach Korollar 4.7 existiert £ > 0 mit

1
len(g)] < kﬁ’ neZ~{0}.
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Damit gilt also

€ k .
ca(F)I < lealF =) +len(9)] € 5= + =5 < 2 (fir [n] grof genug),

womit die Aussage bewiesen ist. O

Damit kénnen wir nun ein hinreichendes Kriterium dafiir angeben, dass die Fou-
rierreihe einer Funktion an einer vorgegebenen Stelle gegen einen vorgegebenen
Wert konvergiert.

4.16 Satz. FEs sei f € Rog(R,C). Falls ein 6 >0 existiert, so dass die Funktion
f(x
h(x) = |Q‘
x

Riemann-integrierbar auf [-6,0] ist, so konvergiert die Fourierreihe von f an
der Stelle x =0 gegen 0.

Beweis. Wir definieren die Hilfsfunktion

g(x) = %

wobei g in den Punkten k2w, k € Z, Definitionsliicken besitzt. Als Quotient
2m-periodischer Funktionen ist g selber wieder 27-periodisch. Wir werden au-
ferdem weiter unten zeigen, dass g € Ror (R, C) gilt. Ist Dieses sichergestellt, so
gilt insbesondere nach dem Riemann-Lebesgue-Lemma lim,|, o ¢4 (g) = 0. Unter

Verwendung von f = (1 - €®®)g und Lemma 4.6 (v) berechnen wir weiterhin

cn(f) = enlg—€%9) = culg) = ca-1(g) = 0 (I = o0).
Also gilt fiir die n-te Partialsumme der Fourierreihe von f in 0

n

S.(NO)= 3 (e

= > ()

k=—n
n

= > al(g) - cr-1(9)

k=-n
=cn(9) —cn-1(9) >0 (n— o0).

Nun zeigen wir g € R, (R, C). Da g in jedem Bereich

[-m,,—c]ule,m], ce(0,m)
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stetig und beschriankt und damit dort Riemann-integrierbar ist, geniigt es zu
zeigen, dass ¢ in einer Umgebung der 0 integrierbar ist. Setze

p(x) =

Mit der Regel von de-1’'Hépital erhalten wir

1
= lim — =1,
x»O —7

lim p(x) =
z—0
womit insbesondere k > 0 existiert mit |@(z)| < k fiir alle x € [-7, 7]. Damit folgt

| f(x) k‘f(w)|,

P

x l-ei

lg(z)] =

e’LJ?

was mit dem Majorantenkriterium die Integrierbarkeit der in [-7m, 7] \ {0} ste-
tigen Funktion g beweist. O

Durch Translation kénnen wir obigen Satz verallgemeinern:

4.17 Korollar. Fs seien f € Ror(R,C) und a € R, c e C. Falls ein 6 > 0 existiert,
so dass die Funktion
|f () - ‘

Riemann-integrierbar auf [=0,0] ist, so konvergiert die Fourierreihe von f an
der Stelle x = a gegen c:

Tim S,(f)(a) =c.

Beweis. Setze
f)=f(y+a)-c, yeR.

Es gilt dann fiir y € [-4, ] unter der Setzung z:=y +a :

fw) _fly+a)—c_ fx)-c

9

Y y r—a

womit f also integrierbar auf [-d,d] ist. Aufgrund Satz 4.16 gilt also

lim S,(£)(0) = 0.
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Damit folgt

c=c+ i en(f)e™

n=—oo

c+ i en(F)

c—c+ i cn(f)e™

n=—oo

lim Sy, (f)(a),

wobei die Eigenschaften (iii),(iv) und (vi) von Lemma 4.6 verwendet wurden. [J

Damit kénnen wir beweisen, dass stetige Funktionen, die einer gewissen Be-
dingung an ihren Stetigkeitsmodul geniigen, punktweise durch ihre Fourierreihe
dargestellt werden.

4.18 Definition. Fine Funktion f: R — C heiftst Holder-stetig zum Exponen-
ten e (0,1] in a € R, falls ein ¢ > 0 und ein § > 0 existieren, so dass

|f(z) - fla)| < clx—al* fir alle |z —a| <.

Ist f in allen Punkten des Definitionsbereichs Holder-stetig zum Exponenten «,
so heift f Holder-stetig (zum Exponenten «) schlechthin.

4.19 Satz. Sei f € Ror(R,C) Holder-stetig zum Exponenten a € (0,1] in a € R.
Dann konvergiert die Fourierreihe von f an der Stelle a gegen f(a):

Tim Su(f)(@) = f(a).

Insbesondere: Ist f Hélder-stetig, so konvergiert die Fourierreihe punktweise ge-
gen f.

Beweis. Setze c:= f(a). Dann gilt
|f(w)

| < C*|SU _ a|a—1’
wobei ¢* > 0 die Konstante aus der Definition der Holder-Stetigkeit sei. Da

a—1> -1 gilt, ist = c*|z — a|*! integrierbar in einem gewissen Intervall
[a—0d,a+d], so dass mit Korollar 4.17 und dem Majorantenkriterium

lim S, (f)(a) =c=f(a)

folgt. O
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Eine weitere Folgerung aus dem Konvergenzkriterium Satz 4.16 ist der folgende
auf Riemann zuriickgehende Lokalisationssatz:

4.20 Satz (Riemannscher Lokalisationssatz). Es seien f, g € Ror(R,C), so dass
f=9

in einer gewissen Umgebung [a —0,a+ 0] (6 >0) eines Punktes a € R gilt. Dann
besitzen die Fourierreithen von f und g an der Stelle a dasselbe Konvergenzver-
halten, insbesondere denselben Grenzwert im Falle der Konvergenz.

Beweis. Setze h := f — g. Dann gilt offenbar

h=0 in [a-d,a+0],

womit insbesondere

h(zx) - 0|
r-a
integrierbar auf [a - d,a + J] ist. Mit Korollar 4.17 folgt damit

Sn(f)(a) = Sn(g)(a) = Sp(h)(a) >0 (n - o0),
woraus sich die Behauptung ergibt. O

e |

Wir wollen im Folgenden das Konvergenzverhalten der Fourierreihe einer Funk-
tion in gewissen “gutartigen” Unstetigkeitsstellen untersuchen. Als Hilfsfunktion
sei die Funktion v aus Beispiel 4.5 betrachtet:

_[sgn(z) firO<|z|<m
v(z) = { 0 fiir |z] € {0, 7},

welche auerhalb [-7, 7] 2m-periodisch fortgesetzt wird. Ihre (formale) Fourier-
reihe hatten wir dort bestimmt zu

o0

4
2. 2n-1)m

n=1

sin((2n - 1)z).

Da v stiickweise konstant mit Sprungstellen km, k € Z, insbesondere dort Holder-
stetig ist, und zudem sin((2n — 1)x) = 0 fir alle z € {kr |k € Z} gilt, stellt die
Fourierreihe v auf der gesamten Zahlengerade dar:

oo

4
v(x) = ——sin((2n-1)z), xR
(1)= 3 ey n(2n - 1))
Inbesondere sieht man, dass (Sy,)nen in den Sprungstellen von v gegen den Mit-
telwert der beiden einseitigen Limites 1 bzw. —1. Es sei darauf hingewiesen, dass
Dieses i.A. nicht gilt, jedoch bei folgender modifizierter Auslegung des einseitigen
Limes schon:
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4.21 Satz. feRor(R,C) und a € R,c,ct € C. Sind die Funktionen
e |f(ﬂf) —c

‘ integrierbar auf [a - d,a)

mH’f(ﬂf)-C

integrierbar auf (a,a+ 0]

fiir ein gewisses § > 0, so konvergiert die Fourierreihe von f an der Stelle x = a
gegen den Mittelwert ¢ := %(c+ +c):

Tim S,(f)(a) = .

Beweis. Sei v definiert wie weiter oben und die Hilfsfunktion g € Ror (R, C)
erklart durch

1
g(z) = f(z) - 5(6r -c)v(z—-a), zeR.
Fiir Diese gilt dann

f(x)-c firxela-4d,a
g(x)—c={fgx§_c— fﬁr:ce([a,a+5]),

falls zusétzlich 0§ < 7 gilt. Aufrund der Voraussetzung ist also

‘g(ﬂf)—c‘

integrierbar auf [a - d,a + d], so dass mit Korollar 4.17
lim S, (g)(a) =c
folgt. SchlieRlich haben wir wie gewiinscht

lim 5.(/)(@) = lim $,(9)(@) + 3(c" ~€) lim Su(0)(0) = c+0=c.

4.3 Der Raum L? und Fourierreihen

Neben den theoretischen Konzepten der Hilbertraumtheorie interessiert uns spe-
ziell die Beantwortung der Frage, ob/wann die Fourierreihe einer auf einem be-
schrankten Intervall I € R definierten Funktion f im 2-ten Integralmittel gegen
f konvergiert:

1

([18:(0)@) - f@)Edz)’ 0 (0 oo)
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Es sei im Folgenden I c R ein Intervall. Fiir Lebesgue-messbares f: I — C sei

9 . \2
= d 0
1fll2+= ([ 17(@)P dz)" <0, 00]
und wir definieren
L2(I):={f:I - C|f Lebesgue-messbar und ||f||2 < oo}.

Offenbar ist die Menge der (Lebesgue-)messbaren Funktionen f : I — C ein
Vektorraum mit den Verkniipfungen

(A (@)= Af(x), AeC
(f+9)(=) = f(z) +g(z).

Man rechnet schnell nach, dass fiir alle A € C

Il = ([ W@ dz)” = NIl

gilt und somit f e £L2(I) = \f € L2(I) . Aus Aussage (ii) des folgenden Lemmas
folgt, dass £2(I) ebenfalls abgeschlossen unter Addition ist.

4.22 Lemma. Fir f,ge L3(I) gilt

(1) fI If(x)g(x)|dz <||fll2llgllz2 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
(i) Nf+glla<lIfll2+llglla  (Minkowski-Ungleichung)

(111) ||fll2=0< f =0 fast iberall
Beweis. Beweis als Ubungsaufgabe bzw. siche Maftheorie fiir (iii). O

Damit sehen wir insbesondere, dass £2(I) ein Vektorraum mit der oben definier-
ten Addition und Multiplikation mit Skalaren ein Vektorraum ist. Wir wiinschen
uns zusétzlich die Eigenschaften des normierten Vektorraums (V/||.||):

i) |zll=0«a=0
(i) [IAafl = [Alf2]l, Ae€

(i) iz + ylf < [l[] +[lyll;
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von denen nur Eigenschaft (i) verletzt ist. Um diesen "Missstand” zu beheben,
wollen wir Funktionen, die bis auf eine Nullmenge {ibereinstimmen, miteinander
identifizieren:

f~ge f=gfast iiberall , (f,geL3(1)).
Man priift schnell nach, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf £2(I) definiert:
(i)  f~f (Reflexivitét)
(i) f~g<eg~f (Symmetrie)
(i) f~g,g~h= f~h (Transitivitét)
Den zugehorigen Raum der Aquivalenzklassen [f], d.h. den Quotientenraum
L2(1) = £X(D)/ ~
versehen wir mit den Operationen

AT+ plgl = [Af + ng]
LAl = 11 1l2,
deren Wohldefiniertheit, d.h. Unabhéngigkeit von der Wahl des Vertreters einer

Aquivalenzklasse, man schnell nachpriift. Man beachte, dass die Norm ||.||o auf
L*(I) sogar von dem Skalarprodukt

<fgou= [ f@)g()dz, f.geL2(1)

induziert wird, d.h. es gilt
1fll2 =< £, >

Wir sagen, dass eine Folge (f,)new € L?(I) gegen f € L?(I) konvergiert, falls
lim ||fp, = fll2=0
n—oo

gilt.

4.23 Lemma. Das Skalarprodukt < .,.>=<.,.>2 ist bzgl. der Norm ||.||2 stetig,
d.h. fir fo — f und g, - g in L*(I) gilt

lim < fn,gn >=<f,g>.
n—oco
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Beweis. Es gilt unter Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir n € IN

|<fnagn>_<fvg>|S|<fnvgn>_<fagn>|+|<fagn>_<f7g>|
:|<fn_fagn>|+|<f,gn_g>|

<Ifn = Fll2 lgnllz +[1fll2lgn = gllz = 0 (n = o0),
—
<C

wobei benutzt wurde, dass die Folge (g, )nen als konvergente Folge beschriankt,
etwa durch C > 0, ist. O
Ohne Beweis notieren wir folgendes fundamentales Resultat aus der Funktional-
analysis

4.24 Satz (Vollstindigkeit von L?). Der normierte Raum L*(I) ist bzgl. seiner
Norm ||.||2 vollstindig, d.h. jede Cauchyfolge in L*(I) konvergiert in L?(I).

4.25 Bemerkung. (i) Ein vollstdndiger normierter Raum heift Banachraum.
(ii) Falls zusétzlich die Norm von einem Skalarprodukt induziert ist, so heifst der
Raum Hilbertraum.

Somit ist (L?(1),]|.]]2) also ein Hilbertraum.

4.26 Definition. (i) u,v € L?>(I) heifen orthogonal, falls
<u,v >r2=0.
(ii) Eine Folge (u)new € L?(1) heift Orthonormalfolge, falls
< Up, Uy >= 0, fiir alle n,m € N,

d.h. die u,, sind paarweise orthogonal und normiert.

4.27 Beispiel. Wegen
. . 20 . 2T .
<™ e > 210,20]) = A e"TetmT dy = fo =M g = Mo

ist (\/%ei"z) , eine Orthonormalfolge in L%([0,27]).

Im Falle von Reihen, die iiber Orthonormalfolgen gebildet werden, gelten die
folgenden interessanten Resultate:

4.28 Lemma. Sei (un)nen € LQ(I) eine Orthonormalfolge und () neN, (8)nen
Folgen komplexer Zahlen. Dann gelten:
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(i) X2 anuy konvergiert < Y00 |ap|? < oo

(i1)  Falls f,g e L*(I) darstellbar sind durch

f= Z Qpln, §= Z Buun  (Konvergenz in L?),
n=1

n=1
so gilt
< f,g>= Z O‘nma
n=1

insbesondere

2 - 2
17112 = 2 lewl™.
n=1

(iii) Es gilt

f: Zanunzan :<f7un >,
n=1

insbesondere sind die darstellenden Koeffizienten in der unendlichen Sum-
me eindeutig bestimmit.

Beweis. Beweis als Ubungsaufgabe. O

Gegeben eine Orthonormalfolge (ty, )nen in L2(T) lassen sich auf natiirliche Weise
die Fourierkoeffizienten und die (formale) Fourierreihe einer Funktion f e L?(I)
bzgl. (un)nen definieren:

4.29 Definition. Sei (uy)neny € L?(1) eine Orthonormalfolge und f e L?(I).
Dann heiffen die Zahlen
an =< fiup, > nelN

und die formale Reihe

oo oo
Zanun: Z < foup > Uy
n=1 n=1

die Fourierkoeffizienten bzw. Fourierreihe von f bzgl. (u,)nen-

4.30 Bemerkung. Sei der Spezialfall I = [0,27] betrachtet. Geméf Beispiel

4.27 ist (\/LQ_Wemx) . eine Orthonormalfolge in L2([0,2n]). Fiir f € L?([0,27])

und n € Z gilt dann

1

) 1 27 )
oy =< f, ——e"* >= —— [ z)e " dr =V 2mey,,
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wobel die ¢, die Fourierkoeffizienten aus Abschnitt 4.1 und 4.2 seien. Bis auf
den konstanten Term /27 kann die Hilbertraum-Definition der Fourierkoeffi-
zienten also als eine Verallgemeinerung der entsprechenden fritheren Definition
betrachtet werden. Die (formalen) Fourierreihen stimmen jedoch exakt {iberein:

— a 1 einx _ — c einx
E : n_  — = E n .
n=—oo \ 2T n=—oo

Wir wollen im Folgenden untersuchen, unter welchen Bedingungen (an die Or-
thonormalfolge) die Fourierreihe einer L2-Funktion f in der L?-Norm gegen f
konvergiert. Es scheint plausibel, dass Dieses ohne weitere Forderungen an die
Orthonormalfolge i.A. nicht richtig sein kann. Die folgende Eigenschaft, von der
wir spéter zeigen werden, dass sie fiir obige Konvergenz hinreichend ist, soll si-
cherstellen, dass die Orthonormalfolge auch wirklich den gesamten Raum L?(I)
“ausschopft”, so dass sie auch wirklich als "Basis” des Raums fungieren kann.

4.31 Definition. Eine Orthonormalfolge (u)new € L?(I) heift vollstindig,
falls fiir f € L?(I) aus der Beziechung

< f,un, >=0 fir alle n e IN

bereits f =0 folgt.

Wir notieren folgenden wichtigen Approximationssatz:

4.32 Satz (Approximationssatz). Seien f € L?(I) und A ¢ IN eine endliche
Teilmenge der natiirlichen Zahlen, (up)nex € L2(I) eine (nicht notwendig voll-
standige) Orthonormalfolge,

fa= Z < fiun > up,

neA

und (Bn)nea eine Folge komplexer Zahlen. Dann gilt

1F = fall3 = L7113 - %I <foup > P<|If = 3 Buunll3-

neA

Insbesondere liefert f4 die beste L?-Approzimation fiir f innerhalb span{u, |n €
A}.
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Beweis. Setze g :=>,,c4 Bntn. Es gilt dann

If-glb=<f-g.f-g>
=|If15+lgl3- < f.g>-<g.f>
:Hf”%'i_ Z |/Bn|2_ ZE<f7un>_Zﬁn<un7f>

neA neA neA
:Hf|g+ Z|<faun>_5n|2_ Z‘<f7un>|2
neA neA
>l = 1< foun >
neA
=WFlI3- < fofa> =< fa, f >+ fall3
=<f-fa, f-fa>
2
=If = fallz,
wobel
<fofa>= )< foun>< fiup >=< fa, f>
neA
benutzt wurde. O

Wir kénnen damit elementar beweisen, dass die Fourierreihe in L?(I) konver-
giert.

4.33 Lemma. Es seien (up)new S L*(I) eine (nicht notwendig vollstindige)
Orthonormalfolge und f € L*(I). Dann konvergiert die Fourierreihe von f in
L*(I), d.h. der Grenzwert

oo
f*:zz<faun>un
n=1

existiert in L*(I).
Auflerdem gilt die Besselsche Ungleichung

S 2 2
> 1< Foun > P <IfI-
n=1

Beweis. Fiir die endlichen Teilmengen A, := {1,...,n}, n € IN, der natiirlichen
Zahlen gilt nach dem Approximationssatz

0<IIf = fall3 = lIfI5 = D | < foun > P,
k=1
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also nach Ubergang n — oo die Besselsche Ungleichung
1< Frun > P < I < oo,
n=1

so dass der L2-Grenzwert f*:= Y00, < f,u, > u, nach Lemma 4.28 (ii) existiert.
O

Im Falle von vollstdndigen Orthonormalfolgen konvergiert die Fourierreihe sogar
gegen die "richtige” Funktion, namlich gegen f:

4.34 Satz. Es scien (un)new S L?(I) eine vollstindige Orthonormalfolge und
f e L3(I). Dann konvergiert die Fourierreihe von f gegen f in L*(I):

o0
f= Z < fitn > Uy,
n=1

Auferdem gilt die Parsevalsche Gleichung:
IF15= 22 1< frun > P,
n=1

die als Verallgemeinerung des Satzes des Pythagoras im unendlichdimensionalen
euklidischen Raum betrachtet werden kann.

Beweis. Es sei f* wie in Lemma 4.33 definiert. Dann gilt fiir alle n € IN
(*) <f-=ffup>=<fiup>-<f" u,>=0,

da fiir alle m € IN unter Setzung von

m
S = E < foug > ug
k=1

S o= < fiup > firmzn
e T 0 sonst

gilt und somit

< fFoug >=< lim Sy, up >= lim < Sy, uy >=< fu, > .
m— 00 m—>oo

Aus der Vollstédndigkeit von (uy)nenw und (x) folgt schlieRlich wie gewiinscht
f=r O
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4.35 Bemerkung. Vollig analog zum Beweis des Satzes 4.34 lésst sich ebenfalls
beweisen, dass gilt: Ist (v, )nez € L?(I) vollstindig und orthonormal, so gilt

n

fzgijgo > < f,on > vp.

k=-n

4.36 Satz. Die Orthonormalfolge (\/%emz) = L%([0,27]) ist vollstindig.

Fiir den Beweis dieses Satzes benétigen wir das folgende Dichtheitsresultat aus
der Mafstheorie bzw. der Funktionalanalysis:

4.37 Satz. C=([0,2x]) ist dicht in L*([0,2r]), d.h. fir alle f € L?([0,27])
und alle € > 0 existiert ein g € C°([0,27]), so dass

1f = gll2 <e

Beweis von Satz 4.36. Fiir n € Z setze u,, := \/%ei”x. Sei f e L?([0,27]) , so

dass < f,u, >=0 fiir alle n € Z gilt. Wir haben zu zeigen, dass f = 0 vorliegt.
(I) Zunichst zeigen wir, dass fiir alle ¢ € C3 (R, C)

<f,6>=0

gilt. Sei dazu also ¢ € C2 (R, C). GemiR Bemerkung 4.14 konvergiert die Fou-
rierreihe von ¢ gleichméfig gegen ¢:

lim S, (¢)(z) = lim i <oyup > ugp(x) =¢(z) glm. in z€[0,27]
e n0 k="

Insbesondere existiert M > 0, so dass
|Sn () (x)| < M fiir alle z € [0,27],n € N,

also
|f(2)Sn(9)(z)| < M|f(x)| fir alle z € [0,27],n € IN,

wobei zu beachten ist, dass wegen

2m
[ @) d < 1 171 = V2RIl < o0
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die Funktion x — M]|f(z)| integrierbar ist. Unter Beachtung von < f, S, (¢) >=0
fir alle n € IN (wegen < f,u, >=0 fiir alle n € Z) folgt damit mit dem Konver-
genzsatz von Lebesgue (Satz von der majorisierten Konvergenz)

O:T}I_{Eo<f75n(¢) >
Sl [ @S @) da
21T -
- fo f(@) lim S,,(¢)(x) dz

- [T e an
=< f,¢>.

(IT) Nun zeigen wir durch Approximation mittels des obigen Dichtheitssatzes,
dass sogar

< f,g>=0 fiir alle g € L*([0,27])

gilt, insbesondere also

IfII5 =< f, f>=0,

somit f =0 wie gewiinscht.
Sei g € L?([0,27]). Aufgrund von Satz 4.37 existiert eine Folge (¢x)ren S
C([0,27]) mit

lim ¢ =g in L*([0,27]),

so dass mit der Stetigkeit des Skalarprodukts
OZkhm < fy bk >:<klim ok >=<f,g>
folgt. O

4.38 Folgerung. Es sei f € L?([0,27]). Dann konvergieren die partiellen Fou-
riersummen von f gegen f in L*([0,27]), d.h.

T [If = 37 er(N)e™ o= lim |If = 37 < fLun > ugll2 =0
k=—n k=—n

mit uy, := ——=e™*. AuRerdem gilt

V2r

(%) i Icn(f)|2=%/02ﬂlf(x)|2dm.
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Beweis. Die Konvergenzaussage ergibt sich unmittelbar aus der Vollstandigkeit

von (\/%eim) ” und Satz 4.34 bzw. Bemerkung 4.35. Gleichung (*) ist die

Parsevalsche Gleichung, wenn man o, = \/2mwc¢,, n € Z, bedenkt. ]

4.39 Bemerkung. Abschliefend sei noch das schwieriger zu beweisende Resul-
tat von Carleson (1966) erwihnt: Ist f € L2([0,27]), so konvergiert die Fourier-
reihe von f punktweise fast tiberall gegen f, d.h. es liegt punktweise Konvergenz
bis auf eine Menge vom Mafl 0 vor.

4.4 Die Fouriertransformation

4.40 Definition. Eine Funktion f € C*(RR,C) heifst schnell fallend, falls es
fiir alle (k,m) € N ein ¢y, > 0 gibt mit

¥[8 f ()| < cpm fiir alle z € R,

d.h., dass jede Ableitung von f schneller als jede Potenz von ﬁ fir |x| > oo

gegen 0 geht. Der Schwartz-Raum (Raum der schnell fallenden Funktionen) ist
dann definiert durch

S(R,C):={f eC=|V(k,m)eN2: supl|a*|0™f(x)| < o0}
xeR

Man priift leicht nach, dass fir f ¢ S(R,C) auch z!d"f ¢ S(R,C) fiir alle
(I,n) e N2 gilt.

4.41 Beispiel. (i)  Die Funktion f(z):=e* gehort S(R,C) an. Dieses sieht
man ein aufgrund

0" f(x) = P () f(x)

mit einem Polynom P,, und der Tatsache

fiir alle Polynome p.
(ii)  Ebenso gilt q(z)e™® ¢ S(R, C) fiir alle Polynome g.

(iii) C=(R,C)cS(R,C).
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4.42 Bemerkung. Fir f € S(R,C) existiert fiir alle £ € R das uneigentliche
Integral

[m f(z)e ™ dx e C.

Da die Funktion z ~ f(z)e ¢ stetig und somit auf jedem Kompaktum inte-
grierbar ist, genligt es nach dem Majorantenkriterium zu zeigen, dass fiir § > 0
der Grenzwert

lim (/R6|f(:1:)e_m§|dx+/6R|f(x)e_m£|d$)

R—)OO

existiert. Es gilt nun fiir R >0
-0 . R .
[, @ e [ f@)e " da

-0 1 R 1
< f €205 dr + [ 2,075 dx
-R X 1) x

ol e 2 e

was zu zeigen war.

4.43 Definition. (i) Fiir f € S(R,C) heif die Funktion
R . 1 oo ,
‘R - C, ::—f z)e % dy
f fe === [ 1@

die Fouriertransformierte von f und die Abbildung
F(f)=1 feSER0)
Fouriertransformation.
(i) Fir f e S(R,C) heift die Funktion
FiR—C, f(€) = % [ p@yet e
die inverse Fouriertransformierte von f und die Abbildung
FHf)=f [feS(R,C)

inverse Fouriertransformation.

Es stellt sich damit sofort die Frage, ob
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(i) [eSR,C)=[,feS(R,0),
(i) VfeSR,C):F U F(f)=f=F(F1N)?
Beides ist tatsdchlich richtig, wie wir spater beweisen werden!

4.44 Lemma. F und F! stellen lineare Transformationen von S(R,C) nach
S(R,C) dar und es gilt fiir alle f € S(R,C), (k,m) e N3 und £ e R

(i) (QFOf(€) = F(IE{ f () (=iz)™})(£),
(ii)  (=i§)*Fo f(€) = FH(Ok{f () (iz)™})(£).

Fiir den Beweis benétigen wir den folgenden Satz iiber die Differentiation para-
meterabhéngiger Integrale, dessen Beweis mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue
gefiihrt werden kann.

Satz. Es sei A R eine messbare Menge, I € R ein Intervall und f: AxI - C
eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften

(i)  Fiir jedes t € I sei x — f(x,t) integrierbar iiber A,
(ii) Fiur fast alle z € A sei t — f(z,t) differenzierbar in I,

(iii) Es gibt eine integrierbare Majorante g : A — [0, 00] fiir die Funktionen
(1), tel,

of N ,

‘E(:c,t)‘ <g(z) fir alle t € I, fiir fast alle z € A.

Dann ist z — %(:c, t) fiir jedes t € I integrierbar {iber A und die durch

F:1-C, F(t) ::/Af(x,t)dx

definierte Funktion ist in I differenzierbar mit Ableitung
of
F(t) = f G ) da.
0= [ Za

Beweis von Lemma 4.44. Die Linearitéit der Abbildungen F,F ! folgt un-
mittelbar aus deren Definitionen. Wir berechnen weiter fiir alle (k,m) € IN3 und
¢ € R, wobei wir m-mal den obigen Satz iiber die Differentiation parameterab-
héngiger Integrale auf die Funktion

fiRxR-C, f(2,8) = f(z)e ™
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anwenden, dessen Voraussetzungen elementar nachgepriift werden:
(i€) o f(€) - (z'@’fagl% [T r@)eear
_ (ig)’fag%% [ : O f(x)e €} du
- (00— [ H@) i) da

_L oo 2) (- k_ixmke—m‘f T
= = [ S@ D ik

1 [°° k . —iz€
=— 0 x)(—ix)" e da
= [ @i
= F(O{f () (=iz)™})(£),
wobei in der vorletzten Gleichung partiell integriert wurde unter Ausnutzung

der Tatsache, dass der Randterm wegen f € S(R,C) verschwindet. Aus der
Gleichung folgt ebenfalls

sup £"9F" f(€)] < —=sup fm 05 {F () (=iz)™} | |e ™| da
EeR R J-o

1
V2T Ee

=sup | |05{f(2)(=iz)™}| dw < oo,
EeR Y —o°
da f e S(R,C). Also gilt f € S(R,C). Gleichung (i) und f € S(R,C) zeigt man
vollig analog zu den fiir f durchgefithrten Schritten. O

4.45 Bemerkung. Insbesondere gilt fiir m =0,k =1 in Lemma 4.44

(i) (i) (&) = F(:£) (&),
(i) (=€) f(&) = F1(0:1)(8),

d.h. bei der (inversen) Fouriertransformation wird eine Differentiation bzgl. =
iberfithrt in eine blofe Multiplikation mit (+i£). Diese Eigenschaft gibt der
Fouriertransformation eine groffe Bedeutung, insbesondere fiir das Lésen von
(partiellen) Differentialgleichungen: Man transformiert mittels F die Differenti-
algleichung fiir f in eine algebraische Gleichung fiir f und 16st Letztere elementar.
Dabei ist entscheidend, dass man durch anschlieRende Bildung von F~'(f) auch
wieder zu einer Losung f der urspriinglichen Differentialgleichung gelangt. Die
Aussage

FHF) =f=FF)
ist tatsdchlich fiir alle f € S(R, C) richtig, wir beweisen sie hier jedoch nur fiir
feCZ(R,C):
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4.46 Satz (Fourierinversionsformel). Es sei f € C°(R,C). Dann gilt

FUE)) = f=F(F (L))

Beweis. Wir zeigen hier nur F~1(F(f)) = f, da die andere Identitit vollig
analog folgt. Sei € > 0 so klein gewéhlt, dass supp f ¢ [——, %] und setze

g(x)= (). weR.

Dann gilt supp g € [-m, 7] und g besitzt eine 2m-periodische C'*°-Fortsetzung auf
R, welche wir in eine Fourierreihe entwickeln:

g(@) =Y calg)e™

n=-00
Z f g(y)e—iny dy eina:

n=—oco YT
- 1 T —-iny nx
> o f g(y)e ™ dye

n=—oo s -
> 1 [ : ,
Z 2_ f f(z)e—znﬂ’azﬂ_e dz emx
=—00 ™ _%

wobei die Substitution z := £ benutzt wurde. Also gilt fiir alle x € [—%, =]

oo

f(x) _ Z \/__ \/]é—ﬂ_\/_\; f-(z)eﬂ'nﬂ'adz)einfre:z:ﬂ_6
1

f(Z)€ inmez dZ) inmex e

\ll Mg III

\/_

f(wen)eimexﬂ'e

M

n=—oo

Riemannsche Summe von £ — \/%_w f(€)e®® der Feinheit err
¢_ Cf©E g (e~ 0)
=7 (f(f))(w),

wobei benutzt wurde, dass £ — \/%_Wf(f)eigx wegen f € S(R, C) integrierbar iiber
(=00, 00) ist. O
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4.47 Bemerkung. Die Inversionsformel
_ R I B A
f@) =F FD@ = = [ F©)e g

kann als Darstellung von f in der kontinuierlichen Basis” (\/%ei@) mit

£eR
"Koeffizienten” f(£) aufgefasst werden.

Die folgende Aussage gilt iibrigens auch fiir f € S(R,C):

4.48 Satz. Sei f € C°(R,C). Dann gilt die Plancherel-Gleichung

[ou@prde= [ T1f©Ra - [TIF©F e

Beweis. Fiir f € C°(R,C) setze f'(x):= f(-x) und
B = (f @) = [ F)f @ -y)dy.
Man verifiziert leicht, dass h € C2° (R, C). Ferner beobachten wir

() 0= [ @)

Weiterhin berechnen wir
(x%)  h(€) = L /oo h(xz)e ™% da
V21 J-eo

_ %27 [y dvay
% [ [ i me s dvdy
= \/%—W [: F(y)e ™ dy [: f(z)e** dz

-l [
= V2r|f(O.
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Mit der Fourierinversionsformel angewandt auf A fiir z = 0 und (*),(**) konnen
wir schlieflich folgern

S @ =n0) = o= [ “h©de= [ TIf©Rde
Dass [ |f(x)[2dx = [ |f(€)|? dE gilt, zeigt man vollig analog. O
4.49 Bemerkung. (i)  Man kann F und F~! auch fiir Funktionen
feL'(R):={f:R - C messbar| /:: |f(2)|dx < oo}
punktweise wie in Definition 4.43 definieren und man kann
F,F 1LY (R) > C°(R) nicht surjektiv
beweisen.

(ii)  Durch eine funktionalanalytische Konstruktion, die die Plancherel-Gleichung
als Ausgangspunkt verwendet, kann man F, F~! von L*(R) n L?>(R) auf
L?(R) "hochziehen” (d.h. f]Ll(R)nL2(R)7fizll(R)nLQ(R) sind durch Definiti-
on 4.43 gegeben), so dass

F,F 1 L*(R) - L*(R)

bijektive, zueinander inverse isometrische (lineare) Abbildungen werden:

[ir@Pde= [T1f©Pd= [ 1F©Fd feLi(R).



