3 Die Integralsiatze von Gaul und
Stokes

3.1 Der Gaufsche Integralsatz

3.1 Definition. Essei G c R" (n € IN, n > 2) ein beschranktes Gebiet und k € IN
eine natiirliche Zahl. G heift C*—glatt berandet, falls es zu jedem a € G eine
offene Umgebung U = U(a) c R™ von a und eine k-mal stetig differenzierbare
Funktion h: U — R gibt, so dass

GnU={zeU|h(xz) >0}
OGNU ={zeU|h(x)=0}
Dh(z) # 0 fiir alle x e 90G N U.

3.2 Bemerkung. (i) Insbesondere ist im Fall eines beschrinkten C*—glatt be-
randeten Gebietes G der Rand 9G eine kompakte (n—1)-dimensionale C*—differen-
zierbare Untermannigfaltigkeit des R". Hierbei sei die Definition einer C*—differen-
zierbaren Untermannigfaltigkeit analog zu Kapitel 2 erklart, d.h. die Regularitat
de; die Untermannigfaltigkeit beschreibenden Abbildungen gehoren der Klasse
C" an.

(ii) Lokal liegt G immer auf einer Seite des Randes. Innere Randpunkte, Rand-
kurven, ..., ”(n — 2)-dimensionale” Randmengen sind nicht zugelassen.

(iii) G ist als beschranktes glatt berandetes Gebiet Jordan-messbar, da der Rand
eine Jordansche Nullmenge ist. Insbesondere kénnen stetige beschrankte Funk-
tionen {iber GG integriert werden.

(iv) Analog zu Kapitel 2 kann gezeigt werden, dass Definition 3.1 dquivalent ist
zu: Fir alle a € 0G existieren nach eventueller Umnummerierung der Koordina-
ten offene Umgebungen U’ = U’(a’) ¢ R* ! und U” = U”(a") c R sowie eine
C*-Funktion ¢ : U’ - U” mit

() Gn (U ' xU")={xeU|z,>g(z")} oder GN(U' xU")={xeUl|z, <g(z")},
(ii) OGN (U' xU")={x eU|xy, = g(z')}.

Wir wissen bereits aus Kapitel 2, dass es im Falle einer Hyperflache in jedem
Punkt genau zwei Einheitsnormalenvektoren an Diese gibt. Ist die Hyperfliche
der Rand eines beschrankten glatt berandeten Gebietes, so soll im Folgenden
festgelegt werden, was die &ufsere Einheitsnormale ist.
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3.3 Definition. Es sei G ¢ R" (n €N, n > 2) ein beschriinktes C¥—glatt beran-
detes Gebiet und a € OG. Dann heifst ein Einheitsnormalenvektor v von 0G in a
dulierer Einheitsnormalenvektor, falls ¢y > 0 existiert mit

a+tv ¢ G fir alle t € (0,tp).

3.4 Bemerkung. Ist das beschrinkte C¥—glatt berandete Gebiet G lokal in der
Form wie in Bemerkung 3.2 (iv)

GmU’xU":{:L“EU|xn>g(l‘/)}
OGnU ' xU" ={xeUl|z,=g(z")}

beschrieben, so gilt fiir die dufere Einheitsnormale im Punkt a = (a’,a") € 0G

_ (vg(a).-1)

VI+[vg(a)?

Beweis. Wir wissen bereits nach Ubungsaufgabem dass der gem#$ () gewihlte
Vektor Einheitsnormalenvektor von G in a ist. Setze fiir t € R

(vg(a'),-1)

V1+|vg(a)P

(x) v(a)

x(t) = (2'(t), 2, () =a+tv=(a,a,) +1

Nun gilt nach einer Taylorentwicklung

, ¢ ;o vea)
To(t)—glz'(t))=ap, - ——7>—-¢g|a +t—————=
() =9 O) == P g( i \/1+|Vg(a'>|2)

R , vo(a')
s (g< )+ t{vg(¢ <t>>,—1+|vg(a,)|2>)

-y 1 . (Vg(ﬁ’(t)),Vg(a’))) <0
V1+|vg(a)|? 1+[Vg(a")[?

fir t > 0 klein genug, da Pn% < vg(€'(t)),vg(a') >= [vg(a’)|* > 0 gilt. Hierbei
t vg(a')

V1+[vg(a)?’
Somit ist x,(t) < g(z'(t)) fiir t > 0 klein genug, woraus z(t) ¢ G folgt, was
wiederum impliziert, dass die &ufere Einheitsnormale durch (*) gegeben ist. [J

ist £'(t) eine geeignete Zwischenstelle zwischen a’ und z'(t) = a’ +

3.5 Definition. (i) Es sei G ¢ R" ein beschrinktes, glatt berandetes Gebiet
und f : G - R eine Funktion. Dann schreiben wir f € C*(G,R™), falls eine
offene Menge V' ¢ R"™ mit G ¢ V und eine Funktion F' € C*(V,R") existieren
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mit Flé = f, d.h. falls f durch eine stetig differenzierbare auf einer (groferen)
offenen Menge lebenden Funktion fortgesetzt werden kann.

(ii) Die Divergenz div f eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes f = (fi,..., fn) €
C1(G,R") ist definiert durch

div f(z) =) 8f‘(x), reG.

i=1 ?

Mit diesen Definitionen kénnen wir den Integralsatz von Gaufs formulieren, der
als eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Integral- und Differentialrech-
nung in einer Verdnderlichen sowie dessen Folgerungen (siche Ubungen) als Ver-
allgemeinerungen der Regel der partiellen Integrationsregel betrachtet werden
koénnen.

3.6 Satz (Gaukscher Integralsatz). Es sei G ¢ R" ein beschrinktes, C'-glatt
berandetes Gebiet, v : 0G — S™ ! die dupere_Einheitsnormalenabbildung des
Randes. Dann gilt fiir jedes Vektorfeld f € C*(G,R) die folgende Identitit:

(i) [Gdivf(x)dx:[BG<f(x),u(x)>dS(g;).

Tatsdchlich gilt die Gleichung sogar komponentenweise, d.h. ist f € C'k(@, R),
so gilt fur alle i € {1,...,n}

} of i |
(@) o () de = | F@w(a)ds().

3.7 Korollar. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 3.6 besitze f kom-
pakten Trager in der offenen Menge G. Dann gilt

deiV f(x)dx=0.

3.8 Bemerkung. Tatséichlich gilt der Gaufsche Integralsatz unter allgemei-
neren Voraussetzungen. So gilt er immer noch, wenn dG hochstens (n — 2)-
dimensionale "Ecken” und "Kanten” besitzt, in denen keine Differenzierbarkeit
gegeben ist und in denen glatte Stiicke von dG aneinander treffen. Insbesondere
gilt der Gaufssche Integralsatz fiir Quader und diffeomorphe Bilder von solchen.

Beweis des Satzes. Offenbar folgt Aussage (i) direkt aus (ii), weshalb wir nun
(ii) beweisen wollen. Sei V' ¢ R™ offen mit G c V. Fiir jedes « € G wihle eine
offene Umgebung U, c V von z. Falls x € G, so wihlen wir diese Umgebung

in der Form U, = U, x U, wobei U,, ein (n — 1)-dimensionales offenes Intervall
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in R"! und U} ein eindimensionales offenes Intervall in R sind, so dass eine
C'-Funktion g : U, — UY existiert mit

Gn(U,xU))={yeUs|yn>g¥')}
OGN (U, xU)={yeUs|yn=9")}.

Tatséchlich ist Dieses moglich, wobei wir 0.B.d.A. von ”>” in der ersten Zeile
ausgehen diirfen. Offenbar gilt G ¢ U, 7 U, und, da G kompakt ist, existieren

Ur, ... U, Ugst, o, Up € Vit Uy = Uy, 50 dass G c UJL:1 U;. Diese Umgebungen

seien zudem so durchnummeriert, dass

Vi=1l,.,J: UjndG+ 2
Vi=J+1,..,L: U;jcG.

Wihle nun eine der Uberdeckung {Uj, ..., Uz} untergeordnete Partition der Eins
U, eCe(R™,[0,1]),5=1,...,L, so dass

L
supp ¥; c Uj, Z U,(z) =1 fiir alle z € G.
j=1

Dann folgen

W

[ @) ds() - z f (W;(2) £ (@)i() dS (@),

oGNnU;

G@

Damit geniigt es, die beiden folgenden Behauptungen zu beweisen:

(I) Vj=1,..,J,VfeCYU;): f )dx—/aGmU F(@)vi(2) dS(x)

(IT) Yj=J+1,.,L,YfeCHU,): f

Wir beweisen zunédchst Aussage (II). Sei dazu R > 0 so grof gewéhlt, dass
[-R,R]" > U;. Dasupp f c U;, kann f durch 0 stetig differenzierbar auf [-R, R]"
fortgesetzt werden. Die Fortsetzung sei wieder durch bezeichnet. Es gilt dann mit
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dem Satz von Fubini

/C-}nU axz( z)dx _/ ox;
S Sx} L

S St

= [R ./:R [f(l‘)]}_:iR dl‘l...dei_ldl‘Hl...dﬁCn

—_—

idry...dxi_1dxis...dx,

=0.

Nun beweisen wir (I). Aufgrund unserer Wahl der Umgebungen der Randpunkte
und Bemerkung 3.4 gilt fiir die &uftere Einheitsnormale

v(z) =v(a',g(z")) = (Vg(z"),-1).

1
V1+|vg(a)P

Aufserdem gilt fiir die Wurzel der Gramschen Determinante g

Vet g(a) =1+ |vg(2)P,

sieche Ubungsaufgabe. Setze

a=supU.
Wir unterscheiden nun die beiden Falle:

(a) ie{l,...,n-1}
(b) i=n.

Wir behandeln zuniichst Fall (a). Zunichst gilt nach Ubungsaufgabe

0
81‘2‘

(*)

[ pa ) don =@ g @) [ 2w ) do

Wir benutzen im Folgenden die folgenden Notationen:
Uj=Uj(1) x..xUj(n-1),
U]fﬁ =U[(1) x .. xUi(i=1) x Uj(i + 1) x .. x Uj(n - 1),

’ -_—
Ty = (9617 sy Li—15 Li+1, ---7$n—1)-
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Damit gilt
8 « A 4
(x+) f f £ ) dan da
’ ox; Jg(a)

7 /a (', xp)d,, d; da’
/’ »AlfU'(z) 8$Z g(x,)f $7xn) Ty AT; xi

= ’ i, supUi(i), x, dmn—fa x4, inf U(i), x,,) dx,, | do’
f}j | (. supUL(0), ) o ity T U 0) ) /

g(@,supUj(3))

=0 =0
= ()7

wobei supp f ¢ U; benutzt wurde. Mit (*) und (x*) konnen wir damit folgern:

[ Shcrin [ 2
f f(x,g(:v)
- fU CIC ))w(x g1+ [Vg(a)P do’
:/a;ﬁUj f(@)vi(x) dS().

dx’

) da’

Zuletzt behandeln wir den Fall (b), d.h. ¢ = n. Hier kénnen wir direkt den Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung anwenden:

n) dx,, dx’
/GnU (‘):cn /’/(x’) 8xn($ ) dzp d

= [, (160 =1 gta) )i

=0

) fo. ~f(a', g(a")) do’
= [, 1@ 9@ gV V)P da
) ./éGnt f(@)vn (@) dS(),

womit der Beweis abgeschlossen ist. O

3.9 Bemerkung (Physikalische Interpretation der Divergenz). Ist f: R" - R"
ein stetig differenzierbares (physikalisches) Vektorfeld (etwa ein elektrisches oder
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magnetisches Feld oder aber eine Stromdichte) und G ¢ R" ein (glatt berandeter)
Korper mit dufserer Einheitsnormale v, so misst

| <t@.v(@)> dS(@).

wieviel Feld aus G aus- bzw. eintritt. Ist dieses Flussintegral von Null verschie-
den, so gilt keine "Massenerhaltung” und man interpretiert aufgrund des Zusam-
menhangs

deivf(x) dz = faG < f(2),v(z) > dS(x),

und eines gedachten Grenzwertprozesses G \ {zp}, bei welchem G zum Punkt
xo "zusammengezogen” wird, die Divergenz div f(z() als lokale Quelldichte
des Feldes im Punkt zg.

3.10 Beispiel. (i) Sei S"! die (n - 1)-dimensionale Einheitssphire im R"
und B;(0) die Einheitskugel. Wendet man den Gaufschen Integralsatz auf das
Vektorfeld f:R"™ - R", f(z) =2 mit div f(z) = ¥, ’g_f:i =n an, so erhilt man
unter Beachtung von v(x) = x fiir die duftere Einheitsnormale von By (0)

Vo1 (S = A(S"—l):fSngS(x):fsm < f(2),v(z) > dS()
= /Bl(o) div f(z) dx = /Bl(o)ndx =nvol,(B1(0)),
d.h.
vol,_1(S™1) .
vol, (B1(0))

(ii) (Archimedisches Prinzip) Sei G ¢ R3 ein C!-glatt berandeter physikalischer
Korper, der sich in einer Fliissigkeit der konstanten Dichte ¢ > 0 befinde. Die
Oberflache der Fliissigkeit stimme mit der Ebene x3 = 0 iiberein.

Es iibt im Punkt x € 0G die Fliissigkeit auf den Korper einen Druck der Grofe

cxsv(x)

aus. Fiir die Auftriebskraft erhélt man damit durch Bildung des Oberflachenin-
tegrals

F- ds
o cxsv(z)dS(x)
bzw. fir jede Komponente F;, i =1,2,3

o ) _ 8553 _ 3
F; = [8G crsvi(x)dS(z) = /Gcaxi d(x) = C/G(SZ- dz,

F1 = F2 =0 und Fg = CVOIg(G).
F3 ist also die Gewichtskraft der verdriangten Fliissigkeit.

d.h.
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3.2 Der klassische Integralsatz von Stokes

Wir wollen einen weiteren Integralsatz herleiten, der ein Oberflachenintegral iiber
eine zweidimensionale Fliache im R? verwandelt in ein Integral iiber die Rand-
kurve der Flache.

3.11 Definition. Es sei O c R? offen, f : O — R? ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Dann ist die Rotation rot f von f definiert als das Vektorfeld

Ofs 0fy 0fi Ofs 0fs Ofi
tf = =l - —= - —
o f v Xf ((91‘2 8{[}37 81'3 8:51’6901 8([32)

3.12 Satz (Klassischer Integralsatz von Stokes). Es sei U c R? offen, X : U —
R3 eine Einbettung der Klasse C*(U,R3) und G c U ein einfach zusammenhdn-
gendes, C'—glatt berandetes Gebiet, welches von der C'—Kurve v : [a,b] — U
requldr parametrisiert wird, so dass

(i) ¥(t) #0
(it) spur(y) =0G
(744) V[a,p) tnjektiv und vy(a) = v(b)
(iv) v durchlauft die dufere Randkurve von G gegen den Uhrzeigersinn, d.h.
b
(@)l
Ferner sei auf der Fliche das Finheitsnormalenfeld

Dy X (u,v) x Dy X (u,v)
B | Dy X (u,v) x Dy X (u,v)]

(32(t), =y1(t)) ist die dufere Einheitsnormale an G im Punkt v(t) € 0G.

N:X(U) - S? N(u,v):

betrachtet. Schlieflich sei zu O c¢ R? offen mit O > X (U) ein C*— Vektorfeld
f:0 - R3 zugrunde gelegt. Dann gilt

b d
/X(G)<rotf,N>dS:/a <FXG0)), 2 X (1) > dtzzfa < for> ds,

X (@)
wobei T den Tangentenvektor der orientierten Randkurve t = X (v(t)) bezeichne

und der Ausdruck faX(G) < f,m > ds auch als Kurvenintegral des Feldes f
lings 0X (G) bezeichnet wird.

3.13 Bemerkung. (a) In der Situation von Satz 3.12 ist der normierte Tangen-
tenvektor von v durch m(‘yl(t), A2(t)) gegeben. Ist die dufkere Einheitsnormale

an 0G im Punkt v(¢) durch

(0 GO0 1
0= (50) S50 = o
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gegeben, d.h. durch eine Drehung des Tangentenvektors um 90 Grad im Uhrzei-
gersinn, so liegt das Gebiet G stets zur Linken eines Betrachters, der entlang
der Randkurve im Durchlaufsinn von v wandert, d.h. in Richtung der Tangente
blickt. In dem Fall durchlauft der Betrachter die Randkurve von G gegen den
Uhrzeigersinn.

(b) Der Satz von Stokes gilt allgemein fiir (kompakte Teilmengen) orientier-
bare(r) zweidimensionaler Flichen M im R®, d.h. solche Flichen, auf denen
man ein stetiges Einheitsnormalenfeld N : M — S? finden kann. Beachte, dass
es nicht-orientierbare Fliachen wie z.B. das Mobiusband gibt:

A

Abbildung 3.1: Mdébiusband: "Liuft man einmal herum, landet man auf der anderen
Seite.”

Die Orientierungen der Flache und der Randkurve miissen dabei aufeinander
abgestimmt sein, so dass der Vektor

Tx N

in jedem Randpunkt von M von der Flache weg zeigt.
(c) Die Voraussetzung, dass die Fliche der Klasse C? angehort, kann durch Ap-
proximationsiiberlegungen auf C'! abgeschwiicht werden, siche Ubungsaufgabe.

Um den klassischen Satz von Stokes zu beweisen, ben6tigen wir in unserer Be-
weisstrategie, welche auf die Anwendung des Gaufsschen Integralsatzes abuzielt,
das folgende Lemma:

3.14 Lemma. Seien U c R? offen, X : U - R3 € C*(U,R?), O c R? offen mit
O > X(U) und f: O - R3 ein Vektorfeld der Klasse C'. Dann gilt in allen
(u,v) eU

<rot foX,D,X xD,X >:§<f(X),DUX>—§<f(X),DuX>.
u (
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Insbesondere ldsst sich also die linke Seite der Gleichung in Divergenzform brin-
gen.

Beweis. Wir berechnen fiir alle (u,v) € U

Ofs 0Ofa\/0X90X3 0X30Xs
<10t f(X), DX x DX > = (a—%2 - 8—%)( S A )
0fir 0fs3\,0X30X; 0X;0X3
+(6_m_8_:1:1)( du v Ou Ov )
. (% ~ %)(aXl 0Xs ~ 0Xs 8X1)
Oxr1 Oxo/\ Ou Ov ou v/’
Man beachte dabei die Schreibweise rot f o X =rot f(X), d.h. in rot f(X) wird
die Rotation von f bzgl. der Variablen (x1,z2,x3) gebildet und dieser Ausdruck
dann an der Stelle X (u,v) ausgewertet. Nach Einfligen nahrhafter Nullen und
Benutzung der Kettenregel hat man damit

<10t F(X), DuX x Dy X » = 212 X) 0%, 9(fi e X) 90X,

ou v v ou
L OfaoX)0Xy O(f20X)0Xy
ou ov ov ou
+ 8(f30X) 8X3 _ 8(f30X) 8X3
ou ov ov ou
_,0(foX) 0X O(foX) 0X
_<8 ou 7{9%)_8 v a’%>
X X
- %(fo)QE) - %(fOX,%%
wobei in der letzten Gleichung benutzt wurde, dass sich die Terme mit gig,i}
wegkiirzen. O

Beweis des Satzes von Stokes. In der durch X gegebenen Parametrisierung
gilt nach Beispiel 2.28(ii) fiir die Wurzel der Gramschen Determinante:

Vg(u,v) = ‘DuX(u,v) X DUX(u,v)|

und somit nach Anwendung von Lemma 3.14 und des Gaufischen Integralsatzes
auf das Gebiet G c R?, dessen dufere Einheitsnormale in der Parametrisierung
~ des Randes G durch

1 . .
=v(t) = m(’h(t)a -Y1(1))
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gegeben ist:

[ <rot f,N > dS
X(@)

) Dy, X (u,v) x Dy X (u,v)
= _/C-¥<r0t f(X(u,v)), | Dy X (u,v) x Dy X (u,v)]

= /G<rot F(X (u,v)), Dy X (u,v) x Dy X (u,v)) dudv

NDuX (u,v) x Dy X (u,v)| dudv

_ fG % < F(X (u,0)), Do X (u,v) > ‘a% < F(X(4,0)), DuX (u,0) > dudv

:faG((<foX,DUX>,—<foX,DuX>),,/)ds

b Ja(t) (),

= [ (GO DX GEN) TS + (X)), DX () LS o a
b

= [ X)), Sx ) d

d.h.

/ <rotf,N>dS:f < f,T> ds.
X(G) X (G)

Bedenke, dass im Falle der "Karte” v : [a,b] -» G die Wurzel der Gramschen
Determinante gegeben ist durch

VI = V<Y > =1l

O]

3.15 Bemerkung (Physikalische Interpretation der Rotation). Sei M eine kom-
pakte, orientierbare, glatt berandete zweidimensionale Fliche im R3, O ¢ R?
offen mit O > M und f: O - R? e C1(O,R3) ein physikalisches Vektorfeld (z.B.
ein Stromungs(-geschwindigkeits)feld in einem Fluid). Das Kurvenintegral

< > d
/(;M f,T s

heifst Zirkulation des Feldes f entlang der Randkurve OM.
Rein heuristisch hat man

fM <rot f,N > dS =< rot f(a'), N(a') > fM1ds
=<rot f(a"), N(a") > voloy(M)

mit einer geeigneten Zwischenstelle o’ € M (Mittelwertsatz der Integralrech-
nung). Somit erhélt man fiir einen festen Punkt p € M durch Grenziibergang
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unter Anwendung des Satzes von Stokes

1 1
y = lim ( ——— N
3 (o iy o <72 )= B (i iy, <ot s> )
=<rot f(p), N(p) >,

wobei @’ — p benutzt wurde. Der Grenzwert ist dabei im folgenden Sinne zu
verstehen: Fiir alle € > 0 existiert eine Umgebung U ¢ M von p, so dass

‘ 1

W 8M,<f,7'> ds—<1rotf(p),]\/*(p)>‘<6

fiir alle glatt berandeten kompakten Teilflichen M’ ¢ M mit p € M’ c U. Der
Limes

1
li —_— f d
A}I\I.lp(volg(M) om > 8)

heift Wirbeldichte von f in p bzgl. der Achse v = N(p).

Abbildung 3.2: Von Vektorfeld durchstromte Fliche mit Randkurve

Offenbar lisst sich zu jedem v € S? eine Fliche M und ein Punkt p € M finden,
so dass "der” Einheitsnormalenvektor von M in p gerade durch v gegeben ist.
Dazu kann man z.B. eine geeignete Ebene wihlen. Aufgrund der Ungleichung
von Cauchy-Schwarz, aus welcher

rot £(p)
[vot F(p)]

folgt, wobei rot f(p) # 0 vorausgesetzt sei, wird die Wirbeldichte also fiir die

Achse v = ﬁzttff((fj ))I maximal, weshalb rot f auch der Wirbelvektor des Feldes f

genannt wird.

<rot f(p), N(p) > < <rot f(p),




