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1. Es sei M := {(x1, x2, . . .)|xi ∈ R, i ∈ N} die Menge der reellen Folgen. Man zeige, dass durch

d(x, y) =

∞∑
i=1

1

2n
|xn − yn|
1 + |xn − yn|

, x, y ∈ M,

(M, d) ein metrischer Raum wird. [6]

2. Es seien p, q > 1,
1

p
+
1

q
= 1 und a, b ∈ R+. Beweisen Sie:

(a) a · b ≤
1

p
ap +

1

q
bq. (Hinweis: Man kann die Konvexität der Exponentialfunktion verwenden.) [4]

(b) für alle ε > 0 gilt [2]

a · b ≤
εp

p
ap +

1

εq · q b
q.

3. Beweisen Sie (z.B. mit Hilfe von Aufg. 2) die Hölder-Ungleichung: Es seien (X,A, µ) ein Maßraum

und 1 ≤ p, q ≤ ∞ mit
1

p
+
1

q
= 1. Sind f ∈ Lp(X), g ∈ Lq(X), so gilt f g ∈ L1(X) und es besteht die

Ungleichung ∫
X

|f (x)g(x)| dx ≤ ||f ||p ||g||q.

[6]

Hinweis: Es wird die Konvention
1

∞ := 0 verwendet. Verwenden Sie eine Fallunterscheidung, je nach-

dem ob {p, q} ∩ {∞} = ∅ oder nicht vorliegt.

4. Beweisen Sie die die Minkowski–Ungleichung: Es seien (X,A, µ) ein Maßraum und p ∈ [1,∞]. Dann
gilt: Sind f , g ∈ Lp(X), so gilt f + g ∈ Lp(X) und es besteht die Dreiecksungleichung

||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p.

[6]

Hinweis: Es lässt sich im Fall p <∞ die Ungleichung |A+ B|p ≤ |A||A+ B|p−1 + |B||A+ B|p−1 und
Aufg. 3 verwenden.

Zusatz (keine Abgabe): Man überlege sich, was die Aussagen in Aufg. 3 und 4 in dem Falle bedeuten,
dass der Maßraum von der Form (N,P(N), µ) bzw. ({1, ..., n},P({1, ..., n}), µ) ist, wobei mit µ das
Zählmaß bezeichnet sei.


