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1. Es sei p ∈ [1,∞). Beweisen Sie, dass der normierte Raum lp vollständig ist. [4]

2. Es sei G ⊂ Rn eine beschränkte, offene Menge, k ∈ N0 und Ck(G,R) der Raum der auf G definierten,
nach R abbildenden Funktionen u, die bis zur Ordnung k stetige partielle Ableitungen besitzen.
Beweisen Sie, dass der normierte Raum

Ck(G) := {u ∈ Ck(G,R) | ||u||Ck (G) <∞}

mit der Norm
||u||Ck (G) :=

∑
|α|≤k

sup
x∈G
|Dαu(x)|

vollständig, d.h. ein Banachraum ist. Dabei bezeichnet Dα den partiellen Differentiationsoperator zum
Multiindex α = (α1, ..., αn) ∈ Nn0 und es ist |α| := α1 + ...+ αn. [6]

Hinweis: Beweisen Sie die Aussage zunächst für den Spezialfall k = 0, d.h. für den Raum der stetigen,
auf G beschränkten Funktionen mit der Supremumsnorm.

3. Beweisen Sie ”zu Fuß”, dass die Menge der dyadischen Zahlen der Form α =
l

2k
, l ∈ Z, k ∈ N, dicht

in R liegt. [3]

4. Es sei q ∈ N mit q 6= 1. Für eine ganze Zahl m ∈ Z definiere Zm := {z ∈ Z | z ≥ m}. Beweisen Sie:

(a) Für jedes ε ∈ {−1, 1} und jede Folge (ak)k∈Zm in N0 mit 0 ≤ ak < q für alle k ∈ Zm konvergiert
die Reihe [2]

ε

∞∑
k=m

akq
−k .

(b) Jede reelle Zahl x ∈ R kann als Grenzwert einer Reihe wie in (a) dargestellt werden. [4]

(c) Geben Sie mit Hilfe von (b) einen weiteren Beweis dafür, dass die Menge der dyadischen Zahlen

der Form α =
l

2k
, l ∈ Z, k ∈ N, dicht in R liegt. [3]

5. Beweisen Sie: Es sei (M, d) ein metrischer Raum. Für Cauchy–Folgen xk , yk in M definieren wir eine
Relation ∼ mit

xk ∼ yk :⇔ (d(xk , yk))k∈N ist eine Nullfolge.

Weisen Sie nach, dass ∼ eine Äquivalenzrelation auf der Menge aller Cauchy–Folgen in (M, d) ist. [3]


