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Es sei G C R” eine offene Menge. Fiir k € N definieren wir den Sobolevraum
WX(G) = W*2(G) = {u € L3(G) |V]a| < kIAD*u € L3(G) : (*) qilt},
wobei
(x) (D%, v) = (=1)%(u, D*v) Vv € CX(G).
1. Essei G =(-2,2) CR.
(a) Beweisen Sie, dass die Funktion

u(x) = —x+2 fir —2<x<0
T 2 firo<x<?2

in W1(G) liegt mit schwacher Ableitung

-1 fir —2<x<0
1 ._ <
DU(X)'_{ 0 fur0o < x <2,

(b) Beweisen Sie, dass die Funktion

(x) = —x+2 fir —2<x<0
WX = 3 fiir 0 < x < 2
nicht in W(G) liegt.

Hinweis zu (b): Man kann mit Hilfe der C*°-Funktion

1
) em firx—11< 1
9(x) = { 0 firlx—1|>1
eine Folge (¢,) € C°(G) konstruieren mit
0<¢,<e ! ¢,(0)=e?, ¢n(x)— 0 fiir alle x # 0.
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2. (a) Zeigen Sie, dass (
L2-Skalarprodukt

)k N ein Orthonormalsystem in C°([0, 2], R) mit dem
€

2T
(f.g) = /0 F(D)g(t) dt
bildet.

Hinweis: Es ist nicht zu zeigen, dass das System in ein vollstandiges ist. Dieses ist zwar richtig,
ist aber etwas schwieriger zu beweisen.
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sis in CO([—2m, 27], R) bildet. Zeigen Sie, dass die Entwicklungen von (i) geraden Funktionen
(f(x) = f(=x)) und (ii) ungeraden Funktionen (f(x) = —f(—x)) in dieser Basis eine einfachere
Gestalt als in der allgemeinen Situation besitzen. [3]

(c) Sei f € C°(J0, 2m], R) mit £(0) = 0. Dann definieren wir die ungerade Fortsetzung f von f auf
das Intervall [—2, 27] durch

f(x) = f(x), x € [0,27], f(x):= —f(x), x € [-2m,0).

Beweisen Sie mit Hilfe von (b), dass f die Hilbert-Raum-Entwicklung

(b) Sie konnen ohne Beweis voraussetzen, dass ( ) eine Orthonormalba-
keN

f(x) = ;ak sin <§kx), x € [0, 2]

1 2m ) 1
ax = }/0 sin (Ekt) f(t)dt
besitzt. [3]

mit

3. Zu einer Konstante ¢ > 0 und Funktionen f € C*([0, 2], R), g € C3([0, 27], R) werde das folgende
Differentiagleichungsproblem betrachtet, welches der physikalischen Situation einer schwingenden, an
den Endpunkten fest eingespannten Saite entspricht, fiir welche eine Anfangsauslenkung und Anfangs-
geschwindigkeit vorgegeben ist.
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(N1)  u(x,0) = f(x), E(X 0) =g(x), 0 < x < 2m,

(%) C2@(X t) — (x,t) =0, 0<x<2m, t>0
ax2 T ’

(N2) wu(0,t) =u(2m, t)=0, t>0.

Ziel dieser Aufgabe ist es, eine Losung des Problems (x),(N1),(N2) mit Hilfe der Fourier-Entwicklung
zu finden. Dazu gehe man wie folgt vor.

(a) Zunachst nur (x) beriicksichtigend, mache man einen Ansatz der Variablentrennung
u(x,t) = X(x)T(t), (x,t) € [0,27] x R

fiir die Losungsfunktion. Zeigen Sie, dass die Funktionen X und T den (gewohnlichen) Differen-
tialgleichungen
X"(x) = KX(x) =0, T"(x) = *KT(t) =0
mit einer gewissen Konstante K € R geniigen miissen. [3]
(b) Wir sind zundchst nur an nichttrivialen Losungen u interessiert, die nicht gleich der Nullfunktion

sind. Begriinden Sie unter Beriicksichtigung von (N2), dass dann X(0) = 0 = X(27) gilt und
bestimmen Sie die allgemeine Losung des Problems

X"(x) — KX(x) =0, 0 <x<2m,
{ X(0) = 0= X(27),

insbesondere sind dabei die moglichen Werte fiir die Konstante K (Hinweis: K = K, = —\2 mit
Ap = ﬁ, n € N) zu ermitteln, die sich fiir Losungsfunktionen X = X, ergeben, die nicht gleich

der Nullfunktion sind.
Bestimmen Sie anschlieBend die allgemeine Losung T = T,, der Differentialgleichung

T"(x) — 2KT(t) =0

und damit dann die allgemeine Lésung u = uj,. [3]

(c) Lassen Sie nun allgemeine abzéhlbare (formale) Summen v = Zanun, a, € R, von Ldsungen
n=1
aus (b) zu. Finden Sie die passenden Koeffizienten a, € R, so dass nun auch die Bedingungen

(N1) erfiillt werden. Begriinden Sie zudem, dass die Differentialgleichung (x) nun auch im Fall
der unendlichen Summe weiterhin erfiillt bleibt. [3]

Hinweis: Sie diirfen annehmen, dass die entsprechenden Reihen (sofern richtig gewahlt) nicht nur
im L2-Sinne, sondern auch im |[.||so-Sinne, d.h. gleichmiBig, konvergieren.



