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1. Beweisen Sie: Jeder Pra—Hilbert—Raum X ist gleichmaRig konvex , d.h.
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2. Zeigen Sie, dass der Approximationssatz 1.5.1 in jedem gleichmaRig konvexen Banachraum gilt. [6]
Hinweis fiir die Existenzaussage: Sie kénnen folgendermaRen vorgehen: Uberlegen Sie sich zunichst,
weshalb man 0.B.d.A. x = 0 und inLHX — y|| = 1 annehmen kann. Betrachten Sie dann zu einer
ye
Minimalfolge (xx) € K die normierte Folge ax := Hi—kn k € N, und beweisen Sie
k
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mit einer gewissen doppelt-indizierten Zahlenfolge (zx;). Folgern Sie nun mit Hilfe der gleichmaRigen
Konvexitdt von K, dass (xx) € K eine Cauchyfolge ist.
3. Seien L : H — C ein beschranktes lineares Funktional auf einem Hilbert—Raum H mit dem Kern
N = {x € H|Lx = 0} # H. Beweisen Sie (z.B. mit Hilfe des Projektionssatzes), dass dimN* = 1
gilt. [4]
4. Es sei X ein normierter Raum und P : X — X eine lineare Projektion, d.h. Po P = P, die zudem
stetig ist. Beweisen Sie:
(a) Esist P =0 oder ||P]| > 1, wobei ||P|| die Operatornorm von P bezeichne. [1]
(b) Kern P und Im P sind abgeschlossen. 2]
(c) Es gilt X = Kern P @ Im P und eine Folge X 2 x, = a, + b, mit a, € KernP und b, € ImP
konvergiert genau dann in X, wenn an und b, in ihren jeweiligen Teilraumen konvergieren. [4]

Bemerkung: Im Falle der Giiltigkeit von Aussage (c) sagt man auch, dass X = Kern P& Im P im
topologischen Sinne gilt.

Bitte wenden.



5. Esseien a < b reelle Zahlen, D := C°([a, b]) der Raum der auf [a, b] stetigen Funktionen, ausgestattet
mit der L2-Norm, K € C%([a, b] x [a, b]) und der Integraloperator T : D — L?([a, b]) definiert durch

(Tu)(x) = /b K(x,y)u(y)dy, ue D,x € [a, b].

Zeigen Sie, dass T einen stetigen linearen Operator definiert und dass
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gilt. [4]



