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42 Punkte

Übungen zur Maßtheorie Serie 2

1. Seien X,X∗ Mengen und f : X → X∗ eine Abbildung. Man zeige:

1. Ist A∗ ⊂ P(X∗) eine σ-Algebra, so ist

A := {f−1(A∗) | A∗ ∈ A∗} ebenfalls eine σ-Algebra. [5]

2. Ist A ⊂ P(X) eine σ-Algebra, so auch

A∗ := {A∗ ∈ P(X∗) | f−1(A∗) ∈ A}. [5]

2. Sei X überabzählbar. Untersuchen Sie, ob es sich bei den folgenden Mengenfunktionen
µ∗ : P(X)→ [0,∞] um äußere Maße oder sogar Maße handelt:

1.

µ∗(A) :=

{
0 falls A endlich
1 sonst

[5]

2.

µ∗(A) :=

{
0 falls A höchstens abzählbar
1 sonst .

[5]

3. Für x0 ∈ Rn sei Tx0 : Rn → Rn die durch Tx0 : x 7→ x + x0 definierte Translation. Man
zeige:

1. λ∗(I) = λ∗(Tx0(I)) für alle I ∈ I. [2]

2. Für jedes A ⊂ Rn gilt λ∗(A) ≥ λ∗ (Tx0(A)). Man folgere daraus die Translations-
invarianz von λ∗, d.h. die Beziehung λ∗(A) = λ∗ (Tx0(A)) für alle A ⊂ Rn und alle
x0 ∈ Rn. [4]

3. A ist messbar ⇔ Tx0(A) ist messbar für alle x0 ∈ Rn. [4]

4. Sei A ⊂ [0, 1]n. Dann heißt

λ∗(A) := 1− λ∗([0, 1]n \A)

das innere Maß von A. Man zeige:

1. λ∗(A) ≤ λ∗(A) für alle A ⊂ [0, 1]n. [3]

2. λ∗(A) = λ∗(A)⇔ A ist messbar. [5]

3. A ⊂ Rn ist messbar genau dann, wenn

λ∗ (Tk(A) ∩ [0, 1]n) = λ∗ (Tk(A) ∩ [0, 1, ]n) für alle k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn,

dabei ist Tk die in Aufgabe 3 definierte Translation. [4]

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:

http://www.uni-ulm.de/mawi/analysis/lehre/veranstaltungen/ws-20132014/masstheorie.html


