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40 Punkte

Übungen zur Maßtheorie Serie 4

1. Für n ∈ N sei fn = nχ[ 1
n
, 2
n
]. Man beweise:

(a) (fn)n∈N konvergiert punktweise auf R. [3]

(b) (fn)n∈N konvergiert dem Maße nach. [3]
Siehe Aufgabe 3 für die Details zur Definition von ”Konvergenz dem Maße nach”
bei Definitionsbereichen mit Maß gleich ∞.

(c) (fn)n∈N konvergiert für kein p ∈ [1,∞] im p−ten Mittel. Dabei sei das p−te Mittel
von f definiert als (∫

|f |p dx
) 1

p
, p ∈ [1,∞)

bzw.
inf{c > 0 | |f | ≤ c f.ü.}, p =∞ .

[4]

2. Sei f : Rn → R. Die durch

ω(f, x0) := lim
ε↘0

(
sup

|x−x0|<ε
f(x)− inf

|x−x0|<ε
f(x)

)

definierte Zahl ω(f, x0) ∈ [0,+∞] heißt die lokale Oszillation von f in x0. Man zeige:

1. f ist stetig in x0 ⇔ ω(f, x0) = 0. [2]

2. Die Menge {x | ω(f, x) ≥ δ} ist für jedes δ > 0 abgeschlossen. [3]

3. Die Menge S(f) aller Unstetigkeitspunkte von f ist eine Fσ-Menge. [2]

4. λ(S(f)) = 0 ⇒ f ist messbar. [4]

3. Sei D ⊂ Rn messbar und seien f, g messbare, f.ü. endliche Funktionen bzw. (fk)k∈N und
(gk)k∈N Folgen messbarer Funktionen auf D. Es gelte

λ– lim
k→∞

fk = f, λ– lim
k→∞

gk = g .

Dabei ist λ– limk→∞ fk = fk genau wie in Definition 2.4.5 erklärt, wobei λ(D) < +∞
fallen gelassen wird. Man beweise:

1. Es existiere ein M > 0 mit |fk| ≤M f.ü., |gk| ≤M f.ü. für alle k ∈ N. Dann gilt

λ– lim
k→∞

fk · gk = f · g.

Hinweis: Man benutze die Darstellung [6]

fkgk = (fk − f)(gk − g) + (fk − f)g + f(gk − g) + fg .

Bitte wenden!



2. Es sei λ(D) < +∞. Dann gilt

λ– lim
k→∞

fk · gk = f · g.

[4]

4. Man zeige, dass die Bedingung λ(D) < +∞ im Satz von Egoroff notwendig ist. [9]

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:

http://www.uni-ulm.de/mawi/analysis/lehre/veranstaltungen/ws-20132014/masstheorie.html


