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Einleitung

Wer die Finanzmathematik und damit die stochastische Analysis studieren will, fiir den
sind Gaufssche Prozesse unumgénglich. Doch trotz einer Vielzahl von Anwendungen ist
es schwer, Literatur zu finden, die einen ausfiihrlichen und mathematisch sauberen
Einstieg in die Familie der Gaufsschen Prozesse bietet. Daher wird in der folgenden
Arbeit der Versuch unternommen, mithilfe funktionalanalytischer Hilfsmittel, genau
dieses zu erreichen.

Das Hauptproblem bei der Betrachtung von Gaufsschen Prozessen besteht im Beweis
ihrer Existenz. So wurde die Brownsche Bewegung, die als der bekannteste und wichtigs-
te Gaufssche Prozess angesehen werden kann, schon 1880 vom dénischen Mathematiker
Thorvald Nicolai Thiele beschrieben, ihre Existenz aber erst 1923 durch den Amerika-
ner Norbert Wiener bewiesen. Wieners Ansatz hat allerdings zwei Nachteile: zum einen
ist der Beweis sehr anspruchsvoll und nur schwer zu verstehen und zum anderen deckt
er nicht das gesamte Spektrum der Gaufsschen Prozesse ab. Wir wollen daher einen
Ansatz wahlen, der zwar abstrakt ist, uns aber die Existenz der ganzen Familie der
Gaufschen Prozesse sichert.

Da bei dem Studium von Gaufschen Prozessen Vorkenntnisse aus der Wahrscheinlich-
keitstheorie vonnoten sind, diese aber nicht vorausgesetzt werden sollen, wollen wir die
Arbeit mit grundlegenden Definitionen und relevanten Sétzen aus diesem Gebiet be-
ginnen. Im zweiten Kapitel wird dann die Normalverteiltheit genauer untersucht. Wir
wollen hierbei eine zentrierte, normalverteilte Zufallsvariable aber nicht wie tiblich iiber
die Verteilung, sondern iiber die charakteristische Funktion definieren. Am Ende dieses
Abschnitts werden dann Gaufische Prozesse definiert.

Beim Studium von Gaufsschen Prozessen erweist sich der Begriff der Kovarianzfunktion
als zentral. Diese bestimmt némlich die endlichdimensionalen Verteilungen - und daher
im wesentlichen auch den Gaufschen Prozess - eindeutig. Es stellt sich nun die Frage,
welche Eigenschaften muss eine Funktion erfiillen, sodass ein Gaufsscher Prozess exis-
tiert, der eben diese Funktion als Kovarianzfunktion besitzt. Um das zu beantworten,
definieren und studieren wir im dritten Kapitel zunédchst die isonormalen Prozesse, mit
deren Hilfe dann Gauftsche Prozesse konstruiert werden kénnen. In Kapitel 4 sehen wir




dann, dass es ausreicht, dass eine Funktion stetig, symmetrisch und positiv semidefinit
ist, um mithilfe der isonormalen Prozesse einen Gaufsschen Prozess zu definieren, der
genau diese Funktion als Kovarianzfunktion besitzt. Wenn man also einen Gaufsschen
Prozess iiber seine Kovarianzfunktion definiert, muss nur nachgepriift werden, dass sie
symmetrisch und positiv semidefinit ist, um die Existenz des Gaufsschen Prozesses zu
zeigen. Umgekehrt erhalten wir in Satz 4.1.3 auferdem, dass jede Kovarianzfunktion
eines Gaufschen Prozesses symmetrisch und positiv semidefinit ist.

Es ist uns nun also moglich, auf recht einfache Art und Weise die Existenz von Gaufs-
schen Prozessen zu gegebener Kovarianzfunktion zu zeigen. Dies wollen wir im fiinften
Kapitel am Beispiel der oben erwéahnten Brownschen Bewegung und der Familie der ge-
brochenen Brownschen Bewegungen demonstrieren. Aufserdem werden einige Besonder-
heiten der gebrochenen Brownschen Bewegung untersucht. Das Hauptinteresse besteht
dabei in dem Nachweis einer Version mit stetigen Trajektorien. Dazu benutzt man den
Satz von Kolmogorov, der ein sehr wichtiger Satz aus der Wahrscheinlichkeitstheorie
ist, und den wir in Kapitel 5 vollstandig beweisen.

Zum Schluss dieser Einleitung will ich im Besonderen darauf hinweisen, dass diese
Arbeit mafgeblich auf einem Manuskript von Dr. Markus Kunze aufbaut.




Kapitel 1.

Grundlagen der
Wahrscheinlichkeitstheorie

In diesem Kapitel wollen wir eine Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie ge-
ben. Im Abschnitt 1.1. werden einige grundlegende Begriffe definiert (Zufallsvektor,
Erwartungswert, Varianz). In Abschnitt 1.2. wollen wir die Unabhéngigkeit von Zu-
fallsvektoren untersuchen. Im letzten Unterkapitel wird die charakteristische Funktion
eines Zufallsvektors definiert und in Relation zur Verteilung und Unabhéngigkeit ge-
bracht.

1.1. Zufallsvektor, Erwartungswert und Varianz

Definition 1.1.1. (Wahrscheinlichkeitsraum, W-Raum)

Ser Q) eine Menge, A eine Sigma-Algebra auf Q und P ein Wahrscheinlichkeitsmaj3
auf (2, A), d.h. P ist ein Maf auf (2, A) mit P(Q) = 1. Dann heifit (Q, A, P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum oder W-Raum.

Definition 1.1.2. (Zufallsvektor, Zufallsvariable)

FEine messbare Funktion X : (2, A,P) — (C", B(C")), wobei B(C") die Borel-Sigma-
Algebra auf C™ bezeichnet, heifst Zufallsvektor. Falls n=1 gilt, bezeichnen wir X als
Zufallsvariable. Bildet X nach R™ ab, so nennen wir X einen reellwertigen Zufallsvek-
tor bzw. eine reellwertige Zufallsvariable.

Bemerkung. Sei X eine Zufallsvariable und k eine natiirliche Zahl. Wir schreiben
X e LF(Q), falls [, |X[*dP < oco.




Definition 1.1.3. (Verteilung)
Sei X ein Zufallsvektor und A € B(C"). Wir definieren ux(A) = P(X € A) und
nennen px die Verteilung von X.

Bemerkung. Es ist bekannt, dass die Verteilung px eines Zufallvektors X ein Wahr-
scheinlichkeitsmafs auf C" ist. Auferdem ist fiir eine Funktion f : C* — C bekannt:
f € LY(C", ux) genau dann, wenn f o X € L'(Q,P) und dann gilt

RO /Q f o Xdp

Definition 1.1.4. (Erwartungswert)
Fiir eine Zufallsvariable X € L*(Q) definieren wir

EX ::/Xd]P’
Q

und bezeichnen EX als den Erwartungswert von X.

Bemerkung. Der Erwartungswert ist im Allgemeinen eine komplexe Zahl. Ist aller-
dings die Zufallsvariable X € L'(Q) reellwertig, so ist auch der Erwartungswert reell.

Definition 1.1.5. (Varianz, Kovarianz)
Seien X,Y € L*(Q) reellwertige Zufallsvariablen. Wir bezeichnen

Var(X) := E(X — EX)?
als die Varianz von X und
Cov(X,Y) =E(X —-EX)(Y —EY)

als die Kovarianz von X und Y. Falls Cov(X,Y) = 0 gilt, so heiffen X und Y unkor-
relliert.

Lemma 1.1.6. Seien XY, Z € L*(Q) reellwertig sowie X1, ..., X,, € L*(Q) reellwertig.
Des weiteren seien a,b € C. Dann gilt:

(a) E(aX +bY) = aEX + DEY
(b) Var X >0
(c) Var X = EX? — (EX)?

(d) Cov(X,X) = Var X




(e) Cov(aX +bY,Z) =aCov(X,Z)+bCov(Y, Z)

(f) Var(3o_, aiXi) = 327, aia; Cov(X;, X;)

Beweis. Die Aussagen folgen sofort aus der Definition. m

Definition 1.1.7. (Kovarianzmatriz)

Sei X = (Xu,..,X,,) ein Zufallsvektor mit X; € L*(Q2) fir j = 1,...,n. Wir definieren
dann die Matriv A = (a;;) € R™" durch a;; = Cov(X;, X;) und nennen sie die
Kovarianzmatrix von X.

Lemma 1.1.8. Sei X : Q — R eine reellwertige Zufallsvariable in L*(2) mit EX = 0
und Var X = 0. Dann gilt X = 0 fast sicher.

Beweis. Definiere B := {w € Q: X(w) # 0} und B, := {w e Q: X*(w) > 1} fiirn €
N. Dann gilt offensichtlich B = U,,cnB,,. Danun EX = 0 gilt, folgt fiir beliebiges n € N
mit Lemma 1.1.6

1
0=VarX =EX? - (EX)’ =EX? = / X2%dP > [ X?dP > —P(B,)
Q Bn n

Daraus folgt aber, dass P(B,,) = 0 fiir alle n € N und damit

0 <P(B) :]P(U Bn> giP(Bn):o

nelN

Es ist also P(B) = 0 und damit X = 0 fast sicher. O

1.2. Unabhangigkeit

Ein wesentlicher Begriff in der Wahrscheinlichkeitstheorie ist der der Unabhéngigkeit.
Wir definieren ihn wie folgt:

Definition 1.2.1. (unabhingige Zufallsvektoren)

FEine Familie von Zufallsvektoren (X;)icr, wobei I eine beliebige Indexmenge ist, heifit
unabhéngig, falls fir jede nichtleere, endliche Menge J C I und beliebige B; € B(C™)
mit j € J gilt:

P (ﬂ (X; € Bj)> =[[P(x; € B)) (1.1)

jeJ jedJ




Bemerkung. Eine Familie von reellwertigen Zufallsvektoren (X;);c; ist genau dann un-
abhéngig, wenn Gleichung (1.1) fiir jede nichtleere, endliche Menge J C I und beliebige
B; € B(R™) mit j € J erfiillt ist.

Lemma 1.2.2. Sei (X;);e;r eine unabhingige Familie von Zufallsvektoren und (f;)ier
eine Familie von messbaren Abbildungen von C" nach C. Dann ist (f;(X;))ier eine
Familie von unabhdngigen Zufallsvariablen.

Beweis. Seien J C I endlich und nichtleer sowie B; € B(C) fiir j € J. Dann gilt

P (ﬂ(fj(Xj) € Bj)) =P (ﬂ(Xj € fjl(Bj)))

jeJ jeJ
=[P, € 77 B) = [[P((X)) € B))
JjeJ jeJ

O
Lemma 1.2.3. Seien X,Y € LY(Q) unabhingige Zufallsvariablen. Dann ist auch das

Produkt XY € LY(Q) und es gilt EXY = EXEY.
Beweis. Es seien nach Voraussetzung X und Y unabhéngige Zufallsvariablen.

Beh.1: Seien X undY reellwertig. Dann ist XY € L' () und es gilt E(XY) = EXEY'.

Wir fithren den Beweis per algebraischer Induktion. Seien dazu zunédchst X und Y
einfache Funktionen, d-h. X = 37" a;14, und Y = 3770 bjlp, mit a;,b; € R\ {0}
und A;, B; € A, wobei die a; paarweise verschieden und A; paarweise disjunkt sind und
auch b; paarweise verschieden und B; paarweise disjunkt sind. Dann ist offensichtlich
XY € L'(Q) und durch die Unabhéngigkeit von X und Y folgt:

EXY = / XYdP = / (Z ailAZ) (sz&Bj) dP = / > aibjlanp,dP
Q 2 \i=1 j=1 Q5
= Zaibj/ 1AiﬂBjd]P) = Z aZb]IP’(AZ N BJ)
. QO i

—Zazb]P’ T {ah) nY (b)) Zazbﬂ” “{ah) P (YTH{bi})

= ab;P(A)P(B;) = (Z a; / lAid]P’) (Z b; / 1Bjd1@>

:/XdIP’/YdIP:EX]EY




Seien nun X,Y > 0. Wir wissen aus der Maftheorie, dass (X, )neny und (Y},)neny mit
X,, = min{ LQ;:( | ,n} und Y;,, = min{ LQ;L:/ ] ,n} einfache, monoton wachsende Funktionen
sind mit lim,,_,, X,, = X und lim,,_,. Y,, = Y. Auflerdem sind nach Lemma 1.2.2 X,

und Y, unabhéngig, da min{ LQ;fJ ,n} messbar ist. Es folgt aus dem Satz von Beppo-Levi

iiber die monotone Konvergenz:

EXY — (E lim X, lim Yn>

n—oo n—oo

:/ lim X, Y, dP
Q

n—o0

= lim | X,Y,dP

n—oo

Q
= (lim /XndIP’) (lim /YndIP’>
n—oo [ n—oo [
= (/ lim XndIP’> </ lim YndIP’>
Q N0 QN0

=EXEY

< 00

Also ist XY € L}(Q) und es gilt EXY = EXEY. Seien nun X,Y beliebige reellwertige
Zufallsvariablen. Esist X = X*T — X " und Y =Y" - Y™ mit X+, X, YY" Y~ > 0.
Nach Lemma 1.2.2 sind X~ und Y- unabhéngig und es folgt:

EXY =EX'Y* +EX Y™ —EX YT -EX*'Y~
—EX'EY' + EX EY  —EX EY' - EX'EY"
— (EX* —EX ") (EYT —EY")
= EXEY

Beh.2: Fiir X und Y komplexwertig ist XY € L'(Q) und es gilt EXY = EXEY.

Definiere X; := Re X, Xy := Im XY} := ReY und Y, := ImY. Fir 4,5 € {1,2}
gilt X;Y; € L'(Q) und EX;Y; = EX;EY; nach Lemma 1.2.2 sowie Behauptung 1. Da
auberdem XY = X1Y] — XoYs + X Y5 + X0V gilt, ist XY € LY(Q) und es folgt

EXY =E(X1Y: — XoYs +iX Yy +iXoY))
=EX Y] — EXyYs +iEX Y, +iEX,Y)
= E(X; +iXo)E(Y; +iYa)
= EXEY




o

O

Satz 1.2.4. Sei I eine beliebige Indexmenge und sei p; mit 1 € I eine Familie von
Verteilungen auf (R, B(R)). Dann existieren ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) und
unabhdangige reellwertige Zufallsvariablen X; : Q@ — R mit px, = p; fir allei € I, wobet
ix, die Verteilung von X; bezeichnet.

Beweis. Definiere €; := R und A; = B(R). Dann ist (£2;, A;, p;) ein Wahrscheinlich-
keitsraum. Definiere aufserdem €2 := J],., €; und es sei A die von den Rechteckmengen
erzeugten Sigma-Algebra auf 2. Nach Satz A.2.6 existiert ein Maf P auf (Q2,.4) derart,
dass fiir jede Rechteckmenge A mit Darstellung A = [[,c; A; x [[;g, % mit J C I
endlich, gilt:

jed i¢J jeJ
Seien nun X; die Projektionen von € auf €, also X; ((w;)ier) = wj.
Beh.1: Fiir jedes j € I gilt ux, = jui;
Seien B € B(R) und j € I beliebig. Dann gilt
px,(B) =P (X;1(B)) =P (B X HQz) = u;(B)
i#]
Beh.2: Die Zufallsvariablen (X;)er sind unabhdngig.

Sei J C I endlich und nichtleer und seien B; € B(R) fir j € J. Dann gilt nach
Behauptung 1

. (ij1<Bj)> :P<ﬂ (Bj x HQ)) :P(HBj x HQ)

jed jeg it jed it
= [T w(B;) =[x, (B) =[P (X;'(B))
jeJ jeJ jeJ
(e}
O
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1.3. Charakteristische Funktion

Wir fithren im folgenden Unterkapitel die charakteristische Funktion eines reellwerti-
gen Zufallsvektors ein. Satz 1.3.6 besagt dann, dass die Verteilung eines reellwertigen
Zufallsvektors eindeutig durch dessen charakteristische Funktion bestimmt ist.

Definition 1.3.1. (charakteristische Funktion / Fouriertransformierte)
Fiir einen reellwertigen Zufallsvektor X : Q@ — R™ heifit die Funktion

ox : R" — C, t—>/ei<t’X>dP
Q

charakteristische Funktion oder Fouriertransformierte von X.

Bemerkung. Es gilt nach der Folgerung von Definition 1.1.3 insbesondere:

@X(t) _ Eei(t,X) _ / ei(t,X>d]P> _ / ei(t,x)lux<dx)
Q n

Lemma 1.3.2. Ser X ein reellwertiger Zufallsvektor mit charakteristischer Funktion
px sowie a € R und b € R". Dann gilt firt € R":

(a) |px(t)] <1
(b) QDaX—I—b(t) = @X(at)e“t@

(c) px ist stetig

Beweis. Es gilt
(a) |ox(t)] =| [ e ®dP| < [, X |dP < [, dP =1
(b) axsp(t) = [o X dP = e fo) XX dP = i (at)e

(c) Sei (t n)neN eine Folge in R™ mit lim,,_,,, t, = t. Dann gilt durch die Beschrénktheit
von ¢“4¥ nach dem Satz von Lebesgue

lim () = lim [ e dyuy (z) = / lim %) iy ()
R R

n—00 n—00 n—r00
- / ¢“Ddpx () = px(1)
R

Es ist also ¢y folgenstetig und damit stetig.

11



]

Satz 1.3.3. Sei X € L"(Q) eine reellwertiger Zufallsvariable. Dann ist px n-mal
differenzierbar und es gilt

Beweis. Wir wollen zunéchst eine Formel zur Berechnung der n-ten Ableitung der cha-
rakteristischen Funktion herleiten.

Beh.1: Fiir alle 1 < k < n gilt: o (t) = [, i* X ™ dP
Wir fithren den Beweis per Induktion.

Induktionsannahme: Es ist (£) ¢x(t) = 4 [, e"XdP.

Wir wollen nun die Voraussetzungen fiir den Satz iiber die Differentation von Parame-
terintegralen A.2.1 iiberpriifen. Fiir ¢t € R ist ' integrierbar iiber Q, denn |¢®¥| < 1
und [, 1dP = 1. AuRerdem gilt 4"~ = iX e undesist [iXe™ | < |X|mit X € L'(Q)
nach Voraussetzung. Wir kénnen also den Satz iiber die Differentation von Parameter-
integralen anwenden und es ergibt sich:

(1) _ d itxX _ d ux _ / v itX
t) = — dP = — dP = X dP
SDX () dt/g;e /f;dte QZ €

Induktionsschritt:
Aus der Induktionsannahme und dem Satz iiber die Differentation von Parameterinte-
gralen (Uberpriifung der Voraussetzungen verlauft analog) ergibt sich:

d d . d . ‘
@g?Jrl) (t) _ —909;) (t) _ / Z-kaetid]P) — / ika_e’LthP — / ,L'k+1Xk+1€tidP
dt dt Jo Q dt Q
@)
Beh.2: Es gilt o9 (0) = EX™ fiirn € N
Nach Behauptung 1 gilt:
e (0) = / "X dP = " / X"dP = i"EX"
Q Q
)
Es folgt also “”2—,@ = EX" und damit die Behauptung. o
m

12



Lemma 1.3.4. Seien X,Y wunabhdngige und reellwertige Zufallsvariablen. Dann gilt
@(X’y)(t) = @X(tl)gﬁy(tg) fU,T (1”6 t = (tl,tg) c RZ.

Beweis. Definiere f: R — C, f(z) := €' mit ¢t € R. Dann ist (f o X) = €™ € L(Q)
und (f oY) =™ € L1(Q). Damit folgt aus Lemma 1.2.2 und Lemma 1.2.3

SO(X,Y) (t) — Eei(t,(X,Y)) — Eeitheith — ]EeithEeitQY = oy (tl)(py(tg)

Satz 1.3.5. Seien p und v Verteilungen auf R™ mit f]R” fdu = f]R" fdv fir alle
f € Cy(R™ C). Dann gilt p = v.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass p(K) = v(K) fiir alle K € B(R") kompakt.
Beh.1: Sei K € B(R™) kompakt. Dann gilt u(K) = v(K).

Definiere f(x) :=dist(z, K) = inf{|y — 2| : y € K}. Dann ist f(z) = 0 genau dann,
wenn z € K. Des weiteren sei f, = 1 — min{nf,1}. Dann ist f, € C,(R",C) und es
gilt lim,, o fr = 1x. Aus dem Satz von Lebesgue erhalten wir dann:

p(0) = [ taedp= [t fd =t [ fd
n R n—00

n N—00 R

lim fndu:/ lim fndy:/ lgdv = v(K)
R n

n—00 Jpn n N—00

Beh.2: Es gilt n(A) = v(A) fir alle A € B(R™).
Sei A € B(RR"™) beliebig. Nach Satz A.2.2 und Behauptung 1 gilt:
p(A) =sup{u(K): K C A kompakt} =sup{v(K): K C A kompakt} = v(A)

e}

Daraus folgt aber, dass u = v gilt. O]

Satz 1.3.6. (Eindeutigkeit der charakteristischen Funktion)
Seten X und Y reellwertige Zufallsvektoren mit Verteilungen px und py. Falls die
charakteristischen Funktionen von X und Y fir alle t € R™ tbereinstimmen, so ist

Hx = Hy-

13



Beweis Seien X und Y Zufallsvektoren mit gleicher charakteristischer Funktion, d.h.
Jon € px (dz) = [o, € py (dz) fiir alle t € R”. Wihle nun f € Cy(R",C) und
e>0 beheblg Aus px(R™) = uy(R™) = 1 folgt, dass ein N € N existiert, so dass

3

(L2 flloo) (x + poy) (R [=N, NJ") < 5.

Wir bezeichnen fortan [N, N]" als K. Definiere nun
B:={g:R" = C:g(z) = t € R"}
und
A= {Zajgj ra; € C,g; € B,n € N}.
j=1

Dann gilt fiir ¢ € A nach Voraussetzung, dass fRn gduyx = fRn gduy . Des weiteren sei
Ak = {g|lk : g € A}. Dann erfiillt Ax die Voraussetzungen des Satzes von Stone-
Weierstrass und ist demnach dicht in Cy(K,C). Es existiert also ein gx € Ax mit
6 = |lgx — frlloo < min (1,£), wobei fx := f|x. Wahle nun g € A mit g|x = gg.
Durch die Periodizitat von g ergibt sich bei geniigend groffem K, dass

9]l = 9K loc < lgx = frclloo + [ fxlloc < If]loo + 1

Also gilt [|f — gl < [[flloe + l9lloo < 2||f]loc + 1 und wir erhalten insgesamt:

[ @i = [ falan) <
[t = [ g@pxtan]+] [ glou(dn-

Rn"

| s+ [ pamtdn) - [ gl <

R?’L

/ (@) — g@)|(pux + ) (de) + / (@) — g@)|(ux + ) (de) <
[=N,N|» R\[-N,N]"

| s+ [ = gl ) (de) <
[=N,N]" "\[=N, N

O(px + py)(R") + 2[|flloo +1) (ux + p) (R"\ [=N, N]") <

+o=c¢

DO | ™
Do ™

Da nun aber ¢ beliebig gewéhlt wurde, folgt, dass fRn fux = f]Rn fuy fiir alle stetigen,
beschrankten Funktionen f : R"™ — C. Dann ergibt sich aber nach Satz 1.3.5, dass

Hx = [y L
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Satz 1.3.7. Seien Xy, ..., X,, reellwertige Zufallsvariablen mit Verteilungen px,, ..., iix, -
Auperdem sei pux,, . x,) die Verteilung des Zufallsvektors (X, ..., X,). Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent

(i) Xi,..., X, sind unabhdingig

(ii) Fur alle beschrankten und messbaren Funktionen gy, ..., g, : R — C gilt:

Eng(Xj) = HEgj(Xj)

(111) Fir die charakteristische Funktion ¢ gilt:

OX1yXn) (1 oy ) = 0x, (81) - oo - x, ()

(iv) Fir die Verteilung des Zufallsvektors (X1, ..., X,) gilt:

(X, X)) = Bx; X oo XX,

Beweis. (i) = (i) : folgt aus Lemma 1.2.2 und Lemma 1.2.3.
(1) = (uii) : folgt aus Lemma 1.3.4.
(73i) = (iv) : Nach dem Satz von Fubini folgt

7;<t7$> — ’it1€l? . . itnx . .
/ e dux1X---Xuxn —/ e L€ duX1 oy
n n

:/ eit”ﬁ'...~e””3”dux1 ce
R R
= x, (t1) - - ox, (tn)

Damit folgt die Behauptung aus Satz 1.3.6.
(iv) = (i) : Seien By, ..., B, beliebige Borel-Mengen. Dann gilt

]P)(Xl € Bl, ,Xn € Bn) = HU(Xxy,..., Xn)(Bl X ..o X Bn)

= (,qu X ... X ,an)(Bl X ... X Bn)
=P(X;€B)-....- P(X,, € B)

Also sind X7, ..., X,, unabhéngig. m
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Kapitel 2.

Gauldsche Zufallsvariablen,
Zufallsvektoren und Prozesse

Wir beginnen das Kapitel mit der Definition von Gaufsschen Zufallsvariablen. Von be-
sonderem Interesse ist die Tatsache, dass die Summe von unabhéngigen Gaulfsschen
Zufallsvariablen wieder Gaufssch ist. Im zweiten Abschnitt fithren wir Gaufsche Zu-
fallsvektoren ein und zeigen, dass fiir Gaufische Vektoren Unkorrelliertheit und Unab-
héangigkeit iibereinstimmen. Ziel des dritten Abschnitts ist die Definition von Gaufsschen
Prozessen, die als Abbildung der Indexmenge [0, 1] nach L*(Q) aufgefasst werden.

2.1. Gaulsche Zufallsvariablen

Sei im Folgenden (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 2.1.1. (Gaufische Zufallsvariable)
FEine Zufallsvariable X : Q — R heifst Gaufisch, falls ein o € [0,00) so existiert, dass
die charakteristische Funktion px von X gegeben ist durch

152cr2

ox(t) =Ee™ =™ 2.
Man schreibt dann X ~ N(0,0%) und sagt, dass X N(0,02)-verteilt ist.

Bemerkung. In den meisten Lehrbiichern wird eine Gaufische Zufallsvariable iiber
die Verteilung eingefiihrt. Wir wollen das aber hier nicht machen, da eine Betrachtung
{iber die charakteristische Funktion oftmals einfacher ist. Um die Aquivalenz der Defi-
nitionen einzusehen, sei daran erinnert, dass wir in Kapitel 1 gezeigt haben, dass die
charakteristische Funktion die Verteilung eindeutig bestimmt.
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Bemerkung. Im néchsten Satz weisen wir zunédcht einmal nach, dass es eine Gaufssche
Zufallsvariable iiberhaupt gibt. Wir konstruieren also einen Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A,P) und eine Zufallsvariable X : Q — R so, dass X Gauftsche Zufallsvariable ist.

Satz 2.1.2. Sei 0% > 0 beliebig. Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P)
und auf thm eine Funktion X : Q — R derart, dass X eine N(0,0?)-verteilte Zufalls-
variable ist. Des weiteren existiert fir jedes n € N der Erwartungswert von X™.

Beweis. Definiere Q := R, A := B(R) und fiir B € B sei

1 e
P(B) ::/BW«Q 22" dx

Beh.1: (2, A,P) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum

Aus dem Satz iiber monotone Konvergenz folgt, dass P ein Maf auf (2,.4) ist. Wir
miissen also nur noch nachweisen, dass P(Q2) = 1 gilt. Mithilfe der bekannten Gleichung
[ e " dr = /7 ergibt sich:

1 12 1 2
P(Q) = ———e 2227 dr = —— [ V202 P dr=1
) /R V2mwo? V2mo? /R

Es ist also (€2, .4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. o
Definiere nun X : (2, A,P) — (R, B(R)) durch X (w) = w. Dann ist X eine messbare
Funktion und damit eine Zufallsvariable. Es gilt noch zu zeigen, dass X ~ N(0,1).

Beh.2: X ist eine N(0,0?%)-verteilte Zufallsvariable.

Wir miissen nun also nachweisen, dass fiir die charakteristische Funktion ¢x von X

2 2
gilt, dass px(t) = e 27 fiir alle t € R gilt. Es ist X eine messbare Funktion und
/R — C, f(t) = €™ messbar und beschrinkt, also f o X € L'(Q). Dann folgt mit
dem Satz {iber die Differentation von Paramterintegralen A.2.1:

d d -
—px(t) = — [ XdP
7X@ dt/Q6
_/ieithP
q dt
d ( . 1 1 2)
= [ — (e e 22" | dx
/Rdt ( V2mo?
7 i — L2
= ze'™ e 202" dx
V2ro? /]R
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i [ 2 ite —Ly22|™ ( / 9 jtw ——ma?
— —g‘e™e 20 + itoce™e 2027 dx
vV 2ro? —00 Voro? Jr
1 . 1.2

= —t02/ — ez (g

R V2702
= —to? / X dP

Q
= —t02¢X(t)

Um die charakteristische Funktion von X zu berechnen, miissen wir nun also die Diffe-

rentialgleichung £y (t) = —to?px(t) mit dem Anfangswert px(0) = 1 lsen. Sei nun
2 2

ox(t) == e 27", Dann gilt Lox(t) = —to e 77" = —to%px(t) und @x(0) = 1. Dass

diese Losung eindeutig ist, erhélt man dann aus dem Satz von Picard-Lindelof [Heu09,

Satz 12.2]. Es ist also X eine N(0, 0?)-verteilte Zufallsvariable. o

Beh.3: Fiirn € N existiert EX™.
Sei n € N beliebig. Dann gilt

E|X"|:/|X”|dIP>:/
Q R

Es folgt also die Behauptung. o
O

1

2mo

n

10
T e 227 | dr < 00

2

Bemerkung. Da die charakteristische Funktion die Verteilung eindeutig bestimmt, gilt
also X € L™(Q) fiir jede Gaufsche Zufallsvariable X und jedes n € N.

Korollar 2.1.3. FEs existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum derart, dass es auf ihm eine
Folge von unabhdngigen, N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen gibt.

Beweis. Folgt direkt aus Satz 2.1.2 und Satz 1.2.4. O

Bemerkung. Wir wissen nun also, dass Gafische Zufallsvariablen existieren. Im Fol-
genden werden nun einige wichtige Figenschaften untersucht.

Satz 2.1.4. Sei X eine Zufallsvariable mit X ~ N(0,0?). Dann ist

B 0 k ungerade
(k— D)ok k gerade,

wobei (k — )= (k—1)(k—3)---(k— (k—1)). Insbesondere gilt also EX = 0 sowie
Var(X) = o2

18



Beweis. Wir zeigen zunéchst eine Formel zur Berechnung der Ableitung der charakte-
ristischen Funktion von X.

Beh.1:
P (1) = =(k = D)ol (t) = to*ok ™ fir k> 2

Wir fithren den Beweis per Induktion.

Induktionsannahme:
gog?)(t) = —026_# T 20t 5
=g 7 —to?(—to?e %)
= (1) — 1o (1)
Induktionsschritt:
() = To)
= L (k= 1)) — 106 1)

= —(k = D)oo V(1) — 2§V (0) + 1o (1))

k— k
= —kop V() — tot (1)

Somit ist die oben behauptete Formel bewiesen. Insbesondere folgt, dass ’gp()?) (t)’ fiir

alle £ € N endlich ist. o
Es sei vor der nichsten Bemerkung daran erinnert, dass X € L*(Q) fiir jedes k € N.

Beh.2: EX* =0 fiir k ungerade

Beweis per Induktion:
Induktionsannahme: Fiir k = 1 ergibt sich aus Satz 1.3.3, dass

Induktionsschritt: Sei k 4+ 1 ungerade. Es gilt nach Satz 1.3.3, der Behauptung 1 und
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der Induktionsannahme

(k+1)
k+1 X (O)
EX kL

1 k-1 k

= 1 (R0 — 0% )|
—1 k-1

= Gk 2o (0)

=0

Beh.3: EXF = (k — 1)!\o® fiir k gerade

Beweis per Induktion:
Induktionsannahme: Fiir k = 2 folgt aus Satz 1.3.3, dass

(2
O d t2cr2
EX2 = Yx ( ) = — <— <—tg2€_ 2 )

2’2

_t2a2 _t202
:<02e > — t2ote 2

Induktionsschritt: Sei k + 1 gerade. Es gilt nach Satz 1.3.3 und der vorherigen Behaup-
tung

1 .
EX*! = ———ko® {70 (0)

I 1
= —Z.—gz.k—_l@g( )(O)IWQ
= ko’EXF1
= k:oQ(k: — 2)!!0’“_1
= kNgktt
O
Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. O

Lemma 2.1.5. Seien XY unabhdingige Zufallsvariablen mit X ~ N(0,0%) und
Y ~ N(0,0%) sowie a,b € R. Dann ist aX + bY Gaufsche Zufallsvariable mit

aX +bY ~ N(0,a*0% + b*ov)

Beweis. Aus Lemma 1.3.2 und Satz 1.3.7 folgt

_ (at)2a§( - (bt)2o'§/ _ (a2o'§(+b2o'%/)t2

Caxiby (1) = vax (O)ppy (1) = ox(at)py(bt) =e~ 2 e 2z =e 3
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Damit folgt nach Definition der Gaufsschen Zufallsvariable aber sofort die Behauptung.
O

Lemma 2.1.6. Seien X und X,, Zufallsvariablen mit X, ~ N(0,02%) fir n € N.
Es bezeichne px die Verteilung von X und px, die Verteilung von X,, und fir alle
f € Cy(R) gelte

lim [ f@)diex, (@ /f iy (&
n—oo

Dann konvergiert die Folge (J,,Zl)ne]N gegen ein o2 und es gilt X ~ N(0,0?%).

Beweis.

Beh.1: Die Folge (02),en konvergiert.

Es gilt nach Voraussetzung

o2

('DX(t) - / eimd:UJX(x) = lim eimd/ixn(x) = lim 6—7",52
R

n—oo R n—o0

on . .
Also existiert lim,,_, e fiir alle t € R und damit insbesondere lim,, e, An-
genommen es gilt nun lim,_,. e~» = 0. Dann folgt

0 fir t#0
1 fir t=0

n—o0

o
ox(t) = lim e 2" = {

Insbesondere ist die charakteristische Funktion nicht stetig, was im Widerspruch zu
Lemma 1.3.2 steht.

. . _ 2
Es ist also lim,,_,o, €77

» > (0 und aus der Stetigkeit des Logarithmus folgt dann

log <lim e_"%> = lim log (e“’%> = lim —o?

n—o0 n—oo n—oo

und damit die Behauptung. o
Beh.2: Es ist X ~ N(0,0?), wobei 02 := lim,, o, 02.

Es gilt nach den obigen Berechnungen und durch die Stetigkeit der Exponentialfunktion

o2
e 7" = lim e 2" = px(t)

n—o0

Daraus folgt aber die Behauptung.

O
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2.2. Gaulsche Vektoren

Nachdem wir im ersten Abschnitt nur Gaufische Zufallsvariablen betrachtet haben,
definieren wir nun auch eine Klasse von Zufallsvektoren als Gaufssch.

Definition 2.2.1. (Gaufscher Vektor)
Ein Zufallsvektor X = (X1,---,X,,) : Q@ = R" heifit Gaukscher Vektor, falls
fur alle aq, -+, € R die Summe Z?Zl a; X; eine Gaufische Zufallsvariable ist.

Bemerkung. Sei X = (Xj,---,X,) ein Zufallsvektor. Ist X Gaufssch, so sind insbe-
sondere X1, -+, X,, Gauksche Zufallsvariablen. Andererseits gilt: Sind

Xy,---, X, unabhéngige Gaufssche Zufallsvariablen, so ist nach Lemma 2.1.5 auch
2;21 a; X; Gaufssch fiir alle oy, -+ -, a,, € R. Also ist X ein Gaufscher Vektor.

Es sei allerdings darauf hingewiesen, dass fiir Gaufssche Zufallsvariablen X und Y der
Zufallsvektor (X,Y’) im Allgemeinen nicht Gaufssch ist.

Lemma 2.2.2. Sei X = (X4, -, X,) ein Gaufscher Vektor. Dann ist fiir jede Matrix
A € R™" auch AX ein GaufSscher Vektor, d.h. jede lineare Transformation eines
Gaufischen Vektors ist ein Gaufischer Vektor.

Beweis. Sei X ein Gaufischer Vektor und A € R™*"™. Dann gilt fiir beliebige
617"' 7ﬁm € R:

D BiAX); =) B (Z aijk> => (Z @‘aﬂc) X
j=1 j=1 k=1 k=1 \j=1

Dies ist eine Gaufsche Zufallsvariable, da X ein Gaufischer Vektor ist und somit ist
AX ein Gaufsscher Vektor. O

Lemma 2.2.3. Sei X = (X, -+, X,,) ein Gaufscher Vektor und A die Kovarianzma-
triz von X. Dann gilt fir alle t € R"

Ox (t) — EeilXit) — 6—%(At,t>'

Beweis. Sei t € R" beliebig. Dann ist (X,?) = . #;X; eine Gaufksche Zufallsvariable.
Daher gilt nach Definition

¢<X7t>(1> _ Eei(X,t) _ 6_%02@),
wobei ¢%(t) = Var((X, t)). Nun gilt nach Lemma 1.1.6
Var((X, 1)) = Var() _;X;) = > t;t; Cov(X;, X;) = (At 1)
j=1 ij=1

Das ist gerade die Behauptung. O]
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Satz 2.2.4. Sei X = (X1, -+, X,,) ein Gaufscher Vektor. Dann sind

X1, -+, X, unabhdngig genau dann, wenn Xq,--- , X, paarweise unkorrelliert
sind.
Beweis. Seien zunéchst Xy, ---, X, unabhéngig und seien 7,7 € {1,--- ,n} mit

¢ # 7. Dann gilt nach Lemma 1.2.3, dass EX;X; = EX;EX;. Daraus folgt dann aber
Cov(X;, X;) =EX;X; —EX,EX; = EX,EX, - EX;EX, =0

Also sind Xy, --- , X,, paarweise unkorrelliert.
Umgekehrt seien nun Xy, --- , X, paarweise unkorrelliert und es sei IEX]2 =: 0'j2-. Dann
ist die Kovarianzmatrix A von X gegeben durch

2
b 0

Mit Lemma 2.2.3 folgt dann, dass
@X(t) — Ee_i<X’t> — 6_%<At’t> = @_%Zyzl O-JZ't.? = He—%a?t? = HE@ithj = H ()OXj (t])
, e

Nach Satz 1.3.7 sind somit X3, --- , X,, unabhéngig. m

Bemerkung. Der vorherige Satz ist im Allgemeinen falsch, falls zwar X, ..., X, Gauk-
sche Zufallsvariablen sind, (X1, ..., X,,) aber kein Gaufscher Vektor ist.

2.3. Gaulsche Prozesse

Im folgenden Unterkapitel werden Gaufssche Prozesse definiert. Um die Definition aber

verstehen zu konnen, wird zunédchst der Begriff des stochastischen Prozesses einge-
fiihrt.

Definition 2.3.1. (stochastischer Prozess)
Es sei I C R ein Intervall. Wir nennen eine Funktion X : I — L?*() einen stochas-
tischen Prozess.

Definition 2.3.2. (unabhingige Zuwdchse)

Wir sagen, dass ein stochastischer Prozess X unabhéngige Zuwachse besitzt, falls fiir
beliebige t1 <ty < ... < t, € I die Zufallsvariablen X (t3) — X (t1), ..., X (tn) — X (tn_1)
unabhdngig sind.

23



Definition 2.3.3. (Kovarianzfunktion)
Fiir einen stochastischen Prozess X : I — L*(Q) definieren wir die Kovarianzfunktion

durch
k:IxI—R, k(st)=Cov(X(s),X(t)).

Definition 2.3.4. (Gaufscher Prozess)
Ein stochastischer Prozess X : I — L*(Q) heifit GauRscher Prozess, falls fiir eine
belicbige Wahl von ty,--- ,t, € I der Zufallsvektor (X (t1),---, X (t,)) Gaufsch ist.

Bemerkung. Der Einfachheit halber werden wir im Folgenden immer das Intervall
[0, 1] betrachten.

Bemerkung. Bei einem Gaufschen Prozess X = (X(t)).c(o,1) ist also insbesondere fiir
beliebiges ¢ € [0, 1] die Zufallsvariable X (¢) Gaufssch.

Bemerkung. Ein Gaufischer Prozess ist durch die Kovarianzfunktion eindeutig be-
stimmt im Sinne von endlich-dimensionalen Verteilungen. Das heifst, dass die endlich-
dimensionalen Verteilungen von zwei Gaufsschen Prozessen, die die gleiche Kovarianz-
funktion besitzen, ibereinstimmen.

Lemma 2.3.5. Sei X = (X (t))icpo1) ein Gaufscher Prozess. Dann besitzt X genau
dann unabhdngige Zuwdchse, wenn die Zuwdchse unkorrelliert sind.

Beweis. Seien t; < --- < t, € [0, 1] beliebig. Dann ist (X(¢1),---, X (t,)) Gaufscher
Vektor und damit nach Lemma 2.2.2 auch (X (t2) =X (t1), -, X (t,)—X (t,—1)). Folglich
ergibt sich das Lemma aus Satz 2.2.4. O
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Kapitel 3.

Isonormale Prozesse

Nachdem im letzten Kapitel der Begriff der Kovarianzfunktion eingefiihrt wurde und
wir bemerkten, dass die Kovarianzfunktion die endlich-dimensionalen Verteilungen von
Gaufschen Prozessen eindeutig bestimmt, wollen wir nun einen Schritt weiter gehen.
Es stellt sich die Frage, fiir welche reellwertigen Funktionen es einen Gaufsschen Pro-
zess gibt, sodass deren Kovarianzfunkion mit der gegebenen Funktion iibereinstimmt.
Um dies genauer untersuchen zu konnen, erweisen sich die isonormalen Prozesse als
sehr hilfreich, die wir im folgenden Kapitel einfithren. Als Hauptresultat erhalten wir
in diesem Abschnitt die Existenz von isonormalen Prozessen auf separablen Hilbertriu-
men. Daraus bekommen wir dann eine Anleitung zur Konstruktion eines Gaufsschen
Prozesses auf L*[0, 1].

3.1. Eigenschaften isonormaler Prozesse

Definition 3.1.1. (H-isonormaler Prozess)
Sei H ein Hilbertraum und (2, X, P) ein W-Raum. Ein H-isonormaler Prozess auf €2
ist eine Abbildung W : H — L*(Q2) mit

1. Fir jedes h € H ist W(h) eine Gaufische Zufallsvariable

2. Fiir alle hl,hQ cH ngt <W(h1>,W(h2)> = <h1,h2>

Bemerkung. Fiir einen H-isonormalen Prozess W gilt nach Definition des Skalarpro-
dukts auf L*(Q2), dass (W(hy), W(hs2)) = EW(h;)W(hs).

Lemma 3.1.2. Sei H ein Hilbertraum und W ein H-isonormaler Prozess. Dann ist W
linear und isometrisch.
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Beweis. Folgt direkt aus Lemma A.1.5. [

3.2. Existenz eines isonormalen Prozesses

Im ersten Teil des Kapitels wurden isonormale Prozesse definiert und deren Linearitét
und Isometrie beobachtet. Dennoch ist es noch nicht klar, auf welchen Rdumen es
isonormale Prozesse iiberhaupt gibt. Wir zeigen nun, dass fiir separables H ein H-
isonormaler Prozess existiert.

Satz 3.2.1. (Ezistenz H-isonormaler Prozesse)
Ist H ein separabler Hilbertraum, so gibt es einen H-isonormalen Prozess.

Beweis. Nach der Bemerkung zu Satz 2.1.2 gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum der-
art, dass auf ihm eine Folge von unabhéngigen, N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen exis-
tiert. Seien nun (€2, A, P) ein solcher Wahrscheinlichkeitsraum und (7, ),en eine solche
Folge und sei (e, )nen eine Orthonormalbasis von H. Es sei im Folgenden W(h) durch

W(h) := ", Vn (h,e,) definiert.
Beh.1: W(h) € L2(Q)

Sei h € H beliebig und Wi(h) :== ¢ _ 7, (h,e,) € L*(Q). Wir zeigen, dass Wj, eine
Cauchy-Folge in L?(€2) bildet. Sei also & > 0 beliebig. Da (e,)nen eine Orthonormalba-
sis von H bildet, gilt nach der Besselschen Ungleichung Y |(h,e,)|* < ||h|*. Folglich
existiert ein N € N so, dass fiir alle p € N gilt:

N+p

S I, en)? <2
n=N

Da die 7, unabhéngig und N (0, 1)-verteilt sind, folgt aufserdem mit Lemma 1.2.3

Vi) = Evive = BB = dj
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Damit ergibt sich aber fiir NV, p wie oben

N+p

Z Tn <h7 6n>

n=N+1

Wasp(h) = W (B)II7 =

L2

:< Z Yo (B, €n) Z ’Ym(haem>>

n=N+1 m=N-+1
N+p

= Z |h en 'Vm’Yn>

n=N-+1
N+p

= 3 lfhea)?

n=N+1
<eg

Es ist also Wy(h) Cauchy-Folge in L*(Q2) und aufgrund der Vollstindigkeit von L*(2)
existiert W(h) und es gilt W(h) € L*(). o

Beh.2: W(h) ist Gaufische Zufallsvariable

Die 7, sind unabhéngig und N (0, 1)-verteilt. Also folgt aus Lemma 2.1.5
k

k
=S v (hen) ~ N0, (hyen)?)

n=1

Wir wollen nun Lemma 2.1.6 anwenden und iiberpriifen daher die Voraussetzungen.

)

I

)
3,

(i) Aus dem Beweis der vorherigen Behauptung ergibt sich, dass Wi (h) in L*(
gegen W(h) konvergiert. Nach Lemma A.2.4 existiert also eine Teilfolge Wy, (h
die fast sicher gegen W(h) konvergiert. Wir bekommen nun aus Lemma A 2.
dass fiir alle f € Cy(R) gilt

lim f( )duwk ) ( /f ) dpiyy(ny ()

j‘)OO

(ii) Wir erhalten aus der Besselschen Unglelchung A1, dass 3220 (h,e,)” < |h]-
Also konvergiert die Reihe 32°°  (h, e,,).

Wir haben nun also die Voraussetzungen von Lemma 2.1.6 iiberpriift und es folgt

W(h) ~ N(O> Z <ha en>2)
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Beh.S: <W(h1),W(h2)> = <h1, h2>
Seien hq, hy € H. Es gilt (v;, ) = 6, und damit folgt:

W(h1), W(h2)) = EW(hi)V(hs)

( > i €j>) (Z Vi (2, €k>>]

= Jg{}oz (h1,€5) (ha,€5) = (ha, ha)
j=1

3

= lim E

n—o0

e}

]

Bemerkung. Nachdem wir nun wissen, dass es fiir ein Intervall I C [0, o] einen L?(I)-
isometrischen Prozess W : L*(I) — L*(Q) gibt, kénnen wir auf einfache Art und Weise
einen GauRschen Prozess X : [ — L?*(2) konstruieren.

Proposition 3.2.2. (Konstruktion eines Gauflschen Prozesses)

Sei I C [0,00] ein Intervall und sei W : L*(I) — L*(Q) ein L?*(I)-isometrischer Pro-
zess. Auferdem sei F' € C(I, L*(I)). Definiere X : [ — L*(Q) durch X = Wo F. Dann
ist X ein Gaufischer Prozess und es gilt X € C(I, L*(2)).

Beweis. Definiere X : [ — L?*(Q2) durch X = Wo F. Seien auferdem 1, ..,t, € I und
1, .., ¢, € R beliebig. Dann gilt nach der Linearitdt von W, dass

S aX(t) = aW(F(t) =W aF(t).

Da aber W(3_,_, ¢, F(t;)) nach Definition des isonormalen Prozesses Gaufsch ist, ist
auch > 7 ¢x X (tx) Gauksch. Nach Definition ist also X ein Gaufscher Prozess. Weiter-
hin ist X als Komposition der stetigen Abbildung F mit der isometrischen Abbildung
W stetig. O
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Kapitel 4.

Existenz Gaulischer Prozesse zu
gegebener Kovarianzfunktion

Dieses Kapitel kann als das Hauptkapitel der Arbeit angesehen werden. Wir wollen im
ersten Abschnitt die Begriffe formpositiv, positiv semidefinit und symmetrisch einfiih-
ren und den Zusammenhang zwischen der Kernfunktion und ihres zugehorigen Integral-
operators auf L?[0, 1] untersuchen. So erhalten wir, dass die Kernfunktion genau dann
symmetrisch und positiv semidefinit ist, wenn der zugehorige Integraloperator symme-
trisch und formpositiv ist. In Satz 4.2.1 wird gezeigt, dass es fiir jede symmetrische
und positiv semidefinite Funktion & € C([0,1]?) einen Gaufkschen Prozess (X (£))ieo1)
mit Kovarianzfunktion k gibt. Es sei darauf hingeweisen, dass man zum Beweis dieses
Satzes den Satz von Mercer benétigt, der in Anhang B aufgefiihrt und bewiesen wird.

4.1. Zusammenhang von Kernfunktion und
Integraloperator

Um die Existenz von Gaufsschen Prozessen zu gegebener Kovarianzfunktion untersuchen
zu konnen, miissen wir zunéchst mehr {iber den Zusammenhang von Kernfunktion und
Integraloperator wissen.

Definition 4.1.1. (positiv semidefinit)
Eine Funktion k : A2 — R mit A C R heifit positiv semidefinit, falls fiir beliebige
ai, .., a, € R und fir beliebige tq, .., t,, € A gilt:

Z aiajk(ti,tj) Z 0

4,j=1
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Bemerkung. Ublicherweise heift eine Funktion k positiv, falls & > 0 gilt. Wie die
folgenden Beispiele zeigen, sind die Begriffe positiv und positiv semidefinit unabhéngig.

Beispiel. Sei f: R — R eine beliebige Funktion. Definiere
k:R*— R,k(s,t) = f(s)f(t).
Dann ist k£ positiv semidefinit, denn fir aq, .., a,, € R sowie t,..,t,, € R gilt:

k(tl,t1> k(tl,tm) aq

m
Z k(ti, t;) = (a1, .., am)

f)ft) - ft)f(tm) a
= (a1, .., apm) : g : :

Fta)f(t) - Fta)f ()] \am

f
f(tl) ax
= (alv"vam) (f(tl)vvf(tm))

<((l1, 2 m)7 (f(tl)v ) f(tm»?
0

v

Allerdings gilt fiir f(z) = z, dass k(—1,1) = f(=1)f(1) = —1 < 0. k ist also nicht

positiv.

Beispiel. Sei k(s,t) := |s — t|. Dann ist k positiv. Allerdings ist fiir a; :=t; := 1 und
ag ‘= t2 =—1

Z aiajk(ti t;) = (1 =1+ (=D(D)] = 1 = 1 + () (=11 = (=1)|

i,7=1

+(=DED[-1= (=) =-4<0
Also ist k nicht positiv semidefinit.

Definition 4.1.2. (symmetrische Funktion)
Eine Funktion k : A2 — R mit A C R heifit symmetrisch, falls fiir alle s,t € A gilt

k(s,t) =k(t,s)

Satz 4.1.3. Sei (X (1))cjo,1) ein Gaufscher Prozess. Dann ist die Kovarianzfunktion k
symmetrisch und positiv semidefinit.

30



Beweis.
Beh.1: Die Kovarianzfunktion k ist symmetrisch.
Seien s,t € [0, 1] beliebig. Dann gilt

k(s,t) = EX(s)X(t) = EX(t)X(s) = k(t, s)

Beh.2: Die Kovarianzfunktion k ist positiv semidefinit.

Seien ty,...,t, € [0,1] und aq,...,a, € R beliebig. Aus den Rechenregeln fiir Varianz
und Kovarianz sowie der Tatsache, dass EX (t;) = 0 fir j = 1, ..., n, folgt

Z aiajk(ti, tj> = Z CLl'CLjE (X(tZ>X<tJ))
ij=1 ij=1
= a;a; Cov (X(t;), X(t;))
ij=1
= Var (Z GZX(tZ)>
i=1
>0
Also ist £k positiv semidefinit. o
O

Definition 4.1.4. (symmetrischer Operator)
Ein linearer Operator () : H — H eines Hilbertraumes H heif$t symmetrisch, falls fir
alle f,g € H gqilt:

(Qf,9) = (f,Qg)

Satz 4.1.5. Sei k € C([0,1]?). Dann ist k genau dann symmetrisch, wenn der zugehd-
rige Integraloperator

Qn - L2(0,1]) = L2([0, 1)), Qulf) := / k(- 0 £(0)dt

symmetrisch ist.
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Beweis.

Beh.1: Sei k symmetrisch. Dann ist Q. symmetrisch.

Seien f,g € L*([0,1]). Dann gilt durch die Symmetrie von & und nach dem Satz von
Fubini:
/ o(f
—/ </ k(s, t)f(t)dt) g(s)ds
01 01
:/ </ k(s,t)g(s)ds) f(t)dt
0 0

- [ ([ v ><>ds)f<t>dt
/f )Qk(g

= (f,Qk(9))
Also folgt die Behauptung. o

Beh.2: Sei Qy symmetrisch. Dann ist k symmetrisch

Definiere A : [0, 1] — R durch h(s,t) = k(s,t) —k(t, s). Dann gilt wegen der Symmetrie
von @}, fiir beliebige f,g € L*[0,1]

0=(Qwf,9) — (f,Qrg)

// (5.1)f dtds—//f k(t, $)g(s)dsdt
_ / / (k(s,1) — k(t, $)) f (D) g(s)dtds
// (s,t)f(t)g(s)dtds

Angenommen es existieren x,y € [0,1] derart, dass h(z,y) > 0. Dann gibt es ein
e > 0 mit h(z,y) > . Da nun h stetig ist, existieren Intervalle I,J C [0,1] mit
xel,ye J|I| >0,|J] >0und h(s,t) > ¢ fir alle s € I,t € J. Dann gilt aber fiir die
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Funktionen f :=1; € L?[0,1] und ¢ := 1; € L?[0, 1], dass

// (5,1)f dtds—// (5, 1) 11 (8)1s(s)dtds

> el|1||J]
>0

Das ist aber ein Widerspruch. Analog kann man zeigen, dass h(s,t) < 0 nicht moglich
ist. Also ist A = 0 und damit k(s,t) = k(t, s) fir alle s, ¢ € [0, 1]. o
O

Definition 4.1.6. (formpositiver Operator)
Ein linearer Operator (Q : H — H eines reellen Hilbertraumes H heifst formpositiv,
falls fir alle f € H gilt:

(Qf, f) >0

Satz 4.1.7. Sei k € C([0,1]*). Dann ist k genau dann positiv semidefinit, wenn der
zugehorige Integraloperator

Qn - L2(0, 1)) = L2([0, 1)), Qulf) := / K( (1)t

formpositiv ist.

Beweis. Sei zunéchst k positiv semidefinit. Wir zeigen, dass dann @ formpositiv ist.

Beh.1: Fir f € C([0,1)) gilt (Qu(f), f) > 0

Sei f € C([0,1]). Es gilt (Qw(f fo fo k(s,t)f(t)f(s)dsdt. Sei nun 0 = s5 <
.. < s, = 1 eine Partition von [O 1] Setze l; = (s;, Si— ) Sei aullerdem 7; € [; eine
Stiitzstelle. Dann ist (I;x[;); ; eine Zerlegung von [0, 1] x [0, 1] und (r;, ;) eine Stiitzstelle
in (I; x 1;); ;. Da nun k und f stetig sind, ist g(s,t) := k(s,t)f(s)f(t) stetig und damit
Riemann-integrierbar. Es gilt also nach der Definition des Riemann-Integrals, dass

// (s, ) f(t)f(s)dsdt = lim an,rj ) f () 1)1 ]

[1ix1;]—0 <
Setzt man a; := f(r;)|l;| und a; := f(r;)|l;| so gilt

Zk ri ) F) F G = k(ri,rj)asa; > 0,

i?j
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da k positiv semidefinit ist. Es folgt also

(Qr(f), fYy=lim Zk (riyr;) f(r:) f(r)]GL] > 0.

[lix1;]—0

Beh.2: Fiir f € L*([0,1]) gilt (Qx(f), f) >0

Nach Lemma A.1.6 ist Q : L*([0,1]) — L*([0,1]) stetig und nach Lemma A.1.2 ist
damit  : L2([0,1]) — R, h(g) = (Qx(g), g) stetig. Nach [Wer(7, Satz 1.2.12] ist C([0, 1])
dicht in L*([0,1]). Fiir f € L?([0,1]) existiert also eine Folge (f)nen € C([0,1]) mit
lim, o fn = f in L% Aus der Stetigkeit von h folgt dann:

Q). £) = h(f) = h(lim. fu) = lim h(f,) = lim (Qi(fu), fu) > 0

Es folgt also, dass @)y formpositiv ist.

Beh.3: Sei Q) formpositiv. Dann ist k positiv semidefinit.

Q. ist formpositiv, also gilt (Qrf, f) > 0 fiir alle f € L?[0,1]. Seien ty,...,t,, € [0, 1],
ai,...,a, € R sowie € > 0 beliebig. Sei auferdem 0 = sy < s1 < ... < s, = 1 eine
Zerlegung von [0,1] mit |s; — s;_1| = %. Definiere S := {[s;,5;1] : i = 1,...,n}. Da k
gleichméfig stetig ist, kann nun n so grofs gewéhlt werden, dass |k(s,t) — k(s',t')| < e,
falls 5,5 € I € Sund t,t' € J € S gilt. Fiir ¢; wihle nun I; € S so, dass t; € I;. Es sei
nun f:= 27:1 na;l;,. Dann ist f € L?[0,1] und damit gilt nach Voraussetzung

0 <A(Qxf, f)

/ / (5, 4) F (1) f(s)dtds
_ /0 /0 k(s, 1) (Znaﬂdt)) (énajhj(s)) dtds

/ / s, t)n ala]dtds

= Z / / s, t)yn’a;a;dtds + Z a;a;k(t;,t;) Z aiajk(ti,t;)

4,j=1 1,j=1 4,j=1

zgl
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m

= Z a;a;k(t;,t;) + Z / / s, t)n aza]dtds — / / (ti,t;)n azajdtds

i,j=1 t,j=1

< Z aajk(t, t;) + Z / / In*a;a; (k(s,t) — k(t;, t;))|dtds
1,7=1 t,j=1

=Y awagk(ti b)) + Z 2|azaj|//|k (s,t) — k(t;, t,)|dtds
2,7=1 4,j=1

<Y aiaik(tit; +Z Q\azaﬂe
2,7=1 i,7=1

= Z k(ti t;) +¢ Z\alajl
i,7=1 i,7=1

Da nun aber € beliebig gewéhlt wurde, folgt > " i1 @iagk(ti t;) > 0, also ist k positiv
semidefinit. o

]

4.2. Existenz Gaullscher Prozess

Mit Satz 4.1.3 haben wir gezeigt, dass eine Funktion notwendigerweise symmetrisch und
positiv semidefinit sein muss, um Kovarianzfunktion eines Gaufsschen Prozesses zu sein.
Dass diese Eigenschaften fiir stetige Funktionen auch hinreichend sind, ist Bestandteil
des néchsten Satzes.

Satz 4.2.1. Sei k € C([0,1]%) symmetrisch und positiv semidefinit. Dann existiert ein
Gaufscher Prozess (X (t))icpo) mit Kovarianzfunktion k.

Beweis. Nach dem Satz von Mercer existiert eine Folge (A, )nen € (2 und eine Folge von
zugehorigen Eigenvektoren (e,),ex C C([0,1]), die ein Orthonormalsystem in L*(]0, 1])
bilden, so dass k(s,t) = >_7° Anen(s)en(t) gilt und die Reihe gleichméfig konvergiert.
Definiere nun

F:[0,1] = L*([0,1]), F Z\/_en

Zunichst einmal muss gezeigt werden, dass F wirklich nach L?[0, 1] abbildet.
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Beh.1: F(t) € L0, 1)) und [ F(1)][2: = S5 Aveat)?

Es gilt nach dem Satz von Mercer, dass > " A\ye,(t)? = k(t, ) < 0o , da k € C([0,1]?).
Also ist v/ Anen(t) € 2 und die Behauptung folgt direkt aus Lemma A.1.4. o

Beh.2: Fir s,t € [0,1] gilt

|F(s) — F(t)|3, = ZA en(s) — en(t)])? = k(s, s) — 2k(s, t) + k(t, 1)

Nach dem Satz von Mercer gilt

3" Malea(s) — ealt ZA en(s)” = 2en(s)en(t) + en(t)’]
= Z)\nen 22)\ €n €n + Z)\ en

= k(s,s) — Qk(s,t) + k(t,t)

Also folgt, dass (v An[en(s) — en(t)]) € 2. Damit gilt nach Lemma A.1.4

2

17 (s) = O = |3 vV Awea()en = 3 vAwea(t)e

L2
2

— Z Vlen(s) = en(t)]en
Z — en(t)]?

n=1

= (s, s) — 2k(s,t) + k(t.1)

L2

Beh.3: F e C([0,1], L2[0, 1))

Sei t € [0, 1] fest. Dann gilt fiir s € [0, 1] nach Behauptung 2:

1F(s) = F(t)ll72 = k(s,s) — 2k(s, 1) + k(. 1)
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Sei € > 0 beliebig. Da k stetig ist, existiert ein § > 0, so dass fiir (z1,79) € R? mit
(21, 22) — (t,1))|| < 6 folgt, dass [k(w1,22) —k(t,t)| < 5. Sei nun s € R mit [s 1| < %.
Dann gilt [|(s,t) — (¢,t)]| < ||(s,s) — (¢, t)]| < 6. Es gilt also

IF(s) = F(t)[|72 = k(s, s) — 2k(s, 1) + k(t, 1)
< |k(s,s) — k(s,t)] + |k(t, t) — k(s,t)]
< |k(s,s) — k(t,t)| + |k(t,t) — k(s,t)| + |k(t,t) — k(s,t)]

cE,e ¢
3 3 3
=¢
Somit ist F' in ¢ stetig und da t beliebig in [0, 1] war, ist F' insgesamt stetig. o

Behd: (F(), (1) = 522, Mea(s)enlt) = (s, 1)
Fiir r € [0, 1] setze F,(r) :== Y.} \/Aje;(r)e;. Dann ist F,(r) € L*([0,1]) Vn € N und es

gilt lim,, o F,(r) = F(r). Mit der Stetigkeit des Skalarprodukts und der Orthogonalitét
von (e, )nen folgt dann:

(F(s), F(t)) = lim (F,(s), Fu(t))

:nh—>nolo i F.(s)(z)F,(t)(x)dx
~ lim [ (Z mexs)ej(x)) (Z mej@ej(x)) i

n—oo

= lim (Z \/)\_iei(s)ei(:v)\/)\_jej(t)ej(x)) dx

ij=1

= Jm i (\/)‘_i\/)‘—jei(s)ej(t) /01 €z(9c)ej(:c)d:c>

4,j=1

= 7}1_5202 Ajej(s)e;(t) = Z Ajej(s)e;(t) = k(s t)
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Beh.5: Es existiert ein Gaupscher Prozess X (t)ico,1) mit der Kovarianzfunktion k.

Sei W ein L*([0, 1])-isonormaler Prozess, der nach Satz 3.2.1 existiert. Man definiere
nun X := W o F. Dann folgt aus Proposition 3.2.2, dass X ein Gaufscher Prozess ist,
da F € C([0,1], L?[0,1]) gilt. AuRerdem ist W isonormal und X Gaufsch, folglich gilt
fiir die Kovarianzfunktion von X:

X(s)X ()

Cov(X(s), X(t)) = EX(s) X (t) — EX (s)EX (t) = )
= (F (),F(t)>

= ((Wo F)(s), Wo F)(t))

Z = k(s, 1)

@)
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Kapitel 5.

Beispiele Gaullscher Prozesse

In diesem Kapitel wird mithilfe von Satz 4.2.1 die Existenz der gebrochenene Brown-
schen Bewegungen gezeigt. Im Besonderen gehen wir dann auf den Spezialfall Brown-
sche Bewegung ein und zeigen die Existenz einer Version mit stetigen Pfaden. Das
geschieht mit dem Satz von Kolmogorov, der davor bewiesen wird. Die Brownsche Be-
wegung gilt als das wichtigste Beispiel eines Gaufsschen Prozesses und findet zahlreiche
Anwendungen in der Finanzmathematik, wie z.B. im Black-Scholes-Modell zur Berech-
nung von Optionspreisen.

5.1. Gebrochene Brownsche Bewegung

Definition 5.1.1. (Gebrochene Brownsche Bewegung)
Sei (X (t))ieo, ein Gaufscher Prozess mit Kovarianzfunktion k, die gegeben ist durch

k(s t) = 5 ([t + [s* — [t = s[*")

N | —

mit H € (0,1). Dann heifit (X(t))icp, eine gebrochene Brownsche Bewegung mit
Hurst-Parameter H.

Satz 5.1.2. (Existenz gebrochenen Brownsche Bewegung)
Fiir alle H € (0,1) existiert eine gebrochenen Brownsche Bewegung X : [0,1] — L?*(£2)
mat Hurst-Parameter H.

Beweis. Wir wenden fiir den Beweis Satz 4.2.1 an. Die Kovarianzfunktion einer ge-
brochenen Brownschen Bewegung mit Hurst-Parameter H ist nach Definition gegeben
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durch

1
B(s 1) = 5 (P + 157 — |t — s21)
Offensichtlich ist & symmetrisch und stetig. Es ist noch zu zeigen, dass k positiv semi-
definit ist. Seien dazu ty,--- ,t, € [0,1] mit t; < --- <, und ay, -+, a, € R beliebig.
Dann gilt
Z aiak(ti,tg) Z o ([ + [t =t —15*)
ij=1 ij=1
1< 1 <
=5 2 (o (6l [15P")) = 5 D7 (ot — 1)
i,j=1 tj=1
1 & 1 —
Z 5 Z (OéiOéj max{\tiIQH, ’tj|2H}) — 5 Z (OéiOéj’ti - tj|2H)
ij=1 ',j—l

1 & o\ 1
5 > (cwoy max {Itl, 1) = 5 Z (st = £5*)

ij=1 =1

= % > (gt — ;) - Z (cvijt; — ;)

3,j=1 j=1

V
[\3“_.

I
o

]

Bemerkung. Wir haben mit dem letzten Satz also die Existenz einer ganzen Fami-
lie von Gaufischen Prozessen, namlichen den gebrochenen Brownschen Bewegungen,
gezeigt. Wir wollen uns nun auf den Spezialfall Brownsche Bewegung konzentrieren.
Dass es sich dabei wirklich um nur um einen Spezialfall handelt, wird allerdings erst
im Beweis von Satz 5.2.4 deutlich.

5.2. Brownsche Bewegung

Definition 5.2.1. (Brownsche Bewegung)
Ein reellwertiger stochastischer Prozess B = (B(t))icp,) heift Brownsche Bewegunyg,
falls gult:

1. B(0) =0 fast sicher
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2. B hat unabhdngige Zuwdichse

3. B(t)— B(s)~N((0,t—s) Y0<s<t<l1

Bemerkung. Aus der Definition ldsst sich sofort schlieften, dass fiir eine Brownsche
Bewegung (B)scjo,1) immer B(t) ~ N(0,t) gilt.

Lemma 5.2.2. Eine Brownsche Bewegung ist ein Gaujf$scher Prozess.

Beweis. Seien ty,--- ,t, € [0,1] mit t; < --- < t, und oy, -, @, € R beliebig. Setze
aufserdem g := o := 0. Dann ist nach Definition B(t;) — B(t;—1) ~ N(0,¢; — t;_1),
also Gaufssche Zufallsvariable fiir j = 1,...,n. Da B(t;) — B(to), -+ , B(t,) — B(tn-1)
unabhéngig sind, folgt nach Lemma 2.1.5

Z a;B(t;) = Z a; B(t;)

— Z (043' ZB(tk) — B(tk1)> + ZajB(tO)

Z (Z ar(B(t;) — B(tj—l))) + ZajB(O)

k=j

n n 2
N O, Z < O./k> (t] - tj—l)
k=j

Jj=1

2

Beachte hierbei, dass ) 7, a;B(0) fast sicher 0 ist und daher die Verteilung nicht
beeinflusst. Es ist also (B(t1),---, B(t,)) ein Gaukscher Vektor und daraus folgt die
Behauptung. ]

Satz 5.2.3. Ein Gaufscher Prozess (B(t))icjo,1) ist eine Brownsche Bewegung genau
dann, wenn die Kovarianzfunktion k gegeben ist durch

k(s,t) = min{s,t}.

Beweis. Sei (B(t)):cjo,1) eine Brownsche Bewegung und seinen s,t € [0,1] mit s < ¢.
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Dann gilt wegen E[B(t) — B(s)] = 0 und der Unabhéngigkeit der Zuwéchse

E[B(s)B(t)] = E[(B(t) — B(s) + B(s))B(s)]
=E[(B(t) — B(s))B(s)] + E[B(s)B(s)]
=E[(B(t) — B(s))(B(s) — B(0))] + Var B(s)
= E[B(t) — B(s)|E[B(s) — B(0)] + s

Es folgt also, dass k(s,t) = EB(s)B(t) = min{s, t} fiir alle s,t € [0, 1].
Sei nun (B(t))epo,] ein Gaukscher Prozess mit Kovarianzfunktion k(s,t) = min {s,¢}.
1. Es gilt EB(0) = 0, da B ein Gaufsscher Prozess und damit B(0) eine Gaufsche

Zufallsvariable ist. Weiter gilt Var B(0) = EB(0)B(0) = k(0,0) = 0. Daraus folgt
nach Lemma 1.1.8, dass B(0) = 0 fast sicher.

2. Seien tl, - tn €10, 1] mit ¢ < - n. Dann ist nach Definition
(B(t1), -, B(t n)) ein Gaufsscher Vektor Nun ist aber der Vektor
(B(ta) — ( 1), ,B(t,) — B(t,—1)) eine lineare Transformation von
(B(t1),---,B(t )), also nach Lemma 2.2.2 ebenfalls ein Gauftscher Vektor. Fiir

i,j € {2 -,n}, i # j, und 0.B.d.A i > j, gilt nach Lemma 1.1.6

Cov [B(t:) — B(ti-1), B(t;) — B(t;-1)]
= Cov[B(t:), B(t;)] = Cov[B(ti-1), B(L;)]
— Cov[B(t:), B(tj-1)] + Cov[B(ti-1), B(t;-1)]
= EB(t:)B(t;) = EB(ti1)B(t;) — EB(t:) B(tj1) + EB(ti1) B(t;1)
=min {¢;,t;} —min {t;,_1,¢;} —min {¢;,¢;_1 } +min {t,1,t;_1}
=t —t —t g+t
—0

Also sind die Zufallsvariablen (B(ty) — B(ty),- -+, B(t,) — B(t,—1) paarweise un-
korrelliert und damit nach Satz 2.2.4 unabhéngig.

3. Seien s,t € [0,1] mit s < ¢. Dann ist B(t) — B(s) eine Gaufsche Zufallsvariable

42



und damit E[B(t) — B(s)] = 0. Aufserdem gilt

Var(B(t) — B(s)) = E(B(t) — B(s))?
=EB(t)* — 2EB(t)B(s) + EB(s)?
= k(t,t) — 2k(t,s) + k(s,s)
=t—2s5+s

=t—35

Daraus folgt aber, dass B(t) — B(s) ~ N(0,t — s).

Satz 5.2.4. Die Brownsche Bewequng existiert.

Beweis. Nach Satz 5.2.3 ist die Kovarianzfunktion k£ der Brownschen Bewegung gegeben
durch

(s, £) = min {s,£} = £ (1] +]s] — |t — 5]

Eine Brownsche Bewegung ist also eine gebrochenen Brownsche Bewegung mit Hurst-
Parameter % Aus Satz 5.1.2 folgt dann aber die Existenz der Brownschen Bewegung.

[]

5.3. Satz von Kolmogorov

Wir haben im letzten Abschnitt also gesehen, dass die Brownsche Bewegung existiert.
Nun beweisen wir noch die Existenz einer Version mit Holder-stetigen Pfaden. Um
diese Eigenschaft zu zeigen, benotigen wir aber zunéchst einen wichtigen Satz aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie, den Satz von Kolmogorov. Es sei darauf hingewiesen, dass
sich dessen Beweis am Beweis von [Kal06|, Theorem 3.23. orientiert.

Definition 5.3.1. (Version)
Sei X = (X(t))icp,1) ein reellwertiger Prozess. Wir sagen, dass ein Prozess Y eine
Version von X ist, falls firt € [0,1] gilt, dass X (t) = Y (t) fast tiberall.

Satz 5.3.2. (Kolmogorov)
Sei X = (X(t))iepo,1) ein reellwertiger Prozess. Es gebe reelle Zahlen o, 3 > 0 und C' > 0
mit

E|X(s)— X(t)|* < Cls—t|'""" Vs, te0,1].
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Dann besitzt der Prozess X fiir alle 0 < § < g eine Version Y, deren Pfade Holder-stetig
der Ordnung 0 sind.

Beweis. Sei 0 < § < g beliebig, aber fest. Definiere fiir n € N die Zufallsvariable Y,

durch ' .
x (L) - x (2=t
AL n

Y, ;= max
0<j<2n:jEN

Beh.1: Es gilt E(>-7°(2°"Y;)%) < <.

Es gilt nach Voraussetzung

. _1 o
IEYn“:]E{max X(i)—X<] H
0<j<2n AL AL
| (7 -1\
<EY |x (L) -x
<=2 (5) > (%)

j=1
N e
= £ on on

J:
— Cz—n(l—‘rﬁ) 2n
=2

Aus dieser Abschitzung und dem Satz von Beppo-Levi folgt
(9] k k
on o . on o 7 on a
E;(Z Y,)* = Elim ;(2 Y,)® = 11]£nE;(2 Y,,)

k 00
_ hI?l Z 25naEYna < Z 25710402—571
n=1 n=1

o0
=C 22(5‘1’5)” < 00

n=1
denn dor — f < 0 und damit 2% < 1. o

Beh.2: Y 7°(2°"Y,,)® konvergiert fast sicher.
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Sei B C Q die Menge auf der >.7°(2°"Y,,)* nicht konvergiert. Dann ist B nach Lemma
A.2.7 messbar. Wir nehmen an, dass Y ;°(2°"Y,,)® nicht fast sicher konvergiert. Dann
ist P(B) > 0. Aus der Positivitit der Summanden folgt >"7°(2°"Y,,(w))® = oo fiir alle
w € B. Dann gilt aber:

EZ(26nYn)a — / [2(26nYn)a dP > / [2(25nYn)a dP = oo
n=1 Q [n=1 B | n=1
da P(B) > 0. Das widerspricht aber der Behauptung 1. o

Im weiteren Beweis sei A C ) definiert als
A={we:ICWw)eR VneN:Y,(w) <C(w)27"}
Beh.3: A ist messbar.

Esist A={weQ:3C(w) e R Vne N: ’;’1(;:3 < C(w). Dann ist A aber messbar
nach Lemma A.2.8. o

Beh.4: Fiir fast alle w € Q) existiert ein C(w), so dass Yy, (w) < C(w)27°" fiir allen € N

Es ist zu zeigen, dass P(A) = 1. Angenommen P(A) < 1, dann ist P(A¢) > 0. Sei nun
w € A°. Dann gilt fiir alle K, dass Y;,(w) > K27°" fiir unendlich viele n € N, denn sonst
setze K := 14+max{ g"_((;“,’l) 1 Yy, (w) > 27"}, Also folgt insbesondere, dass (Y;,(w)2°")* > 1

unendlich oft. Daraus wiirde aber die Divergenz der Reihe > °(V,(w)2°")® fiir alle
w € A folgen, was im Widerspruch zur fast sicheren Konvergenz dieser Reihe steht. o

Sei nun fur k£ € N:

Dk = {%:jzo,...ﬂkl}und D= UDk
kelN

Weiterhin sei die Zufallsvariable Z : Q — R definiert durch
Z = sup {\s 70X (s) = X(t)| st € D, s £ t}

Beh.5: Z ist fast diberall endlich
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Sei w € A. Dann gilt mit Behauptung 4:

Z(w) :sup{|s—t\_5 | X (s,w) — X(t,w)|:s,t € D,s #t}

= sup {sup {Is — |70 X (s,w) — X(t,w)| : s,t € D,27F < |s —t| < 2_(k_1)}}
kEN

Sspd 22 YV 0)
kEN =

<sup{ 223" Cw)2 ™
{ 2 0

=supy 2 C(w)2~no+kd
{ 20w

= sup 1 2 C'(w)2~ (ntk—1)5+ks
{ 2 O

= sup 2 Clw 27(7171)5
ke]N{ ; ( )

23" Ol

n=1
< 00

Es folgt also Z(w) < oo fiir alle w € A und da nach Behauptung 4 P(A) = 1 gilt, folgt
Behauptung 5. o

Es muss noch (*) gezeigt werden. Dies geschieht mit den folgenden beiden Behauptun-
gen.

Beh.6: Seit € D und (t,)nen C [0,1] eine Folge mit t, € D,. Es gelte t,, < t und
t —t, < 27" fir alle n € N. Dann ist lim,, X (t,,w) = X(t,w) fir allew € A

Sei t € D. Dann gibt es j,k € Ny, so dasst:;—;. FﬁrtnzzinEDn mit ¢, <t und
t —t, < 27" ergibt sich
< ] i_j2"—z’2k<_n1 <]l ion _ ok < ok
O_t_tn_?_ﬁ_W_Q aso()_ —]2 — 12 _2
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Sei nun w € A. Dann lésst sich mit der Teleskopsumme und der Behauptung 4 schlieffen

¥ 1
| X (t,w) — X(t,,w)| = ’X <2—k,w) - X (2—n,w>’
-1 ) .
2k +m+1 i2k +m
- Z {X< ok-+n ’w> _X( Ok-+n ’w>}
m=0
-1 ) )
i2F4+m+1 i2k +m
SZ {X< 9k-+n ’w> _X( 9k-+n ’w)}
m=0
I—
< ZYnJrk

< Z C 5(k+n

— C(w)2k(1—5)2—n5

Daraus folgt

lim [ X (t,w) — X (tp,w)| < lim C(w)2k<1_5)2—”5 _ 0

n—o0 n—oo

und somit die Behauptung. o

Beh.7: Seien s,t € D mit |s —t| < 27%. Dann ist

X (s,0) = X(t,w)] <2 V()
n>k
fiir alle w € A.
Seien s,t € D mit |s —t| < 27% und w € A. Fiir n > k setzen wir

t,:=sup{r € D, :r <t}. Dann gilt t,, <t und t —t,, < 27". Es folgt aus Behauptung
6, dass lim,, X (t,,w) = X (t,w). Als Teleskopsumme geschrieben ergibt sich:

X(t,w) = lim X(¢;,w)

j—}OO

_jlggo (ZX b1, W) — X(tn,w)>+X(tk,w)

—X tk, +Z n—i—la X(tnvw))

n>k
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Offensichtlich ist (¢,.1 — {O 2~ (n+1) } Fir ¢, = 2n folgt daraus und der Definition
von Y,

1 J
| X (tht1, w) — X(th,w)| < ’X( + 2n+1,w> - X (Q—H,w)
27 +1
()
< Yo (w)
Analog folgt fiir s, :=sup{r € D, : r < s}, dass

X(s,w) = X(sg,w) + Z (Snt1,w) — X (8p, w))

n>k

und

[ X ($nt1,w) = X (80, w)| < Yya(w)
Es ergibt sich dann mit der Dreiecksungleichung:

| X (t,w) — X(s,w)| =

X(te, w) — X (sp, w +Z (tni1,w) — X(t, w)) _Z(X(SnJrlvw) — X (5n,w))| <

n>k n>k
’X(tk, ) Sk‘u ‘ +Z| n+17 tnyw | +Z‘ Sn+17 X(SﬂJw))’
n>k n>k
< X (tryw) = X(sp,w)[ +2) Vi (w)
n>k

Aus |s — ¢| < 27" folgt nun |s; — t;| € {0,27%}, also ist
| X (L, w) — X (s, w)| < Vi(w) < 2Yi(w)
Zusammmengesetzt ergibt sich also

X (tw) = X(5,w)] < X (b @) = X (s, 0)] +2 3 Vs ()

< QZYn(w) :

n>k

Dies ist aber gerade die Behauptung. o
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Fiir alle w € A und fiir alle s,t € D gilt nach Behauptung 5
X (s,w) — X(t,w)] < Z(w)[s —t|°

d.h. die Abbildung t — X(t,w) fir t € D ist 6-Holder-stetig. Da D dicht in [0, 1]
ist, gibt es eine eindeutige §-Holder-stetige Fortsetzung Y (¢,w) auf [0, 1] nach Lemma
A.1.13. Fiir w ¢ A definiere Y (t,w) := 0 fur alle ¢ € [0, 1].

Beh.8: Der Prozess Y = (Y (t)):cio,1) hat §-Hélder-stetige Pfade.

Nach Konstruktion von Y ist Y(-,w) fir w € A o-Holder-stetig und fir w ¢ A als
konstante Funktion auch d-Holder-stetig. o

Beh.9: 'Y ist Version von X.

Seit ¢t € [0, 1] beliebig und sei (¢,)nen C D eine Folge mit lim,, ¢, = ¢t. Dann gilt nach
Voraussetzung, dass

lim E | X (t,) — X(#)|* < lim Ct, — ¢/ = 0.
n—oo n—oo
Nach Lemma A.2.4 existiert dann eine Teilfolge (¢, )ken von (t,)nen mit limy X (¢,,) =
X (t) fast sicher. Es gibt also eine Menge B C Q mit P(B) = 1 und limy X (¢,,,w) =
X(t,w) fur alle w € B. Desweiteren ist nach Konstruktion von Y limy X (¢, ,w) =
Y(t,w) fiir alle w € A. Also gilt X(t,w) = Y(t,w) fiir alle w € AN B. Da aber
P(AN B) =1 gilt, folgt Y (t) = X(¢) fast tiberall. Das heifit Y ist Version von X. o
[

Bemerkung. Wir wollen den eben bewiesenen Satz nun auf die gebrochenen Brown-
schen Bewegungen anwenden und die Existenz einer Version mit Holder-stetigen Pfaden
zeigen.

Satz 5.3.3. Sei X eine gebrochene Brownsche Bewegung mit Hurst-Parameter H. Dann
besitzt X fiir 0 < H eine Version mit Holder-stetigen Pfaden der Ordnung 9.

Beweis. Wir untersuchen die Voraussetzungen des Satzes von Kolmogorov. Seien s,t €
[0,1]. Dann ist X (¢)—X (s) eine Gaufsche Zufallsvariable und damit E[X (t)—X(s)] = 0.
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Auferdem gilt

Var(X (1) — X(s)) = E(X (1) — X(s))”
=EX(t)? - 2EX (1) X (s) + EX (s)?
= k(t,t) — 2k(t,s) + k(s, s)

— % (t2H +t2H o |t —t|2H) o 2% (t2H —0—82H o |t o S|2H)

1
+5 (s + s*T — |s — s]*)
= |t —s|*#

Daraus folgt aber, dass X (t) — X(s) ~ N(0, |t — s[*). Damit gilt nach Definition der
gebrochenen Brownschen Bewegung X (t) — X (s) ~ N(0, |t — s|*") und aus Satz 2.1.4
lasst sich dann fiir £ € N beliebig schliefsen:

E [(X(t) — X(3>)2k] = (2% — )|t — S|2Hl~c

Damit erfiillt X die Vorausetzung des Satzes von Kolmogorov und es folgt, dass X eine
Version hat mit Holder-stetigen Pfaden der Ordnung 4 fiir alle § < % besitzt. Mit
k — oo ergibt sich dann aber die Behauptung. m

Bemerkung. Die Brownsche Bewegung besitzt also fiir § < % eine Version mit Holder-
stetigen Pfaden der Ordnung 9.
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Anhang A.

Hilfssatze

In diesem Kapitel sind eine Reihe von Hilfssdtzen aus der Funktionalanalysis und der
Mafstheorie bereitgestellt, die zum Grofteil als bekannt vorausgesetzt werden. Als wich-
tigste Hilfsmittel erweisen sich hierbei der Satz von Arzela-Ascoli und der Satz von
Stone-Weierstrass. Diese werden hier nicht bewiesen, die Beweise konnen aber in der
angegebenen Literatur nachgelesen werden.

A.1l. Hilfssitze der Funktionalanalysis

Satz A.1.1. (Besselsche Ungleichung und Parsevalsche Gleichung)
Seir H ein Hilbertraum und S C H ein Orthonormalsystem. Fiir x € H gilt dann:

> o)’ <z (Bessel)

e€eS

Falls S eine Orthornormalbasis von H ist, so gilt:

Z|<$a€>|2 = ||| (Parseval)

eeS

Lemma A.1.2. Sev H ein Hilbertraum sowie f,g : H — H stetige Funktionen. Dann
ist h: H— R, definiert durch h(z) = (f(x), g(x)) eine stetige Funktion.

Beweis. Seien x € H und 1 > ¢ > 0 beliebig. Da f stetig ist in z, gibt es ein 6; > 0

so, dass fiir alle y € H mit ||z — y|| < d; gilt, dass ||f(z) — f(y)|| < oD Ebenso

existiert ein d; > 0 so, dass [g(z) — g(y)|| < g7 fiir alle y € H mit [l —y|| < b,
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Definiere nun § := min{d;, d2}. Dann folgt aus der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung
fir y € H mit ||z — y|| < ¢:

|h(x) = h(y)l = [{f(z), 9(x)) — (f (), 9(y))]

< [(f(@), g(x)) — (f(x), g + [(f (). 9()) — (f(¥), 9(¥))]

< F@)Mg(@) =gl +11f (@) = FW)lllg@)]]

< [f@)g(@) — gl + [1f (@) = fF@)l (lg(w) — g(2)lllg(=)])

< @)lllg(@) =gl + 1f(x) = fF)llg(x)ll+
1 (@) = fFw)llllg(z) — g(m)l

<e

Daraus folgt aber die Stetigkeit von h. O]

Lemma A.1.3. Sei (€,)nen €in Orthonormalsystem in L*([0,1]). Dann ist (e, @€, )nen
ein Orthonormalsystem in L*([0,1]?), wobei (e, ® €,)(s,t) := en(s)en(t).

Beweis. Es gilt nach dem Satz von Fubini

(en ® en, e, ®ey) = // k(e (s)dsdt

_ /0 en(Dex(?) /0 en()en(s)dsdt

1
0
= 5nk

wobei 0, das Kronecker-Symbol bezeichnet.
Daraus folgt aber, dass (e, ® €, )nen €in Orthonormalsystem in L?([0, 1]?) ist. O

Lemma A.1.4. Sei H ein Hilbertraum und (e,)nen €in Orthonormalsystem in H. Des
weiteren sei (fn)nen € 2. Dann konvergiert x = > 07 | pney, in H und es gilt ||z]|* =

foll MZ-

Beweis. Da (u,,) € £? ist, gibt es zu einem beliebigen € > 0 ein N € N, so dass fiir alle
p € N gilt: th{; p2 < e. Dann gilt aber aufgrund des Satzes von Pythagoras

N+p

Z ,unen
n=N

N+p N+p N+4p

Z [ pnen(t €n||L2 = Z :un HenHL? = Z :un <€
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Folglich ist > " | pne, eine Cauchy-Reihe in H und somit ) 7 pipe, € H. Aukerdem
gilt mit der Stetigkeit der Norm und dem Satz von Pythagoras

2 2 2

o
E H€;
j=1

n
lim E i€ = lim
n—00 £ 1 n—00
]:

n
E yor
=1

L2 L2

n o0
. 2 2
=lim Y =3 s
=1 =1

L2

O

Lemma A.1.5. (Linearitit und Isometrie)
Seien Hy, Hy Hilbertrdume und f : Hy — Hy eine Funktion mit (f(x), f(y)) = (z,y).
Dann ist f linear und isometrisch.

Beweis.

Beh.1: f st linear

Seien o, f € R und z,y € Hy. Dann gilt:

If(cx + By) — ((aof () + BF(y)?

= (flaz + By) — (af(z) + Bf(y)), flax + By) — (af(x) + Bf(v)))

= (f(ax + By, f(ax + By)) — 2 (f(az + By, af(x) + Bf(y))
+ (af(z) + Bf(y), af(x) + Bf(y))

= (ax + By, ax + By) — 2a (ax + By, x) — 26 {ax + By, y) + o (z, 1)
+2a8 (z,y) + 5 (y, y)

=207 (z, x) + 4af (z,y) + 26 (y,y) — 208 (z,y) — 26 (y,y) — 20 (z, )
—2af (r,y)

=0

Also gilt: || f(ax + By) — (af (x) + Bf(y))| = 0 und somit
flox + By) = af(x) + Bf(y). °

Beh.2: f ist isometrisch

Fiir o € H gilt || f(2)l| = (f(2), f(2))> = ({z,2))? = |-

O
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Satz A.1.6. Sei k € L*([0,1]?). Definiere

Qu: L(0.1) > P(O.1).@uN) = [ Fa )

Dann ist Qi ein stetiger linearer Operator. Wir nennen Q. den zu k zugehdrigen Inte-
graloperator.

Beweis.

Beh.1: Qy, bildet nach L*([0,1]) ab, d.h. Qif € L?([0,1]) fiir alle f € L?([0,1])

Nach der Holderschen Ungleichung und dem Satz von Fubini folgt:

ittt = [ | [ s.0swa as< [ [ wsonsora) o
< [ ([ wisorar) ([rora)as= [ [ wis.oparasi iz

= [[ElIZ2 1 fIIZ> < o0

Beh.2: Qy ist linear

Seien f,g € L?([0,1]) und o, 8 € R beliebig. Dann gilt

(Qu(af + Bg))(s) = / K(s, D)(af(t) + Ba(t))dt

a/olk(s,t)f(t)dt+ﬁ/01k(s,t)g(t)dt
= a(Qrf)(s) + B(Qrg)(s)

Also ist @y linear. o

Beh.3: Qy st stetig

Aus dem Beweis von Behauptung 1 folgt fiir f € L?([0,1]), dass ||Qrf||< ||| 2]l f||- Da
@ linear ist, folgt daraus sofort die Stetigkeit. o
[

Satz A.1.7. Sei k € L?([0,1]?). Dann ist der zugehdrige Integraloperator
Qr : L*([0,1]) — L*([0,1]) kompakt.
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Beweis. [Wer07, Seite 67, Beispiel (c)] O

Satz A.1.8. (Satz von Arzela-Ascoli)
Sei (S,d) ein kompakter metrischer Raum, und set M C C(S) mit der Supremumsnorm
versehen. Die Teilmenge M sei beschrankt und gleichgradig stetig, d.h.

Ve>0 30>0 VeeM d(st)<d= |z(s)—=z(t)| <e

Dann ist M relativkompakt.

Beweis. [Die69, Theorem 7.5.7] O
Satz A.1.9. Sei k : [ ] — R stetig und sei Hy = C[0,1] versehen mit dem Skalar-
produkt (x,y) fo t)dt und ||-|| die vom Skalarprodukt erzeugte Norm. Dann ist

der Operator Qy, —> (C[O 1], [|*]loc) linear und stetig. Des weiteren ist Qi kompakt.

Bewezs.

Beh.1: Qy bildet nach C|[0,1] ab, d.h. Qx(f) ist stetig fir alle f € Hy

Sei f € Hy beliebig und sei K > 0 mit || f|| < K. Da k stetig und [0, 1]? kompakt ist,
folgt sofort die gleichméfige Stetigkeit von k. Sei nun € > 0 beliebig. Wahle § > 0 so,
dass gilt:

I(s,) = (/) < 6 = [k(s.8) = k(s', )| < =

Dann folgt fiir |s — s'| < 6 mit der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung;:
1

(@) = (@A =1 [ (ks t) = K ) ()

< [ = w00

< [ sisopa
<2 ( / 1f(t)2dt)é

£
=1l

<e€

Also bildet @ nach C[0,1] ab. o
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Beh.2: Q) st linear

Beweis verlduft analog zum Beweis in Satz A.1.6. o

Beh.3: Q. ist stetig.

Sei f € Hy mit ||f|| = 1. Dann gilt mit der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung
1Qkfllo = sup [(Qif)(s)]

|
s€[0,1]

= sup
s€[0,1]

< sup / ks, )£ ()]t

/01 k(s, t)f(t)dt‘

s€[0,1]

1 2
< sup ( / k(s,t>2dt) T
86[0,1] 0

< [[kllos
Daraus folgt aber sofort die Stetigkeit von Q). o

Beh.4: Q. ist kompakt

Wir zeigen die Kompaktheit von @ mit Hilfe von Satz A.1.8(Arzela-Ascoli). Es ist
nach Behauptung 1 Qx(Bp,) C C([0,1]). Aukerdem gilt nach Behauptung 3 ||Q fl|c <
k|| fur alle f € Bp,. Daraus folgt aber sofort die Beschrianktheit von Qx(Bp,). Da
also ein K > 0 mit Qx(Bp,) C Bg existiert, ldsst sich mit Hilfe von Behauptung 1
die gleichgradige Stetigkeit schliefslen. Dann ist aber nach dem Satz von Arzela-Ascoli
Qr(Bp,) relativkompakt und damit @) kompakt. o

O

Definition A.1.10. (Algebra)
Sei (E,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge C C Cy(E,K) heifst Algebra, falls

(i) 1eC
(i1) fir f,g€C sind fg€C und f+g€C
(111) fir f € C und o« € K ist (af) € C

C heifit Punkte trennend, falls es zu je zwei Punkten x,y € E mit x #y ein f € C gibt
mit f(x) # f(y).
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Fir K = C heifft C abgeschlossen beziiglich komplexer Konjugation, falls fir f € C
auch f € C.

Satz A.1.11. (Satz von Stone- Weierstrafs)

Sei E ein kompakter metrischer Raum und sei C C Cy(E,K eine Punkte trennende
Algebra. Fir K = C sei C aufSerdem abgeschlossen beziiglich der komplezen Konjugation.
Dann liegt C dicht in Cy(E,K) beziiglich der Supremumsnorm.

Proof. |Kle08, Satz 15.2] O

Definition A.1.12. (6-Hélder-Stetigkeit)
Seien (X, dx) und (Y,dy) metrische Riume und 6 € R*. Eine Funktion f : X — Y
heifst 0-Holder-stetig, falls gilt es ein C' € R™ gibt mit

dy (f(s), f(t)) < Cdx(s,t)°  Vs,te X

Bemerkung. Eine §-Holder-stetige Funktion ist gleichméfsig stetig und jede konstante
Funktion ist 6-Holder-stetig.

Lemma A.1.13. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume, (Y,dy) vollstindig,
0 € R™ und A eine dichte Teilmenge von X . Ferner sei f : A — 'Y eine §-Holder-stetige
Funktion. Dann gibt es eine eindeutige d-Hdélder-stetige Fortsetzung von f auf X .

Beweis. Es ist f d-Holder-stetig. Also existiert ein C' > 0 so, dass dy (f(s), f(t)) <
Cdx (s,t)° fiir alle s,t € A.

Beh.1: Sei (ay)nen eine konvergente Folge in X. Dann konvergiert (f(ay))nen in Y.

Sei € > 0 beliebig. Die Folge (a,) konvergiert in X, ist also ein Cauchy-Folge. Daher
existiert ein N € N so, dass fiir alle n,m > N gilt dx (an,,an) < 5%%. Dann gilt aber
durch die d-Holder-Stetigkeit fiir alle n,m > N

dy (f(an), f(am)) < Cdx(an, an)’ <e
Also ist (f(an))nen Cauchy-Folge in Y und da Y vollstidndig ist konvergiert sie auch. o

Beh.2: Seien (an)nen, (bn)nen Folgen in A mit lim,,_, a, = lim,,_, b,. Dann gilt auch

Sei ¢ > 0 beliebig. Da (a,) u
N € N so, dass dx(an,b,) <
fb

(b,) den gleichen Grenzwert besitzen, existiert ein
ns fiir
ergibt sich dann dy (f(a,),

alle n > N. Durch die J-Holder-Stetigkeit von f

nd
el
n)) < Cdx(ay,,b,)° < e fiir alle n > N. Daraus folgt aber
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die Behauptung. o
Sei nun x € X. Da A dicht in X liegt, existiert eine Folge (a,)nen in A fiir die gilt
lim,, o0 @, = . Definiere nun g(z) := lim,_, f(a,). Dann ist g nach den Behauptungen
1 und 2 wohldefiniert.

Beh.3: g ist 0-Hélder-stetig

Seien z,y € X sowie (a,), (b,) C A mit lim,_, a, = z und lim,_,, b, = y. Dann gilt
durch die J-Holder-Stetigkeit von f und Behauptung 2

dy(9(x), 9(y)) < dy(g(x), g(an)) + dy (g(an), g(bn)) + dy (9(bn), 9(y))
= dy(g(x), f(an)) + dy (f(an), f(bn)) + dy (f(bn), 9(y))
< dy(9(x), f(an)) + Cdx(an, ba)° + dy (f(bn), 9())
< dy(9(x), f(an)) + C'ldx (an, ¥) + dx(z,y) + dx(y, bn)]
+dy (f(bn), 9(y))
— Cdx(x,y)° fir n — oo
Daraus folgt aber sofort die J-Holder-Stetigkeit von g. o

Beh.4: Die Fortsetzung ist eindeutig.

Seien g und h J-Hélder-stetige Fortsetzungen von f auf X. Dann sind f und g insbeson-
dere stetig und stimmen auf einer dichten Teilmenge von X iiberein. Daraus folgt, dass

f=9 o

O

A.2. Hilfssatze der Maltheorie

Satz A.2.1. (Differentation von Parameterintegralen)
Sei f R x Q — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(a) Fir allet € R ist f(t,-) integrierbar tuber )
(b) Fir alle w € Q ist f(-,w) differenzierbar auf R

(c) Es gibt eine tber Q) integrierbare Funktion g : Q — R mit |fi(t,w)| < g(w) fir alle
(t,w) € R x Q. Dabei bezeichne f;, die partielle Ableitung von f nach t.
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Dann ist die durch das Parameterintegral

bit) = [ (6

definierte Funktion auf R differenzierbar, und es gilt

W) = [ Al

Beweis. [Els09, Satz 5.7] O

Satz A.2.2. Sei p ein endliches MafS auf (R™, B(R™)). Dann ist ju regquldr von innen,
d.h. fir alle A € B(R"™) gilt:

p(A) =sup{u(K): K C A ist kompakt}

Beweis. [Kle08, Satz 13.6] O

Lemma A.2.3. Es sei (Q,A,v) ein endlicher Mafiraum und g,,g : Q@ — R messbare
Funktionen mit zugehorigen Bildmafen u, und p. Konvergiert g, fast sicher gegen g,
so folgt fiir jedes f € Cy(R), dass

lim [ fdu, = / fdu

Beweis. [Els09, Satz 4.8| O

Lemma A.2.4. Sei (Q,A,v) ein Mafraum und f,,f € LP mit 0 < p < oo. Falls

lim, ool fn — [l = 0 gilt, so existiert eine Teilfolge (fn,)ken C (fu)nenw mit fn, — f
fast sicher.

Beweis. [Els09, Satz 4.3] und |Els09, Korollar 4.13] O

Definition A.2.5. (Rechteckmenge)

Sei I eine beliebige Indexmenge und (€2;, A;) messbare Raume fir i € I. Definiere
Q = [l;c; Q. Dann heifit eine Menge A € Q0 Rechteckmenge, falls es eine endliche
Menge J C I derart gibt, dass

A=JJA <[] mit A4 €A,jeT

jeJ i¢J
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Satz A.2.6. Sei I eine beliebige Indexmenge und (€;, A;, ;) Wahrscheinlichkeitsrdume
fiir i € I. Definiere Q = [[..;Q und es sei A die von den Rechteckmengen erzeug-
te Sigma-Algebra auf Q). Dann existiert auf (Q,.A) ein Maff p derart, dass fir jede
Rechteckmenge A mit Darstellung A = TT;c; Aj x [1,¢, i gill:

p(A) = p(JT A < TT) =[] (4
jeJ igJ jeJ
Beweis. [Bog07, Unterkapitel 3.5] O

Satz A.2.7. Sei (fn)nen eine Folge reellwertiger messbarer Funktionen und
A:={w € Q: (fu(w))nen konvergent in R}. Dann ist A messbar.

Beweis. Eine Folge in R ist genau dann konvergent, wenn sie Cauchy-Folge ist. Wir
kénnen A also darstellen als

A={weQ:VgeQy INeN Vm>N:|fn(w)— fvw)] <q}
N U N e ) — fnw) <al

qeQy NeNm>N

Da nun aber die Mengen {w € Q : |f(w) — fxv(w)| < g} messbar sind, ist auch A als
abzahlbare Vereinigung und Durchschnitt messbarer Mengen messbar. O]

Satz A.2.8. Sei (fn)nen eine Folge reellwertiger messbarer Funktionen und
A:={w € Q: (fu(w))nen beschrinkt in R}. Dann ist A messbar.

Beweis. Wir kénnen die Menge A folgendermafien darstellen:

A={weQ:dK € Q; VneN:|f,(w)] < K}
= U ﬂ{wEQ:|fn(w)|<K}

KeQ4 neN

Da aber die Mengen {w € Q : |f,(w)| < K} messbar sind, ist auch A als abzihlbare
Vereinigung und Durchschnitt messbarer Mengen messbar. O
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Anhang B.

Satz von Mercer

In diesem Kapitel wollen wir den Satz von Mercer beweisen. Er ist ein wichtiges Re-
sultat der Spektraltheorie fiir Integraloperatoren und besagt, dass eine positiv semi-
definite und symmetrische Kernfunktion & € C]0,1]? geschrieben werden kann als
k= >", (e, ®e,), wobei e, ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren des zu-
gehorigen Integraloperators ist und A, ein zu e, gehoriger Eigenwert. Zum Beweis
benétigen wir einige Aussagen, die auch fiir sich allein stehend sehr interessant sind wie
der Spektralsatz fiir kompakte symmetrische Operatoren oder der Satz von Dini. Der
Aufbau des Beweises orientiert sich hierbei an [Wer07, VI.4.]

B.1. Hilfssatze fiir den Satz von Mercer

Satz B.1.1. (Spektralsatz fiir kompakte symmetrische Operatoren)
Sei H ein Hilbertraum tiber R und T : H — H kompakt und symmetrisch. Dann existiert
ein abzdhlbares Orthonormalsystem ey, e, ... aus Eigenvektoren von T, so dass

H =kerT & lin{ey, ey, ...}

Tx:Z)\k (x,er) e Ve e H
k
wobei A\, € R\ {0} Eigenwert zu ey, ist.

Beweis. [Wer07, Theorem VI.3.2] O
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Lemma B.1.2. Sei H ein Hilbertraum und Hy eine dichter Unterraum von H. AufSer-
dem seien T : H — H ein linearer Operator und Ty = Ty, die Einschrinkung von
T auf Hy. Falls Ty nach Hy abbildet sowie symmetrisch und kompakt ist, liegt jeder
Eigenvektor e, von T in H.

Beweis. |Wer07, Satz VI1.4.1] O

Satz B.1.3. (Satz von Dini)
Seir T ein kompakter metrischer Raum sowie f, f1, fa,... : T — R stetig. Es gelte f1 <
fo < ... und f = sup f, punktweise. Dann konvergiert (f,) gleichmdfSig gegen f.

Beweis. Da (f,)nen punktweise gegen f konvergiert, gibt es zu jedem ¢ € T und zu
jedem £ > 0 ein Ny mit f(t) —e < fn,(f). Da aber f und fy, stetig sind, gibt es zu
jedem t € T eine Umgebung U mit f(y) — e < fu,(y) fiir alle y € UMN*. Offensichtlich
ist T C UperUN. Da aber T kompakt ist, existiert ein endliches 7 C T mit T C
User UM, Sei nun N := max;eqr N;. Dann gilt fiir alle n > N und fiir alle t € T,
dass f(t) —e < fn(t) < fu(t) < f(t), da f, monoton wichst. Daraus folgt aber die
gleichmafige Konvergenz von f,, gegen f. m

Lemma B.1.4. Sei H ein Hilbertraum tber R. Fir einen kompakten und symmetri-
schen Operator T : H — H sind dquivalent:

(i) Alle Eigenwerte von T sind nichtnegativ

(i1) T ist formpositiv

Beweis. Es seien zunidchst alle Eigenwerte A\, von T nichtnegativ. Dann gilt nach dem
Spektralsatz(B.1.1):

(Tx,x) = <Z A (T, ex) ek,x> = Z A (x, ex) (ex, T)
= Z)\k <$,€k>2 Z 0
k

Daraus folgt aber, dass T formpositiv ist.

Sei nun T formpositiv, also (Tx,z) > 0 fir alle x € H. Dann gilt insbesondere
(Teg,ery > 0 fir alle Eigenvektoren ej. Sei A\, Eigenwert von dem normierten Ei-
genvektor e,. Dann folgt

Me = Mellenl]? = Ak (e, ex) = (Aew, er) = (Tep, ex) >0

Also sind alle Eigenvektoren von T nichtnegativ. O
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Lemma B.1.5. Sei k € L*([0,1)%) symmetrisch und Qi : L*[0,1] — L?[0,1] mat
(Qrf)(s fo t)dt. Dann existiert ein Orthonormalsystem (e,,) von Eigenfunk-
tionen mzt zugehomgen Ezgenwerten An € R\ {0} derart, dass Qrf =D, A (f,€n)e€n
fiir alle f € L?[0,1]. Auflerdem ist (Ay)nen € £*.

Beweis. Nach Lemma A.1.7 ist Qr kompakt und nach Satz 4.1.5 symmetrisch. Also
folgt die Existenz eines Orthonormalsystems (e,,) von Eigenfunktionen mit zugehorigen
Eigenwerten \, € R\ {0} derart, dass Qrf = > A\ (f,en) e, fir alle f € L?[0,1]
direkt aus dem Spektralsatz. Sei aufferdem S eine Orthonormalbasis von ker (). Dann
gilt nach dem Spektralsatz und der Parsevalschen Gleichung fiir jedes f € L%([0, 1]?),
dass f =3, (f,en)en+ Y s (f,€) €. Seinun e € S und s € [0, 1]. Dann gilt

O:(le)(s):/o k(s )e(t)dt = (k(s,- )

Daraus folgt sofort, dass (k(s,-),e) =0 fir alle e € S. Also besitzt k(s, ) die Darstel-

lung
k(s ) = (k(s,)oen)ent Y (k(s,- ) e)e = (k(s,-),en) en

n e€eS n

Fiir e,, gilt aufserdem

Anen(s) = (Qren)(s) = /0 k(s; ten(t)dt = (k(s, - ), en)

Nach der Parsevalschen Gleichung A.1.1 folgt dann:
[ st = sl = ||Z ) enbeall = Sl
= Z|)\nen s)F = Z)\i\en s

Da die Eigenfunktionen messbar sind, sowie A2 |e,(s)
von Beppo-Levi schlieffen

1 1 1
Ikl = [ [ s npaeds = |37 e
1
=3 [ eals) s = YR e
n 0 n
= Z)\i < 00

Daraus folgt aber, dass (A, )nen € £2. O

| > 0, kann man mit dem Satz
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Lemma B.1.6. Sei k € C([0,1]*) symmetrisch und Qp : L*[0,1] — L*[0,1] mait
(Qrf)(s fo t)dt. Dann sind alle Eigenfunktionen stetig.

Beweis Sei H = L*([0,1]) und Hy = C|[0, 1] versehen mit dem Skalarprodukt (z,y) =
fo t)dt. Dann ist Hy dichter Unterraum von H nach [Wer(07, Satz 1.2.12]. Sei nun
Qo d1e Emschrankung von @) auf Hy. Dann bildet nach Satz A.1.9 Qg nach Hy ab und
ist symmetrisch und kompakt. Aus Lemma B.1.2 folgt also, dass die Eigenfunktionen
in Hy liegen. Damit sind sie aber insbesondere stetig. O]

Satz B.1.7. Sei k € C([0,1]?) symmetrisch und Qy, : L?[0,1] — L?[0,1] der zugehdrige
Integraloperator. Auflerdem seien ey, es, ... sowie i, Ay, ... wie im obigen Satz B.1.5.
Fir f € C[0,1] gilt dann

Quf = N (f.ej)e;,
j=1
wobei die Reihe gleichmdfig und absolut beziiglich der L?*-Norm konvergiert.

Beweis. Wir wissen aus dem Spektralsatz, dass > 7, Aj (v, ¢;) e; — Qpx in L?. Es gilt
also die absolute Konvergenz beziiglich der L2-Norm und die gleichméiRige Konvergenz
zu {iberpriifen.

Beh.1: Die Folge ((f,e;)) liegt in ¢*

Nach der Besselschen Ungleichung A.1.1 gilt 3222, [(f, ¢;)[* < || f[|?, also konvergiert die
Reihe. Daraus folgt aber die Behauptung. o

Beh.2: Y732 \j ([, ej) ej konvergiert absolut beziiglich der L?-Norm

Da nach Behauptung 1 ({f,€;)) in ¢* und nach Lemma B.1.5 (};) in ¢? liegt, folgt mit
der Hélderschen Ungleichung

ZH)\ (fre)ejllez = Z|/\ (f.e;)] < <Z>\2>

(Z £, ej>2) < 00

N|=

@)
Es ist also noch zu zeigen, dass die Reihe gleichméfig konvergiert. Wir wollen das mit
dem Cauchy-Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz machen.

Beh.3: 3372 [ Nej(s)]? < |[k[|Z, fir alle s € [0, 1]
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Sei s € [0, 1] beliebig. Dann gilt mit der Besselschen Ungleichung A.1.1

> s = 3N @ues)(0F = 3

= Z\ ), ei)* < llk(s,)lIZ2

2

/1 k(s,t)e;(t)dt

_ / Ik(s, O)[2dt < [k
0

Beh.j: Fir alle v > 0 existiert ein N € N so, dass fir alle s € [0, 1] gilt:

Z\)\ (frej)ei(s)] <~

Sei v > 0 beliebig. Nach Behauptung 1 ist ({f,e;)) € 2, also existiert ein N € N mit
2

S nl{fen? < <m> . Da aukerdem nach Behauptung 3 (\;e;(s)) € ¢2 gilt, folgt

aus der Holderschen Ungleichung fiir alle s € [0, 1]:

ZW (frej)ei(s)] < <Z|>\j€j(5)|2> <Z|<f’6j>|2>

1
2

j
~
< [|%ll
1 [loo + 1
<7
@)
Aus Behauptung 4 folgt dann, dass > 72| A; (f, ;) e; die Bedingung fiir das Cauchy-
Kriterium erfiillt, also konvergiert die Reihe gleichméfig. O]

B.2. Satz von Mercer

Satz B.2.1. (Satz von Mercer)
Sei k € C([0,1]?) symmetrisch und positiv, sowie

Qu: 1201 170,11 Qu(f) = | R D)t

65



der zugehdrige Integraloperator. Dann existiert ein Orthonormalsystem (e,)nen vOT
Figenvektoren mit (en)nen C C([0,1)) derart, dass

k= i An(en @ ey)
n=1

wobei N\, der zu e, zugehdrige Eigenwert ist und (e, ® e,)(s,t) = en(s)en(t) ist.
Die Konvergenz der Reihe ist gleichmdflig und alle A\, nichtnegativ. Des weiteren qilt
(An)nelN € 62-

Beweis. Wir wissen aus dem Spektralsatz, dass es ein Orthonormalsystem (e,) von
Eigenvektoren mit zugehorigen Eigenwerten A, gibt, so dass Qrf = >, A (f, €n) €n
fiir alle f € L?([0,1]). Nach Lemma B.1.6 sind die e, stetig. Auferdem sind nach
Lemma B.1.4 die Eigenwerte nichtnegativ sowie nach Lemma B.1.5 in /2. Definiere nun

k=) N(e ®¢)
j=1
Beh.1: k, ist stetig fiir alle n € N

Es gilt kn(s,t) = 37, Ajej(s)e;(t). Da die Eigenfunktionen e; stetig sind, ist k, als
Summe und Produkt stetiger Funktionen wieder stetig. o

Beh.2: Definiere g, :== k — k,. Dann ist g, positiv semidefinit und symmetrisch fir alle
n € N.

Sei n € N beliebig und sei Q der zu g, zugehérige Integraloperator. Fiir f € L2[0,1]
gilt dann mit dem Spektralsatz und der Stetigkeit der Skalarproduktes:

Qf. f) = < / (k- kn><-,t>f<t>dt,f>

— </01 k(-,t)f(t)dt,f> - </01 kn(-,t)f(t)dt7f>

— (QFf) - ZA ) [ et
:<Z)‘j<faej>6y> > Z)\J (f.e5) (ej f)

= > Ml{fef=o,

j=n+1
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da die \; Eigenwerte von ); und daher nach Lemma B.1.4 nichtnegativ sind.

Wir haben also gesehen, dass (Q formpositiv ist und nach Satz 4.1.7 ist damit g,, positiv
semidefinit. Die Symmetrie von g, folgt sofort, da sowohl k als auch k, symmetrisch
sind. o

Beh.3: 3772, Ajlei ()P < ||klloo fiir alle t € [0,1]

Sei t € [0, 1] beliebig. Nach Behauptung 3 ist g,, positiv semidefinit, also gilt fiir beliebige

t1, .t € [0,1] und beliebige ay, ..., a, € R, dass 37", a;a;g,(ti,t;) > 0. Setze nun
a; = as = 1 und t; = ty = t. Dann ist Z?Fl a;a;gn(ti, t;) = 4gn(t,t) > 0, also gilt

k,(t,t) < k(t,t). Daraus folgt aber

n—oo

E )\j|ej(t)|2 = lim g /\j|ej(t)|2 = lim k,(t,t) < k(t,t) < ||k]|s
n—oo
=1 =1

Beh.j: Fir jedes feste s € [0, 1] konvergiert Z]Oil Ajei(s)e; gleichmdfig

Seien € > 0 und s € [0, 1] beliebig, aber fest. Dann existiert nach Behauptung 3 ein
N, € N so, dass 372 v Ajle;(s)|* < e. Dann gilt fiir ¢ € [0, 1] beliebig mit Behauptung
3 und der Holderschen Ungleichung

Z|Ajej<s>ej<t>|s(2 Aj|ej<s>\2> (Z Ajrej<t>|2> < (ellkll)?

J=Ns J=Ns
Nach dem Satz von Cauchy iiber die gleichméfige Konvergenz von Reihen folgt dann
die Behauptung. o
Beh.5: Definiere m := Y 2, Nj(e; ® e;). Dann ist m € L*([0,1]?).

Wir wissen aus Lemma A.1.3, dass e; ® e; mit (e; ®e;)(s,t) := e;(s)e;(t) ein Orthonor-
malsystem in L?([0, 1]?) bildet. AuRerdem ist nach Lemma B.1.5 (),) € ¢2. Dann folgt
die Behauptung aber aus Lemma A.1.4. o

Beh.6: Es gilt m = k.

Sei s € [0, 1] beliebig, aber fest. Definiere h(t) := k(s,t) — m(s,t). Nach Behauptung 5
ist m(s,-) stetig, da Y77, Aje;j(s)e; fiir festes s gleichméfig konvergiert. Da auferdem
k stetig ist, folgt die Stetigkeit von h.
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Sei nun f € C([0,1]). Dann gilt mit dem Spektralsatz und der gleichméfigen Konver-
genz der Reihe

Ah@mmzlk@gmm—/nm@ﬂwt

Q) / (Zm e )f(t)dt

= (Qrf)(s il (A ej(s / e;(t )f(t)dt)
= i Ajei(s) (f,e; Z Ae;(s) (f,e;)

Da wie oben angemerkt h stetig ist, gilt insbesondere fol h(t)h(t)dt = (h,h) = 0, also
h = 0. Daraus folgt aber m(s,t) = k(s,t) fir alle s,t € [0, 1]. o

Beh.7: Zj; Aj(e; ® ej) konvergiert gleichmdfSig gegen k.

Nach Behauptung 7 gilt insbesondere fir alle s € [0,1], dass k(s,s) = m(s,s) =
> 21 Ajlej(s)[?. Definiere f(s) := k(s,s) und fu(s) := 377, Ajle;j(s)[. Dann sind
f, f1, fa, ... 1 [0,1] — R stetig und es gilt f1 < fo <...und f = sup f,, punktweise. Nach
dem Satz von Dini B.1.3 konvergiert also die Reihe 777, A;le;(s)|* gleichmikig. Daraus
folgt, dass ein N € N existiert, so dass fiir alle s € [0,1] gilt: -2 v Ajle;(s)[* < &%
Nach Behauptung 3 und der Holderschen Ungleichung gilt also fiir alle s, € [0, 1]

ZM ej(s)e;(t !<(ZM€] ) (ijlej(t)ﬁ)
< (ellkll)

Also konvergiert die Reihe gleichméfig und zwar wegen Behauptung 7 gegen k. o
O

N|=

Bemerkung. Das folgende Beispiel zeigt, dass der Satz von Mercer ohne die positive
Semidefinitheit i.A. nicht gilt.

Beispiel. Sei k(s,t) := |s —t|. Dann ist k symmetrisch, aber nicht positiv semidefinit.
Angenommen der Satz von Mercer wiirde gelten. Dann folgt aufgrund der gleichméfigen

68



Konvergenz der Reihe:

OZ/Iksst—/Z)\en s)en(s
0
—Z)\/en s)en(s dS—Z)\

Weiterhin ist \,, > 0 fiir alle n € N. und damit A\,, = 0 fiir alle n € N. Also wére k = 0,
was ein Widerspruch ist.
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