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1 Einleitung

Das Messen von Léngen, Flichen und Volumina (im Folgenden allgemein als Volumen
bezeichnet) ist eine der ltesten mathematischen Disziplinen. Schon die griechischen
Mathematiker vor mehr als 2000 Jahren beschiftigten sich damit, wobei fiir sie die
Suche nach Formeln zur Berechnung von geometrischen Groéflen, wie dem Kreisumfang
oder dem Kugelinhalt, im Vordergrund stand. Die Mathematiker Anfang des 20.
Jahrhunderts fragten sich eher, ob und wie das Volumen in der realen Welt auf den
Raum R? {ibertragen werden kann, in dem viele Mengen denkbar sind, die in der
Realitdt nicht existieren kénnen.

Der erste Schritt dieses Problem anzugehen, ist die Angabe einer mathematischen Cha-
rakterisierung des Volumens. Die heute iibliche Definition geht auf die Dissertation von
Henri Léon Lebesgue aus dem Jahr 1902 zuriick, in der er das sogenannte MafSproblem
stellte: Gibt es eine Funktion, die jeder Teilmenge des d-dimensionalen, reellen Raumes
einen Wert zwischen 0 und oo zuweist und dabei die folgenden drei Eigenschaften erfiillt?

e Der Wert der Vereinigung (eventuell abzéhlbar unendlich vieler) disjunkter Mengen
ist die Summe der Werte der einzelnen Mengen. (o-Additivitét)

e Sind zwei Mengen deckungsgleich, so wird ihnen der gleiche Wert zugewiesen.
(Bewegungsinvarianz)

e Der Wert des Einheitswiirfels ist 1. (Normierung)

Lebesgue selbst versuchte in seiner Arbeit eine Losung zu konstruieren, konnte ihre
Existenz aber nur fiir eine grofle Klasse von Mengen, die wir heute als Lebesgue-
Borel-Mengen bezeichnen, nachweisen. Diese Mengen umfassen einen sehr grofien
Teil der Mengen, die in Anwendungen auftreten, beispielsweise alle offenen und alle
abgeschlossenen Mengen. Im ersten Teil dieser Arbeit beschéiftigen wir uns mit der
Konstruktion der heute als Lebesguemafl bezeichneten Funktion iiber den vereinfachten
Weg, den Constantin Carathéodory 1914 fand.

Mit einem Gegenbeispiel konnte Giuseppe Vitali bereits 1905 zeigen, dass die von
Lebesgue gesuchte Funktion nicht existiert. Fraglich ist, ob eine andere, vereinfachte
Definition uns vor ein ldosbares Problem stellt und damit eventuell einen besseren
Volumenbegriff liefert. Dazu miissen die Anforderungen an die Funktion abgeschwicht
werden ohne aber dabei das Ziel aus den Augen zu verlieren, eine sinnvolle Definition
fiir das Volumen zu finden. Das Problem, das wir im zweiten und dritten Teil dieser
Arbeit behandeln werden, ist das Inhaltsproblem. Es unterscheidet sich von Lebesgues



Maflproblem nur darin, dass statt der o-Additivitdt lediglich die Additivitdt endlich
vieler Mengen gefordert wird. Das heifit allerdings nicht, dass die o-Additivitdt eine
unwichtige Eigenschaft ist. Ein Beispiel fiir ihre Notwendigkeit ist die Berechnung
des Umfangs und des Fliacheninhalts eines Kreises durch Archimedes. Der Kreis wird
durch eine monotone Folge regelmifliger n-Ecke, deren Fliche und Umfang leicht zu
berechnen sind, von innen (bzw. auflen) angenéhert. Erst im Grenzfall n — oo er-
gibt sich der Kreis, der sich also als Vereinigung abzéhlbar vieler Vielecke schreiben lésst.

Da fiir das Gegenbeispiel von Vitali die o-Additivitdt unverzichtbar ist, lésst es sich
nicht auf das Inhaltsproblem iibertragen. Dennoch bewies Felix Hausdorff 1914, dass
auch dieses Problem in hotheren Dimensionen als 2 keine Losung besitzt. Im zweiten
Teil dieser Arbeit werden wir das Banach-Tarski-Paradoron beweisen, welches mit
Hausdorffs Arbeiten verwandt ist: Es ist moglich, eine Kugel in sechs Teilmengen
aufzuteilen und diese Mengen so zu drehen und zu verschieben, dass man am Ende
zwei Kugeln erhélt, von denen jede genau so grofl wie die urspriingliche Kugel ist.
Eine paradoxe Vorstellung, denn das Volumen hiétte sich aus dem Nichts verdoppelt.
Die Erklarung dafiir ist, dass die Teile, in die die Kugel zerlegt wird, keinen sinnvollen
Inhalt haben kénnen. Sie haben eine Struktur, die sich kein Mensch bildlich vorstellen
kann, und kénnen nur mit dem Auswahlaxiom der Mengenlehre definiert werden.

Das Banach-Tarski-Paradoxon baut hauptsichlich auf der Komplexitit der Bewegungen
im dreidimensionalen Raum auf. In kleineren Dimensionen sind diese Bewegungen weni-
ger kompliziert und die Ergebnisse von Hausdorff, Banach und Tarski lassen sich nicht
auf diesen Fall iibertragen. Im Gegenteil bewies Banach 1923 sogar, dass es in einer und
zwei Dimensionen nicht nur eine Funktion gibt, die den Forderungen des Inhaltsproblems
geniigt, sondern unendlich viele. Diese Losungen haben gegeniiber dem Lebesguemaf ne-
ben der Nicht-Eindeutigkeit auch den Nachteil, dass wir sie nicht konstruktiv herleiten,
sondern nur ihre Existenz beweisen konnen. Im dritten Teil der Arbeit werden wir diesen
Satz von Banach beweisen und zuvor einige interessante Ergebnisse aus der Mengenlehre
und der Funktionalanalysis herleiten, die fiir den Beweis notwendig sind.



2 Das Mafproblem

2.1 Isometrien

Seien (V,dy) und (W,dw) metrische Rdume. Eine Abbildung f : V. — W heifit
Isometrie, falls dy (f (x), f(y)) = dy (z,y) (z,y € V). Im Spezialfall V = W = R¢
mit der euklidischen Metrik werden Isometrien auch als Bewegungen bezeichnet. Sind
zwei Mengen A, B C R? kongruent (A = B), d.h. gibt es eine Bewegung ¢ : R* — RY,
sodass ¢ (A) = B, so werden wir fordern, dass diese Mengen das gleiche Volumen
haben. Deshalb werden wir oft vor der Aufgabe stehen, Invarianz unter Bewegungen
nachzuweisen oder zu widerlegen. Um diese Aufgabe bewiltigen zu kénnen, wollen wir
uns zunéchst anhand von [Soel2] und [Ban32] mit Isometrien beschéftigen.

Die Metrik im Spezialfall R? ist vom Skalarprodukt (z|y) = z”y erzeugt, weshalb
wir zunéchst Isometrien auf mit Skalarprodukt versehenen Vektorrdumen, sogenann-
ten Prdahilbertrdumen, untersuchen werden. Eine lineare Abbildung eines reellen
Prahilbertraumes in sich selbst heifit orthogonal, wenn sie das Skalarprodukt erhélt,
d.h. (f(z)|f (y)) = (z|y) fiir alle Vektoren = und y. Im reellen Fall lassen sich die Iso-
metrien beziiglich der vom Skalarprodukt induzierten Metrik leicht mittels orthogonaler
Abbildungen charakterisieren.

Satz 2.1. Seien V und W reelle Prahilbertrdume und f :V — W eine Isometrie mit
f(0) =0, dann ist f eine lineare Abbildung, die das Skalarprodukt erhdlt. Insbesondere
ist f orthogonal, falls V. =W gilt.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass die folgende Version der Polarisationsformel rich-
tig ist:

1
(vjw) = 3 <HU||2 + ||wH2 —|lv— wHQ) (v,w €V oder v,w € W)

Da f eine Isometrie mit f (0) = 0 ist, folgt sofort, dass ||f (z)|| = ||z|| (z € V). Mithilfe
dieser beiden Beobachtungen gilt weiterhin

@1 W) =5 (IF @I +1F @I = 1f @)~ F WI?)

(el + Iyl> = 12 = 91?) = (aly) @,y € V)

N =N =



also erhilt f das Skalarprodukt. Fiir jedes z € V und jedes A € R folgern wir damit

If &) = Af @)IF = (f (Az) = Af (@) |f (Az) = Af ()
= (f Q) [f (Az)) + (Af (2) [Mf (2)) = 2(f (Az) |Af (@)
= (A\z|Az) + A (z|z) — 2A (Az|z) = 0

was dquivalent zur Homogenitit f (Ax) = Af (z) ist. Analog zeigt man die Additivitdt

flaty)=f@)+f) (@yeV)
womit auch die Linearitéit von f bewiesen ist. O

Damit kénnen wir folgern, dass jede Isometrie f zwischen reellen Prahilbertrdumen
eine affin lineare Abbildung ist. Gilt ndmlich f (0) = z, so setzen wir g := f — z. Die
Translation um —z ist eine Isometrie, weshalb g den Voraussetzungen von Satz 2.1
geniigt. Es gilt nun f = g + z, also ist f affin linear und der lineare Anteil g erhélt
das Skalarprodukt. Im Spezialfall V' = W = R lisst sich f nun durch f(z) = Az + 2
beschreiben, wobei A eine orthogonale d x d-Matrix ist. Die Beschaffenheit solcher
Abbildungen wird in der linearen Algebra studiert. Mit diesen Kenntnissen kénnen wir
die Gestalt der Matrizen konkret angeben und auch die Menge aller Isometrien im R?
leicht charakterisieren: Es handelt sich lediglich um Kombinationen aus Drehungen,
Spiegelungen und Verschiebungen.

In beliebigen normierten Rdumen kénnen wir eine dhnliche Aussage treffen. Dazu leiten
wir zunéchst eine hinreichende Bedingung fiir die Linearitit einer Abbildung zwischen
reellen Rdumen her.

Lemma 2.2. Seien V und W reelle, normierte Vektorrdume und f : V. — W eine
stetige, additive Abbildung, dann ist f linear.

Beweis. Aus der Additivitat folgt induktiv sofort, dass f homogen beziiglich N ist, d.h.
flax)=af (z) (r €V, a€N).Esist f(0) =0, denn f(0) = f(0+0)=f(0)+ f(0).

Damit gilt 0 = f(x—2) = f(z) + f(—=x), also f(—x) = —f(x) womit die
Homogenitéit beziiglich Z folgt. Sei nun a = g eine rationale Zahl, dann gilt

q- f(azx)= f(px) =p- f(z), was dquivalent zur Homogenitit beziiglich Q ist.

Sei nun « eine beliebige reelle Zahl, dann gibt es eine Folge (av,),, oy rationaler Zahlen,
die gegen « konvergiert. Aus der Stetigkeit von f folgt

flax)=f (nh_glo anx) = lim f(apx) = 7}1_)1210 anf () = af (v)

n—o0

und damit die Behauptung. O

Aus der Definition und mit Hilfe des e-d-Kriteriums folgt sofort, dass jede Isometrie
injektiv und stetig ist. Um eine zu Satz 2.1 analoge Aussage herleiten zu kénnen, miissen
wir zusétzlich fordern, dass die betrachtete Isometrie surjektiv ist.



Satz 2.3. Seien V und W normierte Riume und f : V — W eine surjektive Isometrie,
die f(0) = 0 erfillt, dann ist f additiv.

Beweis. Seien x1,x9 € V und seien
1
H, = {x eV —mz| = ||lx — x| = §||x1 - x2||}
1
H, := {x €EHyq:|lx—z] < 5 0(Hn-1) (z € Hnl)} (n>2)

wobei 0 (Hy,) := sup, yep, |2 — y|. Fiir alle 2/, 2" € H; gilt

/

2" = 2" < [la” = 21| + [l — 2" = [lo1 — 22| < o0

und zusammen mit ¢ (H,) < %(5(Hn_1) folgt lim, 00 0 (Hy,) = 0. Das heifit, dass
H := (), ey Hn aus hochstens einem Punkt besteht.

Wir zeigen nun, dass fiir jeden Punkt « € H, auch der Punkt & := 21 +x9—x in H, liegt.

Fiir n = 1gilt |2 — 1] = |2 — 22|| = 3lla1 — 22|l und |2 — 22| = [lz — 21| = 3|21 — 22,
da x € Hj. Per Definition gilt also z € H;. Fiir n > 2 folgt die Behauptung induktiv,
denn fiir € H, C Hy—1 und 2’ € Hy 1 gilt |z —2'|| = |lz1 + 22— 2’ — 2| < § 6 (Hn-1),

da nach Induktionshypothese auch z1 + 29 — 2’ in H,,_1 liegt. Damit folgt = € H,,.

Damit kénnen wir nun zeigen, dass H # (), denn der Punkt £ := 1 (21 + x) ist fiir jedes
n € N in H, enthalten. Es ist £ € Hy, da ||z1 — ¢ = H%m - %ZUQH = %||z1 — 22| und
analog fiir ||zo — &£||. Angenommen & € H,,_;. Fiir jedes x € H,,_1 wissen wir, dass T
auch in H,_1 liegt und somit gilt

2(|€ — xll = 1126 = 2z[| = [|z1 + w2 — 22| = [|[Z — 2f| < 6 (Hp-1)
was dquivalent zu £ € H,, ist. Wir nennen £ das Zentrum von z1 und xs.
Da W ein normierter Raum ist, haben auch die Punkte f (1) und f (z2) das eindeutige

Zentrum 3 (f (1) + f (z2)). Fiir diese beiden Punkte seien nun die Mengen H, analog
zu den Mengen H,, definiert, dann gilt f (H,) = H,,. Fiir n = 1 folgt

15 @) = £ @0ll = e = aall = 5 llar — 2l = 5 1 (1) = £ (&)

und analog fiir ||f (z) — f (z2)||. Ebenso beweist man, dass fiir jeden Punkt x € Hj
der existierende Punkt f~! (x) in Hj liegt. Das heifit insbesondere, dass 6 (Hy) = § (H7).

Fiir n > 2 gelten diese Eigenschaften induktiv, denn sei x € H,, so liegt « auch in H,_;
und fiir jeden Punkt z € H,_; gilt |z — z|| < 36 (H,—1). Nach Induktionshypothese liegt
der Punkt f (z) in H/_; und fiir jeden Punkt 2z’ € H/ ;| gibt es einen Punkt z € H,_1
mit f (z) = 2z’. Somit folgt wiederum mit Hilfe der Induktionshypothese

1 1
1 @) = 2| = llz = 2 < 5 8 (o) = 58 (Hiy)



Analog beweist man wieder die Umkehrung und es folgt wieder, dass 6 (H,,) = ¢ (H},).
Somit ist f (§) € H, fiir jede natiirliche Zahl n, was bedeutet, dass f (§) das Zentrum
von f(z1) und f (x2) ist. Mit der obigen Darstellung des Zentrums folgt

(g e) =5 (o) + 1 (@)

fiir zwei beliebige Punkte x1,z9 € V. Setzen wir 1 = z und z9 = 0, so folgt f (%x) =
tf(z) (x € V), da f(0) = 0. Fiir beliebige z1, 25 € V gilt also

1

f(fffler):f(2

(201 +2m) ) = 3 (21) + 5 () = £ (20) + 1 (22).

was zu zeigen war. O

Handelt es sich bei V' und W um reelle Vektorrdume, so folgt mit Lemma 2.2 sogar
die Linearitdt von f. Analog zur Aussage im reellen Prahilbertraum gilt nun, dass jede
surjektive Isometrie zwischen reellen, normierten Rdumen affin linear ist.



2.2 Das Maflproblem von Lebesgue

In seiner Dissertation stellte Henri Léon Lebesgue 1902 zum ersten Mal das MafSproblem:
Gibt es eine Funktion p : P (Rd) — [0, 00], die den folgenden Eigenschaften geniigt?

(i) fiir alle (A,),cn C P(RY) gilt

u( U An) = p(Ay) falls AN A; =0 (i # j) (o-Additivitiit)

neN neN
(#4) fiir alle A, B C RY mit A = B gilt u(A) = u(B) (Bewegungsinvarianz)
(i) p([0,1]%) =1 (Normiertheit)

Lebesgue konnte das Problem nicht 16sen, sondern nur zeigen, dass es eine Losung auf
einer Teilmenge von P (Rd) gibt, deren Elemente er messbare Mengen nannte. Der heute
tibliche Vorgang ist es, den Definitionsbereich direkt einzuschrinken: Eine o-Algebra auf
einer beliebigen, nichtleeren Menge (2 ist eine Teilmenge 3 der Potenzmenge P (Q2), die
den folgenden Eigenschaften geniigt:

(i)Dex
(i) Ac L= A% e x

(iii) (An)pen CE= | Ane®
neN

Eine Funktion g : ¥ — [0, 00] heifit Maf, wenn sie o-additiv ist und p (@) = 0 erfiillt.
In Abschnitt 2.4 werden wir zeigen, dass die nach Lebesgue messbaren Mengen eine
o-Algebra bilden, die heute als Lebesgue-Borelsche o-Algebra bezeichnet wird, und die
zugehorige Mengenfunktion ein Maf} ist, das wir heute als Lebesguemafl bezeichnen.
Dass Lebesgue keine allgemeine Losung fand, lag daran, dass das von ihm gestellte
Problem keine Losung besitzt, wie Giuseppe Vitali bereits 1905 beweisen konnte (Fiir
einen Beweis dieser Tatsache siche z.B. [Bea04, S.142f]).

1914 fand Constantin Carathéodory eine Moglichkeit, die Konstruktion des Lebesguema-
Bes von 1902 zu vereinfachen. In den néichsten Abschnitten werden wir das Lebesguemafl
auf diese Art und Weise konstruieren und seine Eigenschaften beschreiben. Dabei orien-
tieren wir uns an [Bea04].

2.3 AuBere Mafle

Zur Konstruktion eines Volumens auf R scheint folgender Ansatz natiirlich: Hat man
ein Intervall der Form I = (a,b), (a,b], [a,b) oder [a,b] (a < b€ R) soist |I| :=b—a die
Lénge des Intervalls. Auch fiir ein leeres Intervall oder ein unendliches Intervall macht
das Sinn. Ist A eine Teilmenge von R, so ldsst sich A durch eine Folge (I),cy von
Intervallen iiberdecken. Das Volumen von A sollte die Gesamtldnge der {iberdeckenden



Intervalle nicht iiberschreiten.

Wir definieren deshalb

I* (A) := inf{Z|In| tAC U L, I, = (an,by) (angbneR)}.

neN neN

Leider funktioniert diese intuitive Definition des Volumens nicht fiir alle denkbaren
Mengen. Auf der ganzen Potenzmenge von R fithrt die Definition von [* lediglich zu
einem aufleren Maf.

Fin dufleres Maff auf einer beliebigen, nichtleeren Menge () ist eine Funktion m* :
P (Q) — [0, 00] mit

(#) m* (0) =0
(i7) fiir alle A C B C Q gilt m* (4) < m™ (B) (Monotonie)
(éi7) fiir alle (Ap),cny C P () gilt

m* ( U An> < Z m* (Ap) (o-Subadditivitét)

neN neN

Es ist klar, dass [* immer einen Wert zwischen 0 und co annimmt. Die leere Menge lésst
sich von leeren Intervallen iiberdecken, also gilt I* (§) = 0. Ist A C B C R und (I,,),,cn
eine Folge von Intervallen, die B iiberdecken, so wird auch A von (I),cy iiberdeckt.
Somit gilt {* (A) < I*(B), d.h. [* ist monoton. Um die o-Subadditivitidt zu zeigen sei
(An),en eine Folge von Teilmengen der reellen Achse und € > 0. Fiir jedes n € N gibt
es eine Folge (I k),cy von Intervallen, die A, iiberdecken und fiir die ),  [ln k| <
I* (An) + 57 gilt. Dann ist (I k), ;e €ine abzéhlbare Uberdeckung von A = J, oy 4An
mit >, pen [ nkl < Dnen!” (An) + €. Da e beliebig war, folgt I* (A4) < 3, 0" (An)
und damit ist [* tatséchlich ein Beispiel fiir ein dufleres Mafl auf €2 = R.

2.4 Der Satz von Carathéodory

Lebesgue nutzte in seiner Konstruktion ein #ufleres und zusétzlich noch ein inneres
Mafl und nannte Mengen messbar, deren inneres und &ufleres Mafl iibereinstimmen.
Carathéodory konnte zeigen, dass man dabei auf das innere Maf} verzichten kann.

Ist m* ein dueres Maf}, so nennen wir eine Menge A C ) messbar, wenn
m* (E) =m* (ENA) + m* (En AY)

fiir alle E C Q gilt. Wegen Eigenschaft (iii) des dufleren Mafles, ist das dquivalent zu
m* (E) > m* (ENA) +m* (EN A°). Mit M bezeichnen wir die Menge der messbaren



Mengen.

Wir wollen nun einige Eigenschaften von M herleiten. Direkt aus der Definiton folgt
e Mund A e M (Ae M), denn ENG =0, ENY® = FE und (AC)C:A.

Lemma 2.4. Sind A und B messbar, so auch AUB und AN B.
Beweis. Sei EE C (), dann folgt aus der Messbarkeit von A
m* (EN(AUB))=m"(EN(AUB))NA)+m" ((Em(AUB))mAC)
=m*(ENA)+m* (ENBNA°).
Daraus und aus der Messbarkeit von A und B folgt
m* (E) =m* (ENA) +m* (EnAY)
=m* (ENA)+m* (ENA°NB) +m* (ENA“nB°)

= m* (ENA)+m* (ENBNA°) +m’ (Em (AU B) )
=m*(EN(AUB)) + (Em(AuB)C)
Also ist AU B messbar und auch AN B = (AC U BC)C. O
Wendet man Lemma 2.4 induktiv an, so folgt fiir beliebige messbare Mengen Ay, ..., Ay,

dass auch A := [J;_; Ax € M. AuBlerdem gilt m* (ENA) = > _,m*(ENAy), falls
die Mengen paarweise disjunkt sind. Fiir n = 1 ist das offenbar richtig. Sei nun B, :=
U1 Ak, dann gilt aufgrund der Messbarkeit von A, 41 und per Induktion

m* (EN Byy1) =m* (EN By N Aps1) +m* (EN Byy1 NAYL)
=m* (ENA,1) +m* (ENBy,)
n+1

= m*(EnNA).

k=1
Damit kénnen wir nun die wichtigste Eigenschaft der messbaren Mengen herleiten.
Satz 2.5 (Carathéodory). M ist eine o-Algebra und p := m‘*M ist ein Majs.

Beweis. Wir haben schon gesehen, dass die leere Menge und Komplemente messbarer
Mengen messbar sind. Weiterhin folgt sofort aus den Eigenschaften des dufleren Mafes,
dass p immer einen Wert im Intervall [0, co] annimmt und die leere Menge dabei den
Wert 0 erhalt.

Seien nun (Ay), oy paarweise disjunkte, messbare Mengen. Wir definieren B,, wie oben
und B := lim,_, o B,,. Wie wir oben gesehen haben, ist B,, messbar fiir jedes n € N und
fir £ C Q) gilt somit

m* (E) =m*(ENB,)+m* (ENBJ) =Y m*(ENAy)+m* (ENBY).
k=1



Aus B,, C B folgt B¢ ¢ B und damit gilt nun fiir n — oo und mit Hilfe der Monotonie
sowie der o-Subadditivitat des dufleren Mafles

m*(E) =Y m*(ENA;) +m* (ENBY) >m* (ENB)+m" (EN BC).
keN
Also ist B messbar. Sind die Mengen Aj nicht paarweise disjunkt, so definieren wir
Al = Ay und A, = Ai\ Ufz_ll A;. Die Mengen A sind paarweise disjunkt, messbar
und ihre Vereinigung ist ebenfalls B. Damit folgt, dass M eine o-Algebra ist. Seien die

Mengen nun wieder paarweise disjunkt, dann folgt aus der Messbarkeit von B und der
o-Subadditivitét

m* (E) =m* (ENB)+m* (ENBY) <> m*(EN A) +m* (ENBY).
keN

Wie wir oben gesehen haben, gilt aber auch > und damit die Gleichheit. Setzen wir nun
E = B, so folgt m* (B) = Y, cnym* (Ag) und damit ist 4 ein MasB. O

2.5 Das Lebesguemaf

Mithilfe des Satzes von Carathéodory koénnen wir nun das Lebesguemafl konstruieren.
Dafiir betrachten wir das d&uflere Maf3 I* aus Abschnitt 2.3 und die beziiglich [* messbaren
Mengen. Das nach dem Satz von Carathéodory existierende Mafl nennen wir A. Es gilt

Lemma 2.6. Jedes Intervall I C R ist messbar und es ist X (I) = |I|.

Beweis. Sei E C R, e >0 und (Iy),cy eine Uberdeckung von E durch offene Intervalle.
Es ist I N I, ein Intervall und I€ N I, ein Intervall oder zwei Intervalle. Damit gibt
es offene Intervalle I}, I/ und I}, sodass I NI, C I, und I NI, C I} U I} und
)+ H A+ | < el + 50 (k€ N).

Dann gilt
InEc|Jn, InEc | @ury)
keN keN
und damit folgt

g
St +e =3 (1l + 5t) = D210+ 171+ 117

kEN kEN kEN
>I"(INE)+1"(I°NE).
Da ¢ und (1), beliebig waren, folgt Messbarkeit von I.

Um das MaBl von I zu bestimmen, sei zundchst I = [a,b] (a < b) abgeschlossen. Fiir
e>0ist I C (a—35,b+5), also gilt I* (I) < |I| + ¢ und damit I* (I) < |I|. Sei nun
(Ix) ey eine Uberdeckung von I durch offene Intervalle. Nach dem Satz von Heine-Borel
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gibt es eine endliche Teiliiberdeckung und wir kénnen annehmen, dass diese von den
Intervallen I1,..., 1, gebildet wird. Die Nummerierung sei aulerdem so gewéhlt, dass
a; = a in I liegt, der Anfangspunkt von I5 in I liegt (falls n > 1) und somit ein
as € I N Iy existiert, ein Punkt ag € Is N I3 usw. Wir erhalten endlich viele Punkte
a=a; <az <...<apy1 = b mit der Eigenschaft, dass (aj,a;4+1) C I;. Damit gilt

n n 00
|I| :b—a:anH — al :Zajﬂ —aj § Zuj’ § Z|Ij|.
7j=1 j=1 7=1

Da die Intervalle (I1,), oy beliebig waren, folgt I* (I) > |I]. Somit gilt also A (I) = [* (1) =
|I|. Sei nun I’ ein beliebiges Intervall mit Randpunkten a < b € R, dann ist I’ C I und
somit folgt I* (I') < |I| = |I'| aufgrund der Monotonie des duBeren MaBes. Umgekehrt
gibt es fiir jedes |I'| > € > 0 ein abgeschlossenes Intervall I, mit I, C I’ und |I.| =
|[I'| — e, also gilt wegen der Monotonie auch I* (I') > |I'| — e. Ist nun I ein offenes
(bzw. halboffenes) Intervall mit Endpunkten b = oo und a € R, so gibt es ein ng € N
mit n > a (n >ng). Dann ist I,, := (a,n) C I und somit gilt wegen der Monotonie
A(I) > A(I,) — oco. Analog beweist man das, falls a = —oo und b € RU {00} O

Die kleinste o-Algebra, die alle Intervalle enthélt, bezeichnen wir als Borelmengen B.
Aus Lemma 2.6 und Satz 2.5 folgt nun also, dass jede Borelmenge messbar ist. Ein
Maflraum heiflt vollstindig, wenn jede Nullmenge, also jede Teilmenge einer Menge mit
Maf3 0, messbar ist. Aufgrund der Monotonie des dufleren Mafles hat jede Nullmenge
das duBere Mafl 0 und jede Menge N vom #ufleren Mafl 0 ist messbar, denn es gilt
m*(ENN) +m* (ENN®) = 0+ m* (ENNY) < m*(E) fiir jedes E C R. Damit
ist das Lebesguemafl also auch auf der Vervollstéindigung B der Borelmengen, d.h. der
kleinsten vollstéindigen o-Algebra, die alle Borelmengen enthilt, definiert. Diese Mengen
bezeichnet man als Lebesgue-Borel-Mengen.

Das Lebesguemaf existiert auch in hoheren Dimensionen, denn es gilt der Satz vom
Produktmaf$ (vel. z.B. [Els10, S.167]): Sind fiir die Dimensionen 1,...,d die Lebesgue-
maBe bereits gefunden, so gibt es ein MaB A1 := X\ @ X, welches fiir jede Menge

der Form Ax B mit A € B' und B € B die Eigenschaft A¥1 (A x B) = A% (A)-\(B) hat.

Der Majeindeutigkeitssatz (vgl. [Els10, S.60]) liefert uns auBerdem die Eindeutigkeit
dieses Mafles. Das Lebesguemafl ist zusétzlich bewegungsinvariant. Ein Beweis dieser
Tatsache findet sich z.B. bei [Els10, S.91 f]. Damit haben wir eine eindeutige Funktion
A gefunden, die auf einer grofien Teilmenge der Potenzmenge von R? definiert ist und
die iibrigen drei Forderungen des Maflproblems erfiillt.
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3 Das Banach-Tarski-Paradoxon

Verzichtet man bei einem Maf auf die o-Additivitéit und fordert stattdessen nur endliche
Additivitét, erhdlt man den Begriff des Inhalts. Analog zum Mafproblem stellen wir
nun also das Inhaltsproblem: Gibt es eine Funktion m : P (Rd) — [0,00] (d € N), die
den folgenden drei Eigenschaften geniigt?

(4) fiir alle A, B ¢ R mit AN B = () gilt:

m(AU B) =m(A) + m(B) (endliche Additivitét)
(1) fiir alle A, B C R? mit A = B gilt:

m(A) = m(B) (Bewegungsinvarianz)
(i33) m([0,1]%) =1 (Normiertheit)

1924 bewiesen Stefan Banach und Alfred Tarski den folgenden Satz, aus dem sofort folgt,
dass es keine Funktion gibt, die den Anforderungen des Inhaltsproblems in R? fiir d > 3
genugt.

Satz (Banach und Tarski). Sei d > 3 und A, D C RY seien beschrinkte Mengen mit
nichtleerem Inneren. Dann gibt es paarweise disjunkte Mengen A1, ..., A, C R* und
paarweise disjunkte Mengen Dy,...,D,, C R% sodass A = \Ji_, Ai, D = J_, D; und
Ist nun A := {x € R?: ||z| < 1} die Einheitskugel und D := BUC mit den Kugeln B :=
A+ b mit Mittelpunkt b := (0, 0, 3)T und C := A+ ¢ mit Mittelpunkt ¢ := (0,0, —3)T, SO
ergibt sich ein Spezialfall, der oft als Paradoxon von Banach und Tarski bezeichnet wird.
Das Wort ,,Paradoxon* soll hierbei nicht andeuten, dass der Satz widerspriichlich ist.
Er widerspricht lediglich unserer Intuition und ist auch in unserer physikalischen Welt
unmoglich, denn er besagt, dass man eine Kugel in sechs Teilmengen aufteilen und diese
Teilmengen so drehen und verschieben kann, dass man schliellich zwei Kugeln erhélt,
die beide so grofl wie die urspriingliche Kugel sind. Das Volumen hitte sich verdoppelt,
was nur den Schluss zulésst, dass die betrachteten Mengen nicht messbar sein kénnen
und auch keinen sinnvollen Inhalt haben.

Satz 3.1 (Banach-Tarski-Paradoxon). Es ezistieren paarweise disjunkte Mengen
Al A, By, B, B, C, Ch, C4, sodass

6
A=|JAj, B=BUBYUB}, C=CluCyUCh
i=1

A;ng,7 '/5—1—3201, (22172>3)
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In den néchsten Abschnitten werden wir diesen Spezialfall beweisen und uns dabei an
[Bea04] orientieren.

3.1 Freie Gruppen

Fiir den Beweis des Banach-Tarski-Paradoxons miissen wir uns ndher mit den Bewe-
gungen im R? beschiftigen. Wie wir in Abschnitt 2.1 gesehen haben, ist die Menge
aller Drehungen im R3 eine Teilmenge dieser Bewegungen. Diese Drehungen tragen
eine Gruppenstruktur, weshalb wir zunéchst einen Blick auf allgemeine Gruppen werfen.

Sei (H,-) eine Gruppe und o,7 € H. Die von ¢ und 7 erzeugte Untergruppe G := (o, T)
besteht aus dem Einselement von H sowie allen Ausdriicken der Form

p=cirkigizghz  gingkn (n e N, j; ki € Z) (3.1)

wobei der Eindeutigkeit wegen gelte: j; £ 0, falls ¢ # 1, k; # 0, falls ¢ # n, und k; # 0
oder j; # 0, falls n = 1.

Wir nennen die Gruppe G frei oder frei erzeugt, falls fir alle p € G\{1y} die Koeffi-
zienten j; und k; eindeutig bestimmt sind. Das ist dquivalent dazu, dass 1 := 1y keine
Darstellung der Form (3.1) hat, denn gibt es zwei verschiedene Darstellungen p; und po
von u € H,soist 1 = pqpuy ! nach eventuellem Kiirzen der Exponenten eine Darstellung
des Einselements der Form (3.1). Gibt es andererseits eine solche Darstellung von 1, so
sind u = 1y nach eventuellem Kiirzen der Exponenten zwei verschiedene Darstellungen
des Elements p € G\{1}.

Ein erstes Lemma, das fiir den Beweis des Banach-Tarski-Paradoxons notig ist, liefert
disjunkte, echte Teilmengen einer freien Gruppe G, aus denen sich die Gruppe durch
Multiplikation mit lediglich einzelnen weiteren Elementen zweimal erzeugen lésst.

Lemma 3.2. Sei G eine von o und T frei erzeugte Untergruppe von (H,-). Dann gibt
es paarweise disjunkte Mengen Hi, Hs, H3, Hy C G, deren Vereinigung eine echte Teil-
menge von G\ {1} ist, sodass gilt:
G =0cH{UTH, und cHiNTHy =0
G=c'Hyur'H, und o 'Hsn7 'Hy =0
Beweis. Sei W (67 !) die Menge der Elemente von G, deren Darstellung in (3.1) mit
o~ ! beginnt, d.h. j; < 1;in W (7'0*1) seien die Elemente, die mit 7o0~! beginnen, d.h.

j1 =0, k1 = 1, jo < 0 usw. Mit diesen Bezeichnungen lésst sich G als disjunkte Ver-
einigung der fiinf Mengen {1}, W (¢), W (o=1), W () und W (7~!) schreiben. Seien nun
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Diese vier Mengen sind offensichtlich paarweise disjunkt und ihre Vereinigung enthilt
z.B. weder 1 noch 7™ (n € Z). Betrachtet man nun h € {1}UW (¢~ )UW (r)UW (771),
so gilt o0~'h € Hy. Umgekehrt gilt oh € {1}UW (o= ) UW (1) UW (771), falls h € Hj.

Somit folgt oHy = {1} UW (=1 UW (1) UW (771). Es ist klar, dass THy = W (o).
Analog sieht man, dass G = o' Hs U 7' Hj. ]

3.2 Die Gruppe SO(3)

Die Erkenntnisse aus Abschnitt 3.1 kénnen wir nun auf die Gruppe der Drehungen im R?
iibertragen. Diese Gruppe entspricht der Menge SO (3) der orthogonalen 3 x 3-Matrizen
mit Determinante 1. Ziel dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, dass SO (3) eine freie
Untergruppe G enthélt, auf die man Lemma 3.2 anwenden kann.

Zunéchst einige Voriiberlegungen, bevor wir das Hauptresultat iiber die Gruppe SO (3)
beweisen: Durch Basiswechsel kann man Matrizen aus SO (2) stets auf die Form

_ [cost) —sind

HO= \sing cosh
bringen. Mit Hilfe der Additionstheoreme cos0;cosfy — sinfisinfs = cosfy + 0
und cosf;sinfy + sinfy cosfy = sinf; + O folgt sofort, dass pg, g, = pe,+0, und

insbesondere fiff = 9 (n € Z). Diese Ergebnisse iibertragen sich so auch auf Matrizen
aus SO(3) mit gleicher Drehachse.

Die eulersche Identitit liefert cosnf = Re™ und sinnf = Ie?. Seien o := cosh und

B :=sinf, dann folgt aus dem binomische Lehrsatz

_ - N\ n—k :k gk _ N\ ok -k ok
cosn@-kzoyﬁ(k)a Bt = Z <k>a RG]

k gerade
_ n— 2k: 2k
Z (%) -1*p
und analog sinnf = >, (5 1) @k (_1)k g2+ (e N).

Seien nun o = % und 8 = %ﬁ Wegen o 4 32 = 1 gibt es einen Winkel 0 € [0, 27] mit
cos) = o und sinf = B und damit gilt in der obigen Darstellung

cosnf = 37" 2}; (2@ (—8)" und  sinnd = Qf Zk: <2k”+ 1) (=8) (neN).

Diese Summen wollen wir genauer untersuchen. Der Binomische Lehrsatz liefert uns

vt -E () ()- 20

k k gerade
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und somit gilt Y7, (51) = 2op (%) = 2. Zusiitzlich gilt —8 = 1 mod 3, also auch
(—8)¥ = 1 mod 3. Setzen wir diese Uberlegungen in die obigen Darstellungen fiir

Kosinus und Sinus ein, erhalten wir cosnf = 22 und sinnf) = Bni%? (n € Z\{0}) wobei
an und S, ganze, nicht durch 3 teilbare Zahlen sind.

Mit diesen Uberlegungen kénnen wir nun zeigen:

Lemma 3.3. Es gibt 0,7 € SO (3), sodass G := (o, T) eine freie Untergruppe ist.

a -8 0 10 0
Beweis. Seieno:= | «a O]|und7:= [0 a —p| € SO(3) mit a und 5 so wie
0 0 1 0 8 «

oben gewéhlt. Es reicht zu zeigen, dass p € G in der Form (3.1) nicht das Einselement ist
und dazu geniigt es, einen Vektor zu finden, der von p nicht auf sich selbst abgeworfen
wird. Fiir z := (0,0, 1)T zeigen wir zunéchst die Darstellung

a n
pr=3""by/2| mita,b,ceZ, wobei N := Z |7m| + [Em]|.
C m=1

Weiter gilt 3 | ¢, falls j; # 0 und 3 | a, falls j; =0, k; # 0.

Fiir N = 1 gilt entweder j; = +1 oder k; = +1 und alle anderen Koeflizienten sind jeweils
0. Im ersten Fall ist otz = %(0,0,3)T, im zweiten Fall gilt 7+lz = % (O7 F2V/2, 1)T.
Fir N > 1 folgt die Behauptung per Induktion, wobei die Félle j; # 0 und j; = 0
unterschieden werden.

Im ersten Fall ist
= o oT e = a1 (hvae) = L 4b, (b + 2a)V2,3 .
pr=o= (o7 pr = 0" o (e, ) =g (aF4b a)Vv2,3c
wobei 3 | 3c. Der zweite Fall liefert
41, F1 41 1 r_ 1 r
pr =1 (T p)r =171 INT (a,b\/i,c) = 3N <3a, (b:|220)\/§,c:|:4b>
und 3 | 3a.

Fiir k,, # 0 gilt nun 3 1 b, insbesondere ist der mittlere Eintrag also nicht 0. Fiir n = 1 ist

p = 7% (k1 € Z\{0}) und mit den Voriiberlegungen gilt 71z = ﬁ (0, FBr, 2V2, akl)T
wobei 3 t fk,. Sei nun n > 1, dann folgt die Behauptung wieder per Induktion, wobei
die Félle j; = 0 und j; # 0 unterschieden werden miissen. Im ersten Fall gilt

1 T
px =7 (r R )z = 7 ST (a, b2, c)
1

T
o (8M1a, (0, b F 208, ) V2, can, £ 468, )
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wobei 3 t b,ag, und 3 | ¢, da jo # 0. Somit ist oy, b F 2¢fk, nicht durch 3 teilbar.
Im zweiten Fall folgt analog pr = ?%N (acj, F 4b8;,, (baj, £ Zale)\/?,?)'jl‘c)T, wobei
31b,0, und 3 | a, da ki # 0. Somit ist ba, £ 4a3;, nicht durch 3 teilbar.

Sei nun k, = 0 und n # 1. Angenommen x = 1, dann folgt o/»puo~Jnx = x, was einen
Widerspruch liefert, denn ¢/» o= ist von der oben betrachteten Form. Falls n = 1, so
ist 4 = 09" und nach den Voriiberlegungen wird z.B. der Vektor (1,0,0)” nicht auf sich
selbst abgeworfen. O

3.3 Die Bahnen der Gruppenwirkung

Im Folgenden sei G stets die von o und 7 frei erzeugte Untergruppe von SO(3). Wegen
der Orthogonalitét aller Matrizen in G, Esx = x und p(vz) = (uw)z (z € A, p,v € G)
wirkt diese Untergruppe auf die Einheitskugel A durch Linksmultiplikation. Die Bahnen
der Gruppenwirkung sind definiert als Gx = {gz : ¢ € G} (z € A). Jede Bahn
ungleich {0} ist unendlich, denn ist Gz eine endliche Bahn mit = # 0, dann ist auch
{o™z : n € Z} endlich und somit existiert ein n € N mit o*"x = z fiir alle k¥ € N. Analog
gibt es auch ein m mit 7"z = z. Damit gilt 0"z = 7"z = z. Da ¢ # 1 und
7" #£ 1 liegt = also auf der Drehachse von ¢ und 7. Die Definition von ¢ und 7 liefert
x = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung. Zusétzlich ist n in (3.1) stets eine endliche
Zahl und damit ist die Gruppe G abzédhlbar. Somit ist jede Bahn aufler {0} abz#hlbar
unendlich.

Da zwei Bahnen einer Gruppenwirkung entweder disjunkt oder gleich sind, ist

r~y & xeGy (x,y€ A

eine Aquivalenzrelation. Seien O; (i € I) die Aquivalenzklassen ohne den Ursprung.
Wegen der Abzihlbarkeit jeder Bahn O; und der Uberabzdhlbarkeit von A ist I
tiberabzihlbar. Mit dem Auswahlaxiom ist es moglich, aus jeder Bahn O; einen Re-
priasentanten z; mit Gx; = O; auszuwéhlen. Sei X := {z; : i € I} eine Menge von
Reprisentanten, dann gilt GX = A\{0}. Die Menge X ist nicht messbar, denn sei
G = (9n)nen, dann gilt A(A) = A(A\{0}) = A(GX) =3, cn A (9nX) = 2o, en A (X))
Da A positives, endliches Maf} hat, gibt es keinen sinnvollen Wert fiir A (X'). Wir kénnen
X aber auch benutzen, um Lemma 3.2 auf die Einheitskugel A zu iibertragen.

Lemma 3.4. Es gibt paarweise disjunkte Mengen Aq,..., Ay C A, deren Vereinigung
eine echte Teilmenge von A ist, sodass

A=0cA1UTA, und cAiNTAy =10
A= {0}U071A3U771A4 und 0'7114307'71144 = 0.
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Beweis. Seien die Mengen H; (j =1,...,4) wie in Lemma 3.2 gew&hlt und seien

Ay :=H{ XU {0}, Asg:= H3X
Ay = Hy X, Ay = H X
Ay = Ag\{T_laAl N fig}
Ay = ‘44\{7'0'71.43 N 144}
Aus der Wahl von Aj folgt die Disjunktheit von o A1 und 74s. Esist (7710 A4 ﬁfig) eine

Teilmenge von o A1 und somit folgt 0 A1 UTAy = {0} UcH1 X UTH X = {0} UGX = A.
Analog sieht man, dass A = {0} Uoc A3 U7 144 und o1 A3 N 7714, = 0.

Da 1 in keiner Menge H; liegt, ist kein x aus X in der Vereinigung der A; enthalten. [

3.4 Der Beweis des Banach-Tarski-Paradoxons

Die Uberlegungen aus Abschnitt 3.3 nutzen nur Drehungen und noch keine Verschie-
bungen oder Spiegelungen. Mit zusétzlichen Verschiebungen kénnen wir nun ein letztes
Lemma zeigen.

Lemma 3.5. Es gibt paarweise disjunkte Mengen By, By, C1,Cs,Cs derart, dass B =
BiUBsy, C =CyUCyUCs. Weiterhin gibt es eine Funktion f: D = BUC — A, die
eingeschrankt auf jedes B; oder C; (i = 1,2 j = 1,2,3) eine Bewegung ist und fir die
die Mengen f(Bi1), f(B2), f(C1), f(C2) und f(C3) paarweise disjunkt sind.

Beweis. Wir wéhlen die Mengen 4; (i=1,2,3,4) wie in Lemma 3.4 und definieren
f:U; Ai = B U C folgendermafien:

r—ox+b (xeA)
r—=T1r+b (€ Ap)

Bezeichnet man By := f(A;) und By := f(As), so gilt nach Lemma 3.4 bereits B =
B1 U By und By N By = (). Analog definieren wir fiir C

z— o 'z +e (z € A)
r— Ttz 4¢ (x € Ay)

und bezeichnen die Bilder von A3 und A4 als C; und Cy. Nach Lemma 3.4 sind C; und
Cy disjunkt und ihre Vereinigung ist C'\{c}. Aus Lemma 3.4 folgt auerdem, dass es
ein z* € A\ J; A; gibt. Eine Translation um ¢ — * verschiebt {z*} auf Cs := {c}

Sei nun f die Umkehrabbildung von f auf D\{c} und f(c) := z*, dann erfiillt f alle
geforderten Bedingungen. O
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Dies zeigt, dass es sogar eine echte Teilmenge A’ = | J; A; U{z*} von A gibt, aus der sich
die Kugeln B und C nur durch Bewegungen von Teilmengen von A’ erzeugen lassen.
Damit kénnen wir nun das Banach-Tarski-Paradoxon beweisen.

Beweis des Banach-Tarski-Paradozons 3.1. Es sei g : A — B UC' die Translation um b,
dann gilt g(A) = B. Lemma 3.5 liefert eine injektive Abbildung f: BUC — A. Gibt es
fiir ein x € A ein y € D mit f(y) = x so bezeichnen wir y als Vorgénger von x. Analog
ist € A der Vorgéinger von y € D, falls g(x) = y (welcher genau dann existiert, wenn
y € B). Die Vorgéngersuche fiir einen Punkt z € AU D ist die sukzessive Suche nach
Vorgéngern, startend in x. Diese Suche kann entweder in A oder D abbrechen oder sie
endet nicht.

Dies erlaubt uns eine Zerlegung von A und D in jeweils drei disjunkte Teilmengen.

A; = {x € A: die Vorgingersuche endet in D}
Ay :={z € A: die Vorgéngersuche endet in A}
A = {x € A: die Vorgéngersuche endet nicht}

Und analog

D¢ := {x € D : die Vorgéngersuche endet in D}
Dy := {z € D : die Vorgéngersuche endet in A}
Dy :={z € D : die Vorgéngersuche endet nicht}

Esist nun f: Dy — Ay auch bijektiv, denn fiir alle x € Ay endet die Vorgéngersuche in
D und somit hat = einen Vorgéinger y € D. Da fiir y die Vorgéngersuche ebenfalls in D
enden muss folgt y € Dy. Analog sieht man, dass g : A; — Dy bijektiv ist und ebenso,
dass f(Dwo) = Ao und g(Aso) = Deo.

Seien nun

Bj:=B;N(DyUDs) (i=1,2)

2

By:=BND,

mit Mengen B; wie in Lemma 3.5. Es sind Dy, D, und Do, paarweise disjunkt und nach
Lemma 3.5 gilt auch By N By = (). Somit sind B, B) und Bj paarweise disjunkt. Aus
Lemma 3.5 folgt aulerdem

B =B1UDBy
= (B1N(DyUDx))U(BiNDy)U(BaN(DfU Do) U (Ba N Dy)
=By UByU(BND,)=BjUB;U B;.

Sei x € C, dann hat x keinen Vorgédnger. Somit endet die Vorgidngersuche sofort in
C CDund CNDy=CNDys =0. Wir kénnen also C! := C; (i = 1,2, 3) setzen, wobei
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die Mengen C; wieder aus Lemma 3.5 stammen.

Mit diesen Wahlen setzen wir nun fiir A

A= f(B) (i=1,2)
Ay =g~ (B3)
fa = (0 (1=1,2,3)

und es folgt

A=A;UAcUAg = f(Ds) U f(Deo) Ug™!(Dy)
= f(BiUByUCTUC,UCY) Ug™ (Bs)
= f(B1) U f(By) U f(C1) U f(C2) U f(C3) U Ay
=AJUAS U AU A} U AL U Ag.

Die paarweise Disjunktheit von A}, A, A)j, AL, Aj folgt aus den Eigenschaften von f.
Sei z € A} N A3 (j # 3), dann gilt x € f(Dy U Doo). Damit existiert ein y € Dy U Do
mit f(y) = x und da y der Vorgénger von z ist, endet die Vorgéngersuche fiir x genau
wie fiir y in D oder gar nicht. Gleichzeitig gilt auch z € g~*(D,) womit = der Vorgéinger
eines y € Dy ist. Damit folgt ein Widerspruch, denn die Vorgéngersuche miisste fiir =
somit in A enden. Also sind alle Mengen A paarweise disjunkt. O

Aus dem Banach-Tarski-Paradoxon ldsst sich genauso wie aus dem Satz von Banach
und Tarski folgern, dass das Inhaltsproblem fiir d > 3 keine Losung besitzt. Gébe
es némlich eine Losung, so hitte die Einheitskugel einen endlichen Inhalt ungleich
0. Mit der endlichen Additivitdt und der Bewegungsinvarianz folgt der Widerspruch
m(A) =m(B)+m(C) =m(A+b) +m(A+c) =2m(A). Fir hohere Dimensionen
folgt die Unlésbarkeit nun ebenso, indem wir jede Menge M, die im Beweis auftaucht,
durch M x [0,1]%7% ersetzen und die verwendeten Drehmatrizen mit Einheitsmatrizen
vergrofern.

In seinem Buch ,,Grundziige der Mengenlehre“ bewies Felix Hausdorff bereits 1914 mit
den gleichen Methoden, dass es keinen rotationsinvarianten Inhalt auf der Kugelober-
fliche geben kann, der der gesamten Oberfliche einen Wert ungleich 0 zuordnet. Damit
lésst sich ebenfalls folgern, dass das Inhaltsproblem in hoheren Dimensionen als 2 keine
Losung besitzt. Die Beweise von Banach, Tarski und Hausdorff kénnen allerdings nicht
auf die Fille d = 1,2 iibertragen werden, denn SO(1) und SO(2) haben keine freien
Untergruppen, die von zwei Elementen erzeugt sind. Im Gegenteil werden wir im letzten
Teil dieser Arbeit sehen, dass es solche paradoxen Zerlegungen in R und R? nicht geben
kann.
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4 Der Satz von Banach

Neun Jahre nach Hausdorffs Arbeit bewies Banach, dass das Inhaltsproblem fiir kleinere
Dimensionen tatséchlich eine Lésung besitzt.

Satz 4.1 (Banach). Das Inhaltsproblem in R und R? ist lésbar, aber es gibt keine ein-
deutige Losung.

In den folgenden Abschnitten werden wir Banachs Vorgehen darstellen, wie es sich bei
[Zaa67] und [Ban23| findet. Banachs Idee war es, das Lebesgueintegral fiir bestimmte
Funktionen fortzusetzen, denn das Integral ist eng mit dem Volumenbegriff verbunden.
Dafiir benotigen wir Werkzeuge aus der Mengenlehre und der Funktionalanalysis, die
wir in den néchsten zwei Abschnitten beweisen werden.

4.1 Partielle Ordnungen

Sei V' eine Menge und < eine Relation. V' heifit von < partiell geordnet, wenn < die
folgenden drei Bedingungen fiir alle a,b,c € V erfiillt.

()a<a (Reflexivitét)
(fi)a<bundb<c=a<c (Transitivitét)
(i) a<bundb<a=a=0b (Antisymmetrie)

Zunichst einige Bezeichnungen fiir partiell geordnete Mengen: Gilt fiir a,b € V' entweder
a < boder b < a, so heiflen a und b vergleichbar. Eine Teilmenge C C V heif3t linear
geordnet oder Kette, wenn je zwei Elemente von C stets vergleichbar sind. Ein Element
s € V heiit obere Schranke der Teilmenge D C V', wenn d < s fiir alle d € D gilt. Eine
obere Schranke a von D heifit kleinste obere Schranke, wenn a < s fiir jede weitere obere
Schranke s von D gilt. Ein Element m € V heifit mazimal, wenn m < a dquivalent zu
m=aist (a €V).

Wir werden nun ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines maximalen Elements
herleiten. Dazu benotigen wir das folgende Lemma, welches eine Aussage iiber einen
Fixpunkt einer Funktion macht und als Voraussetzung lediglich Eigenschaften beziiglich
der partiellen Ordnung benétigt.

Lemma 4.2. Sei V partiell geordnet und jede Kette von V habe eine kleinste obere
Schranke. Weiter sei f : V. — V eine Funktion, die a < f(a) (a € V) erfillt. Sei
ap € V, dann hat die Menge Vp :={a € V : ap < a} einen Fizpunkt a* mit f (a*) = a*.
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Beweis. Wir nennen eine Menge G C Vjy abgeschlossen, wenn die folgenden drei Bedin-
gungen erfiillt sind.

(i) ap e G
(i) ae G= f(a)eG
(7i1) Fiir jede Menge M C G, die eine kleinste
obere Schranke s besitzt, gilt s € G

Aufgrund der Definition von V{, der Reflexivitit und Transitivitit von < und der
Eigenschaft a < f(a) ist Vj abgeschlossen. Man rechnet auch sofort nach, dass der
Schnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen abgeschlossen ist. Sei nun Gy # 0 die
kleinste abgeschlossene Menge. Es geniigt nun zu zeigen, dass Gg eine Kette ist, denn
dann gibt es nach Voraussetzung eine kleinste obere Schranke a* von Gy. (iii) besagt,
dass a* € Gy C V) und (ii) bedeutet, dass f (a*) € Go. Da a* eine obere Schranke ist,
gilt f(a*) < a*. Andererseits gilt nach Voraussetzung bereits a* < f(a*), also ist a*
aufgrund der Antisymmetrie ein Fixpunkt.

Es bleibt zu zeigen, dass G tatséichlich eine Kette ist. Ein Element n € Gg heifit
normal, wenn aus a < n (d.h. a < n und a # n) stets f (a) < n folgt. ap ist normal,
denn es gibt kein Element a € Gy, welches a < ag erfiillt. Fiir ein normales n ist die
Menge B, := {b € Gp : b < noder f(n) < b} eine abgeschlossene Menge. Die erste
Bedingung folgt sofort aus der Definition von V4. Gilt b € B, so heifit das entweder
b < n und damit f (b) < n, denn n ist normal, oder b = n und damit f (b) = f (n) oder
f(n) < bund damit f(n) < b < f(b). In jedem Fall folgt (i7). Fiir (¢ii) betrachten
wir eine Teilmenge M von B, mit kleinster oberer Schranke s. Es gilt entweder m < n
fiir alle m € M und somit s < n, da s die kleinste obere Schranke ist, oder es gibt ein
m € M mit f(n) <m, womit auch f(n) < s. In beiden Fillen folgt s € B,.

Da B,, C Gy folgt B, = Gp, denn Gy ist die kleinste abgeschlossene Menge. Fiir jedes
a € Gy gilt also entweder a < n oder n < f(n) < a, somit ist das normale Element n
mit a vergleichbar. Sei nun N := {n € Gy : n normal}, dann ist auch N abgeschlossen.
Wir wissen bereits, dass ap normal ist. Sei n normal, dann miissen wir zeigen, dass
f(n) normal ist, das heifit aus a < f (n) folgt f (a) < f(n) (a € Gy). Ist a < f(n), so
gilt a < n, denn Gy = B,,. Gilt a = n, so ist klar, dass f (a) = f(n). Gilt a # n, so ist
f(a) <n < f(n), da n normal ist. In beiden Féllen folgt die zweite Eigenschaft. Fiir
(7i7) sei wieder M C N mit kleinster oberer Schranke s. Sei a € Gy mit a < s, dann
ist @ mit jedem m € M vergleichbar. Wire m < a fiir alle m € M, so wire s < a,
denn s ist die kleinste obere Schranke. Wir haben aber angenommen, dass a < s, al-
so gibt es ein m € M mit a < m. Da m normal ist, folgt f (a) < m < s, also ist s normal.

Genau wie vorher folgt nun Gy = N, also sind je zwei Elemente von Gy immer normal
und damit vergleichbar, d.h. Gy ist eine Kette. 0

Mit diesem Lemma kénnen wir nun leicht das Lemma von Zorn beweisen, welches uns
die hinreichende Bedingung liefert, die wir suchen.
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Lemma 4.3 (Lemma von Zorn). Sei V' eine partiell geordnete Menge in der jede Kette
eine kleinste obere Schranke hat. Dann hat V' ein maximales Element.

Beweis. Angenommen, V habe kein maximales Element, dann gibt es fiir alle a € V
ein b € V mit a < b, also sind die Mengen Fj, := {b € V : a < b} (a € V) nicht leer.
Mit dem Auswahlaxiom koénnen wir aus jeder Menge F, ein Element auswéihlen und so
eine Funktion f : V' — V mit f (a) € F, konstruieren. Die Funktion f erfillt a < f (a)
fiir alle @ € V und kann somit keinen Fixpunkt besitzen. Im Widerspruch dazu erfiillt
sie aber auch die Bedingungen von Lemma 4.2 und miisste somit einen Fixpunkt a*
haben. O

Fiir die Aussage des Lemmas von Zorn reicht es sogar, nur die Existenz einer oberen
Schranke zu fordern, die nicht notwendigerweise eine kleinste obere Schranke sein muss.
Wir werden diese Aussage fiir unsere Zwecke aber nicht benttigen.

4.2 Der Satz von Hahn-Banach

Im Folgenden sei V ein reeller Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Wir stellen
uns nun folgende Frage: Gegeben sei eine lineare Funktion f : U — R; gibt es eine lineare
Fortsetzung von f, d.h. eine Funktion F', definiert auf einem groflieren Vektorraum
als U, die linear ist, auf U mit f iibereinstimmt und dabei gewisse Beschrankungen
einhélt? Bei der Beantwortung dieser Frage helfen uns sublineare Funktionen. Eine
Funktion p : V' — R heifit sublinear, wenn p (x + y) < p(z) + p (y) (Subadditivitidt) und
p(Az) =Ap(z) (z,y e V, A >0).

Es sei z € V\U, dann definieren wir den Untervektorraum Ulz] := {u + Az : u €
U, X € R}. Dabei ist fiir jedes x € U[z] die Darstellung = = u + Az eindeutig, denn sei
T =u1+ Az =ug+ Aoz, so folgt (\y — Xo)z=wug —u; € U. Nun ist \; = A9, da z ¢ U,
also gilt auch u; = us.

Angenommen es gibt eine sublineare Funktion p : V. — R mit f (z) < p(x) (x € U),
dann lisst sich f auf U[z] so fortsetzen, dass F' (z) < p(x) (x € Ulz]). Um das zu zeigen,
geniigt es, einen geeigneten Wert ¢ = F (z) festzulegen, denn dann folgt wegen der ein-
deutigen Darstellung von z € U|z] bereits, dass F' durch F (z) = F (u+ Az) = f (u) + At
eindeutig definiert ist.

Der Wert ¢t muss dabei so gewihlt sein, dass stets f(u) + M < p(u+ A2)
(wue U, AeR) gilt. Fir A = 0 folgt das nach Voraussetzung. Sei A > 0, dann
setzen wir u = Aw fiir ein geeignetes w € U. In die Ungleichung eingesetzt ergibt sich
Af(w) + At < Ap(w+ z). Fir A < 0 setzen wir ebenfalls u = Aw und erhalten die
Ungleichung A\ f (w) + At < —=Ap (—w — 2).

Stellen wir diese beiden Ungleichungen nach ¢ um, so erhalten wir die Forderung

—p(~w1—2z) = f(w) <t <p(wz2+2)— f(wz) (w1, w2 €U).
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Nach Voraussetzung gilt nun fiir alle wy,wy € U
f(w2) = f (w1) = f (w2 —wr) < p(we —wi) <p(wz+2) +p(—wr—2)

und somit auch

—p(—w1 —2z) — f(w1) <p(we+2) — f(w2).

Diese Ungleichung bleibt richtig, wenn wir links das Supremum iiber alle w; und rechts
das Infimum {iber alle wy wéhlen. Jeder Wert ¢ zwischen diesen Schranken geniigt dann
der Behauptung.

Im endlichdimensionalen Fall folgt nun durch sukzessives Einsetzen der Basisvektoren
fiir z, dass es eine lineare Fortsetzung F' von f gibt, die auf ganz V definiert und durch
p beschréinkt ist. Aber auch im unendlichdimensionalen Fall gilt dieser Satz, der nach
Hans Hahn und Stefan Banach benannt ist.

Satz 4.4 (Satz von Hahn-Banach). Sei V' ein reeller Vektorraum und U C V ein Un-
tervektorraum. Weiterhin seien f : U — R linear und p : V — R sublinear derart, dass
f(z) <p(x) (x €U). Dann gibt es eine lineare Fortsetzung F' von f, die auf ganz V
definiert ist, mit der Figenschaft F (x) < p(x) (x € V).

Beweis. Wir betrachten die Menge aller linearen Fortsetzungen g : V, — R von f, die
g(z) < p(z) (z € Vy) erfiillen. Diese Menge ist nicht leer, denn f ist eine Fortsetzung
von sich selbst mit Vy = U. Sie ldsst sich aulerdem partiell ordnen durch

g1 < g2 Vg CVyund g1 (z) = g2 (7) (z € Vyy)

d.h. go ist eine lineare Forsetzung von g;. Sei (gi);c; eine Kette. Fiir ein beliebiges
zo € U;er Ve, gilt g (o) = gj (o) fiir alle 4, j mit der Eigenschaft, dass g; und g; in g
definiert sind. Wir kénnen also go : (J;c; Vg, — R definieren, indem wir fiir jedes zg den
Wert go (x0) = gi (xo) fiir ein geeignetes i € I festlegen.

go ist eine lineare Fortsetzung von f und es ist g; < go (i € I), also ist g eine obere
Schranke der Kette. Jede weitere obere Schranke muss mindestens auf (J;c; Vg, = Vi,
definiert sein und dort auch mit gy iibereinstimmen, deshalb ist gg sogar die kleinste
obere Schranke. Nach dem Lemma von Zorn gibt es also ein maximales Element
F:Vp - Rmit F(z) <p(z) (z € Vp).

Angenommen Vp # V., dann gibt es ein z € V\Vp und wir kénnen F, wie in den
Voriiberlegungen gesehen, auf Vp[z] fortsetzen. Das steht im Widerspruch zur Maxima-
litdt von F. O

Die Fortsetzung von F' ist nicht eindeutig, denn das Lemma von Zorn liefert lediglich die
Existenz eines maximalen Elements und nicht die Eindeutigkeit. Dies wird im né&chsten
Abschnitt dazu fithren, dass die Losung des Inhaltsproblems im Gegensatz zum Lebes-
guemaf nicht eindeutig ist.
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4.3 Ein Inhalt auf der reellen Achse

Wir kénnen nun beweisen, dass das Inhaltsproblem in R eine Lésung hat.

Sei dazu V' := {f : R — R : f beschrinkt, f(z + 1) = f(z)(x € R)}. V ist ein
Vektorraum beziiglich der {iblichen Addition und Skalarmultiplikation. Wir setzen
M (f;ou,...,0n) == supuer + iy f (x4 o) fiir beliebige reelle Zahlen aq,...,an
und eine Funktion f € V.

Zusétzlich setzen wir p (f) = inf{M (f;01,...,a,) : n € N, a1,...,a, € R}. Die
Funktion p : V' — R ist sublinear. Fiir A > 0 gilt offenbar p (Af) = A p(f). Seien nun
f,g € V und € > 0 gegeben, dann gibt es reelle Zahlen av, ..., ap, 51, ..., By derart, dass

M (fia1,...,ap) <p(f)+5und M (g;51,...,58) <p(g) + 5. Fir v j := o + B gilt
dann

p(f+9) <M(f+g71---Vpg)
1
—iggﬁZ(Hg) (@ +7iy)

1,J

< sup — Z Zf (z +a; + Bj) SUP Z Zg (z +a; + 5;)
= 1

mGRq
SM(f;Oél,...,Oép) + M(g;ﬁl,...,ﬂq)
<p(f) +pg) + e

Da ¢ beliebig war, folgt die Subadditivitidt von p.

Sei nun f € V eine messbare Funktion, dann definiert f +— f(O,l f dX\ eine lineare
Funktion vom Untervektorraum der messbaren Funktionen in V' nach R. Mit Hilfe der
Transformationsformel (vgl. z.B. [Els10, S.203ff]) folgt fiir jede Zahl o € R (wobei wegen
der Periodizitét von f angenommen werden kann, dass « € (0, 1])

fd\= Fdx + £ d\
(0.1] (0.0] (or1]

:/ flx+a—1)d\(z) +/ f(z+a)d\(z)
(1—a,1] (0,1-q]

= f(z+a) d\(x).
(0,1]
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Also gilt fiir alle reellen Zahlen aq, ..., ay

famzl Fa+a)+ ..+ f(x+an) d\(@)

(0,1] (0 1]

< sup — Zf z+ ;)

xERn
:M(f;al,...,an)

und damit auch f(o 1] fdXx < p(f). Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es nun eine
nicht eindeutige, lineare Fortsetzung F' : V — R des Lebesgueintegrals iiber (0,1] auf
allen Funktionen in V', die durch p beschrankt ist.

Wir beschiéiftigen uns zunéichst mit den Eigenschaften dieser Fortsetzung. Fiir jedes xg €
R und jedes f € V gilt F (f (x + x0)) = F (f). Sei dazu g (z) := f (x + z9) — f (z) und

ap := 0, ag 1=z, a3 := 20, ..., Q= (n — 1) zo, dann gilt
p()<M(g;a1,..., n)
= sup — Zf x+i-x9)— fz+(i—1)- )
xERn

:lsupf(m+n-a:o)—f(:n)—>0 (n — o0)
N zeR

da f beschrénkt ist. Es folgt F'(g) < p(g) < 0. Analog gilt

1
—F(9) = F(-g) <p(=g) < —sup f(z) - f (z +n-x0)
N zeR
und damit F'(g) = 0.
Weiterhin ist F'(f) nicht positiv fiir jede nicht positive Funktion f € V und
nicht negativ fiir jede nicht negative Funktion f € V. Sei dazu f eine nicht
positive Funktion, dann folgt aus der Definition von M (f;aq,...,qy), dass

F(f) <p(f) < M(f;01,...,a) < 0. Ist f € V eine nicht negative Funktion,
so ist —f € V nicht positiv und wegen der Linearitidt von F' folgt F' (f) > 0.

Wir setzen nun J (f) := 3 [F (f) + F (f (1 — z))]. Fiir jede messbare Funktion f € V
gilt nach der Transformationsformel

fax= [ fA—x)-|=1]dA(z)
(0,1] [0,1)

und somit folgt auch J (f) = f(O,l] fdA.

Wir fassen diese Ergebnisse im folgenden Lemma zusammen.
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Lemma 4.5. FEs gibt eine lineare Funktion J : V — R derart, dass

(i) T (f) = fdx (f €V messbar)
(0,1]

(i) T (f) =T (f(@+m0)) (v0€R, feV)
(1) T () =T (f(A—==z)) (feV)
(i) T (f) =0 (feV, f=0)

Seien nun E C (0,1] und fg € V die 1-periodische Fortsetzung von 1g. Wir setzen
m(F) :=J (fg), dann ist m ein Inhalt auf P ((0,1]). Die Funktion m ist nicht negativ,
denn fg ist nicht negativ. Die endliche Additivitéit folgt aus der Linearitdt von J. Ist
E C (0,1] Lebesguemessbar, so auch fp. Aus der Eigenschaft () von J folgt nun, dass
m (F) = A(F) und insbesondere m ((0,1]) = 1. Aus den Eigenschaften (i) und (ii7)
folgt, dass m invariant unter einer Spiegelung an % und unter jeder Translation ist. Ist
dabei E + z¢ ¢ (0,1], so versteht man unter m (E + zp) die Summe der Inhalte von
E+zon(n,n+1—nund E+2oN(n+1,n+2]—(n+1), wenn E + 9 C (n,n + 2.
Jede Bewegung in R besteht aus einer Translation und eventuell einer Spiegelung an %,
also ist m bewegungsinvariant.

Fiir eine beliebige Menge E' C R setzen wir nun

m(E) =Y m(EnN (kk+1] - k)
keZ

falls diese Reihe konvergiert und m (E) := oo falls sie divergiert. Wir kénnen hier
die Bezeichnung m beibehalten, denn fir £ C (0, 1] stimmen die beiden Definitionen
iiberein. Die Funktion m ist eine Losung des Inhaltsproblems auf der reellen Achse.

Wir kénnen die selbe Konstruktion auch im R vornehmen indem wir die Periodizitét von
f durch f (x4 e;) = f (x) fiir jeden Einheitsvektor e; ersetzen. Wir erhalten einen end-
lich additiven Inhalt, der das Lebesguemaf fortsetzt und invariant unter Translationen
sowie Spiegelungen an jeder Koordinatenachse ist. Die Invarianz gegeniiber Drehungen
erhalten wir so allerdings nicht.

4.4 Ein Inhalt auf der reellen Ebene

Die relativ einfache Struktur der Bewegungen im R? erlaubt es uns, die Ergebnisse aus
Abschnitt 4.3 zu benutzen, um einen Inhalt auf der reellen Ebene zu konstruieren, der
invariant gegeniiber allen Bewegungen ist. Sei dazu die Funktion J wie in Lemma 4.5
gegeben und sei C' der Kreis in R? mit Mittelpunkt 0 und Radius % Da C' den Umfang
1 hat, kénnen wir jede Funktion aus V' auch als beschréinkte Funktion auf C' betrachten
und umgekehrt. Die Argumente der Funktion sind dann die Winkel aus [0, 27), die
wir mit den Punkten aus [0,1) identifizieren. J ist also auch auf allen beschrinkten
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Funktionen f : C' — R definiert.

Wir koénnen J auch fiir jede beschrinkte Funktion f : R — R, fiir die
E = {x eR: f(z)# 0} beschrankt ist, definieren. Dazu iiberdecken wir E mit
endlich vielen Intervallen [k,k + 1), wobei k eine ganze Zahl sei, und betrachten die
periodische Fortsetzung von f auf jedem einzelnen Intervall. Wir werden im Folgenden
beide Definitionen von J benutzen, wobei aus dem Zusammenhang klar ist, welche
jeweils gemeint ist.

Sei f : R? — R beschriinkt und die Menge E der Punkte, auf denen f nicht 0 ist, sei
ebenfalls beschrénkt. Fiir jeden Winkel £ fithren wir eine Drehung ,ugl um —¢ durch.

Wir setzen also fe (z) := f (uex) (z € R?) und gehen nun &hnlich zum Satz von Fubini
vor: Fiir jedes a € R setzen wir g¢ (a) := J (fe (a,y)) und ¢ (§) = J (g¢ (x)). Zum
Schluss betrachten wir alle Winkel und setzen H (f) := 7 (¢ (£)).

Genau wie im letzten Abschnitt kénnen wir nun einige wichtige Eigenschaften von H
folgern: Es ist klar, dass H linear ist und auf nichtnegativen Funktionen stets nichtnega-
tive Werte annimmt. Wir beweisen in drei Schritten, dass H invariant unter Bewegungen
ist, d.h. ist ¢ : R? — R? eine Bewegung mit f! (z) = f2 (¢ (), so folgt H (f) = H (f?).

Als erstes zeigen wir die Translationsinvarianz. Es gehe f! durch Translation aus f2
hevor, dann geht fiir jeden Winkel £ auch fg durch eine Translation aus fg hervor, d.h.

es gibt reelle Zahlen z¢ und yo mit fg (x,y) = fg (x + zo,y + o) (z,y € R). Aufgrund
der Translationsinvarianz von J folgt nun fiir jede reelle Zahl a
g¢ (a) = T (fi (a,y)) = T (f¢ (a,y — o))
=T (f2 (a+z0,y)) = g2 (a+ ).
Aus dem gleichen Grund folgt dann auch

¢ (€) = T (9 (2)) = T (g€ (x +x0)) = T (4% (2)) = ¢* (€)
und damit schlieBlich auch # (f') = H (f?).

Sei nun 6 ein Winkel und f? gehe durch die Drehung ug_l aus f hervor, d.h.
fP(x) = f(upx) (w € ]R2). Fiir jeden Winkel £ stimmen nun fe und fg—o iiberein
und damit gilt ¢ (¢) = ¢? (€ —6). Wegen der Translationsinvarianz von J folgt nun
H(f)=H (%), d.h. H ist invariant unter beliebigen Drehungen.

Als letztes zeigen wir die Invarianz von H unter Spiegelungen an der z-Achse. f~ gehe
durch Spiegelung an der x-Achse aus f hervor, d.h. f~ (z,y) = f(z,—y) (z,y € R).
Dann geht fiir jeden Winkel ¢ auch die Funktion fjé durch Spiegelung an der z-Achse
aus f¢ hervor. Nun folgt aus der Spiegelungsinvarianz von J fiir jede reelle Zahl a

9¢ (@) = T (fe (a,9) = T (1= (0.=9)) = T (F=c (@) = g7 (0).
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Damit folgt ¢ (§) = ¢~ (—¢) und damit wiederum H (f) = H (f~) aus der Spiegelungs-
invarianz von J. Da sich jede Bewegung in R? als Kombination dieser drei Bewegungen
darstellen ldsst, ist ‘H invariant unter allen Bewegungen.

Sei nun f messbar und £ ein Winkel, dann ist nach dem Satz von Fubini (vgl. z.B. [Els10,
S.175ff]) fiir fast alle a € R die Funktion y — f¢ (a,y) messbar und somit gilt fast iiberall

gd@—J%WW»—/&@wdy

da J eine Fortsetzung des Lebesgueintegrals in einer Dimension ist. Ebenso folgt nun

0(€) =7 e @) = [9c@) do= [ [ ew) dydo

und damit H (f) = [ fd)? da das Lebesgueintegral nach der Transformationsfor-
mel invariant unter Drehungen ist. Wir setzen nun fiir jede beschrinkte Teilmenge
E der reellen Ebene m? (E) := H (1g). Fiir jede beliebige Menge E C R? setzen wir
m? (E) := limy 0o m? (EN {z € R? : ||z]| < n}) wobei die Definitionen fiir beschréinkte
Mengen wieder iibereinstimmen. Die Funktion m? ist ein bewegungsinvarianter, endlich
additiver Inhalt, der auf messbaren Mengen mit dem zweidimensionalen Lebesguemaf
iibereinstimmt. Damit ist der Satz von Banach vollstéindig bewiesen. U
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