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Ubersicht

In dieser Arbeit mochten wir einige topologische Strukturen auf Mafen untersu-
chen. Zum Einstieg betrachten wir in Kapitel 1 signierte Mafe auf allgemeinen
messbaren Raumen. Im Gegensatz zu ,normalen Mafen lasst sich fiir Mafe mit
Vorzeichen eine Vektorraumstruktur definieren, welche zusammen mit der soge-
nannten Totalvariationsnorm einen Banachraum bildet.

Allerdings stellt sich in der Anwendung heraus, dass diese Norm oft zu restrik-
tiv ist, weshalb wir in Kapitel 2 einen schwécheren Konvergenzbegriff einfiihren.
Dieser basiert auf dem Testen mit stetigen beschrankten Funktionen. Damit wir
von Stetigkeit sprechen konnen, betrachten wir ab diesem Kapitel Mafe auf me-
trischen Réumen. Wir charakterisieren den Konvergenzbegriff, untersuchen auf
Metrisierbarkeit und beweisen den Satz von Prochorov, der ein notwendiges und
hinreichendes Kriterium fiir Kompaktheit liefert.

Etwas funktionalanalytischer wird es in Kapitel 3: Hier beantworten wir die Fra-
ge, ob die schwache Konvergenz von Mafsen mit einer passenden schwach-* Kon-
vergenz libereinstimmt. Mit diesem Ansatz gelingt es uns, den Satz von Prochorov
alternativ mit dem Satz von Banach-Alaoglu zu beweisen.

Als néchstes mochten wir in Kapitel 4 die schwache Konvergenz in der Theorie
des optimalen Transports anwenden. Hierbei untersuchen wir die moderne Formu-
lierung des Monge-Kantorovich-Problems auf Losbarkeit. Dabei handelt es sich
um ein Minimierungsproblem, welches mit Wahrscheinlichkeitsmafen formuliert
wird und damit sehr allgemein gehalten wird.

Mit Hilfe dieser Theorie erhalten wir in Kapitel 5 einen weiteren Abstandsbe-
griff: die Wassersteindistanz. Nach einigen metrischen Eigenschaften ergeben sich
Zusammenhange mit der schwachen Konvergenz.






1 Signierte Malde

Mafse haben einen entscheidenden Nachteil. Sie bilden lediglich einen positiven
konvexen Kegel, das heiftt, dass die Menge der Mafse nur unter Bildung endlicher
Summen und positiver Skalierung abgeschlossen ist. Unser Ziel in diesem Kapitel
wird es sein, die sogenannten signierten Mafse einzufiihren, das heifst es wird auf
die Positivitat verzichtet, um somit eine Vektorraumstruktur zu erzeugen. Schliefs-
lich werden wir diesen Raum normieren und feststellen, dass es sich dabei sogar
um einen Banachraum handelt. Sei im Verlauf des Kapitels (£2,21) ein messbarer
Raum.

1.1 Einfihrung

In diesem Abschnitt werden wir zuerst die signierten Mafe einfiihren und einige
ihrer Eigenschaften darstellen. Wir orientieren uns dabei an [Els09, §1 in Kapitel
VIIJ.

Definition 1.1.1. Signiertes Mafs. Eine Abbildung p : 2 — R heilst signiertes
Mafs auf (©2,20), wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

L. pu(A) C RU{—o0} oder pu(A) C RU {o0}.

2. o-Additivitit: Fur jede Folge (Ag)geny C A mit A; N A; = 0 fiir alle i # j
konvergiert > 7, p1(A) in R U {—00, 00} und es gilt

(A0 =3 (A,

Hierbei setzen wir oo +a := oo fiir alle a € RU{oo} und —oo +a = —oo fiir
alle a € RU{—o00}. Den Fall oo — 0o schliefsen wir durch die erste Eigenschaft
aus.

3. u(®) =0.



1 Signierte Mafse

Definition 1.1.2. Ein signiertes Maf p heilt endlich, falls u(2A) C R. Die Menge
der endlichen signierten Mafe auf (€2,2() bezeichnen wir mit M(2(). Die Menge
der endlichen Mafe bezeichnen wir mit M™ ().

Bemerkung 1.1.3. Zu signierten Mafen.

1. Mit einem Korollar (siehe Satz A.1.1) aus dem Steinitzschen Umordnungs-
satz erhalten wir, dass fiir alle Folgen (Ay)ren C A die Reihe Y. | pu(Ay)
bereits absolut konvergiert.

2. Durch den Ubergang von Mafen zu signierten Mafen verlieren wir Eigen-
schaften wie die Monotonie und die o-Subadditivitéit. Ebenfalls miissen wir
eine neuartige Definition der Nullmengen von p vornehmen.

3. Da die mengenweise Addition® zweier signierten Mafe im Allgemeinen nicht
wohldefiniert ist, konnen wir auf der Menge der signierten Mafe keine sinn-
volle Vektorraumstruktur definieren. Falls jedoch mindestens eines der bei-
den Malse endlich ist, ist die Addition wohldefiniert. Insbesondere ist die
Menge M(2l) ein Vektorraum iiber R.

Definition 1.1.4. Sei p ein signiertes Maf auf (©,2(). Eine Menge A € 2 heifst

1. Nullmenge unter p, falls fiir jedes B C A mit B €  bereits u(B) = 0 folgt.

2. positiv unter pu, falls fiir jedes B C A mit B € 2 bereits u(B) > 0 folgt.

3. megativ unter pu, falls fir jedes B C A mit B € 2 bereits p(B) < 0 folgt.
Lemma 1.1.5. Sei p ein signiertes Mafl auf (Q,20). Eine abzihlbare Vereinigung
von positiven (bzw. negativen) Mengen unter u bleibt positiv (bzw. negativ).
Beweis. Sei (Py)ren C 2L eine Folge von positiven Mengen. Setze

k—1

=1

fiir jedes k¥ € N. Dann ist P, N P; = ) fiir i # j und U2, P = U2, Pi. Sei
A C U2, Py A-messbar. Wegen P.NA C P, und der Positivitit von P, gilt
(PN A) >0 jedes k € N. Insgesamt erhalten wir

p(A) = p (G P ﬂA) = iﬂ(ﬁk nA)>0.
k=1 k=1

"Wir setzen (p1 + p2)(A) := pi(A) + pa(A) und (M) (A) := Au(A) fiir A € A und X € R.




1.1 Einfiihrung

Falls (Py)ren C U eine Folge von negativen Mengen ist, gilt (P, N A) < 0 und
damit auch p(A) <0. O

Eigenschaften 1.1.6. Sei p ein signiertes Maf$ auf (2,21).

1. Sei B € A mit u(B) # +oo. Dann folgt n(A) # too fir jede A-messbare
Menge A C B.

2. SeiA, B € A mit A C B und u(A) # £oo. Dann gilt j1( B\A) = u(B)—u(A).

3. Falls (Ay)nen C 2 steigend, das heifst es gilt A, C A, 11 fiir jedes n € N.
Dann folgt p(A,) = p(Uiey Ax) fiir n — oo.

4. Falls (Ap)neny C2A fallend, das heifit es gilt A, D Api1 fiir jedes n € N und
falls es ein ng € N mit j(Ay,) # £oo gibt, dann folgt j1(A,) — u(Nee; Ak)
fiir n — oo.

Die Figenschaften 3. und 4. heiffen o-Stetigkeit von .

Beweis.

1. Angenommen p(A) = £oo. Dann wére mit der o-Additivitét
w(B) = () + (B \ A) = 00+ u(B \ 4) = %o,

was der Voraussetzung widerspricht.

2. Es gilt mit der o-Additivitat
w(B\A) =B\ A) + p(A) — p(A) = u(B) — p(A).

3. Mit der o-Additivitdt von pu gilt

1 (U Ak) = <A1 U U Ay \ Ak) = (A1) + ZN(AR+1 \ Ag)

k=1 —
n—1
= lim p(Ar) + ) p( A \ Ar)
n—1
= lim 4 (A1 U A\ Ak>
" k=1
= lim p (U Ak) = lim p(A,)
k=1



1 Signierte Mafse

4. 0.B.d.A. ist ng = 1, sonst betrachte die Folge (A, 1ny—1)nen. Wir definieren
die Folge B, := A; \ A,. Dann ist die Folge (B,)nen aufsteigend und wir
erhalten mit der dritten Eigenschaft p(B,) — p(Upe, Bx) fiir n — co. Mit
der o-Additivitat gilt

p(Ar) = p(Ar\ An) + p(An) = p(Bn) + p(An)

fiir jedes n € N. Mit der ersten Eigenschaft sind beide Summanden endlich.
Wegen der Konvergenz von u(B,,) — 1(Uz—, Bx) konvergiert also schon

p(An) = p(Ay) — p <U Bk)

fiir n — co. Wegen | J,—, Br C A; konnen wir die zweite Eigenschaft anwen-
den und erhalten mit den De Morganschen Gesetzen, dass

n(Ar) — p (U Bk) = p(A1) — p <A1 [ Ak) = (ﬂ Ak)

gilt. Also folgt pu(A,) = p((Nre; Ax) fiir n — .

1.2 Die Hahn-Jordan-Zerlegung

Falls wir eine reellwertige Funktion f betrachten, konnen wir f in einen positiven
Anteil f* := max(f,0) und einen negativen Anteil f~ := —min(f,0) zerlegen,
sodass f = f* — f~ gilt. Unser Ziel in diesem Abschnitt wird es sein, ein signiertes
Mak g in Make pt und p~ zu zerlegen, sodass analog p = p* — p~ gilt. Wir
orientieren uns beim folgenden Hilfslemma und beim eigentlichen Satz an [Els09,
Lemma 1.7 und Satz 1.8 in Kapitel VII].

Lemma 1.2.1. Hilfslemma. Sei p ein signiertes Maf$ auf (Q,2(). Sei A € A mit
1(A) > —oo gegeben. Dann gibt es fir jedes | € N eine Menge B € 2, welche die
FEigenschaften

1. BCA
2. u(A) < pu(B)



1.2 Die Hahn-Jordan-Zerlegung

3. w(C) > —1 fir alle C € A mit C C B
erfillt.

Beweis. Angenommen die Behauptung ist falsch. Dann gibt es ein [y € N, sodass
es fiir jede Menge B € 2 mit B C A und p(A) < u(B) eine A-messbare Menge
C C Bmit pu(C) < —% gibt. Wir konstruieren nun eine Folge (C;);en € 2, die die
Eigenschaften

1. C;NC; =0 fiir alle ¢ # j
2. u(Ci) < —

lo

3. C; C Afirallei e N.

erfiillt. Die Konstruktion nehmen wir induktiv vor. Fiir n = 1 erhalten wir durch
die Wahl von B = A eine messbare Menge C; C A mit u(Ch) < —%. Angenommen
es sind bereits C, ..., C,, konstruiert. Durch die Wahl von B = A\ {J_,C, C A
gilt

p(A) < p(A) + Z% < u(A) =Y u(Cr) = u(A) — p (U Ck) = u (A \ U%)

=1

und wir erhalten nach Annahme ein C,,;y C B = A\ U?:l Cy, das disjunkt zu
allen Cy,...,C, ist und C,;1 < —% erfiillt. Wegen C; C A fiir jedes ¢ € N und
((A) > —oo erhalten wir mit

—oo < u(A) =p ((A\UC,) UUCi) =L (A\UCZ> +ZM(Cz’)

<u<A\L_JlCi> —Z;%:—oo

einen Widerspruch. O]

Satz 1.2.2. Hahnscher Zerlegungssatz. Sei v ein signiertes Maf$ auf (Q,24). Dann
gibt es disjunkte Mengen P € A positiv und N € A negativ, sodass 0 = P U N.
Die Aufteilung von Q in P und N nennen wir Hahn-Zerlegung.

Beweis. Setze

a:= sup p(A).
Aed
H(A)m o0



1 Signierte Mafse

Da () € 2 gilt sofort a > 0. Wir nehmen « < oo an, also dass () C RU{—oc}
gilt. Ansonsten betrachte —p € M™ (). Wir zeigen, dass wir eine Supremumsfolge
aus positiven Mengen finden kénnen. Wahle zunéchst eine beliebige Supremums-
folge (Ag)ren C A mit p(Ay) # —oo sodass pu(Ag) — « fiir k£ — oo konvergiert.

Sei k € N fest. Wir konstruieren nun induktiv eine Folge (DF)cy, C 2. Setze
D} := Ay. Seien DE, ... DF | € 2 bereits konstruiert. Mit Lemma 1.2.1 erhalten
wir ein Df € 2 mit Df C Df | und p(C) > —1 fiir alle C € A mit C C Df.
Zusatzlich gilt

p(Dy) > u(Diy) > . > p(Dg) = p(Ay). (1.1)

Setze nun Py, := (2, D} € 2A. Wir zeigen, dass P eine positive Menge ist. Sei
C' C P, messbar. Nach Wahl der D} gilt u(C') > —1 wegen C' C Dy fiir jedes
[ € N. Damit ist p(C) > 0 und Py positiv. Betrachte mit der o-Stetigkeit des

signierten Mafes p (Eigenschaften 1.1.6) und (1.1)

fiir £ — oo. Damit folgt insbesondere, dass p(P;) — « fiir k — oo. Als abzédhlbare
Vereinigung bleibt P := | J,-, P, mit Lemma 1.1.5 positiv. Setze N := Q\ P € 2.
Wir zeigen, dass N negativ ist. Angenommen es gibt ein A C N messbar mit
u(A) > 0. Fiir jedes n € N gilt

a > p(P)=p((P\ F)UF,)=uP\F)+p(Fn) > pw(P) =«

fiir n — oco. Wir haben benutzt, dass P\ P, eine Teilmenge der positiven Menge
P ist. Also pu(P) = a. Die Abschétzung

a2z p(PUA) = p(P)+p(A) = a+p(A) >«
liefert einen Widerspruch. O]

Bemerkung 1.2.3. Falls N und P eine weitere Hahn-Zerlegung von € unter einem
signierten MaR p ist, so folgt bereits, dass die symmetrischen Differenzen? PAP
und NAN jeweils p-Nullmengen sind.

Die néchsten Punkte basieren auf [Els09, Abschnitt 3 in Kapitel VII].

2PAP:=P\PUP\P



1.2 Die Hahn-Jordan-Zerlegung

Definition 1.2.4. Seien u, v Make auf (€, 21). p und v heifen zueinander singuldr,
falls es ein A € 2 gibt, sodass pu(A) =0 und v(2\ A) = 0.

Definition 1.2.5. Sei u ein signiertes Maf auf (£2,2). Sei P und N als Hahn-Zer-
legung von §2 unter u gegeben.

1. Das Maf
pt A —[0,00) U {oo} mit A+ pu(ANP)

heiflt positive Variation von p.

2. Das Maf
p” A —[0,00) U{oco} mit A —p(ANN)

heifst negative Variation von p.
3. Das Mafs |u| := put + p~ heilt Variation von p.
4. Die Zerlegung p = pu* — p~ heilt Jordan-Zerlegung von .

Wegen Bemerkung 1.2.3 sind p*, p~, |p| und damit auch die Jordan-Zerlegung
unabhéngig von der Wahl von N und P und damit wohldefiniert. g und g~ sind
zueinander singular.

Lemma 1.2.6. Sei u ein signiertes Maf$ auf (Q,20). Weiterhin seien MafSe iy, pio
auf (2,2) gegeben, sodass p = py — po gilt und py und pe zueinander singuldr
sind. Dann folgt bereits py = pt und py = .

Beweis. Da pp und po zueinander singulér sind, gibt es nach Definition eine mess-
bare Menge P, sodass 11(2\ P) = 0 und uy(P) = 0 gilt. Wir setzen N := Q\ P
und zeigen, dass P und N die Hahn-Zerlegung von () ist. Sei B eine messbare
Teilmenge von P. Dann ist B eine pus-Nullmenge und wir erhalten

w(B) = m(B) — pa(B) = m(B) = 0.

Also ist P eine positive Menge und analog N eine negative Menge. Da AN (Q\ P)
eine p1-Nullmenge und AN P eine puo-Nullmenge ist, folgt

p(A) = p(ANP) = (AN P) — ua(AN P) = u (AN P)
= (AN P) + (AN (Q\ P)) = m(A)

fir A € 2. Damit ist u* = p; und analog p~ = ps. O



1 Signierte Mafse

Eigenschaft 1.2.7. Sei p ein signiertes Mafs auf (2, 24). Dann gilt die Unglei-
chung |p(A)| < |u|(A) fir jedes A € 2.

Beweis. Die Aussage folgt direkt mit der Definition der Variation von pu.

(A = [ (A) = = (A < " (A + [ (A = 1 (A) + p (A) = |ul(A)

]

Um die Variation von einem signierten Mafs p an einem A € 2 auszuwerten, muss
die Hahn-Zerlegung von 2 unter p bekannt sein. Wir zeigen nun eine Gleichung,
mit der die Variation - auch ohne den Zerlegungssatz zu benutzen - definiert
werden konnte.

Lemma 1.2.8. Sei u ein signiertes MafS auf (2, 2A). Dann gilt fir jedes A € U:

|| (A max{zmAk (Ag)ren C 2L, UAk A,AjﬂAi:Q)fdrallei;éj}

keN

Beweis. Sei A € 2 fest. Sei (Ap)ren C A mit (J, oy A = A paarweise disjunkt.
Dann gilt mit Eigenschaft 1.2.7 und der Sigma-Additivitat von |u|

ZluAk|<Z!u| (Ar) = |l (A).

Durch Supremumsbildung iiber alle Partitionen von A erhalten wir bereits die
untere Abschéatzung fiir |u|(A). Sei andererseits P, N € 2 die Hahn-Zerlegung von
2 unter p. Betrachte nun die Folge

A =PNA, Ay:= NNAund A, := 0 fir alle k > 3.

Dann bildet (Ag)ren eine Partition von A. Wegen der Positivitdt von P und der
Negativitat von N gilt p(A;) > 0 und p(A2) < 0 und wir erhalten

1(A)] = 1 (A) + 7 (A) = p(Ar) — p(As)

= |u(A)| + |1(A2)] = > |n(Ax)].

Damit wird das Supremum angenommen und es handelt sich tatséchlich um ein
Maximum. O]



1.3 Der Banachraum der endlichen signierten Malke

Definition 1.2.9. Die Menge der signierten Mafke auf (£2,2l) statten wir mit der
Relation < aus. Dabei setzen wir p; < po genau dann, wenn pi(A) < ps(A)
fiir alle A € 2 gilt. Diese Relation auf den signierten Mafen bildet eine partielle
Ordnung geméft Definition A.1.2.

1.3 Der Banachraum der endlichen signierten
Male

Wir werden nun den Vektorraum M (2() mit einer passenden Norm ausstatten
und die Vollstandigkeit zeigen. Zunéchst zeigen wir zuséatzliche Eigenschaften der
Variation der signierten Mafe.

Definition 1.3.1. Totalvariationsabstand. Wir setzen
[ Iy M(A) — [0, 00) mit p1+— |pf(€).

Diese Definition nehmen wir nur auf den endlichen signierten Mafsen vor, da eine
Norm nach Definition nicht den Wert 400 annehmen soll.

Eigenschaft 1.3.2. Seien p und v signierte Mafle auf (,24) und A € R. Dann
gilt |Ap| = [Mp] und |p+v| < |uf + [v].

Beweis. Folgt direkt mit Lemma 1.2.8, der Dreiecksungleichung der Betragsfunk-
tion und der Subadditivitdt des Supremums. [

Wir zeigen nun, dass es sich beim Totalvariationsabstand tatsdchlich um eine
Norm auf M™(2() handelt:

Satz 1.3.3. (M), || - [|rv) bildet einen normierten Raum.

Beweis. Fiir die Definitheit sei g € M(20) mit ||p|lrv = 0. Also ist

0= llpllrv = [pl(Q) = p(Q) + 1~ (Q).

Da pt und g~ Mafe sind, folgt p™(Q) =0 = p= (). Also gilt up = u™ — = = 0.
Homogenitat und Dreiecksungleichung folgen direkt mit Eigenschaft 1.3.2 durch
Einsetzen von (. [



1 Signierte Mafse

Lemma 1.3.4. Auf M(2() sind die Normen || - |7y und || - || dquivalent, wobei

|- fJoo : M(2A) = R mit pu— sup |pu(A)].
AeA

Das bedeutet, Konvergenz in der || - ||ry-Norm ldsst sich durch die gleichmdfige
Konvergenz tiber alle messbaren Mengen charakterisieren.

Beweis. Mit Eigenschaft 1.2.7 und der Monotonie der Variation von p erhalten
wir

l1tlloe = sup |p(A)] < sup |p|(A) < [u](€Q) = [[ullrv.
Ael Ael

Betrachte andererseits fiir 1 die Hahn-Zerlegung P und N. Wegen u(P) > 0 und
1(N) <0 gilt

llley = u(P) = u(N) = [u(P)| + [n(N)] < 2sup (A = 2]l oo

Somit sind die Normen #quivalent. O

Satz 1.3.5. (M), || - ||rv) bildet einen Banachraum.

Beweis. Zu zeigen ist die Vollstéandigkeit von M (2() unter der || - ||y Norm. Sei
hierzu (puy)gen eine Cauchyfolge in M(2). Sei € > 0. Es folgt die Existenz eines
n € N, sodass fiir alle k,1 > n und alle A € A

e (A) = i (A)] = (e — ) (A)] < | — ) (A)
< — | () = |lpx — pullrv < e (1.2)

gilt. Damit ist (ug(A))ren eine Cauchyfolge in R und wir erhalten wegen der
Vollstéandigkeit von R die Wohldefiniertheit von

p: A — R mit Al—>klim i (A).

Fiir & — oo erhalten wir mit der Stetigkeit des Betrages |u(A) — w(A)| < e fir
jedes A € A und [ > n. Das heiftt also, dass u; gleichméfig iiber alle messbaren
Mengen konvergiert. Falls wir also zeigen, dass es sich bei p um ein endliches,
signiertes Mafs handelt, folgt mit Lemma 1.3.4 die Konvergenz von p; — p in der
|| - [|Tv-Norm fiir & — oo.

10



1.3 Der Banachraum der endlichen signierten Malke

Als erstes erhalten wir p(0) = klim (D) = 0. Fiir die o-Additivitédt betrachte nun
—00

(Ap)ren C 2 paarweise disjunkt. Schreibe A := J;2, A;. Da es sich bei y,, um ein
signiertes Mafs handelt, konvergiert die Reihe Y >°, p,(A4;). Also gibt es ein n € N,
sodass

= |Hn <U Ai) - Zﬂn(Ai)

= Z:un(Ai) - Zﬂn(Az)

=1

,un(A) - Z ,un(Ai>

<e (1.3)

fiir jedes k > n gilt. Wir zeigen nun die Konvergenz der Reihe ) °, u(A;) gegen
w(Ui=, Ai) = p(A). Mit der Dreiecksungleichung, (1.2) und (1.3) gilt

Z (A;) — u(A)

< iu(Ai)—iun(Ai) + iun(Ai)—un(A) + |pn(A) — p(A)|
< ﬁ;u(&) - Zf;un(fh) +2¢ = lim ﬁ;uj(fli) - ilﬂn(Ai) + 2
b (08) e (04
() - () <

fir jedes k > max{n,n}. Also folgt die c— Subadditivitdt von p. Da p,(2A) C R
fir jedes k € N, gilt p(2A) C R. Somit ist u € M(2(). Der Beweis ist angelehnt an
[Els09, Satz 1.14 in Kapitel VII]. O

Bemerkung 1.3.6. Die Menge der signierten Mafe M (2() bildet einen Banach-Ver-
band (siehe [Arel4]). Weiterhin ist der konvexe Kegel

{pe M@ : >0} = MHA) C M)
generierend, das heifst es gilt

M) = M) = MT(RA) == {1 — pi2 a2 € MT(A)}.
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1 Signierte Mafse

1.4 Die Totalvariationsnorm von signierten
Malien mit Dichten

Héufig werden signierte Mafse betrachtet, die eine Dichte beziiglich einem gegebe-
nen Mafs besitzen. Im folgenden Abschnitt méchten wir Konvergenz dieser Mafe
mit der Konvergenz ihrer Dichten charakterisieren.

Lemma 1.4.1. Sei p ein Maff auf (,A) und f : Q@ — RU {oo, —0c0} quasi-
integrierbar®. Dann ist die Abbildung v : A — RU{—o00, 00} mit A — [, fdu ein
signiertes Maf. Wir bezeichnen v mit f © p.

Beweis. Aus der Maftheorie ist bekannt, dass die Abbildungen 1v4(A) := [, f*du
und 15(A) == [, f~ du MaRe auf (Q,2) sind, wobei nach Voraussetzung mindes-
tens eines der beiden Mafe endlich ist. Wegen Bemerkung 1.1.3 ist v = 1y — 1
ein Mafs. [

Eigenschaften 1.4.2. Sei u ein Maf auf (Q,2) und f € L*(Q, 2, p). Dann gelten
die Gleichheiten

L (fow*r=fropu,
2. (fou =f o
S |fou=Iflow

Damit ist insbesondere || fOul|rv = || fl|z1, das heifit eine gegebene Funktionenfolge
(fu)wen C LYQ, A, u) konvergiert genau dann in L' gegen ein f € L'(Q,2, 1),
wenn die Folge (fr © w)ken gegen f © p in der || - || 7v Norm konvergiert.

Beweis. Wir setzen?
P:={xeQ: f(x) >0} und N:={x € Q: f(x) <0}

Fiir B C P messbar gilt unmittelbar (f ® u)(B) = [, fdu > 0. Also ist P eine
positive Menge beziiglich dem signierten Mafs f © pu. Analog ist N negativ. Also
ist P und N bereits die Hahn-Zerlegung von f ® p. Wir erhalten

(fow A =(fou)(AnP)= /

A

fdu=/f+du= (F* © p)(A)
NP A

3Mindestens [ f*dX oder [ f~ d\ ist endlich, wobei f* := max(f,0) und f~ := —min(f,0).

4Die Definition der beiden Mengen macht streng genommen keinen Sinn: Das Objekt f ist
eine Aquivalenzklasse und Punktauswertungen lassen sich nicht sinnvoll definieren. Deshalb
behandeln wir f als einen Vertreter dieser Aquivalenzklasse.

12



1.5 Das Lebesgueintegral beziiglich signierten Mafen

fir A € 2(. Analog folgt die Gleichung (f ® 1)~ = f~ ® p und damit auch

[foul(d)=(Fom (A)+(ou (A)=UTom)+ (o4
/fﬂm+/fdu&/WML|HQM()
fir A e 2. O
Mit dem Umweg iiber die Theorie der signierten Mafe haben wir nun mit Lemma

1.3.4 und mit Lemma 1.4.2 folgendes Resultat gezeigt:

Korollar 1.4.3. Sei pu ein Maf auf (2,20). Sei weiterhin (fy)ren eine Folge in
LY, 2 1) und f € LY, A, 1). Dann sind dquivalent:

1 fu — fan LYQ,20 ) fir k — oc.
2. [ fdu— [, fudu firk — oo gleichmafig in A € A, das heift

Aﬁw—éﬂﬂéo

sup
At
fir k — oo.
Beweis. Betrachte vy := fr © p und benutze die genannten Lemmata. O

1.5 Das Lebesgueintegral beziiglich signierten
Malen

Abschliefsend im Kapitel tiber signierte Mafe werden wir noch das Integral beziig-
lich eines signierten Mafles anreifen. Diese Theorie benttigen wir fiir Kapitel 3,
verzichten aber auf eine detaillierte Ausfithrung.

Definition 1.5.1. Sei f : M — RU{—00, 00} messbar. Falls das Integral tiber die
positive Variation [ fdu" und/oder iiber die negative Variation [ fdu't endlich

[ran=[raw = [ ran

Falls p bereits ein Mafs ist, stimmt diese Definition offensichtlich mit der bisherigen

ist, setzen wir

Definition tiberein.

13



1 Signierte Mafse

Bemerkung 1.5.2. Der Definition ist noch hinzuzufiigen:

1. Das Integral ist sowohl in der Komponente der zu integrierenden Funktion,
als auch in der Komponente des Mafses linear.

2. Das Integral ist im Allgemeinen in beiden Komponenten nicht monoton, es
sei denn wir fordern fiir die jeweils andere Komponente Positivitét.

3. Im Allgemeinen folgt aus [ fdu = 0 nicht f = 0 fiir |p|-fast alle x € M.
4. Fiir jedes A € 2 gilt

H(A) = it (A) — i (A) = / 1y dprt — / 1ydp

[0 [

Eigenschaft 1.5.3. Sei p € M), f € M(Q) und A € A. Dann gilt

\ / fdu‘ < 1l A .

Beweis.

fo-

/fdlﬁ—/fdu“é /fdM+
/ Il + [ 5l i

(1" + 1) (A lloo = [l (A1 lloe

+ /Afdu‘

14



2 Schwache Konvergenz von
Malen

In Kapitel 1 haben wir bereits die Menge der endlichen signierten Mafke M (2() mit
der durch die || - ||py-Norm induzierten Topologie ausgestattet. Wir werden sehen,
dass der daraus resultierende Konvergenzbegriff sehr restriktiv ist und bei vielen
Anwendungen zu einer schwécheren Topologie {ibergegangen werden muss. Hier-
bei listen wir einige Charakterisierungen zur Konvergenz, die das Theorem von
Portmanteau liefert, auf. Zusétzlich untersuchen wir die Topologie auf Metrisier-
barkeit und fithren den Satz von Prochorov aus, welcher die schwach kompakten
Mengen charakterisiert.

Diese Theorie bendétigt einen metrischen Raum und die zugehorige Borelsche
o-Algebra B als messbaren Raum. Sei im Verlauf des Kapitels (M, d) ein me-
trischer Raum. Mit M™*(B) bezeichnen wir die Menge der endlichen Mafke auf
(Q,B) = (2,B(Q)). Cy(M) sei die Menge der stetigen und beschrankten reellwer-
tigen Funktionen auf M. Zusammen mit der Supremumsnorm || - ||o bildet Cy(M)
einen Banachraum.

2.1 Einfiihrung der schwachen Topologie

Die nachfolgende Definition ist unter anderem in [Kle06, Definition 13.12] zu fin-
den.

Definition 2.1.1. Sei die Abbildung 7y : MT(B) — R mit v — [ fdv fir
f € Cy(M) gegeben. Wir bezeichnen die Initialtopologie’ von (T%)sec, ) als
schwache Topologie auf M™(98). Damit konvergiert eine Folge (pin)nen € M™(B)
genau dann gegen ein p € M*(B), wenn [ fdu, — [ fdp fir n — co und fiir
alle f € Cy(M) gilt.

'Die grébste Topologie, sodass T fiir jedes f € Cy(M) stetig ist.

15



2 Schwache Konvergenz von Mafken

Bemerkung 2.1.2. Im Folgenden méchten wir diese Topologie besser verstehen:

1. Falls (pg)ren C MT(B) schwach gegen u € M™T(28) konvergiert, folgt die
Konvergenz der Gesamtmasse p (M) — p(M) fiir k — oo. Dies folgt direkt,
wenn man mit f = 1, € C,(M) testet.

2. Falls wir von starker Konvergenz sprechen, meinen wie die Konvergenz in der
| - |lrv-Norm. Aus der starken Konvergenz folgt die schwache Konvergenz,
wie man leicht an folgender Abschétzung sehen kann:

‘/fdun—/fdulz‘/fdwn—m‘

< [l i = s = i = sl

Wir haben die Linearitdt im Mak (Bemerkung 1.5.2) und die Abschétzung
aus Eigenschaft 1.5.3 benutzt.

3. In Kapitel 3 wird sich herausstellen, dass es sich - falls (M, d) ein kompakter
metrischer Raum ist - bei der schwachen Konvergenz auf M™(8) eigentlich
um die schwach-* Konvergenz auf C,(M)" handelt. Da Cy(M) im Allgemei-
nen nicht reflexiv ist, entspricht die schwache Konvergenz auf M™(B) also
nicht dem Begriff der schwachen Konvergenz aus der Funktionalanalysis, bei
dem mit Elementen aus dem Dualraum M™(B)" getestet wird.

4. Die aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung bekannte Konvergenz von Zufalls-
variablen in Verteilung entspricht der schwachen Konvergenz der zugehorigen
Verteilungen.

Satz 2.1.3. Die Menge Cy(M) trennt den Raum der endlichen Mafle M™(B).
Das heifit, dass fir alle py, o € MT(B) aus

[ = [ #aus si ate 1 € cian)
bereits g = po folgt.

Beweis. Sei py,po € MT(B) und A C M nicht leer und abgeschlossen. Mit
Lemma A.2.5 erhalten wir eine gegen 14 punktweise konvergente Funktionenfolge
(fi)ken C Co(M) mit fr,(M) C [0,1]. Da uy und py endliche Mafe sind und die
Funktionenfolge (fx)ren gleichmifig durch 1, € L'(M, B, pu1) N LY(M,B, uo)

16



2.1 Einfiihrung der schwachen Topologie

beschrankt ist, konnen wir den Satz von Lebesgue anwenden und erhalten

p1(A) :/ﬂA dpyp = lim /fk dpy = lim /fk:dPQ Z/ﬂAdM = p2(A).
k—o0 k—o00
Damit stimmt p; und ps auf allen abgeschlossenen Mengen iiberein. Die Aussage
folgt dann mit dem Mafeindeutigkeitssatz, der Schnittstabilitdt abgeschlossener

Mengen und der Endlichkeit von gy und ps. Ein dhnlicher Beweis ist in [Els09,
Satz 4.6 in Kapitel VIII] zu finden. O

Korollar 2.1.4. Die schwache Topologie auf M™(B) bildet einen Hausdorffraum.

Beweis. Seien ju1, iz € MT(B) mit u; # pp. Mit Satz 2.1.3 folgt die Existenz

eines fy € Cp(M), sodass
/fod,ul #/fodm
gilt. Setze g9 := 3| [ fodur — [ fodue| > 0 und definiere
Uy = {M € M*(B): ‘/fodul —/fodﬂ
o= {ne Mo ®): | [ fodue - [ foan

< 50} und

<€0}.

Wir zeigen zunéchst, dass U3 NUs; = (). Angenommen es gibe ein p € M™(B) mit
w1 € Uy NUy. Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich der Widerspruch

1
5025‘/f0dﬂl—/fodﬂz

1 1 1 1
< 5’/fodul—/fodu'+§'/fodu2—/fodu‘ < 60+ 360 =cv

Als Néchstes zeigen wir, dass U; und U, offene Mengen beziiglich der schwachen
Topologie auf M*(B) sind. Nach Definition der schwachen Topologie ist die Ab-
bildung T, : M*(B) — R gegeben mit p — [ fodpu stetig. Die Funktion

S MH(B) = R mit > ‘/fodm—Tfo(u)‘ - '/fodul—/fodu‘

ist als Verkettung stetiger Funktionen wiederum selbst stetig. Es ergibt sich fiir

17



2 Schwache Konvergenz von Mafken

U, die Darstellung

U, = {M€M+(%) : ’/fodul—/fodu

< 50} = S7H((—00,20)),

wodurch U; (und genauso Us) als Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen
Funktion selbst offen ist. Da offensichtlich py € U; und uy € Us, haben wir die
Hausdorffeigenschaft gezeigt. Die Argumente aus diesem Beweis sind in [Els09,
Definition 4.5 in Kapitel VIII| nachzulesen. [

Bemerkung 2.1.5. Wir werden spéter, unter der Annahme, dass M separabel ist,
die schwache Topologie metrisieren. Dadurch wiirde automatisch die Hausdorffei-
genschaft folgen.

2.2 Beispiele von schwach konvergenten Folgen

Beispiel 2.2.1. Sei (ag)reny C M eine gegen a € M konvergente Folge. Betrachte
dq,, Wobei 9, dem Dirac-Maf im Punkt z entspricht. Wir erwarten, dass d,, auf
natiirliche Art und Weise gegen 9, konvergiert. Dies ist aufgrund der Stetigkeit
von f € Cy(M) der Fall:

/fdéak:f(ak)%f(a):/fd5af1'irk—>oo
M M

Beispiel 2.2.2. Wir betrachten als metrischen Raum die reellen Zahlen zusammen

mit dem Absolutbetrag. Mit der Wahl von a; := % sieht man leicht, dass aus der

schwachen Konvergenz im Allgemeinen nicht die mengenweise Konvergenz folgt.
Es gilt zum Beispiel
01/k({0}) = O fiir jedes k € N,

dennoch ist do({0}) = 1. Insbesondere konvergiert die Folge (61 /x)ren nicht in der
I - ||rv-Norm, da einerseits aus dem starken Konvergenzbegriff die mengenweise
Konvergenz folgen wiirde (siehe Lemma 1.3.4). Andererseits gilt

101k — 01p1llmv = 01y (M) + 61/0(M) = 2

fiir alle k # 1.
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2.2 Beispiele von schwach konvergenten Folgen

Beispiel 2.2.3. Betrachte das kompakte Intervall [0, 1] zusammen mit der Be-
tragsfunktion. Sei A : B([0,1]) — [0, 1] das eindimensionale Lebesguemafs. Wihle

fir n € N. Das Lebesguemafs und die Mafse (p,)neny haben eine vollig unter-
schiedliche Struktur. Dennoch konvergiert u,, schwach gegen A. Beachte, dass alle
f € Cy([0,1]) Riemann-Integrierbar sind. Wihle die ausgezeichnete? Partitionsfol-
ge

0 1 k

7rn:0:—<—<...<—<...<2:1

n o n n n
mit Zwischenstellen & := £ fiir k € {0,...,n — 1} und n € N. Da das Rie-
mannintegral von stetigen Funktionen mit dem Lebesgueintegral auf Kompakta
iibereinstimmt, folgt die Behauptung

138 /B &kl ok 1
dpy, = — LA _r n dz = dA
[ o=t (0) =S (=) s [ra= [

fiir n — oo.

Beispiel 2.2.4. Im folgenden Beispiel mochten wir noch eine weitere schwach
konvergente Funktionenfolge betrachten. Hierbei konstruieren wir eine zum Lebes-
guemaf absolutstetige Funktionenfolge, welche schwach, jedoch nicht stark kon-
vergiert. Wir betrachten als metrischen Raum die reellen Zahlen zusammen mit
dem euklidischen Abstand. Setze

2k71_1 ok—1_1

1.1
A= U [@QJ,ﬁ(zle)] und fi =14, = Y L to1, 3 a141))-
=0 =0

Wir betrachten die Mafe uy := fr © A. Es gilt also pugp(A) = A(AN Ag) fiir jedes
messbare A € 9B. Sei g € Cp,(M) und k € N fest. Dann gilt mit der Gleichheit von

2Das heifit: |m| — 0 fiir & — oo.
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2 Schwache Konvergenz von Mafken

0 1 ' ; t 0 f t f t 0
0 025 0.5 0.75 1 0 025 05 075 1 0 025 05 0.75 1

Abbildung 2.1: Die Funktionen fi, fo und f5.

Riemann und Lebesgueintegral auf kompakten Mengen von Funktionen in Cy,(M)

- 2k=1_1 (20+1)
/ gdukz/ gfrd\ = Z / gd = Z /
[0,1] [0,1] 7205 (20+1)] L
2k 1_1 1 2k 1_1
=Y (gl)( (21 + )—§2l)d:c:§ Y g (fl)—dx
1=0 1=0
Die & € [5721, 57 (20 +1)] existieren mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Beachte die ausgezeichnete Partitionenfolge mit Zwischenstellen &

_ 0 2 21 2k
7rk.():§<?< <?<...<?:1.

Die dquidistante Breite der Teilintervalle betragt 2k_1_1 Damit konvergiert

1/t 1
gdu — = gdx = gd | =X
0,1] 2 Jo [0,1] 2

fir £ — oo wegen der Riemannintegrierbarkeit von g € Cy(M). Wir haben also
gezeigt, dass ju, — 3 beziiglich der schwachen Topologie in M™(B) fiir & — oo.

Wir diskutieren noch das Konvergenzverhalten der Folge (u)ren beziiglich der
| - |lrv-Norm. Angenommen gy, konvergiert gegen g im starken Sinne. Dann wié-
re bereits pu = %)\ = fOAmit f = % Mit Satz 1.4.2 folgt daraus bereits die
L'-Konvergenz von f;, gegen % Mit der Umkehrung des Satzes von Lebesgue erhal-
ten wir eine fast iiberall punktweise gegen % konvergente Teilfolge ji,,, . Allerdings
nimmt f; nur die Werte 0 und 1 an, was zu einem Widerspruch fiihrt.
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2.3 Das Theorem von Portmanteau

2.3 Das Theorem von Portmanteau

Im folgenden Abschnitt lernen wir ein Theorem kennen, welches die schwache Kon-
vergenz von Folgen in M™(B) charakterisiert. Zuerst bendtigen wir noch einige
Hilfslemmata.

Lemma 2.3.1. Sei f : M — R B-messbar und pp € M™(B). Wir betrachten fiir
alle y € R die Niveaumengen

B, ={xeM: f(x) =y}

Dann ist A:={y € R: u(B,) > 0} abzihlbar’.

Beweis. Setze Ay := {y € R : p(B,) > 7} fiir k € N. Dann gilt mit dem archi-
medischen Axiom A = (J;~, 4. Da die abzéhlbare Vereinigung von abzéhlbaren
Mengen abzahlbar bleibt, geniigt es, die Abzahlbarkeit von A, fiir jedes k£ € N
zu zeigen. Sei k € N fest. Wir zeigen, dass Ay sogar nur endlich viele Elemen-
te enthélt. Angenommen es gibe (y;);en C A paarweise verschieden. Da f eine
Abbildung ist, sind (By,);en paarweise disjunkt. Wir erhalten, da p ein endliches
Maf ist, den Widerspruch

00 > (M >M<UB> > u(By,) Z%:
=1 =1

Lemma 2.3.2. Sei f: M — R stetig und y € R. Dann gilt
0f [y, 00)) € f({y}).
Beweis. Sei z € df!([y,00)]. Dann gibt es Folgen

(@r)rer € 1 ([y, 00)) und (F)rew C M\ f7([y, 00))

mit xy, x — x fir & — oo. Das heiflt es gilt f(zx) > y und f(2%) < y fir jedes
k € N. Mit der Stetigkeit von f folgt fiir k — oo, dass y < f(z) < y und damit

y € [ ({y}) silt. O

3Wir verstehen unter Abzihlbarkeit, dass A entweder endlich oder gleichméchtig zu den na-
tiirlichen Zahlen N ist.
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2 Schwache Konvergenz von Mafken

Definition 2.3.3. Fiir A C M nicht leer und € > 0 setzen wir
A ={x e M :dist(z, A) < e}.
A. bezeichnen wir als offene e-Umgebung von A.

Eigenschaft 2.3.4. Approximationseigenschaft. Sei (ax)ren C [0,00) eine Null-
folge. Dann gilt A = (\,cn Ao, fiir jedes nicht leere und abgeschlossene A C M,
wobei wir Ay := A setzen. Auflerdem gilt p(A.,) — u(A) fir k — oo fir jedes
pw e MF(B).

Beweis. Wegen A C A,, folgt direkt A C (), oy Aa,- Sei andererseits x € A,, fiir
alle k € N. Dann ist nach Definition 0 < dist(z, A) < a; — 0 fiir & — oo und
damit dist(z, A) = 0. Da A abgeschlossen ist, folgt = € A. Mit der o-Stetigkeit
von p folgt die Approximationseigenschaft des Mafes. n

Satz 2.3.5. Portmanteau. Seien (i,)ney C M1 (B) und p € M*(B). Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. p — p fiir n — oo in der schwachen Topologie.

2. [ fdun, — [ fdp fiir n — oo fir alle f € Co(M) mit f(M) C [0,1].

3. lim g, (M) = p(M) und [ fdp <liminf [ fdp, fir alle unterhalbstetigen
n—00 n—oo
f:M —[0,00)U{o0}.

4. lim p, (M) = p(M) und limsup p,(C) < wu(C) fir alle abgeschlossenen
n—o0

n—oo

Mengen C' C M.

5. lim pn(M) = w(M) und liminf p,(U) > w(U) fir alle offenen Mengen
n—oo n—oo
UcCM.

6. lim p,(A) = u(A) fir alle A € B mit p(0A) = 0.
n—oo

Bewezs.
,l. = 4.

Sei zunéchst (i, )nen schwach konvergent gegen u. Sei C' C M abgeschlos-

sen. Die Konvergenz von pu, (M) gegen p(M) folgt durch Testen mit 1.

Wegen des Lemmas von Urysohn fiir Umgebungen (Lemma A.2.5) gibt es

eine Funktionenfolge (fi)ren C Cp(M) mit 1o < fi, < L¢, fiir jedes k € N.
k
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2.3 Das Theorem von Portmanteau

Beachte die Monotonie des ,,lim sup” und , lim inf* und die Approximations-

eigenschaft 2.3.4:

lim sup p,,(C) = lim sup/]lc dp, < hm mf lim sup/fk d,
n—oo

n—o0

< hmmf/fk dp < hmmf/l[o1 dp

= liminf 4(C1) = p(C)
k—o0 k

n—oo

4. = 5~
Sei U offen. Da M \ U abgeschlossen ist, konnen wir die Voraussetzung
anwenden und erhalten
lim inf 0, (U) = lim inf (g, (M) — pn(M \ U)) = (M) — lim sup g, (M \ U)
n—oo

n—oo n—oo

> (M) = p(M\U) = p(U).

D, = 4. folgt analog zu 4. = 5.

A und 5. = 6.
Sei A € B mit u(dA) = 0. Dann gilt mit A\ A = dA:
lim sup j1,,(A) < limsup 2, (A) < p(A) = p(AU9A)
n—oo n—oo
= u(A) + p(0A4) = p(A) < lim inf pn(A)

< liminf u,,(A) < limsup p,(A)

n—00 n—00
Also gilt tiberall Gleichheit und der Grenzwert

lim p1,(4) = p(A) = p(A)

n—o0

existiert. Mit M(A) w(A) < p(A) = (A) folgt die Behauptung.

6. = 2
Sei f € Cp(M) mit f(M) C [0, 1]. Wir setzen
) mit y — pup({xr € M : f(x) > y}) und

ok [0,1] = [0, 00
) mit y = p({z € M : f(z) > y})

¢ :10,1] = [0,00
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2 Schwache Konvergenz von Mafken

24

fiir jedes k£ € N. Die Abbildungen ¢, und ¢ sind monoton fallend und damit
messbar. Mit Lemma 2.3.1 erhalten wir die Abzahlbarkeit von

A={yeR:u(f({y}) > 0}.

Damit ist A eine Lebesgue Nullmenge. Somit gilt fiir alle y € [0,1] \ A mit
Lemma 2.3.2 und der Monotonie des Mafes p

@z € M : f(z) = y}) < p(f 7 ({y}) = 0.

Nach Voraussetzung erhalten wir, dass ¢, A-fast-iiberall gegen ¢ konver-
giert fiir & — oo. Wegen u(OM) = p(0) = 0 erhalten wir, dass die Folge
(e (M))gen konvergiert und damit durch eine Konstante C' € R beschrénkt
ist. Insbesondere ist auch (M) < C. Mit der Monotonie des Mafses sind
(¢r)ken und ¢ gleichméfig durch Cly sy € L'(R, B, X) beschriankt. Mit dem
Prinzip von Cavalieri (Satz A.3.5) und dem Satz von Lebesgue erhalten wir

[ = /[ e @) 2 yh ) = /[ e

— cpd)\:/fdu

[0,00]

fir k£ — oo.

=1

Sei f € Cy(M). Setze

1 1
f+§ € Cb(M>,

9=
2)| Flloe

also g(M) C [0, 1]. Insbesondere ist

F=2]Fllcg = I fll<-

Dann folgt, da 1, € Cy(M) und 1, C [0, 1], mit Voraussetzung

[ ram =251 [ 9dn =151 [ 1n,

5 2||f||oo/gdu - ||f||oo/1du _ /fd,u fiir 1 — oo,



2.3 Das Theorem von Portmanteau

Wir haben nun die Aquivalenz von 1, 2, 4, 5 und 6 gezeigt, das heiftt es bleibt
noch die Aquivalenz zu 3 zu zeigen:

. = 0.

Sei U C M offen. Dann ist 1y unterhalbstetig und es gilt

n(U) = / Iydp < liminf/ 1y dpy, = liminf g, (U).
n—oo

n—oo

D = 3.

Sei f: M — [0,00) U {occ} unterhalbstetig. Dann ist {x € M : f(z) < t}
abgeschlossen und damit {z € M : f(x) > t} offen fiir jedes t > 0. Mit
Cavalieri A.3.5, der Monotonie des Integrals und dem Lemma von Fatou
erhalten wir

/ fdp= /[ (e € M 1) > ) a0

n—o0

g/ liminf i ({z € M : f(z) > £}) dA(t)
[0,00)

< lim inf/ pn({z € M : f(x) > t})dA(t) = liminf/fdpn.
[0,00)

n—oo n—oo

Damit sind alle Aquivalenzen gezeigt. Der Beweis ist angelehnt an [Kel17, Theorem
2.2]. O

Bemerkung 2.3.6. Falls f nicht negativ und unterhalbstetig ist, zeigt Portman-
teau, dass das Funktional ¢ — [ fdu schwach unterhalbstetig ist. Dies wird im
vierten Kapitel von Bedeutung sein. Zudem lasst sich die schwache Konvergenz
noch weiter beschreiben: Falls man M = R betrachtet, kann man mit dem Satz
von Helly-Bray die schwache Konvergenz mit der Konvergenz der Verteilungsfunk-
tionen charakterisieren. Falls man M = R" betrachtet, liefert der Stetigkeitssatz
von Lévy einen Zusammenhang der schwachen Konvergenz mit der Konvergenz
der Fouriertransformierten, bzw. der charakteristischen Funktionen der Mafe.

Korollar 2.3.7. Eine Folge (j,)nen C M™T(B) konvergiert genau dann schwach
gegen das Null-Maj, wenn p,(A) — 0 fir alle A € B fir n — oo gilt.

Beweis. Folgt direkt aus Portmanteau (Satz 2.3.5). O
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2 Schwache Konvergenz von Mafken

Beispiel 2.3.8. In Beispiel 2.2.3 haben wir gesehen, dass
n—1
1
— E 5& — A
n n
k=0

schwach fiir n — oo konvergiert. Mit Portmanteau (Satz 2.3.5) erhalten wir, dass
sich das Lebesguemaf eines A € ([0, 1]), dessen Rand eine A-Nullmenge ist,
beliebig genau mit der Folge*

1 k
an::—#{ke{o,...,n—l}:—eA}
n n

approximieren lasst, das heifst a,, — A(A) fiir n — oo. Auf die Bedingung an den
Rand von A kénnen wir nicht verzichten. Falls wir zum Beispiel A = Q N [0, 1]
mit A(O(Q N [0,1])) = A([0,1]) = 1 betrachten, so wére a,, = 1 fiir jedes n € N.
Allerdings ist A(Q) = 0, das heift auf die Voraussetzung an den topologischen
Rand lasst sich nicht verzichten.

Aus diesem Beispiel ldsst sich noch eine weitere interessante Aussage ableiten:
Falls A, B € B([0,1]), A(0A) = A(0B) =0 und ANQ = BN Q gilt, folgt bereits
AMA) = A\(B).

2.4 Die Prochorov-Metrik

Fiir den Beweis des Theorems von Prochorov fithren wir auf M™(8B) eine Metrik
ein, die unter bestimmten Voraussetzungen die schwache Topologie metrisiert.
Dabei orientieren wir uns im gesamten Abschnitt an [Kell7, Abschnitt 2.2]; dort
wird die Prochorov-Metrik fiir Wahrscheinlichkeitsmafe eingefiihrt.

Definition 2.4.1. Die Prochorov-Metrik.
1. Definiere die Abbildung d} : MT(B) x M*(B) — [0, 00) mit

(p1, 2) = inf{e > 0: pu1(A) < po(Ae) + ¢ fiir alle A € B}.

2. Definiere anschliefend die Abbildung dp : MT(B) x M*(B) — [0,00) mit
(k1, p2) = max{dp (1, p2), dp(p2, ) }-

4Das Symbol # beschreibt das Zahlmas.
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2.4 Die Prochorov-Metrik

Wegen der Endlichkeit der Make ist die Menge, woriiber das Infimum gebildet
wird, nicht leer. Dadurch ist die Abbildung d} wohldefiniert. Wir bezeichnen dp
als Prochorov-Metrik auf M™*(B).

Um Eigenschaften herzuleiten sammeln wir zunédchst einige Eigenschaften fiir die
e-Umgebung einer Menge:

Eigenschaften 2.4.2. Sei A C M nicht leer und ,« > 0. Dann gilt
1. (Ao C Acta,
2. (M\ Ac). C M\ A,

3. (A). = A..

Beweis.

1. Sei z € (A.)a, das heifst dist(z, A.) < a. Damit gibt es ein y € A. mit
d(z,y) < a. Weiterhin gibt es ein z € A mit d(y, z) < e. Mit der Dreiecks-
ungleichung folgt

dist(z, A) < d(z,2) < d(z,y) +d(y,z) < a +e.

Also ist © € A, (.

2. Sei x € (M \ A.).. Das heifst es gilt dist(z, M \ A.) < e. Also existiert ein
y € M\ A, sodass dist(z,y) < ¢ ist. Wegen y € M \ A. folgt dist(y, A) > «.
Wir nehmen an, dass x € A ist. Damit folgt der Widerspruch

e > dist(y, x) > dist(y, A) > e.

3. Sei # € (A).. Dann gibt es ein y € A, sodass d(x,y) < e gilt. Wihle ein
z € Amit d(y,z) < e —d(x,y). Dann folgt

dist(z, A) < d(z,2) < d(z,y) +d(y,z) < d(z,y) + e —d(z,y) =¢

und damit die Behauptung = € A.. Die andere Inklusion folgt direkt mit
ACA.
O
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2 Schwache Konvergenz von Mafken

Lemma 2.4.3. Sei u1 (M) = po(M). Dann gilt dp(p1, p2) = dp(pe, p1) fir alle
i, fo € MT(B). Damit ist insbesondere d}, = dp.

Beweis. Sei o := dp (1, pi2) + 1 > 0 fiir festes & € N. Damit ist
inf{e > 0: u1(B) < pa(B:) + ¢ fiir alle B € B} < a.

Sei A € B beliebig. Dann gilt insbesondere py (M \ An) < ua((M\ Ay)a) + a.
Betrachte die Voraussetzung und die zweite Eigenschaft aus 2.4.2 zusammen mit
der Monotonie des Mafes

p2(A) = po(M) — pa(M\ A) = py (M) — po(M \ A)
< (M) = pa((M\ Ag)a) < pr(M) — (M \ Ao) + a = p1(Aq) +

Also ist d(p2, 11) < oo = dip(p, p2) + . Fiir k — oo folgt
dp(p2, 1) < dp(pa, p2)-

Analog folgt die andere Ungleichung und damit die Gleichheit. O

Lemma 2.4.4. Bei d} geniigt es abgeschlossene Mengen zu betrachten, das heifst
es qilt

dp(p, po) = inf{e > 0: 11 (C) < po(C:) + € fir alle C' abgeschlossen}.

Beweis. Wir zeigen die Gleichheit der beiden Mengen

{e>0:111(C) < us(C:) + € fir alle C' abgeschlossen} und
{e >0:1(A) < pa(AL) + ¢ fur alle A € B},

iiber welche das Infimum gebildet wird. Wir zeigen, dass die erste Menge in der
zweiten enthalten ist, die andere Inklusion ist klar. Sei ¢ > 0, sodass die Unglei-
chung 1 (C) < ps(CL) + € fiir alle abgeschlossenen C' € B gilt. Sei A € 8. Dann
gilt mit der dritten Eigenschaft aus 2.4.2 und der Monotonie von js

111(A) < pa(A) < pa((A)e) + & = pa(Ac) + €

und es folgt die Behauptung. O]
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2.4 Die Prochorov-Metrik

Lemma 2.4.5. Die Abbildung dp geniigt den Eigenschaften einer Metrik.

Beweis.
1. Symmetrie: Folgt direkt aus der Definition.

2. Definitheit: Sei dp(p1, p2) = 0 fir py, gz € M*(B). Damit ist insbesondere
dp (1, po) = 0. Fiir alle abgeschlossenen A € 98 und alle k € N gilt

)+1.

p(A) < pa(A 2

==

Mit der Approximationseigenschaft 2.3.4 erhalten wir

) < imint (ja(4y) + 1) = (),

1
k

Die Abschétzung us(A) < pi(A) folgt analog. Mit dem Mafeindeutigkeits-
satz und der Endlichkeit beider Mafe folgt die Definitheit.

3. Dreiecksungleichung: Sei i, pz, i3 € M™*(B). Setze

1
dp (1, 112) < dp(p, pz) < € = dp(pn, ) + - und

1

Bz i3) < dp(pes iz) < = dppn, i) +

fiir Kk € N. Sei A € B. Mit der ersten Eigenschaft aus 2.4.2 und der Monoto-
nie des Mafes folgt

,Ul(A) < ,UQ(AE) +e< MS((As)a) +teta< NB(Aera) teta
Fir k — oo erhalten wir
2
dp(p1, ps) < €+ a = dp(py, p2) + dp(pz, p13) + A — dp(p, p2) + dp(p2, p3).

Analog gilt d¥(us, p1) < dp(p1, po) + dp(pe, p3) und somit die zu zeigende
Ungleichung

dp(ﬂl,#s) = maX{d};(“hlLi’:)a d*p(ﬂ?n Ml)} < dP(Mla:uQ) + dP(Pa,HJs)-
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2 Schwache Konvergenz von Mafken

Bemerkung 2.4.6. Fir a,b € M ist dp(dq,p) = min(d(a, b), 1). Dies wird in [Els09,
Beispiel 4.32 in Abschnitt VIII| gezeigt.

Als néchstes zeigen wir Zusammenhénge der Prochorov-Metrik mit der schwachen
Konvergenz:

Satz 2.4.7. Sei (up)ken eine in (MT(B),dp) gegen p € M (B) konvergente
Folge. Dann konvergiert u; schwach gegen p.

Beweis. Wahle e := dp(up, ) + 1 > dp(p, ) > dp(pe, ). Sei A C M ab-
geschlossen. Mit der Approximationseigenschaft 2.3.4 und ¢, — 0 fiir £ — o©
folgt

lim sup g5 (A) < limsup (u(A.,) + €x) = u(A).

k—o0 k—o0

Da ebenfalls d (1, i) < ep gilt, erhalten wir fiir den ganzen Raum M = M., die
Abschétzung

w(M) < liminf(ug(M) + &) = lilgn inf g, (M) < limsup pp(M) < u(M).

k—o0 k—oo

Damit folgt die Konvergenz von (M) gegen p(M). Mit dem Satz von Portman-
teau (Satz 2.3.5) folgt die schwache Konvergenz. Der Beweis ist in [Kell7, Satz
2.8.] nachzulesen. O

Satz 2.4.8. Sei (M,d) separabel. Sei (uy)ren eine schwach gegen p € M™T(B)
konvergente Folge in M™(B). Dann konvergiert (ug)gen bereits in (M™(B),dp)

gegen L.

Beweis. Sei € > 0. Da (M, d) separabel ist, konnen wir eine dichte Folge (ax)ren
in M wéhlen. Definiere rekursiv die Partition

k—1
A= B%(al) und A = B;(ak) \ U A; fir k> 2.

=1

Da > 77, 1(Ar) = w(Upey Ak) = n(M) < oo konvergiert die Reihe absolut und
wir konnen ein N € N wéhlen, sodass

i 1(A) =/~L< G Ak:) <e. (2.1)

k=N+1 k=N+1

30



2.4 Die Prochorov-Metrik

Fiir jedes I C {1,..., N} definieren wir die offene Menge B; := (U, A;) . Mit
Portmanteau (Satz 2.3.5) gilt hﬁgiﬂlf we(Br) > p(Br). Damit gibt es ein ny, sodass
pin(Br) > p(Br) — € (2.2)
fiir alle n > n;. Wéihle zudem ein nj; € N, sodass
(M) = pn(M)] < € (2.3)
fir alle n > njs. Setze
no :=max({n;: I C {1,... N}} U{nu}).

Sei nun C' € B fest. Setze Iy :={k € {1,...,N} : Ay NC # 0}. Wir zeigen, dass
By, C Cs.. Sei hierfiir z € By,. Das heifst es gibt ein iy € I, sodass dist(z, A;,) < €.
Weiter gibt es ein & € A;,, sodass d(z, %) < ¢ gilt. Nach der Definition von I gibt
es ein y € C'N A;,. Mit der Dreiecksungleichung folgt

dist(z, C) < d(z,y) < d(w, 2) + d(&, ai,) + d(ai, y) < € + % + g = 2.

Damit gilt also By, C Cs.. Ebenfalls gilt C' C B, U UEOZNH Ap. Sein > ng > ny,.
Dann gilt mit (2.1), (2.2) und der Subadditivitét des Mafes

u(C) < p (Bzo v Ak) < u(Br,) +u< U Ak) < u(Bp) +¢

k=N+1 k=N+1
< pn(Br,) + 26 <y (Coe) + 2e. (2.4)
Also folgt d}(u, pn) < 2¢. Insbesondere folgt mit (2.4) auch

p(M A\ Coe) < pan (M \ Che)2e) + 2¢. (2.5)

Betrachte andererseits mit der zweiten Eigenschaft aus 2.4.2, (2.3), (2.5) und der
Monotonie des Mafses

pn(C) = pn (M) = pn (M \ C) < |pn (M) — p(M)| + p(M) = (M \ C)
<e+pu(M) = pn(M\C) < e+ p(M) — pn((M\ Cae)ae)
<e+uM)—pu(M\ Cs) + 2 = u(Cy) + 32 < u(Cs.) + 3.

Damit gilt also d} (i, 1) < 3. Wir haben nun also dp(pu,, pt) < 3¢ gezeigt und er-
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2 Schwache Konvergenz von Mafken

halten die Konvergenz. Der Beweis orientiert sich an [Kell7, Satz 2.8.] und [Els09,
Satz 4.35 in Abschnitt VIII]. O

Satz 2.4.7 und Satz 2.4.8 liefern also - unter der Voraussetzung, dass (M, d) se-
parabel ist - die Metrisierbarkeit der schwache Topologie auf M™(B) durch die
Prochorov-Metrik.

2.5 Der Satz von Prochorov

Nun gehen wir zum Theorem von Prochorov iiber. Zum Einstieg zeigt ein klei-
nes Lemma, wie sich die Kompaktheit im metrischen Raums M auf die schwa-
che Kompaktheit in M*(9B) iibertrigt. Hieraus motivierten wir das Prinzip der
gleichméfigen Straftheit, welches schlieflich unter bestimmten Voraussetzungen
die Kompaktheit charakterisiert.

Lemma 2.5.1. Sei (M, d) ein separabler metrischer Raum und K C M. Dann ist
{6, 12 € K} C M*(B) genau dann (relativ) schwach kompakt, wenn K (relativ)
kompakt ist.

Beweis. Sei A = {0, : v € M} C M*(B) die Menge aller Dirac-Mafe auf M.
Wir bezeichnen mit ¢ : M — A die kanonische Inklusionsabbildung = — §,.
Wir zeigen, dass ¢ ein Hom6omorphismus ist, wobei wir A mit der Spurtopologie
der schwachen Topologie ausstatten. Mit Satz 2.4.7 und 2.4.8 ist gezeigt, dass es
sich bei MT(B) zusammen mit der schwachen Topologie um einen metrischen
Raum handelt. Es geniigt also Folgenstetigkeit fiir 4 und i~! zu zeigen und wir
brauchen nicht zu Netzen iibergehen. Mit Beispiel 2.2.2 ist direkt die Stetigkeit
von ¢ klar. Sei (ax)reny C M und a € M, sodass 6,, — d, schwach konvergiert. Mit
Bemerkung 2.4.6 folgt min(d(ag,a),1) — 0 und damit a; — a fiir & — oco. Damit
ist auch i1 stetig. Wir haben gezeigt, dass A - zusammen mit der Spurtopologie
der schwachen Topologie - topologisch dquivalent zu M - zusammen mit der von
d erzeugten Topologie - ist. Damit folgt die zu zeigende Aussage. O

Definition 2.5.2. Ein Mak u € M™(98) heifit straff, falls es fir jedes € > 0 eine
kompakte Menge K C M gibt, sodass u(M \ K) < ¢ gilt. Eine Familie (p;)ier
in M*(B) iiber eine beliebige Indexmenge I heift gleichmdfig straff, falls es fir
jedes £ > 0 eine kompakte Menge K C M gibt, sodass p;(M \ K) < € fiir jedes
1 € I gilt.
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2.5 Der Satz von Prochorov

Erginzend zeigen wir nun eine zusitzliche Aquivalenz zu unserem Einstiegslemma.
Dies zeigt, dass sich die Definition der gleichméfigen Straftheit schon einmal gut
mit der Kompaktheit von Mengen bestehend aus Diracmafen verhalt.

Lemma 2.5.3. Sei (M,d) ein separabler metrischer Raum und C C M. Dann
ist ¢ := {0, : * € C} genau dann gleichmdflig straff, wenn d¢c relativ schwach
kompakt st.

Beweis. Mit dem FEinstiegslemma 2.5.1 geniigt es, die relative Kompaktheit von
C in M zu betrachten. Sei zunéchst do gleichmékig straff. Wahle ¢ := % Nach
Voraussetzung gibt es ein kompaktes K, sodass ,(M \ K) < 3 fiir jedes a € C
gilt. Da 6,(M\ K) € {0, 1}, folgt bereits 6,(M\ K) = 0. Also ist C' C K und damit
C relativ kompakt. Sei andererseits nun C' relativ kompakt, also ist C' kompakt.
Fiir jedes ¢ > 0 und fiir jedes a € C gilt §,(M \ C) =0 < ¢. O

In vollstdndigen metrischen Rdumen haben wir den Vorteil, dass wir Kompakt-
heit mit dem Begriff der Totalbeschranktheit charakterisieren kénnen (siehe Satz
A.2.1). Dies nutzen wir aus, da wir M (8) metrisiert haben. Hierzu noch wenige
Hilfslemmata.

Lemma 2.5.4. Sei A C M nicht leer und totalbeschrinkt. Dann gibt es eine Folge
(ar)1eny C A, sodass es fiir jedes € > 0 ein N € N gibt, sodass

Ac|B.(ar)

=1

gilt. Insbesondere gilt A C {a; : | € N}.

Beweis. Wihle 2%, ... 2% € A fiir jedes k € N, sodass

Y Nk

nE

Ac|B:(ar)
k
=1
gilt. Setze
o 1,2 2 .3 3
(ar)ken = (27, .., 00, X7, T, XY, T ).

Mit dem archimedischen Axiom gibt es ein ky € N mit % < e.Setze N = Zfil ny.
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2 Schwache Konvergenz von Mafken

Dann folgt
Mg N N
acUBr@ cUBy (@) c B
=1 1=1 =1

Weiterhin gibt es fiir jedes a € A ein I* € {1,..., N}, sodass a € B.(a;). Damit
folgt A C {a;: 1 € N}. O

Ein weiteres kleines Hilfslemma:

Lemma 2.5.5. Seien x1,...,x, € M und o > ¢ > 0. Dann gilt

<M \ U Ba(xi)> C (M \ U Ba(yci)> C M\ | JBa—e(ai) € M\ | Baee(s).

c c i=1 i=1

Beweis. Zu zeigen ist nur die zweite Inklusion: Sei ein y € M gegeben mit
dist(y, M \ U—, Ba(z;)) < e. Somit gibt es ein z € M mit d(z,z;) > « fir
alle t € {1,...,n} und d(z,y) < e. Mit der Dreiecksungleichung folgt

d(l'“y) Z d(l’z,fﬂ) - d(y,l') >a—¢

fir alle i € {1,...,n}. Damit ist y € M \ U}, Ba—c(2:). O

Wir kommen nun zur eigentlichen Aussage. Wir zeigen die beiden Implikationen
separat, damit deutlich wird, welche Voraussetzungen wir jeweils tatsdchlich be-
notigen.

Satz 2.5.6. Prochorov. Sei (M,d) wvollstindig und separabel und C C M™(B)
totalbeschrinkt. Dann ist C gleichmdfiig straff.

Beweis. Um die offenen Bélle in (M, d) und in (M™(B), dp) besser unterscheiden
zu konnen, bezeichnen wir die offene Kugel um das Maf p mit Radius e (beziig-
lich der Prochorov-Metrik) mit B4 (u). Sei € € (0,1). Da C' totalbeschriinkt ist,
erhalten wir mit Lemma 2.5.4 eine Folge (g )reny in (M (B),dp), sodass es fir
alle £ € N ein ny, € N mit

Nk
C B i ()

=1
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2.5 Der Satz von Prochorov

gibt. Durch die Wahl von
Af = ngp—(k+1)(ﬂl> nc

fur € {1,...,ng} gilt insbesondere
ng
c=Jar (2.6)
=1

fir jedes k € N.. Da (M,d) separabel ist, gibt es eine dichte Folge (z;)ien in
M Insbesondere gilt M = ;2| By-w+1(2;) fiir k& € N. Beachte, dass

J
M\ UBT(’““)(%) N 0 fiir j — oo gilt,

=1

woraus zusammen mit der o-Stetigkeit und der Monotonie des Mafes y; fiir festes
1 €{1,...,n;} die Existenz eines M}, € N folgt, sodass

M
w | M \ U 327(k+1)(33¢) < 827(k+1).

i=1

Setze My := max{M},..., M;*}, womit wir fiir alle [ € {1,...,n;} die Unglei-
chung

i=1 =1

M, M;,
M (M \ U BQ(k+1)<xi>> S 1224 M \ U 327(1#1)(33'1') < 827(k+1) (27)

erhalten. Setze

My, %
Wk = U Bz_k(xi) und W = Wk
i=1 k=1

Wir zeigen nun, dass W die gesuchte kompakte Menge ist, mit der die gleichméfige
Straftheit folgt. Sei k € N und p € C. Damit gibt es mit (2.6) ein [ € {1,...,n4}
mit 1 € AF. Mit der Definition der A¥ ist dp(u, ;) < 2=+, Mit Lemma 2.5.5,
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2 Schwache Konvergenz von Mafken

der Monotonie des Mafses p;, ¢ < 1 und Gleichung (2.7) folgt
M, M,

p(M A\ Wy) = p (M \ UB2k(§UZ'>> <y (M\ (U BQ,C(Q;Z.)> > 1 g9 (k+1)
=1 co—(k+1)

< | M\ <U B2—k(93i))

S L M \ U BQk_€2—(k+1)(ZEZ’>> -+ 62_(k+1)

=1

) + 52_(k+1)

e2—(k+1)

My,

< | M\ U By _g—+1) (a:z)) + g2~ (k+1)

i=1

My,
= Ly M \ U Bg(k+1)($i)> + 52_(k+1)
=1
< g2~ 4 co=(kHD) — 9=k (2.8)

Schlieflich gilt mit der Subadditivitdt von p und (2.8)

M(M\W):M<M\ﬂwk> =u<UM\Wk)
SiM(M\Wk)<i52_k:5-

Zu zeigen bleibt nur noch die Kompaktheit von W. Die Menge W), ist abgeschlos-
sen fiir alle £ € N. Damit ist auch W als Schnitt abgeschlossener Mengen abge-
schlossen. Da (M, d) ein vollstandiger metrischer Raum ist, ist auch (W, djw xw)
vollstdndig. Mit Satz A.2.1 geniigt es also, die Totalbeschrinktheit von W zu
zeigen: Sei & > 0. Wihle ky € N, sodass 27% < g Dann gilt

oo My Mko Mk()

W =B ) C U Byro (1) C U B:(x;)

k=11i=1

Also wird W von endlich vielen Ballen mit Radius € iiberdeckt. Der Beweis ist
angelehnt an [Kell7, Satz 2.11.]. O
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Satz 2.5.7. Prochorov. Sei (u)ren eine gleichmdfig straffe, beschrinkte’ Folge
in M (B). Dann gibt es ein von auflen requlires Maf (gemdfS Definition A.3.4)
w € MT(B) und eine schwach gegen p konvergente Teilfolge (fin, )ren-

Beweis. Um den Beweis moglichst {ibersichtlich zu gestalten, werden wir die Ar-
gumente in einzelne Schritte gliedern.

Schritt 1. Definition geeigneter Mengensysteme.

Mit der gleichméfigen Straffheit von (uu)ren gibt es fiir jedes m € N eine kompakte
Menge K,, C M, sodass pi,(M \ K,,) < = fiir jedes n € N. Setze

fiir jedes m € N. Dann ist K, kompakt und K,, C K,,;; und es gilt

,un(M\KM) = Hn (M\Uf(z> = Hn (ﬂM\f(z>

< i (M \ f(m) < % (2.9)

Als kompakte Teilrdume von M sind alle K, insbesondere separabel und wir
kénnen abzéhlbare L,, C M wéhlen, sodass L,, = K,,. Setze L := Ufnozl L,,.
Dann ist L als abzdhlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen selbst abzdhlbar und
K:=U>_, Kn=U>_, Ly, C L. Betrachte die Mengensysteme

§:={B:(r) :e€Q,e>0,2 € L} und

D = {U(EF‘IKM):nGN,Bl,...,BnES,ml,...,mneN}U{@}‘

=1

§ enthélt offene Mengen, ©® kompakte Mengen. Weiter enthalten beide Systeme
nur abzdhlbar viele Mengen und ® ist nach Definition U-stabil®. Wir nehmen
an’, dass es ein n* € N gibt, sodass p,«(M) > 0. Damit gilt fiir m* € N mit

Beschriinktheit beziiglich der TV-Norm, das heifit, dass (ux(M))ren beschrinkt ist.

6Das Mengensystem ® heifit vereinigungsstabil (schreibe U-stabil), falls aus A, B € ® bereits
AU B €9 folgt.

"Sonst wire (ux)ren die konstante Folge des Null-Mafes und die Folgerung ist trivial.
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2 Schwache Konvergenz von Mafken

L < i« (M) mit (2.9), dass
1
Mn*(Km*) = Mn*(M) - :un*(M \ Km*) > % - Nn*(M \ Km*) > 0.

Also ist K,,+ nicht leer. Damit ist auch L # () und §F # (). Wir erhalten

UB=Mm

Beg

Fiir festes m € N ist also insbesondere § eine offene Uberdeckung der kompakten
Menge K,, C M. Also kénnen wir ein r € N und By, ..., B, € § wihlen, sodass
K., C J._, B; gilt. Insbesondere gilt

K,=|JBnK,cD. (2.10)

i=1
Schritt 2. Finden einer Teilfolge.

Beachte, dass (p,(A))nen fiir jedes A € © eine beschriankte Folge in R darstellt.
Mit dem Cantor’schen Diagonalargument (Lemma A.2.6) finden wir eine Index-
folge (ng)ken C N, sodass (g, (A))ken fir jedes A € ® konvergiert. Setze nun

a:® —[0,00) mit D — klim fin, (D).
—00
Fiir Dy, Dy € ® mit D; C D, folgt direkt mit der Monotonie der Mafe i, , dass
a(Dy) < a(D2) gilt.
Schritt 8. Fortsetzung® von o auf ganz B(M).

Im néchsten Schritt werden wir o zu einem &ufseren Mafs ¢ fortsetzen und spéter
zeigen, dass @) ein Mak ist, wogegen (in, )ren schwach konvergiert. Hierfiir setzen
wir

B:h:={U C M : U offen} — [0, 00] mit U — sup a(D) und

De®
bcu
0 :P(M) — [0,00] mit A— inf sup o(D)= inf B(U).
U offen pep U offen
UDA DCU UDA

Das Supremum in der Definition von £ ist endlich, da mit der Beschrinkheit von

8Wir bezeichnen die Potenzmenge von M mit B(M).
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2.5 Der Satz von Prochorov

(,uk)keN

a(D) = lim fi,, (D) < sup pi, (M) < 00
k—o0 kEN

unabhéngig von D gilt.

Schritt 4. ¢ ist ein duferes Mafs.

Es gilt ) € ©. Damit ist a(() = Jim i, (@) = 0. Weiter ist direkt 3(0) = () = 0.
—00

Die Monotonie von ¢ folgt direkt aus

{UCM:U>DAUoffen} D{U C M :U D B,U offen}

fir A C B C M. Analog ist 3 monoton, woraus wir folgern?, dass ¢ = . Die
Hauptarbeit liegt nun darin, die o-Subadditivitdt zu zeigen.

Schritt 4a. Subadditivitit von B fir endlich viele offene Mengen.
Seien U,V C M offen. Falls U = M gilt, ist

BUVV) = (M) < B(M)+ (V) = B(U) + 5(V).

Analog folgt der Fall V- = M. Seien nun U,V # M. Sei D C UUV mit D € ®
beliebig. Setze

Ay :i={x € M : dist(x, M \ U) > dist(z, M \ V)} N D und
Ay :=={z e M : dist(z, M\ U) < dist(xz, M\ V)} N D. (2.11)

Man sieht direkt, dass D = Ay U Ay. Weiter sind die Mengen Ay und Ay ab-
geschlossen, da die Distanzabbildung stetig ist und D ebenfalls abgeschlossen ist.
Wir zeigen nun, dass Ay C U. Sei x € Ay. Angenommen z € M \ U. Dann ist
mit (2.11)

0 = dist(z, M \ U) > dist(z, M \ V') > 0.
Da M \ V abgeschlossen ist, gilt bereits x € M \ V. Allerdings ist
reD\UC(UUV)\UCcCV,

was zu einem Widerspruch fiihrt. Analog folgt Ay C V.

9Es ist a priori nicht klar, ob Yo = a gilt.

39



2 Schwache Konvergenz von Mafken

Wir zeigen nun, dass es ein £ € ® gibt, welches Ay C E C U erfiillt. Beachte mit
der Definition von © die Darstellung

n

D= U(Em sz)

=1

mit n € N, By,...,B, € § und my,...,m, € N. Setze m := max{my,...,m,}.
Dann gilt D C K,,, da die Folge von Kompakta aufsteigend gewéhlt wurde. Mit
K =U;°_, K, gilt insbesondere

AvCcDNUCK,, "nUCKnNU.

Fiir jedes x € Ay wahle €, > 0, sodass B. (r) C U. Da L dicht in K liegt,
kénnen wir ein a, € L wihlen, sodass d(a,,z) < %. Wegen Q = R koénnen wir

ein r, > 0,7, € Q wéhlen, sodass d(a,,r) < r, < %. Dann gilt B, (a,) € § und

insbesondere x € B, (a,). Fiir jedes y € B, (a,) gilt mit der Dreiecksungleichung
d(y,z) < d(y,a,) + d(ay, x) <1, + %x < &g

Also ist # € B,,(a,) C B.,(r) C U und damit (B,,(a,))sea, eine offene Uberde-
ckung von Ay. Wegen der Kompaktheit von Ay gibt es eine endliche Teiliiberde-
ckung, das heif’t es gibt endlich viele z, ..., z, € Ay, sodass

Ay C U Brﬁk(am) cU.
k=1

Setze nun E = (J;_, B, (az,) N Ky, € D. Dann ist
AU:AUQDCAUﬂKmCECU,

das heilst F erfiillt die gewlinschte Eigenschaft. Analog gibt es ein F' € ® mit
Ay C F C V. Mit der bereits gezeigten Monotonie von o, mit £, F,E U F €
und der Subbadditivitét folgt

a(D)=a(AyUAy) <a(EUF) = klim fn, (B U F)
— 00

< lim giy,, () + lim pi, (F) = o(E) + o(F) < BU) + B(V).
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2.5 Der Satz von Prochorov

Durch Supremumsbildung iiber sémtliche D folgt

pUUV) = ;L;I@) a(D) < BU) + B(V).
DCOUV

Induktiv ergibt sich die Subadditivitat von g fiir endlich viele offene Mengen.
Schritt 4b. Subadditivitit von 5 fir offene Mengenfolgen.

Sei nun (Uy)yen eine Folge von offenen Mengen in M. Sei D C |-, Uy mit D € ©.
Dann gibt es wegen der Kompaktheit von D bereits endlich viele Uy,, ..., Uy,
(k1, ..., kn, € N paarweise verschieden), die D iiberdecken. Also gilt mit der Defi-
nition von S und Positivitat von ¢

D)gﬁ(fj%) <Zﬁ (Ur,) si

Supremumsbildung auf der linken Seiten iiber alle D € PB(M) mit D C (J,o, Uk
liefert die Subadditivitét fiir offene Mengenfolgen.

Schritt 4c. Subadditivitit von .

Sei (Ag)keny € B und € > 0. Nach Definition von ¢ gibt es Uy C M offen mit
U, D A und

L. .
B(UL) < p(Ag) + 5% fiir jedes k € N.

Also gilt

<P<GAI<:> Sﬁ([j@;) Siﬁ(Uk)S 3 ( (Ag) —|—€—) ng Ap) +

Fiir e — 0 folgt die o-Subadditivitit!®. Wir haben also gezeigt, dass ¢ ein duReres
Malfs auf M ist.

Schritt 5. Die Einschrinkung von ¢ auf B ist ein Mafs.

Mit dem Satz von Carathéodory (Satz A.3.3) ist ¢ eingeschrankt auf die o-Algebra

Y={ACM:9(Q)=p(@Q@NA)+ QN (M\ A)) fir alle Q C M}

19Das Argument mit ¢ — 0 funktioniert natiirlich nur, wenn >, ¢(Ag) < oo ist. Ansonsten
folgt die Aussage direkt.
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2 Schwache Konvergenz von Mafken

ein Mafs. Da wir ein Mafs auf 28 konstruieren mochten, zeigen wir, dass B C X ist.
Da ¥ eine o-Algebra ist und B von den offenen Mengen erzeugt wird, gentigt es
zu zeigen, dass alle abgeschlossenen Mengen in ¥ enthalten sind. Sei also A C M
abgeschlossen. Es geniigt fiir jedes () C M die Ungleichung

p(@NA) +p(@N(M\A)) <e(Q)

zu zeigen, denn die andere Abschétzung folgt automatisch mit der bereits gezeigten
o-Subadditivitat.

Schritt 5a. Abschitzung fiir offene Q.

Sei zundchst @ C M offen. Dann ist @ N (M \ A) offen und wir kénnen nach

Definition von § ein D; € ® mit Dy C @ N (M \ A) wihlen, sodass
BRN(M\A) <a(D)+e¢ (2.12)

gilt. Da D; kompakt und damit @ N (M \ D;) offen ist, kénnen wir weiter Dy € ©
mit Dy C Q N (M \ D;) wéhlen, sodass

QN (M\ D)) <a(Ds) +¢ (2.13)

gilt. Fiir x € D folgt ¢ D;. Damit sind also D; und D disjunkt. Da A € M\ Dy,
Dy U Dy C Q und Dy U Dy € ® erhalten wir mit (2.12) und (2.13)

P(@NA)+e(@N(M\A) <BQNM\ Dr))+B(QN(M\ A))
< et a(Dy) +eta(Dy) =2+ lim g, (Do) + lim g, (D1)
=2+ khﬁrglo fin, (D1 U Do) = 2 + (D U Dy)

< 2e+ sup a(D) < 2+ [(Q). (2.14)

De®
DcU

Fiir e — 0 folgt o(QNA)+ QN (M\ A)) < B(Q).
Schritt 5b. Abschdtzung fiir beliebige Q.

Sei nun Q C M beliebig. Wilhle fiir € > 0 ein offenes U D @ mit S(U) < ¢(Q) +e.
Beachte mit der Monotonie von ¢ und (2.14)

P(R@NA) +o(@N(M\A) <pUNA)+p(UN(M\A) <BU) <p(@Q) +e.

Fiir e — 0 folgt die Abschétzung. Also enthélt 3 einen Erzeuger von 8 und damit
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2.5 Der Satz von Prochorov

auch B selbst. Mit dem Satz von Carathéodory ist ¢|5; ein Maf und damit auch
insbesondere y := g ein Mak. Nach Definition von ¢ ist p von aufen regulér.

Schritt 6. Schwache Konvergenz von (fin, )ken gegen fi.

Nun zeigen wir schlieflich noch die schwache Konvergenz von (i, Jken gegen f.
Sei U C M offen. Dann gilt wegen der Monotonie des Mafses iy,

uw(U) = pU) = sup a(D) = sup lim py,, (D) < liminf u,, (U).
DCU DcU

Insbesondere gilt

k—o00

(M) < limind i, (M) = liminf i, vy < sup el < oo,
k—o0 kEN
da die Folge (||uk|/Tv)ken beschrankt ist und M offen ist. Also ist p € M™*(B).
Es gilt mit (2.10) die Inklusion {Kj; : i € N} C ®©, weshalb mit der gleichméfigen
Straffheit

1 1
u(M) = sup a(D) > sup a(K,) = sup (hm f (Kom) + — = —)
k—o0 m

DeD meN meN m
. 1
> sup (hm SUP Ly, (Kom) + fn (M \ Kp,) — —)
meN k—o00 m

1
= sup (lim sup fin, (M) — —) = lim sup fin, (M).
m

meN k—o00 k—o00

gilt. Also folgt mit dem Satz von Portmanteau (Satz 2.3.5) die schwache Konver-
genz von (fi,, Jken gegen p fir k — oo. Der Beweis ist an [Els09, Satz 4.22 in
Abschnitt VIII| angelehnt. O

Korollar 2.5.8. Prochorov. Sei (M, d) separabel und vollstindig. Sei weiter eine
Menge C' C M™*(B) gegeben. Dann sind diese Aussagen dquivalent:

1. C 1ist relativ schwach kompakt.

2. C st relativ schwach folgenkompakt.

3. C st beschrinkt und gleichmdfig straff.
Beweis. Die Abbildung dp metrisiert M (B) zusammen mit der schwache Topolo-
gie (Satz 2.4.7 und Satz 2.4.8). Das heifit die kompakten Mengen in der schwachen

Topologie auf M™(B) werden mit Satz A.2.1 bereits durch die Eigenschaft der
Teilfolgen und die Totalbeschranktheit charakterisiert und wir kénnen auf den
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2 Schwache Konvergenz von Mafken

Ubergang zu Netzen und Teilnetzen verzichten. Mit Satz 2.5.6 und Satz 2.5.7 sind
die Aussagen dquivalent. O

Bemerkung 2.5.9. Der Satz von Prochorov lédsst sich auch allgemeiner auf soge-
nannten polnischen Radumen formulieren. Dabei heifst ein topologischer Raum
(X, 7) polnisch, wenn er sich metrisieren lasst, sodass der zugrundeliegende me-
trische Raum vollstandig und separabel ist. Falls wir M = R betrachten und
wir uns auf die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafie beschrénken, lasst sich ein
vereinfachter Beweis von Satz 2.5.7 mithilfe des Satzes von Hally-Bray fithren.

Korollar 2.5.10. Der Raum (M™(B),d,) ist vollstindig.

Beweis. Sei (ux)ken eine Cauchyfolge in (M1 (B),d,). Dann ist {u, : k£ € N}
totalbeschrankt und insbesondere beschriankt. Mit Satz 2.5.6 ist (ug)gen gleich-
méakig straff und wir erhalten mit Satz 2.5.7 eine konvergente Teilfolge. Damit
konvergiert bereits (fix)ken- O

Korollar 2.5.11. Sei (M,d) vollstindig und separabel. Sei pn € M™(B). Dann
ist p straff und von auflen reguldr.

Beweis. Da {u} schwach kompakt ist, folgt direkt mit Satz 2.5.6, dass p straff ist.
Damit ist mit Satz 2.5.7 das Mafs ;1 von aufen regulér. m

Wir werden spéter den Satz von Ulam zitieren (3.1.2), welcher auch die Regularitét
von innen liefert.

Korollar 2.5.12. Sei (M,d) wvollstindig und separabel. Dann ist der metrische
Raum (M, d) genau dann kompakt, wenn (M7 (B),d,) schwach kompakt ist.

Beweis. Falls (M, d) vollstiandig ist, so ist jede Folge in M™(28) gleichméfig straff
und wir erhalten mit Satz 2.5.7 die Kompaktheit von (M™*(B), d,). Fiir die Riick-

richtung betrachte man entsprechende Diracmafse. O]

Im vierten Kapitel werden wir die schwache Konvergenz und den Satz von Pro-
chorov anwenden, um das Monge-Kantorovich-Minimierungsproblem zu 16sen.
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3 Zusammenhang mit der
schwach-* Konvergenz

In diesem Kapitel werden wir die schwache Konvergenz in Zusammenhang mit
der aus der Funktionalanalysis bekannten schwach-* Konvergenz bringen. Dabei
benutzen wir den Satz von Ulam und Rieszscher Darstellungssatz, dessen Beweise
aber den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirden. Weiter stellt sich heraus, dass
der fiir Kompaktheit hinreichende Abschnitt des Satzes von Prochorov (Satz 2.5.7)
alternativ mit dem Satz von Banach-Alaoglu bewiesen werden kann. Sei im Verlauf
dieses Abschnittes (M, d) ein metrischer Raum.

3.1 Der Dualraum der stetigen Funktionen
Lemma 3.1.1. Fir alle p € M(B) setzen wir

T,:Cy(M)—R mitf»—>/fdu.
Dann ist T, € Cy(M)" und es gilt die Abschdtzung

| T llcyary < [lull v

Beweis. Die Linearitdt folgt direkt mit der Linearitdt des Integrals. Zu zeigen
bleibt die Beschranktheit von T),. Sei f € C,(M). Dann gilt mit Eigenschaft 1.5.3

Tu(H)] = ‘/fdu’ < [l fllse = l[ellrvll fllo-

Also folgt || T,y < ||l v -
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3 Zusammenhang mit der schwach-* Konvergenz

Das heiftt also, dass die Abbildung 7" : M(B) — C,(M)’ eine stetige Einbettung
M(B) C Cy(M)" impliziert. Tjre+ () ist mit der Trennungseigenschaft aus Lemma
9.1.3 injektiv.

Wir sehen also sofort, dass fiir ein Mafl y € M™(B) und eine Folge von Mafen
(fe)ren € MT(B) die Aquivalenz der Aussagen

1. pr — p in der schwachen Topologie fiir k& — oo
2. T,, — T, in der schwach-* Topologie von Cy(M) fiir k — oo

gilt. Wir zeigen nun, dass die endlichen signierte Mafe - falls (M, d) vollsténdig
und separabel ist - tatséchlich auch isometrisch in Cy,(M )’ eingebettet sind. Hierzu
benotigen wir zunéchst eine Regularitatsaussage:

Satz 3.1.2. Satz von Ulam. Sei (M,d) separabel und vollstindig. Dann ist jedes
€ M*(B) reguldr.

Beweis. Nachzulesen in [Els09, Satz 1.16 in Kapitel VIIL.]. O

Lemma 3.1.3. Sei (M,d) separabel und vollstindig und p € M(B). Dann gilt
[ Tullesary = llullzv-

Beweis. Mit Lemma 3.1.1 erhalten wir ||, ||,y < ||pflrv. Wir wihlen die Hahn-
Zerlegung P, N € ‘B fiir u (Satz 1.2.2). Sei nun € > 0. Mit Satz 3.1.2 ist die Va-
riation |u| reguldr und wir erhalten eine kompakte Menge K C P und eine offene
Menge O D P mit

[l (O\ P) < — und |p|(P\ K) <

> M
=] M

W

Durch Skalierung erhalten wir mit Urysohn (Lemma A.2.
f: M — [—1,1] mit den Eigenschaften?

) eine stetige Abbildung

f(z) =1fir alle z € K und f(x) = —1 fur allex € M \ O.

Betrachte, dass || f||oc = 1 gilt. Nun erhalten wir mit Eigenschaft 1.5.3, der Positi-

Falls K = () wihle f = —1; falls M \ O = () wihle f = 1.

46



3.1 Der Dualraum der stetigen Funktionen

vitdt von K und der Negativitét von M \ O:

= pu(P) = p(N) = p(K) + n(M\ O) — O\deu

< u(P) = p(N) = p(K) + p(M \ 0) + |ul(0 \ K)
— [ul(P) = |ul(K) + [ul(N) = |ul(M\ O) + |ul(P\ K) + |l (O\ P)
— 20ul(P\ K) +2|ul(0\ P) <«

Also ist HTu‘|Cb(M)/ = [|p[lrv- -

Korollar 3.1.4. Falls (M,d) wollstindig und separabel ist, so ist T eine iso-
metrische Einbettung.

Wir fragen uns nun nach der Umkehrung.

Satz 3.1.5. Rieszscher Darstellungssatz. Sei (M, d) kompakt. Dann gibt es fir
jedes ¢ € Cy(M)" genau ein p € M(®8), sodass

o) = [ 1au
fir jedes f € Cy(M) gilt. Weiterhin gilt

el v = lleplloycary-

Wir kénnen also M(B) (mit der schwachen Topologie) mit Cy(M)" (mit der
schwach-* Topologie) identifizieren.

Beweis. Nachzulesen in [Sch12]. O

Bemerkung 3.1.6. Auf die Kompaktheit des metrischen Raums lésst sich im All-
gemeinen nicht verzichten.
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3 Zusammenhang mit der schwach-* Konvergenz

3.2 Der Satz von Prochorov - alternativer Beweis
Um einen alternativen Beweis des Satzes von Prochorov zu geben, erinnern wir
uns zuerst an den Satz von Banach-Alaoglu:

Satz 3.2.1. Banach-Alaoglu. Sei X ein Banachraum. Dann ist
Bo = {2’ € X't |l < 1}
kompakt beziiglich der schwach-* Topologie.

Beweis. Nachzulesen in [Arel8, Theorem 26.3]. O

Bemerkung 3.2.2. Der Satz handelt zunéchst nur von topologischer Kompaktheit.
Das heifst wir erhalten von Folgen in By nur schwach-* konvergente Teilnetze
(welche im Allgemeinen keine Teilfolgen sind). Allerdings lassen sich, falls X sepa-
rabel ist, sogar schwach-* konvergente Teilfolgen bilden (siehe [Arel8, Proposition
19.4]). Tatséchlich lésst sich in diesem Fall die schwach-* Topologie z.B. durch die
Metrik

o
d(xy, o) : ZQ M2 (1)) — oh(2p))
k=1

metrisieren, wobei (xy)ren eine dichte Folge in X ist.

Die nachfolgenden Punkte orientieren sich an [vG03, Theorem 5.2 und Lemma
5.4].

Lemma 3.2.3. Sei (M, d) ein kompakter metrischer Raum. Dann ist der Banach-
raum Cy(M) separabel.

Beweis. Der Beweis benutzt das Theorem von Stone-Weierstral. Nachzulesen in
[MF11, Lemma 3.102]. O

Im Folgenden bezeichnen wir mit M (8) die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafe
auf B. Wir werden den Satz von Prochorov zuerst fiir Wahrscheinlichkeitsma-
fe auf kompakten metrischen Rédumen zeigen, dann zu nicht notwendigerweise
kompakten Réumen {iibergehen und schlieflich das Resultat fiir endliche Mafe
verallgemeinern.
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Satz 3.2.4. Satz von Prochorov fiir kompakte metrische Rdume. Sei (M, d) ein
kompakter metrischer Raum. Dann ist My(B) schwach folgenkompakt.

Beweis. Sei (pu)ren eine Folge in M;(B). Mit dem Rieszschen Darstellungssatz
(Satz 3.1.5) lasst sich die beschréinkte Folge (g )ren als beschrankte Folge in C'(M)’
einbetten. Da M kompakt ist, ist C'(M) separabel (Lemma 3.2.3) und wir erhalten
eine schwach konvergente Teilfolge von (u)ren (Satz von Banach-Alaoglu 3.2.1
und Bemerkung 3.2.2). Damit ist M, (8) schwach folgenkompakt. O

Wir méchten nun das Resultat auf allgemeine metrische Rdume iibertragen. Hier-
zu konnen wir den gegebenen metrischen Raum kompaktifizieren, um das eben
gezeigte Resultat zu verwenden.

Lemma 3.2.5. Die Menge Y := [0,1]N := {(a;)ien C [0, 1]} ist zusammen mit
der Abbildung

§:Y XY = [0,1] mit (a,b) = > 27'a; — by|
=1
ein kompakter metrischer Raum.
Beweis. Wir zeigen nur die Kompaktheit. Dies folgt direkt mit dem Satz von
Tychonoff; wir werden aber dennoch ein direktes Argument geben. Sei dazu die
Folge (a*)reny C Y gegeben. Die Folgen (af)rey sind fiir jedes | € N beschriinkt

und wir erhalten mit Cantor’s Diagonalargument (Satz A.2.6) eine Indexfolge
(ng)ren € N und ein a € Y, sodass

a;* — a; fir alle | € N und k£ — oo. (3.1)

Zu zeigen bleibt die Konvergenz von a"* gegen a in der Metrik ¢. Sei dazu € > 0.
Wegen 3 7, 27! =1 konnen wir ein n € N wihlen, sodass

S2t< g (3.2)
I=n+1

ist. Wegen (3.1) erhalten wir fiir jedes I € {1,...,n} ein m; € N, sodass fiir alle
k Z my

€
|a;c —q < I (3.3)
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3 Zusammenhang mit der schwach-* Konvergenz

gilt. Sei nun k > m* := max{my,...,m,}. Dann gilt mit (3.2) und (3.3)

5ak,a: 27 af — | < ab — a;| + 2—l<ni+f:€‘
(a",0) ; o zl_l;‘lz 1 l;l ot

]

Bemerkung 3.2.6. Wir haben im Beweis von Lemma 3.2.5 gesehen, dass im metri-
schen Raum (Y, 0) aus der punktweisen Konvergenz bereits die Konvergenz in der
Metrik 0 resultiert. Die Umkehrung folgt einfach, woraus also die von der Metrik
0 erzeugten Topologie der Topologie der punktweisen Konvergenz entspricht.

Satz 3.2.7. Kompaktifizierung. Sei (M, d) ein separabler metrischer Raum. Dann
gibt es einen kompakten metrischen Raum (X, 0) und eine Abbildung T : M — X,
sodass T ein Homdéomorphismus zwischen M und T (M) ist?.

Beweis. Sei (ag)gen C M eine dichte Folge. Wéahle (Y, d) wie in Lemma 3.2.5 und
setze

T:M —Y mit 2 — (min{d(z,a;),1})eny € Y.

1. Hilfsaussage: Fir C C M abgeschlossen und x € M \ C gibt es ein e > 0
und ein | € N, sodass

2
T(x), < = und T(y), > 38 fiir jedes y € C' gilt.
Sei dazu C' abgeschlossen und xz € M \ C. Wihle
e := min{dist(z, C), 1}.

Da C' abgeschlossen ist, folgt ¢ > 0. Wahle mit der Dichtheit der Folge
(ax)ren €in | € N, sodass

T(x); = min{d(a;, z),1) = d(a;,x) <

Wl M

2Die Abbildung T ist injektiv und stetig. Zudem ist T—! : T(M) — M eine stetige Abbildung,
wobei T'(M) mit der Metrik 0|7(ar)x1(ar) ausgestattet wird.
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3.2 Der Satz von Prochorov - alternativer Beweis

ist. Sei y € C'. Wir erhalten mit der Dreiecksungleichung

T(y); = min{d(y, a;), 1} > min{d(x,y) — d(x,q;), 1}
> min{dist(z, C') — d(z,a;),1} > min{dist(z,C) — g, 1}
2e

£
> min{e — =, 1) = ==
> min{e 3,} 3

. Injektivitat: Seien x,y € M verschieden. Wahle C' := {z} abgeschlossen.
Mit der Hilfsaussage sind T'(x); und T'(y), fiir ein [ € N verschieden, woraus
die Injektivitat folgt.

. Stetigkeit von T: Sei (zx)reny C M konvergent gegen ein z € M. Dann
konvergiert wegen der Stetigkeit des Minimums und der Metrik die Folge
T(x); gegen T'(x), fir jedes [ € N und k — oco. Mit Bemerkung 3.2.6 folgt
die Konvergenz von T'(zy) gegen T'(x).

. Stetigkeit von T~' : T(M) — M. Sei (T(z))ren C T(M) konvergent gegen
ein T'(z) € T(M). Wir nehmen an, dass zj nicht gegen = konvergiert. Die
Negation der Definition von Konvergenz liefert ein ¢y > 0 und eine Teilfolge
(@n, )ken, sodass d(x,,,z) > ¢ fiir alle k € N gilt. Damit gilt insbesondere:

e M\ J{an)

Mit der Hilfsaussage erhalten wir ein ¢ > 0 und ein [ € N, sodass T'(7;) < §
und T'(zy,); > % fiir alle k& € N. Damit konvergiert nicht 7'(x,,);, nicht
T(xp,) und damit auch nicht 7'(z), was der Annahme widerspricht. Damit
ist 771 : T(M) — M stetig.

]

Wir schlieffen uns bereits jetzt der Konvention an, dass im Kontext des optimalen

Transports das Bildmafs eines Mafses p unter einer Abbildung f als ,,Pushforward
Measure” bezeichnet wird. Wir notieren dieses als fupu.

Satz 3.2.8. Sei (M,d) ein vollstindiger, separabler metrischer Raum und eine

Folge (ug)ren € My(B) gleichmdfig straff. Dann gibt es eine gegen ein Mafs
€ My(B) schwach konvergente Teilfolge (fin, )ken-

Beweis. Wir wihlen mit Lemma 3.2.7 eine Kompaktifizierung von (M, d), das
heifit wir erhalten einen metrischen Raum (Y, d) und eine Abbildung 7': M — Y,
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3 Zusammenhang mit der schwach-* Konvergenz

die einen Hom6omorphismus zwischen M und 7'(X) bildet. Mit Hilfe der Kompak-
tifizierung von (M, d) kénnen wir nun folgende Strategie anwenden: Wir liften*
die Folge (p)ken in den metrischen Raum (Y, ¢), wéhlen dort die Teilfolge und
gehen anschliefsend wieder zuriick zu unserem urspriinglichen metrischen Raum.

Sei dazu vy = Typy. Die Mafe vy bilden Wahrscheinlichkeitsmafe auf der Bo-
relschen o-Algebra von (Y,¢). Mit Satz 3.2.4 konnen wir eine gegen ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl v schwach konvergente Teilfolge (v, )ren wéhlen. Wahle mit
der gleichméafigen Straffheit fiir jedes n € N eine kompakte Menge K,,, sodass
pi(Ky,) > 1— L fiir jedes k € N gilt. Dann gilt mit Portmanteau (Satz 2.3.5) und
der Kompaktheit von T'(K,)

v(T(K,)) > limsup v, (T'(K,)) = imsup p,, (K,) > 1 — l

k—oco k—oco n

Wir wihlen nun E := |J~, T(K,) € B(Y) mit £ C T(M). Die Messbarkeit von
E folgt aus der Kompaktheit von T'(K,,). Dann ist

v(E) > supv(T(K,)) = 1.
neN
Wir haben nun eine messbare Menge in T'(M) gefunden, dessen Komplement eine

v-Nullmenge ist. Diese Konstruktion war nétig, da 7'(M) im Allgemeinen nicht
B(Y)-messbar ist. Wir definieren nun das Wahrscheinlichkeitsmafs

v(A) :=v(ANE) fir alle A € B(T(M)).

Die Abbildung 7 ist wohldefiniert, da aus A € B(T'(M)) die Existenz einer Menge
B € B(Y) folgt?, sodass A = BNT(M). Damit ist ANE = BNE B(Y)-messbar.

Das Mak p = T?;lﬁ ist ein wohldefiniertes Wahrscheinlichkeitsmaft auf M, da
T~ stetig ist. Zu zeigen bleibt die Konvergenz von p,, gegen pu. Sei dazu C C M
abgeschlossen. Wegen der Stetigkeit von 7! ist T'(C') abgeschlossen in T'(M) und
wir erhalten ein abgeschlossenes D C Y, sodass T(C') = D NT(M). Weiter gilt
mit 7-Y(D) = C und v(Y \ E) = 0:
lim sup fi,,, (C) = limsup g, (T~(D)) = limsup v,,, (D) < v(D)

k—ro0 k—oc0 k—ro0

— U(D N E) = uT(C) N E) = /T (C)) = (T (C)) = u(C)

Also folgt mit Portmanteau (Satz 2.3.5) die Konvergenz. [

3Eigenschaft der Spur-o-Algebra.
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3.2 Der Satz von Prochorov - alternativer Beweis

Wir verallgemeinern nun das Resultat auf endliche Mafke:

Satz 3.2.9. Sei (M,d) ein vollstandiger, separabler metrischer Raum. Sei weiter
(pr)ken C MT(B) gleichmafig straff und beschrinkt. Dann gibt es eine gegen ein
Maf € M*(B) schwach konvergente Teilfolge (tin, )ren-

Beweis. Falls es eine Teilfolge gibt, die konstant das Null-Maf ist, so folgt die zu
zeigende Aussage. Wir kénnen also nach Auswahl einer Teilfolge annehmen, dass
we(M) > 0 fiir jedes k € N. Mit Satz 3.2.8 gibt es ein Mak i € M;(8) und eine
Indexfolge (14 )ken, sodass m“% schwach gegen fi konvergiert. Nach Auswahl
einer weiteren Teilfolge konvergiert i, (M) gegen ein C' > 0. Mit der Definition
der schwachen Konvergenz folgt direkt die schwache Konvergenz von p,, gegen

Chi. 0
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4 Optimaler Transport

Im Folgenden mochten wir das sogenannte Monge-Kantorovich-Problem einfiih-
ren. Dabei handelt es sich um das relaxierte Mongeproblem, auf welches wir aber
nicht néher eingehen werden. Die Relaxierung wird durchgefiihrt, um schonere
Existenzaussagen zu erhalten. Diese folgen direkt aus dem Satz von Prochorov,
den wir im zweiten Kapitel kennen gelernt haben. Bei beiden Fragestellungen
handelt es sich um optimale Transportprobleme. Seien im Verlauf des Kapitels
(M, dy) und (Ms,dsy) jeweils metrische Raume. Mit B; und B, bezeichnen wir
die jeweiligen Borelschen o-Algebren. Weiterhin seien M;(B;) und M;(B,) die
Menge der Wahrscheinlichkeitsmafe auf (M;,B;) und (Ms, Bs).

4.1 Kopplungen zwischen Malden

Das Monge-Kantorovich-Minimierungsproblem beruht auf Transportplénen, die
wir iiber die Theorie der Kopplungen einfithren. Wir orientieren uns dabei an
[Vil09, Definition 1.1].

Lemma 4.1.1. Seien u1 € M;(B1), 2 € M1 (By) und m € M (B ® B3). Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Fiir jedes Ay € By und fiir jedes Ay € By gilt

pn(Ar) = m(Ar X Ma) und pz(Az) = (M x As).

2. Fir die Projektionen p; : My x My — M; mit (z1,x9) — x; fir i € {1,2}
gilt p1ym = py und poym™ = fig.
3. Fiir alle f1 € Ll(Ml, %1,,&1) und f2 € L1<M2, %Q,Mg) ngt

fi(en) dpn (1) + / pia(2) ().

Mo

/M Ny (fi(z1) + falm2)) dm (@, xa) =

My
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4 Optimaler Transport

Beweis.
Sl & 2.5

Sei A; € B; und Ay € B,. Dann gilt

prym(AL) = m(p;t(Ar)) = m(A; X My) und
P2y (As) = m(py ' (Az)) = m(My x Ay)

mit der Definition des BildmaRes, womit direkt die Aquivalenz folgt.
,1. und 2. = 3.¢

Mit der Transformationsformel gilt

/M y (fr(z1) + fa(we)) dm (2, 22)

M1 ><M2

Z/ fi Op1($17$2)d7T(I1,iU2)+/ fa o pa(xy, x0) dm (21, 22)
M1><M2

= [ filz)dpigm(zi) + [ folwe) dpaym(zs)
M, Mo

= filz)dpa () + | fa(wz) dpa(w2).

M1 M2
3. = 1.
Sei Ay € B4. Dann gilt
() = [ Ly (o) di o)
My
= / ]1A1><M2<£L'1,.Z'2> d7r($1,$2) = ’/T(Al X Mg)
M1><M2

Analog folgt ps(As) = m(Ms, Ay) fiir alle Ay € Bs.
]

Definition 4.1.2. Secien py € M;(B;) und ps € M;(B2). Ein Wahrscheinlich-
keitsmafl 7 auf B, ® By, das die dquivalenten Aussagen von Lemma 4.1.1 erfiillt,
heifst Kopplung zwischen p; und ps. Wir setzen

(g, p2) == {m € M1(B1 @ By) : m Kopplung zwischen p; und po}.
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4.1 Kopplungen zwischen Mafen

Fiir Teilmengen A; C M (B;) und Ay C M;(B,) bezeichnen wir mit

H(Al,AQ) = {7T € H(/Ll,,ug) U1 € Al,/ubg c AQ}

die Menge aller Kopplungen zwischen A; und A,.

Bemerkung 4.1.3. Fiir jedes p; € M;(3B1) und py € M;(Bs) gilt stets

p @ po € TI(per, o).

Somit ist II(, ) nie leer.

Wir kommen nun zu einer Kompaktheitsaussage fiir Kopplungen, mit welcher wir

spater das Monge-Kantorovich-Problem 16sen kénnen:

Eigenschaften 4.1.4. Seien (M, d;) und (Ms,ds) wvollstindig und separabel.
Dann gilt

1.

Falls Ay C M1(81) und Ay C M1(Bs) schwach abgeschlossen sind, so ist
auch TI(Ay, Ay) schwach abgeschlossen.

Falls Ay C M (B1) und Ay C My (B3) relativ schwach kompakt sind, so ist
auch T1( Ay, Ay) relativ schwach kompakt.

Falls Ay € M1(3B1) und Ay C M1(Bs) schwach kompakt sind, so ist auch
II(Ay, As) schwach kompakt.

Beweis.

1.

Sei (mg)ken C TI(Aq, Ag) schwach konvergent gegen ein m € M;(8; ® Bs).
Sei f € Cy(My). Mit der Transformationsformel und f o p; € Cy(M; x M,)
folgt

fdp1ymy :/ fopidm, — foprdr = fdprym
M- M1 x Mo M7 x Ma My

fir k — oo. Das heikt, dass pi,m schwach gegen p;,m konvergiert. Da
p1yTr € A und A schwach abgeschlossen, folgt p;,m € A; und analog auch
P2y € Ay, Also ist m € II(p1y7, paym) C II(Ay, Ay), womit die Abgeschlos-
senheit gezeigt ist.

Sei € > 0. Mit dem Satz von Prochorov (Satz 2.5.6) sind die Mengen A,
und A, jeweils gleichméfig straff, das heifst es existieren kompakte Mengen
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4 Optimaler Transport

K, C My, Ky C M>, sodass fiir alle 11 € A; und ps € As
pi(My\ Ky) < g und o (M \ K3) < %
gilt. Beachte, dass K; x Ky kompakt in M; x My ist. Weiterhin gilt
(My x My) \ (K x K) = (M; \ Ky) x My U M; x (M \ Ka).

Sei m € II(Ay, Ag), also gibt es p; € Ay und ps € Ay mit m € I(uy, p2). Mit
der Subadditivitat von 7 folgt

7(My x M)\ (K1 x Ks)) < (M \ K1) x My) + m(M; x (M \ K>)

£ €
= (M \ K1) + po(Ma \ K2) < gty =¢

Somit ist II(A;, A2) gleichméfig straff. Mit dem Satz von Prochorov (Satz
2.5.7) folgt, dass II(A;, Ay) relativ kompakt ist.

3. Folgt direkt mit der zweiten und dritten Eigenschaft.
Der Beweis ist an [Vil09, Lemma 4.4] angeleht. O

Bemerkung 4.1.5. Da {p1} und {us2} jeweils kompakt sind, ist auch automatisch
IT(p1, pi2) kompakt.

Wir haben nun die nétigen Werkzeuge erarbeitet, um zur eigentlichen Problem-
stellung iiberzugehen:

4.2 Das Monge-Kantorovich-Problem

Problemstellung 4.2.1. Das Monge—Kantorovich-Minimierungsproblem. Sei
c: My x My — (—o00,00) U{—00,00}

und gy € M;(B1) und pp € M;(983). Wir untersuchen

inf / c(xy, xo) dm(zy, z2).
M1 ><M2

m€Il(p1,p2)

Damit das Problem iiberhaupt wohl gestellt ist, sollte man die B ®B,-Messbarkeit
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von c sicherstellen. Weiterhin ist die Quasiintegrierbarkeit von ¢ unter allen Kopp-
lungen II(py, p2) zu fordern.

Wir interpretieren p; und ps als Masseverteilungen auf M; und Ms. Dabei soll 4y
in po tiberfithrt werden. Der Ausdruck c(z,y) gibt an, wie viel der Transport von
einem Punkt x € M; zu einem Punkt y € M, kostet. Daher bezeichnen wir die
Funktion ¢ als Kostenfunktion. Die Kopplung 7 ist die gesuchte Transportabbil-
dung. Hier gibt (A x B) an, wie viel Masse von einem Bereich A in M; zu einem
Bereich B in M, transportiert wird.

Wir kommen nun schon zu der ersten Existenzaussage. Diese benutzt zum einen
die Kompaktheit von II(u1, p2) (Eigenschaften 4.1.5) und zum anderen die Unter-
halbstetigkeit des Funktionals (Portmanteau, Satz 2.3.5)

E  U(p, p2) — [0,00) U {oo} mit 7 +— /Cdﬂ'.

Satz 4.2.2. Seien (My,dy) und (Ma,ds) vollstindig und separabel. Dann ist das
Monge-Kantorovich-Minimierungsproblem fiir eine unterhalbstetige, nichtnegative
Kostenfunktion ¢ losbar. Das heifit es gibt ein ©* € II(py, po), sodass

/cdw* = min /Cdﬂ'.
well(p1,p2)

Beweis. Mit Bemerkung 4.1.3 ist TI(uy, o) # 0. Das heiflt wir konnen eine Infi-
mumsfolge (7x)ren C (11, p2) mit

/cdﬂk—>a:: inf /cd7r
FEH(MMMQ)

fir & — oo wihlen. Mit Bemerkung 4.1.5 ist II(pg, 1) kompakt, das heifst wir
finden eine Teilfolge (7, )ken, die gegen ein 7* € II(uy, o) schwach konvergiert.
Mit Portmanteau (Satz 2.3.5) folgt

ag/cdw*gliminf cdm, = «

k—00
fiir die unterhalbstetige Funktion c¢. Damit folgt die Behauptung. ]

Bemerkung 4.2.3. Die Losbarkeit sagt noch nichts iiber die Endlichkeit des Infi-

mums aus. Um dieses Problem zu vermeiden, kénnte man zum Beispiel zusétzlich
c € LY(My x My, B, ® By, yiy @ pp) fordern.
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4 Optimaler Transport

Im néchsten Schritt iiberlegen wir uns, unter welchen Voraussetzungen das Pro-
blem auch fiir Kostenfunktionen ¢, die auch negative Werte annehmen koénnen,

losbar ist.

Lemma 4.2.4. Seien (M, dy) und (Ma,ds) vollstindig und separabel. Sei weiter
¢ : Myx My — [0, 00] unterhalbstetig, a; € L' (My,B1, 1) und ay € L' (Ma, By, 115)
(nicht notwendigerweise positiv). Dann gibt es einen gemeinsamer Minimierer des
Monge-Kantorovich-Minimierungsproblems zu der Kostenfunktion ¢ und der Kos-
tenfunktion

¢ My x My — RU{oo} mit (z1,22) — c(x1,x2) + a1(x1) + az(z2).

Beweis. Mit Satz 4.2.2 erhalten wir einen Minimierer 7* € II(p, u2) des Monge-
Kantorovich-Minimierungsproblems mit der Kostenfunktion ¢. Wir zeigen nun,
dass 7 ebenfalls ein Minimierer des Problems mit der Kostenfunktion ¢ ist. Mit
der Definition der Kopplung 4.1.1 erhalten wir

/édw* = /Cdﬂ'* —|—/(a1(a:1) + as(z2)) dm* (21, x2)

:/Cdﬂ'*‘i‘/ald/ﬁl‘i‘/agd/ﬁg
= min (/cdw+/a1du1+/a2du2) = min /édﬂ',
m€ll(u1,p2) m€ll(u1,p2)

womit die Aussage gezeigt ist. O

Satz 4.2.5. Seien (M, dy) und (Msy,dy) vollstindig und separabel. Sei weiterhin
c: My x My — RU{oo} unterhalbstetig. Weiterhin gebe es ein a; € L*(My, By, 1)
und ein ay € LY(My, By, o) jeweils oberhalbstetig, sodass

ar(x1) + as(w2) < (w1, o) fiir alle (x1, 1) € My X My
gilt. Dann ist das Monge-Kantorovich-Minimierungsproblem ldsbar.
Beweis. Beachte
f My x My — RU{oo} mit (x1,22) — c(x1,22) — ar(x1) — az(xs).

Mit der Unterhalbstetigkeit von —a; und —as ist auch f als Addition unterhalb-
stetiger Funktionen selbst unterhalbstetig und weiter nicht negativ. Mit Satz 4.2.4
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gibt es einen gemeinsamen Minimierer von f und der Kostenfunktion ¢, die durch
c(x1,29) = f(1,22) + a1(x1) + az(xa).

gegeben ist. Der Beweis orientiert sich an [Vil09, Theorem 4.1]. O

Bemerkung 4.2.6. Die beiden bewiesenen Existenzsatze sagen nichts tiber Eindeu-
tigkeit aus. Diese ist unter den geforderten Voraussetzugen auch nicht zu erwarten,
wie man zum Beispiel durch die Wahl von ¢ als konstante Funktion sieht.

4.3 Beispiele

Zum besseren Verstandnis diskutieren wir nun einige Beispiele.

Beispiel 4.3.1. Wir betrachten M; = [0, 1] zusammen mit der euklidischen Me-
trik und My = {0, 1} zusammen mit der diskreten Metrik. Wir betrachten einmal
das Lebesguemak A auf [0, 1] und fiir a € (0, 1) die Konvexkombination

ado + (1 — 04)51 € Ml(%(Mz))
Sei A € B([0,1]) und 7 € II(\, adp + (1 — «)dy). Dann gilt
(A x{0}) +7(A x {1}) =7(4 x {0,1}) = A(A).

Das heifst also, dass die Mafe 7(- x {0}) und 7 (- x {1}) absolut stetig beziiglich
A sind. Mit dem Satz von Radon-Nikodym gibt es somit fo, fi : [0,1] — [0, 00)
messbar und nicht negativ, sodass

(A x {0}) = /AfO d\ und 7w(A x {1}) = /Af1 dA

fir jedes A € B([0, 1]) gilt. Da die Radon-Nikodym Dichtefunktion A-fast tiberall

eindeutig ist und
/1d)\:/fod/\+/f1d/\=/(fo+f1)d)‘
A A A A
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gilt, folgt bereits fo + fi = 1 A-fast iiberall'. Weiterhin gilt
Ifller = [ fodr=(0.1}, 0 = o
0,1

Andererseits sieht man schnell, dass fiir alle go, g1 : [0,1] — [0, 1] messbar mit
go+ g1 =1 und ||go|| ;1 = o durch

7(C) = /p

—1
0

Jo d)\ + / g1 d)\
(©) Py 1(C)

eine Kopplung zwischen A und ady+ (1 —«)d; gegeben ist. Dabei ist p; :  +— (z,1)
fiir ¢ = 0, 1. Das heifst also, dass die Kopplungen genau durch zwei Dichten mit
entsprechenden Eigenschaften gegeben sind. Sei nun A : [0, 1] — R messbar. Wir
setzen

c: (z,y) = Ly (y)h(x)

und erhalten
/ cdr = / o, 0) fo(x) dA(z) + / o, 0) o) dA(z) = / h(z) folz) dA(z)

fiir alle Kopplungen 7 mit konstruierten Dichten f; und f;. Unter dieser Wahl
ergibt sich nun das spezielle Minimierungsproblem

Minimiere / hfdA,
sodass f :[0,1] — [0, 1] messbar mit ||f||.: = .

Falls h unterhalbstetig ist, ist durch Wahl der Metrik auf Ms auch ¢ unterhalbst-
etig. Mit Satz 4.2.2 erhalten wir in diesem Fall einen Minimierer.

Beispiel 4.3.2. Wir versehen M; := {1,...,n} und M, := {1,...,m} mit der
diskreten Metrik. Da jede Teilmenge von M; und M, offen ist, entsprechen die
Borelschen o-Algebren den Potenzmengen. Weiter besitzen Mafse in M (B(My))

'Die Groke fo(x) (bzw. fi1(x)) gibt den Anteil der Masse im Punkt @ an, welche zum Punkt 0
(bzw. 1) transportiert wird.
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und M (P(M,)) Zahldichten und wir konnen wie folgt identifizieren:

M (B(M,y)) = {x eR": ixk =1 und z} > O}

k=1

M (B(My)) = {x eR™: zm:xk =1 und x; > 0}

k=1

M (B(My x My)) = {A e R™™ . ZZAM =1 und Ay > O}

k=1 l=1

Die Kopplungen zwischen Zéahldichten x € R™ und y € R™ entsprechen der Menge

{A e R™™ . ZAM =Y, ZAM = x, und Ay > O} .

k=1 =1

In diesem Fall lasst sich also das Monge-Kantorovich-Minimierungsproblem unter
einer Kostenfunktion ¢ : My x My — (—o00,00) U{oo} auch als lineares Programm
schreiben. Bei der Menge der Punkte, die die Nebenbedingungen erfiillen, handelt
es sich um einen sogenannten Transportpolyeder.

Minimiere Z Z c(k, 1) Ay,
k=1 =1

sodass ZA“ =y firl=1,...,m
k=1

ZAkl:l’kfﬁI‘k’Zl,...,n
=1
A >0, Ae RY™,

Um Existenz eines Minimierers zu zeigen, benétigen wir die Unterhalbstetigkeit
der Kostenfunktion ¢, welche aber in unserem Setting immer gegeben ist.

Wir méchten nun untersuchen, was passiert, wenn wir die diskrete Metrik als Kos-
tenfunktion wéahlen. Dies lasst sich dadurch interpretieren, dass es irrelevant ist,
,wie weit“ Masse transportiert wird. Nur die Information, ob Mafle transportiert
wird, geht in die Zahlung der Gesamtkosten ein.
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Lemma 4.3.3. Sei (M,d) ein metrischer Raum mit Borelscher o-Algebra 8.
Dann gilt

0 falls 1 = 2o

1 —
inf /Cdﬂ':— — mit ¢ : (T,
QHM pia|l v (21, 72) {1 falls x1 # x4.

mell(p1,p2)
fir alle py, po € M1(B).

Beweis. Da ¢ unterhalbstetig ist, kennen wir bereits mit Satz 4.2.2 - falls (M, d)
vollstdndig und separabel ist - die Existenz eines Minimierers. Um die Gleichheit zu
zeigen, geben wir dennoch einen Minimierer an. Wir setzen v := uy — s € M(B).
Wir betrachten die Hahn-Zerlegung P und N von v (Satz 1.2.2). Damit erhalten
wir

V(M) = (1 — p2) ™ (M) = (11 — p2)(P) = pa(P) — po(P)
= (1 = pa(P)) = (1 = 1 (P)) = pa(N) — pa(N)
= — (1 — p2)(N) = (1 — p2)~ (M) = v~ (M),

da pq und pe Wahrscheinlichkeitsmafse sind. Somit gilt

Sl — pallay = Sy = S0 (M) v (M) = v+ (M) = v~ ()

Sei 7 € II(uq, p2) eine Kopplung. Mit der Disjunktheit von P und N erhalten wir
P x N C {(x1,72) € M : 21 # x5}
Weiter gilt mit der Monotonie des Mafes 7
/Cdﬂ' = n({(x1,72) € M?: 71 # 73})
>m(PxN)>n(PxN)—n(NxP)
(

=m(Px N)+x(PxP)—(m(PxP)+n(N x P)
— (P x M) —7(M % P) = ju(P) — s(P)

= 2l — o
=9 M1 — HeflTv.
Wir sehen, dass Gleichheit genau dann gilt, wenn

7({(z1,22) € M?: 21 # 25}) = 7(P x N) und 7(N x P) =0
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4.3 Beispiele

gilt?. Dies macht auch Sinn, da genau nur der Transport von P nach N stattfinden
soll, damit es sich um eine optimale Kopplung handelt. Wir werden nun einen
Minimierer angeben. Sei d : M — M x M gegeben mit x +— (z, ). Wir setzen?

7 i=dype(- N P)+dyp (- N N) + (vt ov).

vH(M)

Wir zeigen zuerst 7* € TI(py, pz). Fiir jedes A € B gilt wegen v (M) = v~ (M),
dass

T (AXx M) = pa(d" (Ax M)NP)+ pi(d'(Ax M)NN) +

= p2(ANP) + m(ANN) + (u — p2)(P N A)
= m(ANN) 4+ m(ANP) = m(A).

Analog erhalten wir 7*(M x A) = po(A). Wegen 7*(M x M) = p (M) = 1 ist
7* ein Wahrscheinlichkeitsmaft und damit eine Kopplung. Wir zeigen nun, dass
7* tatsiichlich ein Minimierer ist. Wegen d=!({(x1,22) € M? : 21 # 25}) = 0 und
vT(N) =0 gilt

/cdw =7 ({(21,72) € M? : 21 # 25})

1

= — i (vt @ v ) ({(z1,22) € M? : 2y # 29})

<

—_

<
+
~
S
~—

(N {a}) dv (o)
) = — —v v(x
VN \ ) v (@) = o [ o) (o

(M) v (2) = v (M) = 5 s — o

—_

<
+
—
=
N~—

|
<
(N
=
— — —

Damit folgt die zu zeigende Behauptung. O

2Die zweite Eigenschaft folgt bereits aus der ersten.

3Die ersten beiden Summanden beschreiben diejenige Masse von i1, die nicht transportiert wer-
den muss, da sie auch bei po an selber Stelle ,,bendtigt” wird. Der dritte Summand beschreibt,
dass die zu transportierende Masse gleichméfig verteilt wird.
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5 Der Wassersteinabstand

5.1 Einfiihrung und erste Eigenschaften

Unter einer gegebenen Kostenfunktion ¢ ldsst sich der Ausdruck

inf / cdm
7l—GH(/J'l ’/-"2)

als minimaler Aufwand interpretieren, um das Mafs p; in das Maf ps zu iiberfiih-
ren. Dies entspricht einem Abstandsbegriff. Sind die beiden Mafe ,dhnlich, muss
wenig Masse transportiert werden - sind sie sehr ,yverschieden, muss mehr Mas-
se transportiert werden. Wir haben im Beispiel 4.3.3 gesehen, dass durch Wahl
der diskreten Metrik als Kostenfunktion der Totalvariationsabstand entsteht. Die
diskrete Metrik ist sehr stark und auch die resultierende || - ||v-Norm ist in der An-
wendung oft zu restriktiv. Es ist also naheliegend, statt des diskreten Abstandes
die gegebene Metrik als Kostenfunktion zu setzen. Wir erhoffen uns dadurch einen
besseren, schwécheren Abstandsbegriff. Durch eine zusétzliche Potenz p ergibt sich
dadurch der Wassersteinabstand W),. Sei im Folgenden (M, d) ein vollstdndiger
und separabler metrischer Raum und B die zugehorige Borelsche o-Algebra.

Definition 5.1.1. Wassersteinabstand. Sei p € [1,00). Wir setzen

W, (s 1) ;:< inf /d(ml,xg)pdﬁ(xl,x2)>;E[O,OO)U{OO}

mell(p1,pz)

fir py, pe € My(98), wobei wir oo% = oo festlegen. W7 wird auch Kantorovich-
Rubinstein-Distanz genannt.

Bemerkung 5.1.2. Da die Distanzfunktion und die p-te Potenz stetig ist, erhalten
wir fir py, pe € M;(B) mit Satz 4.2.2 eine optimale Kopplung 7* € TI(uq, po).
Das heift es gilt W, (1, po)? = [ d(z1, 22)P dr* (21, 22).

Die Definition des Wassersteinabstandes ist zum Beispiel in [Kell7, Definition 5.2]
zu finden. Dort befindet sich auch das nachfolgende Lemma:
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5 Der Wassersteinabstand

Lemma 5.1.3. Seioco >p>q>1 und py, pio € M1(B). Dann gilt
Wo(per, o) < Wylpa, pa).

Beweis. Falls W, (11, pio) = oo gilt, ist die Folgerung trivial. Sei W, (p1, p12) < 00
und 7* die optimale Kopplung zwischen p; und puy beziiglich d(-, -)P. Dann gilt

W1, p12)? = inf )/d(ml,xg)qdﬂ*(xl,xQ) < /d(xl,xg)qdw*(xl,xg)

mE€(p1,p2

pP—4q

. (/d(xl’w)pdw*(xl’@))g (/1d7r*(x1,x2)>p

— (/ d(ml,l‘g)pdﬂ'*(l'l,xz)) = Wy (1, p12)*

SAS)

+ == = 1. Da die ¢g-te Wurzel monoton ist,

P—q

folgt die Behauptung. O

mit der Holder-Ungleichung fiir

Q=

Beispiel 5.1.4. Im Allgemeinen ist W, (1, pt2) nicht endlich. Betrachte hierfiir
den einelementigen metrischen Raum, der die 0 enthélt und die natiirlichen Zahlen
zusammen mit dem euklidischen Abstand. Als Borelsche o-Algebren ergeben sich
die jeweiligen Potenzmengen. Sei p; = 69 und

1
po o P = [0,1] mit A CY 5 0k(A).
k=1

Dabei sei C' > 0 so gewéhlt!, dass s € M;(PB(N)). Dann ist die einzige Kopplung?
zwischen g und po durch py ® po gegeben. Wir betrachten den Fall p = 1. Mit
Tonelli folgt

W1, 12) = / 40, k) A @ 12)(j, ) — / / A5, k) dpin () dpa (k)
- /l{;d,uQ(k:) = C’i%k = 00.

Der Wassersteinabstand ist also daher nicht endlich, da py kein endliches erstes
Moment besitzt.

Da Y27, & = %2, ist C = 5.
2’Einen eleganten Beweis, dass es hier nur die triviale Kopplung gibt, liefern wir mit Korollar
5.2.9.
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5.1 Einfiihrung und erste Figenschaften

Es ist also sinnvoll, sich auf Wahrscheinlichkeitsmafe zu beschrénken, die endliches
p-tes Moment besitzen. Zuerst bendtigen wir ein Lemma, um diesen Begriff fiir
Mafe auf allgemeinen metrischen Rdumen zu definieren.

Lemma 5.1.5. Sei p € M;1(B) und p € [1,00). Falls
/d(:n,xo)p du(r) < oo
fiir ein xg € M gilt, so folgt die Endlichkeit bereits fir alle xo € M.

Beweis. Sei x; € M. Dann gilt mit der Dreiecksungleichung der Metrik und der
Minkowski-Ungleichung

([ dtoary du<x>)’1’ < ([0 + dte ey ante) )

(/ d(x,x0)? du(x)); + (/ d(xg,x1)P d,u(x));

( / d(x,xo)pdu(x)> " 4 d(wo,71) < 00,

IN

]

Definition 5.1.6. Sei p € [1,00). Wir sagen, pu € M;(8) besitzt endliches p-tes
Moment, falls die Eigenschaft aus Lemma 5.1.5 fiir ein und damit alle o € M
erfiillt ist. Die Menge

P

P

(M) = {p € My(°B) : u besitzt endliches p-tes Moment }

bezeichnen wir als Wassersteinraum der Ordnung p.
Bemerkung 5.1.7. P, enthalt alle Diracmafie und ist damit nicht leer.

Lemma 5.1.8. Fir alle piy, po € Py(M) und alle m € (1, po) gilt

/d(:vl,xz)p dr(zq, 29) < 0.

Insbesondere ist also W, (j11, pa) < 00.
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5 Der Wassersteinabstand

Beweis. Sei xy € M. Mit der Minkowski-Ungleichung und Lemma 4.1.1 folgt

(/ d(z1,22)? dw(xl,x2)>P < (/(d(ml,wo) + d(zg, z2))P dw(xl,x2)>;

< (/d(xlvxo)pdw(g;h@));’ ) (/ d(%’%)pdﬂxh@));

< (/ d(x1, z0) dm(xl)); v (/ d(zo, T2)? dug(:vg))p < 0.

Lemma 5.1.9. Fiir oo >p>q>1 gilt P,(M) C P,(M).

Beweis. Sei € P, und 9 € M. Ahnlich zum Beweis von Lemma 5.1.3 benutzen

wir die Hélder-Ungleichung fiir + + - = 1.
[t ante) < ([ atwcor au)” ([rau) " <o
Damit ist p € P,(M). O

5.2 Das Desintegrationstheorem

Die Vermutung ist naheliegend, dass (P,(M), W,,) fiir alle p € [1, 00) einen metri-
schen Raum bildet. Dies werden wir in Abschnitt 5.3 positiv beantworten. Fiir die
Dreiecksungleichung bendtigen wir das sogenannte Desintegrationstheorem, auf
welches wir in diesem Abschnitt eingehen werden. Hierzu fiihren wir den Begriff
des stochastischen Kerns ein. Einige Begriffe lassen sich in [Paul7, Abschnitt 6]
nachlesen.

Definition 5.2.1. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Ein stochastischer
Kern zwischen (X,B(X)) und (Y,B(Y)) ist eine Abbildung

p X xB(Y) = [0,1]

mit folgenden Eigenschaften.

1. p(z,-) ist fir jedes x € X ein Wahrscheinlichkeitsmafs.
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5.2 Das Desintegrationstheorem

2. pu(-, A) ist fiir jedes A € B(Y') B(X)-messbar.
Wir schreiben pi,(A) := u(x, A) fir jedes (z,A) € X x B(Y).

Lemma 5.2.2. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume. Sei p' € M;(B(X))
und p?* ein stochastischer Kern zwischen (X, B(X)) und (Y,B(Y)). Dann ist die
Abbildung v definiert durch

o) = [ ) et )
fir A € B(Y) ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf Y. Weiter gilt
[rav= [ [1waewae
fir alle $B(Y) messbaren Abbildungen f:Y — [0, 00).

Beweis. Die Gleichheit folgt direkt mit mafstheoretischer Induktion tiber den Auf-
bau von Treppenfunktionen. [

Weiter ist es moglich, mehrere Ubergangskerne zusammenfiigen.

Lemma 5.2.3. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei weiter n € N und (X;, d;) fir
i = 1,...,n metrische Riume. Wir betrachten stochastische Kerne p' zwischen

(X,B(X)) und (X;,B(X;)). Dann ist die Abbildung

i X x Q) B(Xy) = [0,1] mit (x, A) — (@ uiﬁ) (A)

k=1

wiederum selbst ein stochastischer Kern.

Beweis. Nach Definition ist p, fiir jedes x € X ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Zu
zeigen bleibt also die Messbarkeit. Wir setzen

D= {A € ®’B(X,~) DX g (A) ist messbar} :
k=1

Da die Nullabbildung messbar ist, ist ) € ©. Sei weiter A € ©. Dann ist die
Abbildung = +— (X \ A) = 1 — p(A) messbar und damit X \ A € ©. Falls
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5 Der Wassersteinabstand

(Ag)ren C ® paarweise disjunkt sind, so ist mit der o-Additivitat von g,

k=1

messbar als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen. Somit ist ® ein Dyn-
kin-System. Sei Ay X...x A, € E:={Byx...xB,: B; € B(X;) firi=1,...n}.

Dann ist
pa(Ar x o Ay) = T h(Ar)
k=1

als Produkt messbarer Funktionen messbar. Damit ist also £ C ®. Das erzeugte
Dynkin-System D(E) ist mit der N-Stabilitdt von & gleich der erzeugten o-Algebra
0(€) und wir erhalten

é)%(xk) —0(6) =D(E) € D.
k=1

Damit ist © — 1, (A) fir alle A € Q),_, B(Xx) messbar. O

Satz 5.2.4. Desintegrationstheorem nach Rokhlins. Seien (X,dx) und (Y, dy)
vollstindige und separable metrische Riume. Ser T : X — Y messbar und weiter
w e Mi(B(X)). Dann gibt es einen stochastischen Kern v zwischen (Y,B(Y))
und (X,B(X)), sodass

H(A) = [ () dTputy)
fir jedes A € B(X) gilt. Weiter gilt
v, (X \ T '({y})) = 0 fiir Tyu-fast alle y € Ms.

Beweis. Nachzulesen in [Kell7, Theorem 2.23]. O

Lemma 5.2.5. Seien (X, dx) und (Y,dy) metrische Riume. Weiter sei x € X
und pa € My(B(Y)). Dann gilt

(6: ® p2)(A) = po({y €Y : (z,9) € A})

fir alle A € B(X) @ B(Y).
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5.2 Das Desintegrationstheorem

Beweis. Sei zunéchst A = A; X Ay € B(X) @ B(Y). Dann gilt

,LLQ(AQ) x € A1

(0p @ pi2) (A1 X Az) = 6, (A1) p2(A2) = {MQ(Q)) sonst

= p2({y € o : (z,y) € A1 x Az}).

Mit der Eindeutigkeit des Produktmafses folgt fiir alle A € B(X) @ B(Y) die
Gleichheit. O

Wir mochten nun die Theorie der stochastischen Kerne und das Desintegrations-
theorem verwenden, um Kopplungen auf eine neue Art und Weise darzustellen.

Korollar 5.2.6. Seien (M, dy) und (Ms, dsy) vollstindige und separable metrische
Riaume mit pn € My(B(My)) und ps € My (B(Ms)). Sei weiter m eine Kopplung
zwischen py und po. Dann gibt es einen stochastischen Kern v zwischen My und
M, sodass

n(4) = / (6, ® ) (A) dyas (1)
fiir alle A € B; ® By gilt.

Beweis. Mit dem Desintegrationstheorem (Satz 5.2.4) gibt es fiir die Projektion
p1: (z,y) — x einen stochastischen Kern 7 zwischen M; und M; x Mj, sodass

m(A) = /ﬂ(x,A) dprum(z) = /D(m,A) Ay ()
fiir A € B, ® By gilt. Zusatzlich gilt

0= iz, (M x Mz) \ py ' ({2})) = oz, (My x M) \ ({a} x M)

fiir py-fast alle z € M,. Wir setzen
v: M x B(My) — [0,1] mit (z, B) — v(x,{z} x B) = v(x, M; x B).

Wegen v(z, {x} x My) = 1 ist v, fiir jedes © € M; ein Wahrscheinlichkeitsmaf.
Die Messbarkeit von 7 in x iibertrigt sich auf v, womit v ein stochastischer Kern
ist. Wir zeigen nun die geforderte Eigenschaft. Sei dazu A € 28, ®B5. Mit der Mo-
notonie des Mafes ist AN (M \ {z}) x M, eine 7,-Nullmenge. Mit der Darstellung
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5 Der Wassersteinabstand

aus Lemma 5.2.5 gilt

Vp(A) = Ue(AD ({2} X My)) + 0o (AN (My \ {z} X My))
ve(AN ({2} x My)) = va({a} x {y € My : (2,y) € A})

v.({y € My : (z,y) € A}) = (6. ® v;)(A)

fiir py-fast alle y € M. Damit sind insbesondere die Integrale [ 7(z, A) duy(x) und
[ (0 ® v;)(A) dpa () gleich, womit die Behauptung folgt. Der Beweis orientiert
sich an |[Kell7, Korollar 3.6.]. O

Bemerkung 5.2.7. Der Ausdruck ¢, ® v, beschreibt den relativen Transport ausge-
hend vom Punkt z. Dabei gibt v,(B) fir B € B(M) den Anteil der Masse in «
an, der in den Bereich B transportiert wird. Durch Aufintegrieren mit dem Maf
(1 ergibt sich der Gesamttransport.

Bemerkung 5.2.8. Analog folgt fiir jedes m € II(uy, uo) die Existenz eines stochas-
tischen Kerns v zwischen (M, B(Ms)) und (M, B(M;)), sodass

r(A) = / (vy @ 6,)(4) dpia(y)

fiir alle A € B, ® B, gilt.

Korollar 5.2.9. Sei g € My und ps € M;(B3). Dann gibt es nur die triviale
Kopplung 6., ® po zwischen 0., und po. Insbesondere gilt

W, (6ag ) = ([ o dﬂz);

Beweis. Seim € I1(p,04,). Mit Bemerkung 5.2.6 erhalten wir einen stochastischen
Kern, sodass

r(A) = / (62 ® 1) (4) Ay (2) = (620 © v20)(A)

fiir alle A € B ® By gilt. Wegen ps = P2y = Vg, folgt also m = d,, ® pa. Die
zweite Aussage folgt direkt mit dem Satz von Fubini. O
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5.3 Metrische Eigenschaften

Wir kénnen nun Kopplungen mithilfe von stochastischen Kernen darstellen. Dies

ermoglicht uns spéter, wenn wir die Dreiecksungleichung beweisen wollen, zwei

3¢

Kopplungen ,aneinander zu kleben”“. Zunéchst benétigen wir aber noch ein einfa-

ches Lemma, um die Symmetrie zu zeigen. Sei im Folgenden (M, d) ein vollstén-
diger und separabler metrischer Raum.

Lemma 5.3.1. Sei f : M x M — M x M mit (z1,x2) — (x9,21). Dann ist =
genau dann eine Kopplung zwischen py und o, wenn fum eine Kopplung zwischen

po und oy ist. Das heifit es gilt (py, po) = { fam:m € (u, 1)} -
Beweis. Sei w € T, p2) und A € B. Dann gilt
Fam(A % M) = m(f 1A x M)) = n(M x A) = il A).

Analog folgt fum(M x A) = p1(A). Damit ist fum € II(ue, pt1). Die Riickrichtung
funktioniert genauso. [

Satz 5.3.2. (P,(M),W,) bildet fir jedes p € [1,00) einen metrischen Raum.

Beweis. Wir zeigen die drei Axiome der Metrik.

1. Positive Definitheit: W, (1, pia) > 0 folgt direkt mit der Nichtnegativitét der
Metrik. Sei W, (11, pt2) = 0. Mit Bemerkung 5.1.2 erhalten wir eine Kopplung
7 € (uq, po) mit

0= /d($1,:1:2)pd7r*(:£1,:v2).

Mit der Definitheit von d gilt x; = xo fiir 7*-fast alle (z1,25) € M x M.
Weiter gilt mit Lemma 4.3.3

0= W*({(Jll,l’g) eEMXM:x 3& IQ})

1
> inf Letzy 2 gy AT = = _ >0
o WGHI(IAILLM)/ {(z1,22) M X Mizr s} AT 2||M1 N2|| =

Mit der Definitheit von || - [|pv folgt die Gleichheit von g und ps.

3Es sei auf das ,Gluing lemma* in [Vil09] verwiesen.
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2. Symmetrie: Mit Lemma 5.3.1 mit der dort definierten Abbildung f und der

Transformationsformel und der Symmetrie der Metrik folgt

Wy(pr, p2)? = inf /d(x1,$2)pd7(9517$2)

mell(p,p2)

~ int /d(f(a:g,xl))pdw(xl,xg)

mell(p1,p2)

mell(p1,12)

= inf /d(l’g, x1)P dfpr(z1, 22)

= inf /d($2,l’1)pd7~7(l’1,$2)

re{fymmell(ui,p2)}

= inf /d(xg,ml)p dﬁ'(%l,ﬂfg) = Wp(ﬂg,ﬂl)p.

R (p2,pm1)

3. Dreiecksungleichung: Seien py, pia, pi3 € P,(M). Seien mit Bemerkung 5.1.2

m € I(p1, o) und mo € I(ug, pus) jeweils optimale Kopplungen. Wir erhal-
ten mit dem Lemma 5.2.6 und Bemerkung 5.2.8 stochastische Kerne v* und
v? auf (M,B), sodass

mun=/b§®@dem@wmdmun=/ba®ﬁMMdm@>

fiir alle A € B(M) @ B(M) gilt. Nach Lemma 5.2.3 ist auch v, = v} @ 12
ein stochastischer Kern. Wir definieren die Abbildung

7:B(M)®B(M)— [0,1] mit C — /I/I(C) dpa(x).

Mit Lemma 5.2.2 ist © ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Wir zeigen nun, dass 7
eine Kopplung zwischen p; und pug ist. Sei A € 9B. Dann gilt

ﬁMxM=/ﬂMmemw:/mm@wwmw

_/ A) dpy(x _/V M) dpa(z)

/w®5xAxMwm<> (A x M) = pi(A).

Analog folgt 71(M x A) = mo(M x A) = pz(A), womit also & € TI(pq, u13).



5.3 Metrische Eigenschaften

Mit Lemma 5.2.2, Fubini und der Minkowskiungleichung?* gilt

1
P

Wip, pz) < (/ d(z1,3)P dﬁ(flflaxs))

(/] d(”l’%)”d%(wl)du;(xg)dug(x;);
) (/ /1 d(xl’“)pd%m)dv;ug)duzm));
([ [ [ ez vt vz dm(:@)); .
Mit der Optimalitiit von 1 gilt
(f ] ] atonar oy dm(:@)y
-(// d@lv@)pdy;?(xl)duz(%));
~(J ] [ty o it dm(xz));

— (//d(xl,x)pd(u;2 ® 0gy) (21, ) duz(xz))

— </ d(xy, )P dwl(xl,a:))p = W (p1, pi2)

fiir den ersten Summanden. Analog gilt

(/ / / Az, 23)" dvg, (21) v, (23) d“2($2)); = W2, 1s)

fiir den zweiten Term. Somit folgt die Dreiecksungleichung fiir alle g1, o, 3.

4Streng genommen kénnen wir hier die Minkowski-Ungleichung nicht verwenden, da wir drei
ineinander geschachtelte Integrale haben, die sich im Allgemeinen nicht zu einem einzigen
Integral auf M; x My x M3 zusammenfassen lassen. Allerdings kann man den Beweis der
Holder-Ungleichung und der resultierenden Minkowski-Ungleichung kopieren und in diesem
Setting anwenden.
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Der Beweis zur Dreiecksungleichung ist an [Kell7, Satz 5.5.] angelehnt. O

Bemerkung 5.3.3. Es gibt einen elementaren Beweis der Dreiecksungleichung des
Wassersteinabstandes (siehe [CDO08]), der nicht das Desintegrationstheorem be-
nutzt.

Lemma 5.3.4. Fiir alle pu1, po € PL(M) und f € Lip* (M) gilt die Ungleichung

/fdul - /fduz < Wi, p2),
wobei Lip' (M) := {f : M — R : f ist Lipschitzstetig mit Konstante mazimal 1}.

Beweis. Sei m* € I1(p, u2) eine optimale Kopplung. Dann gilt mit Lemma 4.1.1

[ram = [ ram= [ @) = fan)dr(@im) < [ 1) - el dn w,2)
< /d($17x2)d77*($17$2) = Wi(pa, p2)

fiir alle f € Lip'(M). O
Bemerkung 5.3.5. Es gilt sogar
sup [ e~ [ Fa = Wi,
f€eLipt (M)

fiir alle puq, po € Py(M). Man spricht hier von der Kantorovich-Rubinstein Dualitit.
Siehe auch [Vil09, Particular Case 5.16.].

Im néchsten Schritt méchten wir zeigen, dass sich die Vollstédndigkeit von (M, d)
auf (P,(M),W,) iibertragt. Weiter mochten wir die Konvergenz beziiglich des
Wassersteinabstandes charakterisieren. Hierzu bendtigen wir folgendes Lemma:

Lemma 5.3.6. Sei pu, i € P,(M) und py, € P,(M) schwach konvergent gegen .
Dann gilt

WP(Nv ﬂ) < lim sup Wp(,ukv :EL) .

k—o0

Beweis. Seien 7, optimale Kopplungen zwischen py, und ji. Da {u : k € N}U{u}
und {1} jeweils schwach kompakt sind, ist auch die Menge

I({pk - k€ N} U{p}, {a}),
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5.3 Metrische Eigenschaften

in welcher alle 7, enthalten sind, ebenfalls schwach kompakt (Eigenschaften 4.1.4).
Somit gibt es eine schwach gegen ein 7 konvergente Teilfolge 7, . Wir zeigen nun,
dass 7 eine Kopplung zwischen p und i ist. Da

(T Jksm C IL({ g = k> m} U {u}, {i}) fir alle m € N,

(7, ) k>m nach wie vor schwach gegen 7 konvergiert und IT({py, : & > m}U{u}, {i1})
schwach abgeschlossen ist (Eigenschaften 4.1.4), folgt

me () > m} o {uh ().

Insbesondere ist fiir p; : (21, 22) — 71

prgm e (N k=myufuy = ) UL u{nd (5.1)

m=1k=m

Angenommen p; 7 # p. Dann kénnen wir mit (5.1) eine Teilfolge (pty,, ) wéhlen,
sodass fim, = pi1y7 fiir alle & € N gilt. Allerdings konvergiert nach Voraussetzung
(fm, Jken gegen p, was zu einem Widerspruch fithrt. Somit ist © € II(p, ). Mit
Portmanteau (Satz 2.3.5) gilt

Wy (p, 1) < /d(xl,xg)p dm(zy, z5) < lilgninf/d(xl,xg)” dmy, (1, z2)
—

o

p
= lim inf W7(pn,., f1) < limsup W (p, ji) = (lim sup Wy (4, ﬂ)) :

k—o00 k—o00

Durch Anwenden der p-ten Wurzel folgt die Behauptung. ]

Bemerkung 5.3.7. Es gilt sogar
W,y (p 1) < i inf W ju, )

fiir schwach gegen p und & konvergente Folgen (pux)ken und (fig)ken in By(M) (siche
[Kell7, Satz 4.23]). Das heilt die Wassersteinmetrik ist in beiden Komponenten
schwach unterhalb stetig. Fiir unseren Zweck geniigt jedoch das hier bewiesene
Lemma.

Wir kommen nun zum Hauptresultat in diesem Abschnitt. Das folgende Lemma
charakterisiert die Konvergenz in (P,(M), W,):
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5 Der Wassersteinabstand

Satz 5.3.8. Der metrische Raum (P,(M), W,) ist vollstindig. Weiterhin sind fir
(t)keny C Pp(M) und p € P,(M) folgende Aussagen dquivalent:

1. pg — poin (P,(M), W,) fir k — oc.
2. up — i schwach fir k — oo und
/d(m,xo)p dpg, — /d(x, xo)P du fiir k — oo

fiir ein g € M.

Beweis. Sei zundchst (pu)ren eine Cauchyfolge in (P,(M),W,). Die Prochorov-
Metrik metrisiert die schwache Topologie (Satz 2.4.7 und Satz 2.4.8). Wir zeigen
zunéchst, dass (g )ren eine Cauchyfolge in (M(M),dp) ist. Sei € > 0. Dann gibt
es ein N € N, sodass fiir alle k,l > N die Abschétzung (mit Lemma 5.1.3)

Wi (e, p) < Wiyl pu) < €2

gilt. Sei C' C M abgeschlossen. Wir bekommen mit dem Lemma von Urysohn fiir
Umgebungen (Lemma A.2.5) eine Abbildung f : M — [0, 1], die lipschitzstetig
mit Konstante £ ist und Lo(z) < f(z) < Le. () fiir jedes © € M erfiillt. Da ef
Lipschitzkonstante 1 besitzt, ist €f eine legitime Funktion fiir die Kantorovich-
Rubinstein Dualitdt (Lemma 5.3.4) und wir erhalten

Wi (tm, pin) > € (/fd/im - /fd,un> .
Schlieflich gilt

1 1
i (C) = / Lo dp = Wi (s ) = =W (s )

1
S/llcdum+€—gW1(Mm,un)

g/ncdums—(/fdum—/fdun)
< [ sapnve- (/fdum—/fdun)

:6+/fd,unS&T—F/]lced,un:é?—l-,un((j).

Mit Satz 2.4.4 erhalten wir direkt d% (i, 1n) < €. Da wir nur Wahrscheinlichkeits-
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5.3 Metrische Eigenschaften

mafse betrachten, folgt mit Lemma 2.4.3 bereits, dass dp(fim, tin) = dp(fin, tm)-
Somit ist (i, )nen eine Cauchyfolge in (M™T(B),dp) und wegen der Vollsténdig-
keit (Satz 2.5.10) gibt es ein u € M™(B), sodass u, — p schwach fiir n — oo
konvergiert. Insbesondere folgt 1 = ||un||rv — ||it]|Tv, wodurch p € My (B). Wir
zeigen nun, dass p endliches p-tes Moment besitzt. Mit Korollar 5.2.9 und der
umgekehrten Dreiecksungleichung erhalten wir

' / d(xo, ) dpiny — / d(zo, )" Ayt

- ‘Wp<ru’m7 6r0) - WP(:U’TL’ 5900)’
< |W’p(:umaﬂn)| <é€

fiir m,n > N. Also ist ([ d(zo, z)? dpn)nen eine Cauchyfolge in R. Es folgt Konver-
genz und insbesondere Beschrianktheit. Da d(z,-)? insbesondere unterhalbstetig
ist, erhalten wir mit Portmanteau (Satz 2.3.5)

/d(xo, )P dp <liminf [ d(zg,z)? du, < co.

n—o0

Womit also p € P,(M).

Wir zeigen nun, dass tatséchlich p,, gegen den Kandidaten p in (P,(M), W,) fir
n — oo konvergiert. Sei £ > N. Dann gilt mit Lemma 5.3.6

W (p, i) < limsup Wy, (pur, pr) < e.
=00
1>k
Somit ist die Konvergenz und die Vollstandigkeit von W, (M) gezeigt. Ebenfalls
haben wir bereits gezeigt, dass falls p, — p in (B,(M),W,) konvergiert, dass
dann pr — p bereits schwach konvergiert. Bisher wissen wir nur, dass das p-te
Moment konvergiert, allerdings noch nicht, dass der Grenzwert tatsédchlich dem

p-ten Moment von p entspricht. Dies folgt aber analog mit

0< ‘/d(mo,x)pdu — /d(xo,x)p dn,

= (Wi ks 20) = Wi (tins Sao| < [Wp(pt; pin)| — 0

fiir n — oo. Der Beweis orientiert sich an [Vil09, Lemma 6.14]. Fiir die Riickrich-
tung sei auf [Kell7, Satz 5.7.] verwiesen. Diese bendtigt ein Stabilitdtsresultat,
dessen Ausfithrung den Rahmen sprengen wiirde. [

81



5 Der Wassersteinabstand

82



A Appendix

Im Folgenden méchten wir einige Hilfsresultate liefern, die sich jedoch thematisch
vom Hauptteil abgrenzen.

A.1 Allgemeine Begriffe

Satz A.1.1. Sei (V)| -||) ein endlichdimensionaler, normierter Vektorraum. Sei
(zk)ren eine Folge in V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Die Rethe Y - | aj konvergiert absolut.

2. Fir jede Bijektion m : N — N konvergiert Y p | G-

Beweis. Ein Korollar aus dem Steinitzschen Umordnungssatz. O]

Definition A.1.2. Sei V ein Vektorraum. Eine Relation < auf V heifst partielle
Ordnung, falls die folgenden Eigenschaften gelten:

1. Reflexivitit. Es gilt x < x fiir alle x € V.
2. Antisymmetrie. Aus x < y und y < x folgt bereits x = y fiir alle z,y € V.
3. Transitivitdt. Aus x <y und y < z folgt bereits x < z fiir alle z,y,z € V.

Das Tupel (V, <) bezeichnen wir als partiell geordneten Vektorraum.

A.2 Topologische Begriffe

Wir erinnern uns an folgende Charakterisierung von Kompaktheit.

Satz A.2.1. Sei (M,d) ein metrischer Raum und K C M. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:
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1. K ist kompakt, das heifit fir jede offene Uberdeckung von K gibt es eine
endliche Teiliiberdeckunyg.

2. Jede Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge, dessen Grenzwert in K
enthalten ist.

3. Der Raum (K, d|kx ) ist vollstindig und totalbeschrinkt, das heift fir jedes
e > 0 gibt es endlich viele x1, . ..,x, € K, sodass K C |J,_, B:(zy) gilt.

Weiter sind fiir ein C C M diese Aussagen dquivalent:
1. C ist relativ kompakt, das heifit C ist kompakt.
2. C ist totalbeschrinkt und (C, digye) st vollstindig.

3. Jede Folge in C besitzt eine konvergente Teilfolge.

Definition A.2.2. Distanzfunktion. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Wir setzen
dist : M x (PB(M) \ {0}) — [0, 00) mit (z, A) — inf1 d(z,y).
ye

Lemma A.2.3. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Die Abbildung dist(A,-) ist fir
jedes feste, nichtleere A C M Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante 1.

Beweis. Sei A C M mit A # (). Sei x1, 75 € M. Dann gilt

dist(zy, A) — dist(x9, A) = inf d(z1,y) — inf d(xs,y)

yeA yeA
< inf — inf =
< ;gA(d(l’la@) + d(22,y)) ;gAd(«%z,y) (w1, x2)

Analog erhalten wir dist(zo, A) — dist(x1, A) < d(z1,x2) und damit
|dist(xy, A) — dist(zq, A)| < d(z1, 23),
womit die Lipschitzstetigkeit gezeigt ist. O

Lemma A.2.4. Urysohn fiir metrische Rédume. Sei (M, d) ein metrischer Raum
und A, B C M abgeschlossen, nicht leer und disjunkt. Dann gibt es eine stetige
Funktion f : M — [0,1] mit f(x) =0 fir alle x € A und f(x) =1 fir alley € B.

Beweis. Wéhle f: M — [0, 1] mit x — dist(rdj:;féﬁz(r 77- Da A und B abgeschlos-
sen sind, gilt dist(z, A) = 0 (bzw. dist(z, B) = 0) genau dann, wenn € A (bzw.

x € B). Da mit der Disjunktheit von A und B entweder dist(z, A) # 0 oder
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A.2 Topologische Begriffe

dist(x, B) # 0 ist, ist f wohldefiniert. Die Stetigkeit folgt mit der Verkettung
stetiger Funktionen (die Distanzabbildung ist nach Lemma A.2.3 stetig) wieder-
um selbst stetig. Falls z € A ist f(z) = Wﬁ(mB) = 0 und falls x € B ist

f(z) = % = 1. Damit erfiillt f die geforderten Eigenschaften. O

Nun zeigen wir einen Spezialfall des Lemmas von Urysohn, wenn B = M \ A, fir
ein € > 0 betrachtet wird. Wir erhalten dadurch zusétzlich eine Lipschitzbedin-

gung fir f.

Lemma A.2.5. Urysohn: Spezialfall. Sei (M,d) ein metrischer Raum und A C

M nicht leer und abgeschlossen. Sei € > 0. Dann gibt es eine mit Konstante %

lipschitzstetige Abbildung f. : M — [0, 1] mait
fe(x) =1 fir alle x € A und f.(x) =0 fir allex € M \ A..

Es gilt also 14(z) < fo(x) < 1a_(z) fir jedes x € M. Insgesamt erhalten wir
fe — 14 fiir e = 0 punktweise.

Beweis. Wir setzen

— Ldist(z, A) dist(z, 4) < e

f:M —0,1] mit z —
0 sonst.

Falls x € A, dann gilt direkt dist(z, A) = 0 und damit f(z) = 1. Fallsz € M \ A.
gilt dist(z, A) > ¢ und damit nach Definition f(z) = 0. Zu zeigen bleibt also nur
die Lipschitzstetigkeit.

1. Fir o,y € M \ A. gilt sofort |f(x) — f(y)] = |0 — 0] < d(z,y).
2. Firye M\ Ac und = € A, ist d(y, z) > ¢ fiir alle z € A. Damit folgt

!ﬂ@—f@NZU@)=1—§mﬁwwﬂ=1(&4ﬁd@ﬂ0

g z€A

= 1sup(a? —d(z,z)) < lsup(d(y, z) —d(z,z))

€ z2cA € zeA
1 1

< 2 (supdlne) + e, ) ~ dlo.2) ) = 2o
€ \zeA €

3. Fiir 2,y € A. gilt wegen der Lipschitzstetigkeit von der Distanzabbildung
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(Lemma A.2.3) mit Kostante 1

£(2) = f()] = (1~ ~dist(r 4) — (1 = ~dist(y, 4)

1 1
= g|dist(y,A) — dist(z, A)| < gd(y,x).

Da A abgeschlossen ist, erhalten wir 1,4, — 14 fiir ¢ — 0 punktweise. Mit
dem Einschlieffungskriterium ist die Aussage gezeigt.

]

Lemma A.2.6. Cantor’s Diagonalargument. Sei (X, 7,),er eine abzihlbare Fa-
milie von folgenkompakten topologischen Riumen. Sei weiter (a})ren C X, fiir
jedes p € I eine Folge. Dann gibt es eine streng monotone Indezfolge (ny)reny C N
und fir jedes p € I ein a? € X,,, sodass

xh — 2P fiir k — oo und alle p € I gilt.
qgilt.

Beweis. Nachzulesen in [Arel8, Theorem 5.1]. O

A.3 Maltheoretische Begriffe

Definition A.3.1. Aufleres Maf. Sei M eine nicht leere Menge. Eine Abbildung

p = B(M) = [0,00) U {oo}
heifst dguferes Maf, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
L u(@) =0
2. Monotonie. u(A) < u(B) fur alle A, B C M mit A C B.
3. o-Subadditivitat. p(|Jg—;)Ar) <> peq i(Ax) fiir alle (Ag)gen C M.

Im Kontext von dufteren Mafen definieren wir den Begriff der Messbarkeit.

Definition A.3.2. Sei M eine Menge und p ein dufleres Maf auf M. Eine Menge
A C M heilst Carathéodory-messbar, wenn pu(Q) = p(QNA) +u(Q@N(M\ A)) fir
alle ) C M gilt.
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Satz A.3.3. Satz von Carathéodory. Sei i ein dufferes MafS. Dann ist die Menge
2A:={AC M : A Carathéodory-messbar} eine o-Algebra und iy ist ein Mafs.

Beweis. Nachzulesen in [Arel7, Satz 13.3]. O

Definition A.3.4. Sei (M,d) ein metrischer Raum mit der zugehdrigen Borel-
schen o-Algebra B. Ein MaR p € M™(B) heikt

1. von innen requldr, falls

p(A) = sup p(K).
KCA
K kompakt

fiir jedes A € B gilt. Das heifst das Mafs jeder Menge kann von innen mit
dem Mak kompakter Mengen approximiert werden.

2. von auflen regular, falls

u(A) = sup u(U)
UDA
U offen

fiir jedes A € B gilt. Das heifst das Mafs jeder Menge kann von auften mit
dem Mak offener Mengen approximiert werden.

3. reguldr, falls es von innen und von aufen regular ist.

Lemma A.3.5. Prinzip von Cavalieri. Sei (2,24, 1) ein Mafraum. Sei weiter
f:Q — [0, 00] messbar. Dann gilt!

/QfdMZ/[O ]u(f_l([y,OO))dA(y)Z/ u(f~H((y, 00)) dA(y).

[0,00]

!Die Abbildung u(f~*([-,00)) ist monoton fallend und damit messbar.
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Beweis. Mit dem Satz von Tonelli gilt
/ fdp= / / Ligerg<f@)(y) dA(y) du(z)
Q Q J[0,00)
= / / Ly peaxrg< @) (@, y) dA(y) du(z)
Q J[0,00)
:/[0 /1{(@@)69@:@3]0(@)}(%:9) dp(z) dA(y)

/[000 /ﬂ{weay<f () dp(x) dA(y)

= [ [ tseoszren @ antmaxy
—/[0 Q1 < SR G

Die zweite Gleichheit folgt analog mit A([0, f(z))) = A([0, f(x)]).
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