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Einleditungeg

In vielen Gebieten der lMathematik tauchen Fort=
setzungsprobleme auf, Der Satz von Hahn-Banach 10st
ein solches Problem in der PFunktionalanalysis., In
seiner Form fir normierte Riume besagt er: Ist G
ein normierter Vektorraum und F ein Vektorteilraum
von G, so besitzt jede stetige, lineare Abbildung T
von T nach /R eine lineare Fortsetzung T auf G mit
gleicher Norm, Die vorliegende Arbeit beschaftigt
sich mit der Frage, welche R8ume in diesem Satz an
die Stelle von /IR treten konnen, wobei die Voraus=
setzungen liber F, G und T noch in gewissen Grenzen
'variabel' sein sollen,

Ein solchesg Problem lidsst sich in der Sprache der
Kategorientheorie besonders bequem behandeln: Die
'sinnvollen' lodifikationen der Voraussetzungen liber
P, G und T laufen gerade darauf hinaus, Objekte und
lorphismen einer gewissen Kategorie festzulegen,
und die fraglichen REume sind denn die injektiven

Ubjelkte dieser Lategorie, Wir beschreiben im 1.,kKa=

e

it einige “igenschaften solcher Ubjekte in einer
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beliebigen lategorie., So ist es mcglich, einige
Schlussweisen allgemein darzustellen, um dann darauf
im weiteren Verlauf der Arbeit zurlickzugreifen.

Im 2, und 3.kapitel wird der klassische Fall he=
handelt, d.h. es werden die injektiven (und die d-pro=
jektiven) Objekte der Kategorie BR der Banachriume
mit den linearen Kontraktionen als Morphismen besitimmit.
Explizit handelt es sich um folgendes Problem:
iWelche Banachridume E haben die Ligenschaft, dass
jede stetige, lineare Abbildung T von einem Banach=
unterraum ' eines Banachraumes G nach I eine stetige,
lineare Fortsetzung T auf G mit gleicher Norm besitzt?
Man kann zeigen, dass die RBume vom Typ C(X), X kom=
pakt und stonesch, diese ILigenschaft haben, Kelley
bewies 1952, dass sie diese Rdume auch schon charak=
terisiert (unter den Banachriumen), Entsprechend sind
die d-projektiven Banachréume genau diejenigen, deren
Dual zu einem C(X) (isometrisch-) isomorph ist.

Auch diese Raume kann man einfach charakterisieren:
Is sind genau die RBume vom Typ Lq(ﬁ) (Dixmier-
-Grothendieck).

Man wlirde elgentlich nicht erwarten, dases sich die
Situation wesentlich &ndert, wenn man statt BR die
Eategorie BV der Banachverbinde mit den positiven
Kontraktionen alg Morphismen betrachtet, Tatsédchlich
kann man zeigen, dass auch hier die Riume C(X),

i stonegclh, injektive Ubjekte sind, und dass entspre=
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s ist daher um gc liberraschender, dass Lotz 1974
bewies, dass jeder Banachverband L1(~) auch injektiv
ist (in BV). Da die Réume C(X) und L1(H) extrem ge=
gensédtzliche Typen von Banachverbénden darstellen,
scheint also eine einfache Charakterisierung der
injektiven Objekte in BV jedenfalls nicht auf der
Hand zu liegen.

Wir zeigen im 4.Kapitel gzunédchst, dass die entspre=
chenden Fortsetzungsprobleme fir positive bzw, regu=
lédre Operatoren fir ordnungsvollstidndige DBanachver=
bédnde E dquivalent sind, und dass man die d-projek=
‘tiven Banachverbidnde durch eine Eigenschaft des
p-Tensorproduktes charakterisieren kann, die vollig
analog zu elner entsprechenden Charakterisierung
der d-projektiven Banachrdume ist (2.Kapitel),

Im 5,Kapitel wird anschliessend gezeigt, dass die
dualen injektiven Banachverbidnde durch eine ordnungs=
theoretische Variante der bin&ren Durchschnittsei=
genschaft (2,Kapitel) gekennzeichnet sind (Cartwright).

Anders als bei dem entsprechenden TFroblem filir Ea=
nachriume scheint die Frage, ob der Bidual eines
injektiven Banachverbandes wieder injektiv ist, nicht
unmittelbar zu beantworten zu sein, de ein Darstellungs=
satz fur injektive Dbanachverbsnde nicht bekannt ist,
Dieses lroblem kann Jjedoch im 2.llapitel positiv ge=

10t werden.

4
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bekannt. Jedoch lassen sich aus injektiven Banach=
verbidnden wieder neue solche Réume konstruleren.
min sehr allgemeines Beispiel dieser Art ist der
kaum &£ (&,7), der injektiv ist, falls =' und F es

sind,

Herrn Frof, Dr. Schaefer verdanke ich es, in aus=
gezeichneten Lehrveranstaltungen an der Universitit
Tibingen in die Theorie der Danachverbinde und posi=
tiven Operatoren eingeflhrt worden zu sein. Ebenso

mochte ich Herrn Dr., Cartwright fir viele Anregungen

denken.
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1. Kapitel

In diesem Yapitel werden injektive Objekte
kategoriell definiert und einige ihrer Iigenschaften
formuliert, Pir diese Arbeit wird die Klasse der reellen
Banachrgdume und die der reellen Banachverbidnde von besonde=
rem Interesse sein, Es wird sinnvoll sein, sie in
folgender Weise als Kategorien aufzufassen:

1, Seien B und F Banachridume., Eine lineare Abbil=
dung T:Z——>F ist ein Morphismus, wenn sie stetig
und kontraktiv ist (d.h. es gilt [TlI<1). Man sieht
leicht, dass die Klasse der Banachriume zusammen mit
den so definierten Morphismen eine Kategorie bildet,

Sie soll im folgenden mit BR bezeichnet werden,

2. In der Klasse der Banachverbidnde seien die Mor=
phismen die positiven, kontraktiven linearen Abbildungen.
Die so definierte Kategorie werde mit BV bezeichnet.

Diese Definitionen ergeben den iiblichen Isomor=
phiebegriff:

it

1.7 Lemma: 1.,2wel DBanachriume ¥ und G sind genau dann

in BR isomorph, wenn es eine bijektive, isometri=

sche, lineare Abbildung T:F——>G gibt.
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2. Zweil Banachverbdnde F und G sind genau dann isomorph,

wenn es einen bijektiven, isometrischen Vektorverbands=

homomorphismus T:F——>G gibt (d.h., T ist linear, und

es gilt T(xvy)=Tx v Ty und T(xAy)=Tx ATy fiir alle x,y<F),

Sei C eine Kategorie. Wir bezeichnen mit lior(?,G) die
Klasse der Morphismen zwischen zwei Objekten # und G in C.
In den Kategorien, die wir hier betrachten, sind Unter=
objekte aul eine natlirliche Weise definiert. (Formaler
ausgedriickt: s gibt eine ausgezeichnete Klasse von lkior=

phismen, die wir Linbettungen nennen wollen, zin Cbjelkt

F heisst dann Unterobjekt von G, wenn es eine Binbettung
qy:?———)@ gibt. Wir schreiben: F < G (bzgl.'y/).) In den

Fategorien BR und BV bedeutet das konkret:

Definition: 1, sSeien F,G Banachriume. F ist ein Unter=

banachraum von G, wenn es eine isometrische, lineare

Abbildung WV:EH——éG gibt .

2, Sind F,G Banachverbinde, so ist F ein Unter=

banachverband von G, wenn es einen isomebtrischen

Vektorverbandshomomorphismus’W:F-——aG gibt.

Definition: pei C ein

®

Kategorie, Ein Ubjekt Z in O

heisst injektiv, falls fir alle OUbjeiite ?,G nit <G

(bzgl, der Linbettung VW :F—>G) und alle T€lior(7,E)

ein @EMOI(Q,E) existiert, so dass T=§oy/ .
G

F——— E

-



Beispiele:

1. Offenbar ist ein Banchraum E genau dann
injektiv, wenn flr alle banachréume  und G mit
A
F<G und alle T¢&(F,E) eine Fortsetzung T€oL(G,E)

A
mit ”T[[= 7]l existiert. Der Satz von Hahn-Banach

fiir normierte Riume besagt, dess W?ein injektiver

Beanachraum is?t.

2. In der Lategorie der Gruppen sind die injektiven
Objekte genau die teillbaren Gruppen.

%, In der Kategorie der Vektorridume nit den linearen
Abbildungen als Morphismen sind alle Objekte injektiv,

4, In einigen Lategorien gibt es nur triviale
injektive Objekte:
lian betrachte die Kategorie der archimedisch geord=
neten Vektorverbidnde mit den positiven, linearen
Abbildungen als lorphismen, Dann ist der Raum, der nur
aus der Null besteht, das einzige injektive Ubjekt.
Sei ndmlich B # {0} ein archimedisch geordneter Vektor=
verband., Man betrachte die Riume P:= K wna ¢:= TR

IN IN

Dann ist P ein Untervektorverband von G. 3Deil ZEE+,
z ¥ 0. Definiert man Teizz Z iElN, wobeil ey der
i-te Einheitsvektor wvon &=ﬁ3ﬂ2jjﬁg so kann T zu einer

positiven, linegren Abbildung von F nach E fortgesetzt

werden,
Annahme: T besitzt eine positive lineare Fortsetzung
A
T:G——E., 3Sei e:u:7TWR der Vektor, der in allen lom=
| ie
ponenten gleich 1 ist. Dann gilt :ie £ e fiir alle nﬁlPJ
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Somit gilt Te » T(2_ e ) = 2:'Tei = mz fir alle mwélN.
1= i=1

Also ist z<£o, da E archimedisch geordnet ist. VWiderspruch,

1.2 Datz: Seil {Ei ,i€I} eine Pamilie von injektiven

Objekten in einer Kategorie C , Dann ist auch das

Prodwkt E:= || E. injektiv (falls es existiert).
jer P

Beweis: Seien P,G Objekte in C, FéC}bzgl.\(:F——9G,

und T€éMor(F,E)., Sei p;:E—>E, die Frojektion auf

Pl, dann ist p.oTEMor(F,Ei). Da Ei injektiv 1ist,
A

gibt es T CMor(G,A.), so dass Ti01f = p; oD,

Nach der Definition des Produktes existiert dann genau

A
ein T€kor ( 'TTb ), so dass das Diagramm (1)
161

fiir alle i€1

kommutiert. s gilt also p; e T oy = p;o T fiir alle

1i€I.Also. muss nach der DgTinition des Produktes

A
gelten: T o V/: T g.e.d,

In den Yategorien bR und RV existieren Frodukte:

,1€I; eine Familie von BanachrzZumen. Dann ist

u€j. j\: .
i
der Haum l:= (z.) | sup ‘z. i bzgl, der
1731¢1 Lo i
1<l
Foordinatenweise definierten Addition und
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Skalarmultiplikation ein Vektorraum, der bzgl, der

Norm IVXi)iﬁTII:: sup ”Xi” einen Banachraum bildet.
e i
Bezeichnet man mit < die Projektionen (Xi)ielk—f>xi,
so ist pi:E———éEi linear und kontraktiv., Man sieht
3 + ogo § a0g P 11k It ]
leicht, dass (E’(pi)iél> dag Produkt von {E, i€71)
in BR ist, Wir schreiben E:=] }Ei.
i€l
5ind die Riume E., i1€I, Banachverbdnde, so ist E bzgl,
.
der koordinatenweise definierten Ordnung ein Banach=
verband, Die Projektionen s i¢I, sind dann positiv,
) ist das Produkt von {Ei, i€T1} in BV,

1.3 Lemma: Sei C eine Kategorie, E,E, Objekte in ¢

Sei I injektiv, ?OEMor(ET,E).

Wenn es einen Morphismus PGMor(E,E1) gibt

mit 1’077: Tp » so ist auch E, injektiv.
1

Beweis: Seien F,G Objekte in C ,ﬁFé&?bzgl.\(ﬂl—»G
;eMor(F,_@l). Dann ist \-IDOTEI‘sIor(F,E). Da E injektiv
S€Mor(G,%), so dass ESoV/z %DOT.

:= Po 3, dann kommutiert folgendes

ist, gibt e
Definiere:

Diagramm:
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Fin Beilspiel fiir die in dem obigen Lemma dargestellte
Situation ist in £ = BR oder BV folgendermassen ge=
geben:

Sei E ein Banachraum (Banachverband), Die Auswertungs=
abbildung QE:E-———éE“ ist isometrisch (und ein Vektor=
Verbandshomomorphismus). E l&sst sich also bzgl. QE

als Unterobjekt von E" in BR (BV) auffassen, Ist &

, I . -
ein dualer Raum, d.h. Z=F fiir einen Banachraum (Banach=

verband) F,so gilt (Qw)/oq.TD =1, , und (QF)/ ist
kontraktiv (und positiv). Es gilt also fir einen

dualen Raum E: Ist BY injektiv in BR (BV), so auch E,

1.4 Setz: lan betrachte folgende Aussagen filir ein

Objekt E in einer Kategorie Q';

(a) E ist injektiv

(b) Pir alle Objekte G in C mit D<£G bzgl,

W/:E————>G gibt es PElor(G,E) mit PO’Y/: 5

(¢) Pir alle Objekte #,G in C mit T 4G bzgl,

o+
@
0]

1{:E——{>G und alle T€Mor(E,F) gib

. ) _
mit ’I‘O'\,/= T .

Dann gilt: (a) impliziert (b) und (b) ist

gquivalent zu (c).

falls es in C zu Jedem Objelt I ein injektives
: AN Al . _
Cojekt £ mit <L gibt, so folgt auch (a) aus (b
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Beweis: wvass die Bedinzung (L) aus (a) folgt, sieht man,
indem man P := E und T := 13 wahlt, Um aus (b) die
Bedingung (c) zu beweisen, definiere man T := T o P,
Schliesslich folgt (b) aus (c¢) mit F := Z und T := Tpe

Unter der zuséatzlichen Voraussetzung folgt (a) aus (b)

nach dem vorangehenden Lemma,

statt in BR konnte man auch injektive Objekte in der
Kategorie IR der normierten Vektorriume mit den kontral=
tiven, linearen Abbildungen als hkorphismen betrachten,
Das wirde Jjedoch keine neuve oituation schaffen., Is gilt
namlich:
1. Jeder injektive normierte Vektorraum ist vollsténdig.
(Sei E ein solches Objekt, dann gibt es eine Frojektion

~
L —> 5 von der lomplettierung E von o auf I mit

Norm < 1. Seil (Xn)n5m16ine Cauchyfolge in 2, Sie besitzt
A )

einen Grenzwert x in E, Es gilt: ||Fx - Xni{ =

[Px = P || < [ [P]] [lx = x ||, £1s0 ist Px (=x) Grenz=

wert von (Xn>n€”V in B.)

2. Jeder injektive Banachraum ist auch injektiv in INR.
Die analogen iussagen gelten entsprechend flir BV und

die Kategorie der normierten Vektorverbinde mit den

positiven, kontraktiven, linearen Abbildungen als lior=

phismen,
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2 . Kapitel

In diesem Kapitel sollen die injektiven Banachriume
untersucht werden,
Wir werden beweisen, dass man im klassischen Satz
von Hahn-Banach ”R durch einen ordnungsvollstidndigen
Vektorverband ersetzen kann, Diese Verallgemeinerung

wird ein nitzliches Hilfsmittel seing

o

Definition: Bei G ein Vektorraum, E ein Vektorver=

band, Eine Abbildung p:G——LE heisst

sublinear, falls gilt:

p(x+y) € p(x) + p(y) fir alle x,v€G, und

p(Ax) = Ap(x) fiir alle x€¢, 2€[R, A>o.
2.1 BSatz: Seil G einVektorraum, I ein ordnungsvoll=

stidndiger Vektorverband, Die lenge Qflaller

sublinearen Abbildungen von G nach E ist bzgl,

der COrdnung (péq :@p(}:)éq(x) fiir alle XEG),

(p,qéﬁi) induktiv geordnet, und p ist genauv dann

minimsl in 6&, wenn p linear 1ist,




Beweis: Ist p sublinear, so gilt:

(1) - p(x) £ p(-x) fir alle x€G
sel {pi, i€I1} eine vollsténdig geordnete Teilmenge

von 4°. Pur jedes x€G ist die lienge {pﬁ(x)i i€71}
nach unten beschrinkt, Ist n&mlich 1 EI so gilt

wegen (1) fiir alle i€I mit p; £ Py

0
Pl( %) 2> -p; (=x) > -Dy (=x). Daher existiert
1o
(x):= inf pi(x), und man sieht leicht dass p sublinear

i
ist.
Ist pé’gdlinear, so ist p minimal: Angenommen, e€s
gibt ein q¢€ g4mit qg £p, so gilt wegen (1):
x) = -p(-x) £ ~q(-x) € q(x) fiir alle x€G, d.h. p=q.

sel umgekehrt minimal, Wir zeigen, dass linear
o 9

ist: Ist y<G fest gewahlt, so definiert die Beziehung

o)

H

(2) q(x):= inf{p(x+ty) - tp(y)| t>o}, x¢

eine sublineare Abbildung qé‘ﬂ{(Es gilt q(o)=o0 und fiir

A>o dist {p(Ax+ty) - tp(y)|t>o0j=
h{p(x+tk_1y) - tk"jp(y)it,>o§=
Mp(x+ty) - tp(y)| * >0}, woraus die Beziehung
a(Ax) = Ag(x) fir alle AN»o, x€G folgt., Bind Xq,%,€6,
tyst, 0, s0 gilt:
px+t,¥) = t,0(y) + pPlxo+t,y) = t,0(y) >
p(X1+XO+(t1+t2)y) - (t1+t2)p(y), woraus folgt, dass
v v ) &L . . -
q(x+x,) € alx;) + alx,) gilt.)
Offensichtlich ist g <p, deshalb stimmen p und g wegen

der Uinimalitzt von 1 iiberein. Setzt man t:=1 in (2),
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so erh&lt man: p(x) £ plx+y) - p(y). Da y beliebig
war, beweist das die Additiviteét von p. Fflr beliebi=
ges x€G gilt also p(-x)= -p(x), und somit fir ALo
p(rAx) = -Ap(-x) = Ap(x). Also ist p linear., Damit ist

der Satz vollsténdig bewlesen,

lorollar: Sei p:G—>I sublinear, Dann gibt es eine

lineare Abbildung T:G—>LE mit T<£Lp.

2.2 Satz: (verallgemeinerter Satz von Hahn-Banach)

i

Ssel E ein ordnungsvollstindiger Vektorverband.

Seli G ein Vektorraum, F ein Vektorteilraum von G

und p:G——>E eine sublineare Abbildung. Jede

lineare Abbildung T:P—— 2% mit Tx £ p(x) fir alle
A ~ - ~ . N
x€F besitzt eine Fortsetzung T:6 —>1,(T lineear)
so dass gilt: Ty'éép(y) fiir alle y€G.
Beweis: lan definiere folgende Abbildung:
. { | 0 ..
a(y):= inf{p(y-x) + Tx | x€F| fir yEG.
Das Infimum existiert, da folgende Ungleichung richtig

ist: p(y-x) + Tx 2p(-x) - pl-y) - T(-x)» -pl-y),
x€F, y€G, Man zelgt &hnlich wie im Bewels zum voran=

gehenden Satz , dass g sublinear ist., Ls gilt q\mféT,

daher qisz nach obigem Lemma, Aus dem vorangehendem

Korollar folgt die Lxistenz eilner linearen Abbildung
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T:G—=> 0 mit T £q £p. Insbesondere gilt Tx £ Tx fir

A
alle x€P, also stimmen T und T auf F Uberein.

Korollar: Jeder ordnungsvollstidndige Al-Raum mit Einheit

ist eln injektiver Banachraum,

Beweig: Sei B ein ordnungsvollstéindiger AlN-Raum mit
Einheit e, Sei G ein Banachraum, F ein Banachunterraum

von G und T:F———>E eine lineare, kontraktive Abbildung.

Man definiere p(x):= ||x[le fir alle x€G, p ist eine
sublineare Abbildung, die T dominiert: Fir alle x¢G
ist JTx|| £kl , also gilt in E: Tx £ llxlle = p(x).

Es gibt also eine lineare Fortsetzung'% von T die von
p dominiert wird. Somit gilt Tx &llxlle, —@x:é“zﬂe fir
lle x€G, und damit ﬁxé[;uxne,UX“Q],was bedeutet, dass

a
A
T kontraktiv ist.

00
el I eine Indexmenge., Der Raum AZ(I) der beschrink=

ten reellen Funktionen auf I, versehen mit der Supremums=
norm, ist ein ordnungsvollsté&ndiger AlM-Raum mit Einheit,
also ein injektiver Banachraum, Das folgt auch aus 1.2,

aa £°(1) =TTR (in BR) ist.
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Sei © ein Banachraum, U~ die duale IZinheitslkugel.

. . . @ .0 . .
Die Abbildung \V:LZ———————ezg (U”), die definiert
ist durch Ny(x):z (<x, x'> )X'GUO , ist eine lineare
Isometrie., Begzliglich der Einbettuny \V ist also E ein

. . - . — 00 0

Banachunterraum des injektiven ﬁanachraumes.Xf(II).
Die drei Lussagen im BSatz 1.4 sind also in der Katego=

rie BR &dquivalent.

Seien ,G,E Banachridume, <G und codim # = 1,
Sei g€G N, dann ist G=P+{tg| t¢[R|. T:P—>F gei eine
stetige, kontraktive, lineare Abbildung. Jede lineare
Fortsetzoung A:G——>F von T hat dann die Form:
o \ . - . . .
T(x+tg) = Tx + tz fir alle x€?, t¢[R, wobei z€E fest ist,
und jedes z€E definiert eine solche Fortsetzung. Es gilt:
A\ .. -~
<1 = llrx + tzll £ lx + tgl| fir alle x¢7, t<[R
= ltx -z (| £|x - g fir alle =P
& e ) B(1x, lx-z)) ),
x€ P
wenn man Iiir y€E und re€ ﬂ?,:r} o, mit K(y,r) die abge=
schlossene kugel in I um y mit dem Radius r bezeichnet,
T besitzt also genau dann eine kontraktive, lineare

Portsetzung, wenn /ﬁ\ E(Tx, llz-gl| ) nicht leer ist,
XET

Je zwei Kugeln aus der PFamilie {K(Tx, [lg-x|l ), x€¢7|

haben immer einen nicht leeren Durchschnitt, weil T

kontrairtiv ist (aus | T - Tyl ¢llx - yvlglk-gll + y-gl|

folot 1(Tx, llg-xl ) N E(Ty, llg-vIl ) +@).
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Definition: Sei E ein Banachraum, Die Familie

K:=(x(x,r), x5, r€[R, r >0 der abgeschlosseren

Kugeln in E hat die 'bin&re Durchschnittseigen=

schaft', wenn fir Jede Teilfamilie

Kugeln aus.ﬁ{} eirvien nicht leeren Durchschnit®t

{K(xy, Io), OXEA] von H , so dass je zwei

haben, gilt: /h\ V(XxyTo) * £, Wir sagen kursz:
KEA
T hat die Eigenschaft (B).

Anmerkung: Solche Durchschnittseigenschaften sind in
der Mathematik nicht selten. 3o ist z.B., ein topologi=
scher Raum (X,V) genau dann kompakt, wenn die PFamilie
Older abgeschlossenen Teilmengen von X die endliche
Durchschnittseigenschaft hat., Das bedeutet: Ist
CZT:={Ai,iEI} eine Teilfamilie von L, so dass je endlich
viele liengen aus Cl einen nicht leerern Durchschnitt

haben, so ist //\ Ay # 7.
iel

-—
¥

2.% Lemma: Sei I ein Banachraum mit (B), Dann ist E

injektiv,

Beweis: Seien F,G Banachriume, PFLG, T:P——>F linear
und kontraktiv, it Hilfe des Lemmas von 7Zorn sieht
man, dass es elinen maximalen Teilraum F1 von G gibt,

4

aul dem T eine lineare, kontraktive Fortsetzung
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:P,—> E besitzt., Annahme: F, F G. 3Sei géG\\FT.
= F. + {tg] t€IR; ist ein Vektorteilraum von G,
Da E die Eigenschaft (B) hat, gibt es eine lineare
fortsetzung von T1 auf G,l von Norm £1. (&uf 61 wird

die von ¢ induzierte Norm betrachtet.,) Das ist ein

Widerspruch zur Maximalitéat von F1.

2.4 Lemma: Jeder ordnungsvollstandige AM-Raum mit

Zinheit hat die Figenschaft (B).

Beweis: Seil 1 ein ordnungsvollsténdiger AN-Raum mit
Tinheit e. Jede Kugel L(z,r) in © ist ein Ordnungs=
intervall: K(x,r [y -re , X+re] .
sei { [xx yaJ , x€4] eine Pamilie von solchen Ord=
nungsintervallen mit

[Xo( ’ yx] a [};(3 ’ 37(5] = [X,(VXF, ’ Ix N 3—"’[5] + 7

fir alle o, ﬁ €4, Dann gilt:

Xy & X,V Xg & £ YA ;\ﬂ pa y/5 fir alle !X,ﬁtA. Also
existieren x:= sup Y und y:= inf yx , und es gilt:
X CA XECA

X £y, oomit ist

m{:xa{/yo(] :[X’YJ + 4.

XEA
Das obige Lemma liefert einen zweiten Beweils daflr, dass
ordnungsvollstéindige Al-RAume mit Iinmhelt injeltive



Y A .. . - .
2.5 Lemma: 3eien E,E Banachriume mit ELE, venn E die
kigenschaflt (B) hat und es eine Frojektion
oA o . .
Filh——> L mit (|PH41 gibt, so hat auchh I die
“igenschaft (B).
Deweig: Sei (K(¥xg,r, ),x€A) eine Pamilie von FKugeln in I,

von denen je zwel nicht leeren Durchschnitt haben,

A A
Sei E(x ie ¥ e it » Radius : T,
Sel n(g‘,g() die ¥ugel um X o mit dem Radius r, in B
: . : A A
lach Vorraussetzung gibt es z{L mit z€ L(}&,I&).

XEA
Dann ist FPz€E und IZE/P\K(XN,QK), da
XC A
”Pz-—;{“” = “Pz— X ” ya ”Z—XD( ” £r, .

2.6 Satz: Ein Banachraum ist genau dann injektiv,

wenn er die Eigenschaft (B) hat,

Beweis: In 2.% ist die eine Implikation gezeigt worden,
s bleibt zu beweisen, decs Jeder injektive Banachraum
die Iiigenschaft (B) hat. Es gibt eine geeignete Index=

m -
menge I, so dass < (1) (Bemerkung nach dem Korollar
zu 2.2). Da Z injektiv ist, gibt es eine kontraktive
- . . oo oo o -
Frojektion von & (I) auf = (1.4). Z7(1) hat als ord=
nungsvollsténdiger All-Raum mit Zinheit () (2.4),

also auch II nach obigem Lemma,



2.7 TLemma: Sei T ein AlM-Raum und P ein Unterverband

von B, Wenn P eine Yrojektion von B auf I ist,

mit [|P||¢1, dann ist P positiv,

Beweis: Annahme: &s gibt ein y€E o, so dass (Fy) > o.
———— =) b

Nehmen wir ohne PBinschréankung der Allgemeinheit an,

dass ||y]l=1 ist. Setze: x:=Py und z'—y—/“y .
Dann ist ||z||ls1 (denn es ist zT<y, also ”Z ”é“y1151

und z_fs(“X—H—1)X_, also ||z7|| &1, und es gilt

Nzl = (|27 (v ]="] > E ein AM-Raum ist).

Bs ist Pz = x - (“X—“_q)X_ = x - (1 + ”X—”—1>X_,

und somit |[Bz || = [=Tlvr « POz = )1+ 1> 1,
Widerspruch.

2.8 Temme: Sel E ein Banachverband, Wenn es einen ord=
A A
B

™

nungsvollstidndigen Banachverband L mit D £

und

- . . o . .
eine positive Frojektion P:E—>E gibt, so ist

I ordnungsvollstandig.,

Beweis: 3ei (x >u5A eine £ -gerichtete, beschrinkte

. c o . - . . AL a0 L
Pamilie in E. Sie besitzt ein Supremum x in E, lan

rechnet leicht nach, dass PX = sup X, in 5 ist.

[
XA

Um den Hauptsatz dieses Kapitels zu beweisen, soll

folgende Deiinition vercinbart werdei:



Sei C eine konvexe Menge in einem Banachraum I, Zine
nicht leere, konvexe Teilmenge L von C heisst 'Facette'
von C, falls jedes Segment {Ax+(1-A)y| 2€ [o,1] | < C,
das einen inneren Punkt on+(1—AO)y, AOGJO,1[, in L
besitzt, schon ganz in L enthalten ist, Ist L eine
Pacette von C, so sind alle Ixtremalpunkte von L auch

Extremalpunkte von C,

2.9 3Batz: Jeder injelktive Banachraum ist zu einem

Raum C(Y) isomorph, wo Y ein kompakter, stonescher

Raum ist.

Beweisgs: Zei E #£ o0 ein injektiver Banachraum., an bezeichs=
ne mit U° die Einheitskugel von E' und mit X die
o(E',E)-Abschliessung von Ext(U°), der lienge der
Extremalpunkte von U°, 3ei WeX offen (bzgl., &(Z',E))
und maximal bzgl., der Eigenschaft Wn(-W) = &. Eine
solche lienge existiert nach dem Lemma von Zormn.

Wy (=W) ist dicht in ¥ N{of:

Annahme: Is gibt x'€XN(Wu(-W)), x'+ o, Dann gibt
es eine offene lienge GcX N\ (Wu(-W)) mit x'€G., Ferner
gibt es ein x€E mit < x,x'> = 1, BSeil

= {y'€x] <z,y'> > 1/2). Dann ist M offen und

o

[}
=

Mn(=11) = Z. Sei I = InG, 1 ist offen, somit auch

L) a
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WO, und es gilt: (Wull)n(-(WuN)) = @. Abver I + ¢, da

x'¢€N, Das ist ein Widerspruch zur Maximalit&at von .
Sei Y:=W, versehen mit der von (E', s(E',E)) indu=

zierten Topologie. Y ist kompakt,.

Sei ﬂyﬂ3—~—9C(Y) die Auswertungsabbildung:

WY(X)(X'):: {x,x'> fur alle x(E, X'GY.'V/iSt linear

und isometrisch, denn es gilt:
|

“y/(x)“ = sup  [<x,x'>| = sup_ [<x,x'>| = sup <z, |
x'eY x'€X x1eu©

= |1zl

lMan kann also I bzgl. '4 als einen Banachunterraum
von C(Y) auffassen, Nach Vorraussetzung gibt es eine
Projektion P:C(Y)——E mit ||F|l 41,

Sei F':E'—— C(Y)' die Adjungierte von P und

d;,GO(Y)' das Diracmass im Funkt x'€Y, Es gilt:

(1) P'x' = J, fiir alle x'€WnExt(U%).
X

Sei WV':C<Y)'-———>EV die Adjungierte von Y, und

sei x'€Y, Dann gilt:

<x, yﬂ( d;,)) = <\y(x), d;,) = {x,x'> fiir alle x€E,
dm W) = x

Sel fJ:=P'X', und sei VO die Tinheitskugel von C(Y¥)',
Da,\r'o PUo= 14, und ||P']] £1 ist, gilt
F(GWV'_1({X7)HVO. ﬂy'—1({x'})ﬂvo ist konvex und kompakt
Jenn r(% d;, ist, enthilt \V'—1({X'})DVO mindestens
zwel sxtremalpunkte (Irein-kiilman).

s L T =T/ iy 0y A -
QGlViLLt(\y' ({x'})nv?), denn ist vioxt(vY),



|
N

d.h, es gi Y =:Cf , oder v = —d;, fir ein y'€Y.

1t

37

Vegen 'Yﬂ(og,) = y' und wﬂ(-c&,) = —y' dist dann

x!' = y‘ oder x' = —y', Ist aber X'GW, SO gilt

-x'¢ W =Y, also ist v = d;,.
L

Da W in ¥ offen ist, ist 7nBExt(U°%) dicht in ¥

(bzgl, 6(L',B)). Die Abbildung F':Z'——>C(Y)' ist

stetiz bzgl. 6(T',T) - 6(C(Y)',C(Y)). Yegen (1)

(2) Pry' = d_, fir alle y'€Y. (Jei nimlich y'€Y,
dann gibt es ein etz (X&.)“EA in WnExt(U°), so
dass (X;<)M6ﬁgegen y' bzgl., 6(E',E) konvergiert,
Folglich konvergiert (P'Xg(zxéA gegcen P'y' bzgl,
6 (c(Y)r,c(Y)). Bomit gilt fiir alle f€C(Y):

Nal

< f,P'y' > = lim < £,P'x}, > = 1lim £(x4 ) = £(y').)
Xeh XEA
Pir fEC(Y) und y'<% gilt dann wegen (2):

== I(y').

“((Pf)(y') =< Pf,y'> =< f,P'y'> =< T,

5

2s 1et also ’YMP = 1C(Y)’ womit bewiesen ict, dass
y/ ein Isomorphismus von Banachriumern ist,

Bleibt zu zeigen, cdass Y stonesch ist:
C(Y) liasst sich als Unterbanachverband von C(Y)!'!
auffassen (Schaefer (2): II 4.8). Da C(Y) ein injek=
tiver Banachraum ist, gibt es eine kontraktive Pro=
jektion von C(Y)'' auf C(Y), die nach (2.,7) positiv
ist, C(Y) ist ordnungsvollstidndig, also nach (2.8)
auch C(Y). Daraus folgt, dass Y stonesch iegt

(Bchaefer (2): II 7.7). Damit ist der Szt bewiesern.
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Zusammenfassend erhilt man eine Charakterisation der
ordnungsvollstandigen AlM-R&ume mit Einheit unter

den Banachraurnien:

2.170 Satz: fir einen Banachraum £ sind folgende

Aussagen dquivalent:

(a) B ist isomorph zu einem ordnungsvoll=

stédndigen AM-Raum mit LEinheit,

(b) £ ist isomorph zu einem Raum C(Y), wobeil

Y kompakt und stonesch ist.

(c) E ist ein injektiver Banachraum,

(d) Die Familie der abgeschlossenen Fugeln

irn L erfillt cdie binére Durchsclinitts=




3 ., Kapitel

In diesem Kapitel sollen diejenigen Banachriume
beschriesben werden, deren Dualraum in BR injektiv ist.
Um eine duale Charakterisierung der isometrischen,

linearen Abbildungen herzuleiten, benotigen wir fol=

gende Form des Banachschen Homomorphiesatzes (vgl.

=

Schaefer (1): III 2, Lemma):

3,17 Lemma: Sei E ein Banachraum, F ein normierter

Vektorraum und tf:E———?F eine stetige, lineare

Abbildung, so dass TU eine Nullumgebung in F

ist (U sei die Zinheitskugel von E). Dann gilt:

T0 ¢ (1+ &) TU fiir alle € > o,

Definition: 5Seien F und G Banachriume, Zine lineare

Abbilldung LF:E“———>G»heisst metrischer Homomor=

phismus, falls das Bild der offenen Zinheits=

kugel von r unter \P die offene Einheitskugel

von &G 1st. kF heisst strikter metrischer

Homomorphismus, wenn dasz Bild der abgeschlos=

lie abge=

i)

™ o
: urvnexr

(@)

senen Linheitskugel von

schilossene sinheitskugel von G ist,




3,2 3satz: Seien ©#,G BanachriZume und LF:F-———>G eine

lineare Abbildung.

1, Aquivalent sind:

(a) P ist isometrisch

(b) ?' ist ein strikter metrischer Iomomorphis=

mus

(c) ?' ist ein metrischer Homomorphismus

2. Kquivalent sind:

(d) % ist ein metrischer Homomorphismus

(e) ?' ist isometrisch

Beweis: 1. Die Implikation (a) =—=> (b) folgt aus dem
Satz von Hahn-Banach, (b) m——> (c) ist offensicht=
lich,.

(c)—> (a): Sei x¢P, dann gilt:

[T

Il
'Tj
A
B
x<;
v
<
A

I
[0}
5
e
A
4
b
v
ket
/\

2, (d) —> (e): Zei y'€G'., Bs gilt:

|| kf‘(y'ﬂl = supl< x, @' (y' =] ||x|]<1]
= supi<p(x), y'>| flx||< 1]
= supi{< y,y'>| |ly|| <1 = |ly"1].

(e) === (d): Zeien U,V die abgeschlossenen Ein=

heitskugeln von F bzw, G. Wir zeigen zZunichst:

‘f(U) =V, Annahme: Es gibt yog V\<{(U).

{yoj iet eine kompakte, konvexe Teilmenge von &,

\P(U) ist abgesciilossen unc konvex. Nach dem zweiten
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-— p—

Trennungssatz (Schaefer (1): I1 ©.2) gibt es eine

die {yo} und LP(U) strikt trennt. Es.gilt also:
<, Y'(yé)>»: <AP(X>,yé> < 1 fir alle x€U, d.h,
es gilt | j\o' (y(‘))j] < 1, aber <y _,y/>> 1, und somit

ist (]yé{l = 1, was ein Widerspruch zur Isometrie von
P‘ ist. Es gilt also \F(U) = V, und damit nach dem
obigen Lemma \P(U) c (1+ g)kP(U) fiir alle £€> o,

daraus folgt aber: \P(ﬁ) = V.

Jede Quotientenabbildung ¢:6-—> G/F ist ein metri=
scher Homomorphismus., Die Adjungierte q':FO————é G!
ist die natiirliche Einbettung.(Dabei seien F,G Banach=
raume, < G, Versehew mit der Norm-

| la(x) ]| := inf§§1x1{1, x,€q(x) ) (fir alle x€%) ist

o A N - L0 . .
G/F ein Banachraum, dessen Dualraum zu P isomorph ist.)
Umgekelhirt ist jeder metrische Homomorphismus (F:G———aﬁ
eine Juotientenabbildung, da ¥ zu G/Ker*: isometrisch-

—-isomorph ist.

i

2ind I und F zwel Banachriume, so ist die m-lNorm

auf b ® & durch die Eichfunktion von [{U ® V) definier

und V die lidinheitskugeln von =, bzw, F bezeich=
nen, Zen so normierten Reum begeichnet man mit - @ 7,

I geine Lomplettierung.

o
=
[
;’3
1.
-+
{

g @Z



i‘en karn (E @ F)' in BR mit &e(E,F') identifizieren,
T

und zwar indem man Jjedem tfé(l‘é )" die Abbildung
7

T? c (5,7') zuordnet, die durch«<y,2fx>1=tf(x<3 V)

fiur alle x¢E und y€r definiert ist,

Vertauscht man die ilollen von E und P, so erhidlt man

eine Isomorphie zwischen (L @ F)' und &(F,I'), wobei

i
jedes \fE(E ®@ )" in S‘f Ubergeht, mit
g
<(L,Sfy>-: %%)i(};y) fiir alle x€B und y€F, Dabei ist
SY = é o QF’ wenn QF:F————éF" die Auswertungsebbil=

dung bezeichnet,
Ist ' ein Banachunterraum von G bzgl. einer isometrischen,
linearen Abbildung \V:F—f—aG, so induziert Y kanonisch

T
jegen YO 1( l—(UF @ V)) c [‘(UG ® V) (Uy, U, Ein=

eine lineare Abbildung \T/@ 1ot PR E—>6 & .
)
T

heitskugeln von 7 bzw. G, V Iinheitskugel von E ),
ist \V@>1f kontraktiv, allerdings im allgemeinen nicht
Y]

isometrisch.

Iy

3.% DSatz: fUr einen Banachraum I sind folgende Aussagen

agquivalent:

(1) ' ist injektiv

0

(2) Fir alle Banachriume F,G mit P < G bzgl,

P+—>G ist die kanonische Abbildung

Y @1t POAL——G @ T isometrisch

T To



~~

3) Plir alle PG mit P« G und fiir alle

TeZ(F,BE') gibt es fiir alle £> o eine

fortsetzung T von T auf G mit

T < (v g)] T

(4) Pir alle P,G mit F < G bzgl, 1}/:}?——>G

und fiir alle T:E——> PF' gibt es eine lineare

Abbildung T:D—G' mit \f/'o’i‘ = T und

1T

i |

(5) Pur alle #,G mit P < G bzgl. PG
gibt es zu jeder linearen Lpbildung

T:E—>>F"'" und Jjedem g > 0 eine lineare

o~

Lbbildung T:L——>G' mit \]v‘ el = T und

| 7]

T < (1+ g) ]

(6) OSeien P,G Banachriume und l](? (G ——F ein

metrischer Homomorphismus, vJann gibt es

zu Jjeder linearen Abbildung T:E——F

eine lineare Abbildung T:E —>G'', so dass

kPHOT o

|
<
=)
Q
=
Il
-

T”L

Beweis: Identifiziert man (P& Z)' mit X(F,E')

und (G & E)' mit o‘e\a,d , SO0 ist die Adjungierte
T
der Abbildung \(@1 i @ E—0 (73) % die Dinschrin=

tungsabbildung \f/@ 12) '-55(1J,J)—9;5(7< '), die
jedem TE&{(LT,E') die ADbbildung Ti =T ok]V zuordnet,

Lussage (1) bedeutet, dass fir alle isometrischer,

linearen sbbildungen 1 f———> G die Abbildung

)

n

\ . . - . - . .
( ky @ 1.)" ein strilcter metrischer Homormorphigmus 1



Aussage () ein metrischer Homomorphismus. Beide
sind nach Batz 3.2 zu (2) dquivalent.
Identifiziert man (F & E)' mit ag(E,F') und
T
(¢ ® 1) mit &(1,G'), so ist
( PRIy B(E,6') —> & (E,F') die Lbbildunc,

die jeder T€ &&(1,G') die Abbildung ﬁy'o T gzuordnet,
satz 2.2 ergibt angewandt aul \f’@ 1, Gie LAguiva=

lenz von (2),(4) und (%).

jie Impliketion (4) =~ (6) sieht man, indem mar.

(4) aufxy:*“und o T anwendet.,
il

): Seien T,\V wie in (4) gegeben. Vendet

I

man (6) auf QpoT und TzTﬂ an, 80 erh&dlt man eine

lineare Abbildurng S:i—> ''' mitg

(1,)'0 8 erfillt deun Gas Gewinschte, de (Q.)' eine

-

Trojelkttion von G'''" auf G' mit Morm< 1 ist.

Sinen Banachraum, der elne der &dquivalenten Lussagen

des satzes 3.3 erfillt, nennen wir d-projektiv (in BI).

e
<
H
N3

welerlel Arten kann man leicht einsehen, dacs
£Al-i8ume d-projektiv sind:
1., Der Dualraum eines Al-Raumes ist ein ordnungsvoll=

standiger Ali-Raum mit Zinheit und somit injektiv (in BL

~

2. llach dem Darstellungssatz von Lhakutari fir LAL-Raume

O N A, - -
(schaeler (2): 1

~naunm v elinern
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Raum Lj(ﬁ) isomorph (als Banachverband), wobei r{ein
strikt positives Radonmass auf einem lokalkompakten

Raum X ist, S8ind T und G Banachrdume, F < G bzgl,
\VﬁF———+G, so kann man P @ L1(V) mit L%(H) und

G é)lﬂ(“) mit Lé(y) identigizieren (Schaefer (1): III 6.5).

T
Unter dieser Identifikation ist

-1 1 . o _ ,
\YCQ 1L1(H). LF(ﬂ)————+LG(ﬁ) die natiirliche Einbettung.
Sie ist offensichtlich isometrisch, also erfiillt Lq(r)

die Aussage (2) von 3.3,

- . " . R~
Sei E ein Vektorverband, Wir bezeichnen mit E den

Vektorverband der ordnungsbeschrénkten Linearformen
. ¥ .
guf E und mit En das Band der ordnungsstetigen

Linearformen in Exﬁ Ein stonescher, kompakter Raum X

heisst hyperstonesch, wenn das Dualsystem

Q

<< = separiert ist.

(X),c(x))

3.4 Lemma: Seil E ein ordnungsvollstidndiger Vektor=

T

verband, und seien A und B disjunkte Ideale

. . o) o)
in b;r. Dann ist E = A + B~,

Beweis: Wir definieren filir f€éA das Nullideal

,|f| > = o} und entsprechend

) - . i o . - : : :
“(,g|) fur giB, Da A~ ein Ideal in T, ist, gilt:

O -~ i ~ ~ s o 3
L7= 4xiE| < x,f > = o fur alle f<h|

= {(x{E] < |x|,, T > = o fir alle fcL| = mi\.t(‘fi)o



W

Genauso ist B°= /A\N(Igi). Yach Schaefer (2): IT
geB

ist E = N(|f|) + N(|g|) <fir alle f€i, géB, Also

ist N([f]) c N(|g|) fiir alle f€i, g€B, (Sei niam=

lich x€N(|f|)™" Dann gibt es X, EN([£]), x,€N(|g])

mit x = x,+ X,. Da |x| < x|+ §X2|, gibt es

v €fo, |2, 1T c N(|£]), v,o€[0,]x,]]  W(|g]) mit
= ¥i+ V. Aus y, < x| folgt y,eN(|£])%,

.
X

d.h. es ist v.= o, und somit ist |x| =y
;= 0, |

2
Damit ist N(|f| ) c M H(|gl) = B° fur alle fea,
g€B
woraus wiederum folgth: (Bo) c h({f ) h(ffi)

fir alle f€h, (N(|f]|) ist ein Band, da A c EZ'

n(legl),

Also ist (B®)Y c A° und daner ® = (B®)Y+ BY < 1% &8O,

5 Satz: (Dixmier-Grothendieck)

Sei X ein kompakter Raum. Genau dann wenn

X hyperstonesch ist, besitzt C(X) einen TPridusal,

In diesem Fall ist jeder Pradual von C(X)

zZu C(X)ﬁ isomorph.

Beweis: Sel X hyperstonesch., Da C ) ein LL-Raum

n

ist, ist (C/“‘ )‘— (C(Y) ) und (C(X)ﬁ)' ist ein

n’
ordnungsvollstandiger AN-Raum mit Einheit., Also
gibt es elnen kompekten, stoneschen Raum Y, so
)J' zu C(Y) isomorph ist.

] - ) ol 3= Ama - LN P T W PR
S5ei wp C(L) ——— U(Y) die fuswertungsabbildung,

=
fT)

Jerbandshomonmorphiismue {3chaefer (Z):



und injektiv, da X hyperstonesch ist, Es ist
Q(TX) = 1y, folglich ist Q isometrisch,

Seli H eine offen-abgeschlossene Teilmenge von Y,
Wir zeigen, dass es eine ebensolche Teilmenge K
von X gibt, so dass Q(XK) :XH'

Sei A:= {feC(Y)| £(Y\H) = {o}} unad

B:= {geC(Y)| g(H) = {o0)j. 4 und B sind disjunkte

Bander in C(Y), und es ist C(Y) = 4 + B, Nach

7

: [ 8] 0
dem vorangehenden Lemma gilt also C(Y) L+ B

Q)

(° bzgl. < o(x)) , C(Y) >). Da C(¥)! von C(Y) ge=

. ‘ 0 L0 . . .
trennt wird, ist A°n B~ = {o}. Also ist wiederum

bd

) . o oe e
wegen des obigen Lemmas C(X) = 77+ B (7 Dbzgl

oe Nel

< C(X), C(X)! >), A und B sind disjunkt, da

n
. : oe
X hyperstonesch ist., Da 1. € A

T

offen-abgeschlossene Teilmenge K von i, so dass

oe o . . -

XY €A und 'XV\F €877, Somit ist Q(Rfv) €4 und
~ L . L

AL T _ \ \ 3

W\ X\I_) EB. Wegen 1Y - C&(/IX/) = J(Xﬁ:) + "(X:\:)

folgt daraus 'Q()CK) = ;(H'

Es folgt aus dem eben Gezeigten, dass Q(C(X)) die
lineare Hiille von {JKH! HcY offen-abgeschlossen;
umfasst., Polglich ist Q(C(X)) dicht in C(Y)., De

Q isometrisch ist, sind die beiden R&ume gleich.

Nehmen wir jetzt an, dass C(X) der Dualraum

oe . .
+ B", gibt es eine

eines Banachraumes I ist. Sel I der positive Kegel

von C(II) und U die Einheitslkugel von C(X)., Le gil
L n AU = 221, + U) fiir alle A >= o, kit dem satz

fer (1): IV €,4) folct

s

s
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w2
)
-

6(C(¥X),5)-abgeschlossen ist.

b

daraus, dass

=

i
@
i

(fd)deb eine == —gerichtete Familie positiver
£L

mente in C(X), Es gibt ein Teilnetz von (f“)KEA, das
gegen eine Funktion f€C(X) o(C(X),E)-konvergiert. Nach
Schaefer (2): II 5.8 ist f = inf f,. Daraus folgt,

x
dass X stonesch ist.

S o . , ‘0 Nets in C(T
Sei 1£f f 0, und sei (gﬂ)déA ein Netz in C(X)

K

mit |gy| < Iy fir alle x€4, Sei g ein HiEufungspunkt

von (gq)“CA. Fir x€ C:= -K° gilt ﬁ<ix,gk>ﬁ < < x,L>

4

0., Somit ist

flir alle x€A, Also ist < x,g>
0

g€ (cu=0)%= -k%°n °%= X n ¥ = {o}. Also ist

lam gx = 0 bzgl. 6(C(X),E), Daraus folgt, dass
E c C(X)ﬁ. X ist also hyperstonesch. Da nach dem
ersten Teil des Beweises C(X)ﬁ ein Priddual von C(X)

ist, gilt B = C(X)}.

Dual zu BSatz 2,70 konnen wir jetzt aus dem obigen
Satz eine Charakterisierung der AlL-Riume unter den

Banachriumen herleiten:

3,6 Satz: Plir einen Banachraum E sind folgende

Aussagen &dguivalent:

(a) Z ist d-projektiv in BR
(p) B' ist isomorph zu einem Ali-Raum
{(c) T ist isomorph zu einem Al-Raum




Beweis: (a)=—== (c): Ist E d-projektiv, so ist I

zu einem Raum C(X) isomorph. Nach

E und C(X)% isomorph.

(c) ==

(b) =—= (a): Ist E' ein Al-

Raum,

ordnungsvollstidndiger AM-Raum mit

(2.)' ist eine kontraktive

i

3.5 sind dann

~ (b): Das ist offensichtlich,

S50

Linheit injektiv.

I
-
-

ist als

Projektion von E''' auf

Wach 1.3 ist dann E' injektiv,

Ein Objekt in einer Kategorie C heisst projektiv,

. : *
wenn es in der dualen Kategorie C

injektiv ist,

lian kann leicht sehen, dass ein BorphlsmuS'wlwn BR

genau dann eine Einbettung (d.,h, eine Isometrie) ist,

. * . . . . .
wenn \V in BR"ein metrischer Homomorphismus ist,.

Somit ist also ein Banachraum E genauv dann in BE

projektiv, wenn gilt:

5ind F,G Banachraume, und ist mP:G——%F ein metri=

scher Homomorphismus, so kann man jede Abbildung

T¢&(E,7) zu einer Abbild

d,h, es gilt \FoT =T,

In BR gibt es ausser dem lLiullrsu

cung

(>

Te (L,

¢)

'hochheben',

rn keine projektiven

Objekte.

Vir wollen das beweisen: Da man ﬂ% a

verband eines jeden Banachv

kann, reicht es zu zeigen, d

is®t.
@)

Sel Ge:= c und #:= R,

erbande

(WAl
@D
l.J

5

0
w0

- c

1s

D

el=
0

=
i

Unterbanach=

o suffassen

nicht projekuiv

)

1
L seceven

m

EOA
v}



durch (An)néﬂv mit A > o fiir alle n€ ([N und E;:kn =1,

Man sieht leichit, dass ein metrischer Homomor=
b

phismus ist, JSei x = (Vn>nEHV€Co’ ¥ + o, Dann ist

{kf(x) < [|z||. (Denn es gibt n_ mit v | < [[x]|].
o

Also ist f*>(x)l = f;;:vnhn} < |z IZ;.KH = | |x|l.)

Sei Me %(I'R,co) mit @eoT = 1, Dann is?

T = TITO ] = l“f’(fj(‘]))] =1 = l“('R;E .

hnl

Eg gibt jedoch nicht triviale Banacnriume E, die
folgende schwidchere Eigenschaft haben:
Seien F,G Banachriume, kP:G-——?F ein metrischer
Homomorphismus und T¢ &(L,I'), Dann gibt es fiir

alle € > o eine Abbildung M€ &(E,¢) mit @oT = T
J ‘P

und [T < (1+e) 2] ],
Jeder Raum ,ZT(A) hat diese Eigenschaft,
(Sei Te (L (4),F) mit [[T]| < 1 und sei £> o,

T ist durch eine Folge (x,) in P definiert, und

x €4
zwar durch T(A,) = Z M, flr alle (Mg )p,\ 6/61 (4),
Bs ist ||T]] = sup ||x. || < 1. Sei yx€G mit

"‘F(yx) = Xo( und HYD(H { 1+£‘ cetze

T(hw) = Mo Tir alle (A ) €4 (&), Dann ist

/« x K’x
Tel (L (L),6) mit el = T und | ||| = sup ||y«i| £ 1+&.)
Grothendieck hat bewiesen, dass die oblge Eigen=

R IR - e
schaft die Réume € (L) in BR charalkterisiert,



4 , Kapitel

Im folgenden sollen Fortsetzungsprobleme in der
Kategorie BV behandelt werden, Die positiven, line=
aren Abbildungen zwischen zwel Banachverbidnden
sind eng mit den regulé&ren Operatoren verwandt,
Deshalb so0ll zundchst geklért werden, welcher Zu=
sammenhang zwischen den Jeweliligen Fortsetzungs=
problemen flir diese beiden IIlassen von Operatoren

besteht.

3ind % und F Vektorverbidnde, so heisst eine line=
are Abbildung T:Z——>F reguldr, falls sie Differenz
zweler positiver, linearer Abbildungen ist. Dazu
ist &quivalent, dass es eine positive, lineare
Abbildung S:E—>F gibt mit +T < 3. Der Raum der

, IV (B,7), ist

=
b=

regul&ren Abbildungen von I nac
ein geordneter Velktorraum. Ist F ordnungsvollstén=

T/ - . . R -
(E,F) ein ordnungsvollstindiger Vek=

dig, so ist L
torverband (Schaefer (2): IV 1.3). In diesem Pgll

ist der positive Tell einer regulidren Abbildung
o O



Definition: Seien P und G Vektorverbidnde und

ﬂ{:F————%G eine positive, lineare Abbildung.

y/heisgt intervallerhaltend, falls fir alle

x€P  gilt: ﬂr([o,xﬂ) = DDs“f(X)j'

ziert fiir alle Vektorverbinde I eine lineare posi=
. R ~ T r - . .
tive Abbildung \V:L (G,E) ——> 1 (F,), die jedem

TELT(G,E) die Abbildung T oY/zuordnet,

4,17 Lemma: Bel £ eln ordnungsvollstidndiger Vektor=

verband,und wy:F———>G positiv und linear.

(a) Ist 'H/ein injektiver Verbandshomomor=

phismus, so ist QIintervallerhaltend.

(b) Ist \V intervallerhaltend, so ist

'? ein Verbandshomomorphismus.

—

Beweis: (a) Sei N/:F———é@ ein injektiver Verbands=
homomorphismus,., Dann kann man F bzgl, \Y mit
einem Vektorunterverband von G identifizieren.

4P ist dann die LAbbildung, die jedem TELT(G,E)

ai

e sinschrankung Tim von T auf F zuordnet. Seil

[&]
m

N, T+ Ial 3y 2 3 ST r > 1
T¢L (G,E) positiv und S€1° (F,L), so da

. o .. LT,
)E[O,T:F_ Wir miissen zeigen, fdass es ein $¢L7(G,T)
|
sibt mit Ww(3) = . = 3 und 3¢ 0,71,
P H - -



e

Man definiere fiir alle y€G p(y):= Ty'. Dann
ist p:G—>EF sublinear mit p(y) = o fir alle
yeG, ¥y << o, Mir alle x<F gilt:

Sx < SxT < Tx' = p(x). Nach Satz 2.2 gibt es
eine Fortsetzung T von S auf G, so dass

Sy < ply) fir alle y€G, Demit ist fiir y = o
8y = -8(-y) = -p(-y) = o, d.h. % ist positiv,

=

und 3y < p(y) = Ty. Somit ist 5€¢[o,T].
r¢1Y(G,E). Wir zeigen: NP(T+) = ﬂ%(T)+.

Seil X€F+. Dann gilt:

ﬂ?(TY%;z (Toy&+x

1

xjé[o,xjg

= sup{Ty| yé\y([o,z}) J

= sup{Ty| y€[o, w(x)] |
= T*«{/m - q/m*)(x).

Sind ¥ und F Banachverbid&nde, so sind alle regu=
léren Abbilduncen stetig (Schaefer (2): II 5.3).
. . : : o r,.. -
Wir schreiben in diesem Pall ¥ (L,F) an 3telle

von L (E,R).

Definition: Seien IF',G Banachverbinde, IZine

positive, lineare Abbildung \r:F———éG

heisst fast intervallerhesltend, falls fir

L r r— l o) 1 r ()1 ] o
alle x€F, WY(LO,L ) dicht in Lo,\ka)J liegt.,
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Lemma: Seien E,F,G Banachverbidnde, 7 ordnungs=

r

vollstandig., Ist WYzF-——éG eine positive,

Tast intervallerhaltende, lineare Abbildung,

so ist die Abbildung \T” 2 (G, E)— &5 (7,5)

mit '?(T) = To*/ ein Verbandshomomorphismus,

Beweis: ¥Wir Ubernehmen die Bezeichnungen vom Bewels
zu 4.1 (b), Es ist zu zeigen, dass
sup T(mr([o,x])) > sup T([o,\r(x)]) igt, Da T
stetig ist, gilt |
T('-.r([o,Xj) > T(\?(To,—XjT) = 7([o, Y(X)]).

Der positive Legel in einem Banachverband ist ab=

geschlossen, also folgt:

sup T(’\,/([O,XJ) = sup T(’\t/( [O,X] )) = sup T([09 '\,/(X):l)‘

Setst man im oblgen Lemma E:z”%, so ist

~

(7, R) = ' und Y6 —>F" die idjungierte von 'y .

\ £

4,% Lemma: Seien F,G Banachverbidnde und'&h?“——eG

positiv und linear, iien betrachte folgende

Auspagen:

(a) ﬂy ist fast intervallerhaltend

(b) yﬂ ist ein Verbandshomomorphismus

(c) \/ igt ein Verbandshomomorphismus




Zs gilt: (a) ist &quivalent zu (b), und

die drei Aussagen (c),(d) und (e) sind

dquivalent,

(b) ist ein Sonder=

Beweis: Die Folgerung (a)
fall von 4.2.

(p)—=> (a): sei qy':G'———>F‘ ein Verbandshomo=

morphismus,., Angernommen, es gibt X€F+ und y€G+
3 o , ~- . . .
wit yé€i o,y (x)] \\wy(Lo,Ai . Dann existiert eine

abgeschlossene Hyperebene in G, die {y§ und
xy([o,xj) strikt trennt. Ls gibt also y'€G' und
c¢[R, so dass<<\y(z),y'>;<ic < < y,y'> fir alle
ZEEO,X]. Dann gilt:

L+ )

<‘_'\’/<X),y > = < x, '\1/'(37'+)> = < x, '\f/ (y')

+o s
<ec< <y,y'> <y,y' >, was ein Widerspruch

N
>

zu yé[o,qy(x)] ist,
(c)

morphismus ist, so kOnnen wir &dhnlich wie im

= (e): .Jenn \y:F———»G ein Verbandshomo=

vorangehenden Schritt zeigen, dgss flr alle y'EG'+
f\t,v ©,v']) o(F',F)-dicht in [o, q{/'(y')] ist,

Da AY ([o,v']) 6(P',F)-kompakt ist, miissen

die beiden liengen gleich sein.

(e)

(d) = (c): Ist Vv' fast intervallerhaltend,

= (d) ist offensichtlich,

so 1is? '' ein Verbandshomomorphismus

((a)=——= (b)), und daher auchﬂy .



Sind I und F Danaclhverbidnde, so definiert

frllLe= ing {[]S]] [3€87(B,7), 5= o0, +T < 5]
eine liorm auf & (E,F) bzgl. der dieser Raum voll=
stiandig iet., Ist @ ordnungsvollstéandig, so ist
gﬂr(E,F) unter dieser liorm ein ordnungsvollstan=
diger Banachverband.

lMan nennt CO(E+ 8)F+) den projektiven Kegel von

-

5 ® I, Schlotterbeck bewelst, dass es elne
Norm auf E @ F gibt (sie wird p-korm genannt),
so dass das so normierte Tensorprodukt = %)F fol=
gende figenschaften hat: Die Abschliessung des
projektiven Kegels in der Komplettierung =T %>F
von I % P definiert eine Ordnung auf E(% P,

]
bzgl, der dieser Raum ein Banachverband ist. Der

o

Dualraum von I f dist (als Banachverband) iso=

FN

T . . - .
morph zu & (Z,?'), und zwar ist die Isomorphie
tanoniegcli dadurch gegeben, dass man jedem

Pe(E Q)" die Abbildung T (LY (L,P') zuordnet,

~ U
[

die durch <1y,Tf X > = f(x ® y) fir alle x<E,
v£@ definiert ist. Entsprechend kann man (I Q)F)‘
I
. T/ o : Cp . .
mit & (F,E') identifizieren, indem man jeden

\p (R % F)' die Abbildung Sy c LY (P,E') zuordnet,

fiir die gilt: <‘X,Sf,y > = \f(x ® v) fir alle
xX€5L, YEP, TY und L\P sind zueinander adjungiert,
in dem Sinne dass Tp'eoe U, = 3 und Ty = S¢!' o4

’ A G (e
ist,.



|
~
SN

1

ein isometrischer Verbandshomomorphismus, Dann
induzier® ﬂr flir alle Banachverbinde L kanonisch
die lineare Abbildung '\{/® ’IE: B % E——>0G % L.
Sie ist ein kontraktiver Verbandshomomorphismus
(denn ihre Adjungierte kann mit der Dinschrénkungs=

L5 (F,E') identifi=

abbildung ’?& £ (e, E)

ziert werden, die intervallerhaltend und kontraktiv

Anelog zu Satz 3.3 wollen wir dquivalente Bedingun=
gen dafiir angeben, dass ein dualer Banachverbend

(in BY) injektiv ist. Dazu notieren wir zuvor einen
technischen Sachverhalt:

Seien F und G Banachverbinde, und seil

1Y:F*———éG eine positive, lineare Abbildung.

Ist Y intervallerhaltend, so gilt:

[t,/(X), Y(y)] =V

(
(Bs ist niamlich \(([X,y]) = WV(EO, y—x] + x)

= [o, wly-x)] + y(x) = [w(z), wy)].)

[X,y]) flir alle x,y¢F,x=y.

,

4,4 Temma: Seien F,G Banachverbinde uﬂd\r:F———a & eine

positive, intervallerhaltende, lineare

Abbildung. 1r ist gemau dann ein (strikter)

metriscner Homornorphlismus, wenn \y die

rositive offene (abgeschloszene) Tinheits=
Vi - T e a . o oo 7 e -
ltucel vor * auf die positive offene (abge=

schlossene) [Oinheitslugel von ¢ abbilde
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Beweis: Seien U,V die offenen (abgeschlossenen)
Dinheitskugeln von # bzw. G.
Sei \r:F———eG ein (strikter) metrischer Homomor=
phismus, d.h. es gilt \V(U) = V. Da \Y positiv ist,
gilt 1((U+) c V,. Sei y€V_. Dann gibt es x<U mit
Y/(x) = v, Also ist yE[o,\((x+)] = \Y([o,x+]).
Ts gibt nach Voraussetzung X1€[O,X+I mit \y(xq)zy,
d.h., es ist yE\V(U+).
Sel unmgekehrt V/(U+) = V+. DauY/positiV ist,
folgt daraus \'/(U)cv. Ist y€V, so ist |y €V,.

Ze gibt also ein x€U, mit \y(x):iyl. egen

&)

vel-lvl Iyl = [-y(x), wix)]= yl[-%,2])  gips
es X1€[—X,X]CU mit \V(Xq):y’ d.h. es ist yE’Y&U).

AN

4,5 Batz: Pir einen Banachverband E sind folgende

Aussagen &dquivalent:

(1) E' ist injektiv in BV,

(2) Pir alle Banachverbinde F,G mit P < G

bzgl. \r:E“——aG ist

”\f/@ Tgt F % E—>0 % ¥ isometrisch.

(3) Pir alle ,G mit P < G besitzen alle

T¢ LF(P,B') eine Fortsetzung el (a,n1)

miv (] = 7],




U

ir alle P, G nit P & G besitzen alle

—~

o~

N
]
o

e

¢ (P,5') fir alle £> o eine Fortset=
zung TE&fr( ,B') mit ]iTilr < (+e) || T] ],

(5) Pir alle #,G mit P < G besitzen alle

positiven, linearen Abbildungen T:F——>E

flir alle € > o eine positive, lineare Fort=

setzung T auf G mit ||T|] < (

(6) Plir alle #»,G mit P < G bzgl, \/ gibt es zu

jedem T€LT (L, 7') ein P€ L5 (E,G') mit

el = une 1101, (12l

~

r
(7) Pir alle F,G mit P < G bzgl.
T

< 1°
[0]e}
[_).
o
+
0]
[€2]
N
<

jedem T€L (E,P1),

(=1

Z o, mit Yo =1Tund [|T]]| = [|T]

(8) 3eien 7,G Banachverbinde und HJ:G-———>F

ein fast intervallerhaltender metrischer

Homomorphismus. Zu Jjeder positiven, line=

aren Abbildung T:E——F 2ibt es eine

positive, lineare Abbildung T:E—> G'' mit

e\r/vvoT:QFoTund B = [lT] .

Beweis: Identifiziert man (F %>L 'omit S (P,EY)
vnd (G %VE)' mit air(G,E‘), so ist die Adjungierte
der Abbildung \f/@) 150 F % T——>G ® L die Iin=
schrznkungsabbildung ;5r(G,L &5 (Fr,2").
Lussage (7) besagt, dass fiir alle isometrischen
Verbandshomomorphismen \F:E“——éG- (NAQ 1.)" ein

strikter metrischer Nomomorphismus, Aussage (4)

eln metrisclier lomomcrphismuc
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zu (2) dguivalent nach 3,2, Die fLguivalenzen

von (1) und (3) und von (4) und (5) ergeben sich
aus Lemma 4.4, Identifigziert man (Ft% E)' mit
gﬁr(E,F') und (G(% E)' mit ;fF(E,G‘), so ist

(W@ 13)' die Abbildung, die jedem T€ L (B,G')

die Abbildung ‘Yﬂo T ¢ (T,P') zuordnet. Satz 3.2
ergibt die Aquivalenz von (2) und (6), Lemma 4.4
die von (6) und (7). Schliesslich beweist man
unter Benutzung von 4,3 die Aguivalenz von (7) und

(8) genauso wie in (3.3) die Aquivalenz von (4)

und (6),

Die Aguivalenz von (1) und (3) in Satz 4.5 gilt

nicht nur fiir duale Banachverbande:

4,6 Batz: Sind E,FP,G Banachverbande, E ordnungs=

vollstédndig und P < G, dann sind folgende

beiden Aussagen dquivalent:

(a)

u jeder positiven, linearen /bbildung

(SN

]
7T

L(7,5) gibt es eine positive, lineare

brm
- .

Portsetsung 17 &(G,2) mit ||T]] = ||

(b) Zu jeder regulédren Lbbildung T¢ 5 (7,T)

Zum Bewels wende man 4,4 an,



lian nennt einen Banachverband, der eine der &qui=

valenten Bedingungen von Satz 4;6 erfuillt, d-projektiv
in BV.
Lhnlich wie in BR gibt es jedoch ausser dem Kullraum
keinen Bangchverband E mit folgender Eigenschaft:
Sind F,G Banachverbinde, und ist LP:G-———+F
ein intervallerhaltender metrischer Homomor=
phismus, so gibt es zu jeder positiven Abbildung

T¢ed (L,F) eine positive Abbildung T¢€ ¥ (E5,G) mit

Yol = T und ||T]] = [|T]].
Das im Kapitel 3 fir den analogen Sachverhalt in BR
angegebene Gegenbelispiel gilt auch fir diesen Fall,
da die dort definierten R&ume F und G Banachverbin=
de sind, und die Abbildung\f positiv und intervall=
erhaltend ist.
lan sieht Jedoch genauso wie in Kapitel 3, dass
jeder Raum E :,€1(A) folgende Eigenschaft hat:
Seien F und G Banachverbinde, gf:G—~—*F ein inter=
vellerhaltender metrischer Homomorphismus und
T: E—>F eine positive, lineare Abbildung.
Dann gibt es fir alle £ > o0 eine positive Abbil=
dung M€ & (E,G) mit kFOT = Tund ||T|]| < (+g)l|T] ],
Diese Eigenschaft kennzeichnet jedoch in BV nicht
die RBume vom Typ,@T(A), de auch ¢ sie besitzt, wie
man sicli leicht liberlegen kann.

Viir wollen zum Schilusg dieseg Lapite

-
i

g rnoch ein
beweisen, dasz das p-Tensorprodukt als Losung eines uni=

versellen *roblems charakfterisiert;



—4 6=

S »

4,7 Lemma: Seien E,F,G Banachverbinde, und seil
X :ExP ————F % P die kanonische bili=

neare Abbildung, die durch X(x,y):= x Q@ ¥

definiert ist. Zu jeder bilinearen, posi=

tiven Abbildung b:ExXF ——>G gibt es genau

eine positive, lineare Abbildung

1

T: 5@ P ———>06mit [|T7]] = [[b]], 80

dass To X = D,

Beweis: Sei b:IxF—>G bilinear und pogitiv. bann

gibt es genau eine lineare Abbildung S:Z @ F—> G

mit S ex = b, 3 ist positiv bzgl. der durch den

W

rojektiven Kegel auf I ? definierten Ordnung.
je]

stetig ist und die

w2

Es bleibt zu zelgen, dass

wn

gleiche Norm wie b hat. Dann nédmlich besitzt

Qy
}_J4
D

eine normgleiche Fortsetzung auf E(% 7, die
Behauptung erfiillt,

Sei z'€G', dann ist z'eb £@B(L,F). Da z'eb poui=

1

+ 9
tiv ist, entspricht z'e b kanonisch einer Abbil=
dung aus &f (E,F'), der wiederum ein Element

LFE(; %)F)‘ mit gleicher Norm entspricht, Dabel

ist \f(X ©v) = z"(blx,y)) fiir alle x€E, yiF,
Te ist also %’= 7' 3 und
sup{ IZ'(b<X9y)H ‘Xﬂ’—}o’ HXIi <71, !iy:} < 1)

sup{ |z'(3(w))] |u€E %)F, lui . < 1}. Daher gilt:



Lipl] = sup{ 2" (b(=,y))| |x,y20, | x|{i%1, |lyl]
216G, ||zt

j s - + [
= sup{ jz'(5(u)) |uEL @7, 1|u!]p£1, 7' €G

Korollar: Das p-Tensorprodukt ist assoziativ, das

heisst: Sind E,,B.,5. Bbanachverbande, so ist
'19495 b

7 % (E2 % B.) isomorph zu (31(§ EZ) %)55.

_J/’ 3
Beweis: BSei H,:= E, ; (=, % E3> und
1= (I E,) &L g : B, xB,xE :

(i=1,2) die kanonische multilineare Abbildung.
Dann erfiillt sowohl <H1’;K1) als auch (HZ,;KQ)
das universelle Problem:

Plir alle multilinearen, positiven Abbildungen

m:E1ngxE5 —> G (G Banachverband) gibt es

genau eine positive, lineare Abbildung T:Hi———e G

4

(i=1 oder i=2) mit X.°T = m und |[T|| = [|m|].

s50lche Objekte sind eindeutizg in BV,

Dieses Lorollar wird in Kapitel 5 Anwendung finden,
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5 . Eapitel

In diesem Kaepitel werden die injektiven Banach=
verbdnde untersucht, Es wird sich zeigen, dass die
I'lasse der injektiven Banachverbénde grtsser ist
als die der injektiven Banachriume: Ordnungsvoll=
stédndige Al~-RZume mit DTinheit sind injektiv in BV,
aber auch AL-R8ume, In einer systematischen Unter=
suchung wird amnalog zur 'bin&ren Durchschnittseigen=
schaft' filir Banachriume (2,6) eine Durchschnitts=
eigenschaft fiir Banachverb&nde angegeben, die fiir
endlichdimensionale und duale BanachverbiZnde zur

Injektivitét Zquivalent ist.

5,1 fSatz: Jeder ordnungsvollstidndige AN-Raum mit

Einhelit ist injektiv in BV,

Jir wollen dreil verschiedene Beweise dieses 3atzes

angebern:

1.Beweis: Sei L ein ordnungsvollsténdiger All-Raum
nit der Zinheit e, Seien 7,6 BanachverbiZnde, mit

T

S Gy und T:F—— 1 eline lkontraixtive, positive,



Bewels: Ist E ein ordnungsvollstandiger AM-Raum

Beweis: Als eine Folgerung des Fortsetzungssatzes

lineare Abbildung, 2Sel p:G——>E die Abbildung, die

durch p(y):= ||y ||e fir alle y¢G definiert ist.
iet sublinear, und es gilt p(y) = o fiir alle
b ’ & Py

v€G, ¥y < o und Tx << p(x) fir alle x€F, Nach 2.2
gibt es eine lineare Abbildung T:6——E, die T fort=
setzt und Tiir die gilt: Ty < p(y) fiir alle y€G,

Sei y = o, dann ist Ty= -T(-y) > -p(-y) = o,

. L - - + ..
d.h. T ist positiv. Wegen Ty < ||y ||e fiir alle y¢€G

ist T kontraktiv.,

mit Tinheit, so ist & (F,B) = &(F,E) fiir alle

Banachverbinde P, (Sei nimlich 7€ §(P,B) kontraktiv, Fir

x€F, ||x|| <1 ist dann Tx€[-e,e]. Daher existiert
fir x€T |T|x = sup{Ty|y€[-x,x]} < [o,e],
und es ist [[T[], £ 1.) Da B in BR injektiv

ist, folgt die Behauptung aus 4.6.

von Bauer-Namioks (3chaefer (2): II 4.,6) sieht man
leicht, dass ﬂl ein injektiver DBanachverband ist
(Schaefer (2): IT 5.6)., ©Sei E ein ordnungsvoll=
sténdiger Al-Raum mit Einheit., Nach 2,710 kann
man B mit einem Raum C(Y) identifizieren, wobei

Y kompakt und stonesclh ist, C(Y) ist ein Banach=

00
unterverband von £ (Y)., Da C(Y) in Bx injektiv

o
ist, gibt es eine kontraktive Projektion von Z?(Y)
auf C{Y), die nach 2.7 positiv ist. Da ﬂ? in BV

o
s aucb,€7(f) (1.2) und somit

4]

irjektiv ist, diot

auch — = C(Y) nach 1.5.




Mo

Jeder n-dimensionale archimedisch geordnete Vektor=
, . ‘ n . N
verband ist isomorph zu [R~, versehen mit der natirs
lichen Ordnung (Schaefer (1): V ex., 21(a))., Somit
. . . . ! n
ist jeder n-dimensionale Banachverband zum [R
. . ] o ) n
in BV isomorph, wobei man annehmen kann, dass /K
so normiert ist, dass alle Einheitsvektoren die Norm 1

haben,

.2 TLemma: Jeder endlichdimensionale Al-Raum ic?t

1

injektiv in BV,

Beweis: Aus dem oben Gesagten folgt scfort, dass
. . . T ] .
jeder n-dimensionale AL-Raum zu £ (n) isomorph
ist. Seien ,G Banachverbinde, F < G bzgl,

yiF——3G, und sei T:P—>p (n) positiv, vann

gibt es X{, Xé, ..,Xﬁ GFL, so dass
Tx = (<;X,X{ >, ...,<ix,xﬂ_>ﬁ fiir alle x€F,
Mo 3 I | —_ o [ N g - S i ,l ! — ]
s gilt ||T|[ = sup{z < x,zi_/ X€F+, lxl) < 1
-l i=1 n
= ||‘§ Xil . Seil X':ZZZ:Xi.
i=1 i=1

Da K ein injektiver Banachverband ist, gibt es

yresy mit ' (y) = x' wnd [lyrl] = flxtl] o= (o))
bea di

e Abbildung qf':G‘———éF' intervallerhaltend
ist, gibt es yié[o,y'] mit 'Y'(y{) = xJ. Bs ist

Xz'éLo,x'—X{j = [O,ﬂr‘(y‘—’{>} = NV'C[O,Y'—Yil)-

i - 3 - - ] L / THE A

aher g£ivt es yl€ o,y'-yj] mit '*ﬂ\yé) = x}. TEhrt
2 J

marn 50 I ‘)I'T H S0 eris L_\ ar :?I 9 Z‘T'\ b LY ;\; ‘x _I,_



[l

il
I

n
wit

i

yi=y' und N/(yi) = x; fiur alle 1.
i=1

Man definiere Te¥ (G, Xﬂ(n)) durch

T(y):= (< v,y >)i fir alle y€G, Dann ist T > o,

und es gilt Y’*’T =T und |[T]] = [|y']] =|[x"]]

ey

Lemma: Sel X ein total unzusammenhingender, kom=

W)
.
\N

pakter Raum., Dann gibt es eine gerichtete

Pamilie {B, , « €A} von endlichdimensionalen Un=

terverbianden von C(X), so dass C(X) = U B,
(>4

Bewels: Sel A die lienge der endlichen Zerlegungen

L1

von X in offen-abgeschlossene Teilmengern, A ist

gerichtet bzgl., der Ordnung: & g;ﬁ e
3 verfeinert & . Sei L, die lineare Eiille von

i)ﬂ;, GEX {, wobei >(O die charakteristische ifunk=
tion von O bezeilchnet, Ly ist ein endlichdimensio=

naler Unterverband von CG(X), und die Pamilie

{Eu ,XE€A| ist bzgl. der Inklusion gerichtet, Is
gilt LuJ B, =C(X). (Sei némlich f€C(¥) und £> o,

dann gibt es zu Jjedem x€X eine offen-abgeschlossene
T e T K| . 0(*1 L0 e + r T Id }rC-U
lenge Uy, so dass f(U_) ¢ [f(x)-¢ ,f(x)+g [ und xcU,.

Da I kompakt ist, gibt es Xq9...%_, so dass

il
{U_ , i=1..n) I lberdeckt., Lei o<={0\), v=1,.m €L



¥an sagt, dass ein Banachverband £ die Iigenschaft

(P) hat, wenn es eine positive, kontraktive Projek=
tion von E'' auf ® gibt. Jeder ALlL-Raum hat die Zigen=
schaft (P), (da er ein Band in seinem Fidual ist,)

und alle dualen Banachverbidnde haben (P), (Man betrach=
te (QF)', falls I=F',) Ist T ein Banachverband nmit

T

(P), und ist E'' injektiv, so ist es auch E nach 1.3.

5.4 Batz: Jeder AL-Raum ist injektiv in BV,

Beweis: oei L ein AL-Raum., Nach der obigen Bemerkung
reicht es zu zeigen, dass L'' injektiv ist., Der |
Raum E:= L' dist ein ordnungsvollstéandiger ANM-Raum
mit Tinheit, also isomorph zu einem Raum C(X),
¥ stonesch, Nach 5.3 gibt es eine gerichtete Pamilie

By o XA} von endlichdimensionalen Unterverbéns=

s

den von L, so dass E = \J/E“ . 3Jel A geordnet
>4

durch die Beziehung: a<;@<:::$>Ea < g . E indu=

ziert eine l'~Norm auf E, , somit ist Ej ein end=

lichdimensionaler AlL-Raum, also injektiv nach 5,2.

-

Sed T:% B : T, X< ie na=
Seilen Lo(. N und gﬁ.d—e/s}a\[&, die na

turlichen Einbettungen., 5ind F,G zwel vorgegebene
Barachverbinde mit F < G und TG;f(F,E‘) eine posi=
tive, kontraktive Abbildung, so gibt es fir alle

XEA eire positive, kontralktive Abbi1GUﬂg.%(E&f<G,qN>

mit z;oT = T Jir veréndern T, so, dass

LD(IF.



N
N

' e T, =T, , falls o<</5,

S5ei W ein Ultrafilter, der feiner als der selktions=
filter von A ist, Da die Iinheitskugel von

£LT(e,2, ) bzgl. der schwachen +-Operatortopo=
logie kompakt ist, konvergiert dasg Netz

{T % o T, , X< A fiir diese Topologie bzgl. UL gegen
eine Abbildung TXE¢%ﬁG,f&). Wir schreiben

Ty = 1lim g ogs. Es folgt leicht, dass T, positiv

wep,nn f
und kontraktiv und eine Fortsetzung VOB&Q%T ist,.

Be gilt g{;oﬁﬁ/} = T, fira< f
Da nimlich die Abbildung gr(G,Eﬁ') — (6,8,
die jedem Sé&fr(Glgg) die Abbildung g%as zuord=
net, schwach ¥-stetig ist, gilt:

Z@oT = bﬂ“@a%ﬂ %:r%%t M%::@.

Sei y€G, Indem man Jjedem Lﬁl < x,T v > zuordnet,
definiert man eine Linearform auf %/E& von

Thre stetige Fortsetzung auf = nen=

Norm < | | 7|

nen wir Ty, Damit ist eine positive, kontraktive

Abbildung T¢ Xﬂ( ') definiert, fiir die gilt:

T =T,

Sel ¥ ein Banachverband und X'ED;. Sei
- { P ' ' - . - . .
Fi= {x€E|<< |x|,x'> = o} das Nullideal von x'. Die Norm
P - s .
P+l )= << |x|,x'> fir alle %€E macht E/N zu einem nor=

mierten Vektorverband. Wir bezeichnen mit (IE,xz') seine

Vervollsténdigung und mit j_,:E—— (E,x') die
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T

=
on
].._l
'__1
-+
Q.
£
)
=

Quotientenabbildung. Mur

Ked
e

1~ (

,x'>, (Z,x') ist also ein AL-Raum,

i ()] =< =

Sei Ti= || O(E,X').(U Zinheitskugel von I). Die
X'€U+ :
Abbildung j:E——F mit j(x):= (

(X))X,EUS ist

Jy
ein isometrischer Verbandshomomorphismus, d.l., es

gilt < E bzgl. j. Zu jedem Banachverband haben wir
somit einen injektiven Banachverband T konstruiert

A

mit © << B, Damit ist gezeigt, dass die drei Aussage

von 1.4 in BV &dqguivalent sind.

e

Definition: Zin Banachverband L het die Eigenschaflt

(}1), falls gilt: Ist (Xd)xﬁf eine gerichtete
— L4
Familie von positiven Llementen in E mit

{
i
|

! .o . .
Xo| | < 1 fiir alle x€£4, so existiert

sup x,, und es ist ||sup x| | < 1.
o o P o

Die Zigenschaft (P1) ist schwicher als (P), denn
es gilt offensichtlich:

., Jdeder duele Banachverband hat (Pq).

2., Ist G ein Banachverband mit <P1>’ P < G, und
gibt es eine positive, kontraktive Frojektion von
G auf F, so hat auch F die Tigenschaft (Pq).

Wir wollen fiir das IFolgende vereinbaren, dass

3]

#,G immer banachverbande bhezeicimnern miT < G, Cinc

~

, & vorgegeben, so sagen wir:

Fzj
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Ein Banachverband E hat die (F,G)-fortsetzungseigen=
schaft, wenn fiir jede positive Abbildung T € &(F,EB)
eine positive Fortsetzung T von 7 auf & mit gleicher

Norm existiert.

£,5 Lemma: Sei E ein Banachverband mit (P1). Dann

-

hat E die (7,G)-Portsetzungseigenschalt,

~

wenn P ein Ideal in G ist, us gilt ferner:

Tst 7€ L(FP,2) eine positive, kontraktive

Lbbildung, so wird durch

Tr:i= sup{Ty|y<[o,x]nF{ fir alle x€G, eine

positive, kontraktive Fortsetzung von T defi=

niert, Sie ist die kleinste positive Fortset=

zung von T,

Tx:= sup{Ty|y€|lo,x]n?| und es gilt ||Tx|| <||x||.
T ist also auf dem positiven Kegel von G definiert
und dort positiv homogen und additiv, da F ein
Ideal von G ist. lian kann T also auf ganz G fort=
setzen, und T hat dann die gewlinschten Ligenschaf=
ten: 0< T, ||T|] <1 und T]F =T,

Iet 5 eine andere solche TFortsetzung von T, sc

£ilt fir yélo,z|n? (x€6G,): Ty = 3y < Sx und somit
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ei © ein Banachverband mit (PT)' Wir wollen eine

[62]

Bedingung dafiir finden, dass E die (F,G)-Fortsetzungs=
eigenschaft fiir Banachverbinde F,G mit dim(G/F) = 1

hat.
1.fall: P ist ein Ideal in G. Dann hat E die (?,G)-
-Portsetzungseigenschaft nach obigem Lemma.
2,2ll: F ist kein Ideal in G, Dann gibt es g€G\F,
so dass mindestens ein u€lF nmit v £ und ein veEr mit
v > g existiert, sel TéaﬂﬁyE) positiv und kontraktiv.
Jede lineare Fortsetzung T von T auf G ist durch
ein z€E durch T(x+tg) = =x + tz fir alle xeP, t¢(R
cegeben, und jedes z€X definiert auf diese Weise
SR ’ J
eine fortsetzung von T, llan sieht leicht:
1., T ist genau dann positiv, wenn z€ /ﬁ\ {Eu,Tvl.
ué&

. =g=v
2, Ist T positiv, so gilt ||T|| << 1 genau dann,
wenn z€ //\ K(Tu, | |g-u| | )nk(Tv,]| |v-g|]|).

ufg<v _
(K(w,r) sei die Kugel in T um w mit dem Radius réﬂ?+)
Insgesamt ergibt sich:

T ist positiv und kontraktiv, genau dann, wenn

Wegen (P1) existieren x:= sup{Tu|u < g und

vi= inf{Tvig < v), und es gilt:

0

i i B | e . .
x-Tu| | < ||g-u|| fiir alle u mit u < g und

fir alle v = g,

. . ( o . .
Definiert man {F(x,,r,), €| als die Familie der

Tugeln L(Tu,||g-ull) mit u << g, und

ilxkﬁ,sk), £F; als die Pamilie der lugeln
R ) (I Py . . oo NP e
P(Tv, | |v=g|!) mit £ < v, so erfillt das Sysiem



x, y) folgende Bedingungen:

Ix(l 0<€’ ’ L—(.J/s’ /5>/L cEB?

1. X< X <YV < 3(75 flir alle x€4A, /5€B
2. K(x,,z, )nK (yp,s(b) + £ fiir alle €A, B€B
3. "E/ﬁ\{ (xx,1y) und yE/ﬂ\ v ,%4)

KA (EB

Definition: Ein Banachverband I hat die Eigenschaft (0),

wenn fur jedes Cystem von Lugeln in E

(Gt ot cnr_E(s18p) s y), das die obigen

Bedingungen 1.,2. und 3, erfullt, die Menge

//\([y,yjnl(Ax,r )nL(3ﬂ,s )) nicht leer ist,
“f

Wir fassen die obigen Uberlegungen in einem Lemme

zusammen:

5.6 Lemma: Hat ein Banachverband E die Eigenschaften

(Pj) und (0), so besitzt I die (F,G)-Fort=

setzungseigenschaft flir alle F,G mit

dim(G/F) = 1,

inders als bhei dem entsprechenden Froblem in der
llategorie der Banachriume {vegl. Beweis von 2.3)

lann man in 3V aus der (P,G)-Portsetzungseigenschaflt
fiir den Fell dim(G/P)=1 noch nich®t die Injektivitit

ineg Banechverbandes folgern: Ein Schluss mit dem



Zu (7,G) existiert ndmlich im allgemeinen kein
Banachverband P, mit F< F, < G und dim(F1/F) =1,
(Man nehme z.B, fiir G den Raum C[o,1] und fiir F den
Unterverband der konstanten Funktionen in 0[0,1].
Dann gibt es keinen endlichdimensionalen Untervers
von C[o,1] mit F <Py und 7 + F1)

band F1

5.7 Lemma: Seien F,G Vektorverbénde, F < G, dimG =

Dann gibt es Vektorverbinde Fj, P i) S0

m-12?

dass P. < .

3im( P /B = U
5 4 und dim(F ) 1 fir

i+1/ 71

i=04y...m-1, wobel FO:: F, Fm:: G.

- : : - . < n
Beweis: Da dimG=n, ist G als Vektorverband zu [R

isomorph,
1.FPall: P ist ein Ideal von G. Dann gibt es

1 m

Ic{1,...n}, so dass F = {(Xi)1éiéD§[RFW x;=0 fiir if

Daraus folgt die Behauptung.
2,Fall: F ist kein Ideal in G, Dann gibt es eine

T R v | Iz 1 7> =
Basis {¥qee.yy,) von & mit 5320 und yj/« yj, 0

fir j,j'€{1...m}, J # j'. Da P kein Ideal in G ist,

gibt es jo, so dass y. = a+b mit a,b > o, aAb =
0
Wihle F,= lineare Hiille(F,ia}). vann ist 7 < Py

A

und dim(F1/F) = 1., Die Behauptung folgt nun aus

7. und 2., durch Induktion.

OO

G



5.8 Lemma: vei £ ein Banachverband mit (0), Dann

hat E die (F,G)-Fortsetzungseigenschaft,

wenn dimG <09,

Feweis: 1.0all: P ist ein Idegl von G, Dann ist

oL
r

" ein Band, und es ist G = P + . Man kann

jede positive Abbildung T¢ &(7#,o) durch o auf &t
positiv fortsetzen,

2.Fall: I ist kein Ideal in G, iegen des vorange=
henden Lemmas konnen wir annehmen, dass dim(G/F) = 1,
Sei T€ $(7,E) positiv und kontraktiv. Sei gEeG N T,

so dass {u€flu< gj # & und {v€Flg < v] = &,

Man definiere: u,:= sup{uéP|u < g und

vV, i= infivEF]g <L Vi, UqyVy existieren, da F end=

y
lichdimensional und somit ordnungsvollsténdig icst.
Sei x:= Tu, und y:= Tv,. Dann erfillt das Svstem
K(Tu, | |g-u K(Tv, | |v-g||] Xy, ¥
{Z( 91.5 ")uég7 ( 5" g’l)gév’ y VI
die Voraussetzungen von (0). Somit existiert

7€ [x,y]ni(Tu,||g-u| | )nk(Tv,||v-gi|). Durch

uEgLy

T(x+tg):= Tx + tz fiir x€P, t€[R wird eine positive,
kontraktive, lineare Fortsetzung von T auf G

definiert.

Piir einen Banechverband E ist (0) zu folgender

Tigenschaft (0') &quivalent:

Q

(T



(0'): BSei {(uﬁ,rd)déﬁ, (WS’%G)ﬁEB’ w| eine Pamilie

’Sﬂ € /R, fir alle « €L,6€3,

-

mit u wEE und
ol ’ €“+

R

'
so dass gilt:

< r, fir alle «fA,

|(Vﬁi| <;§A fiir alle /GEB,

v+, +w| | <z, + s, flr alle x€A, AEB,

x T

Dann gibt es W1,W2€E+, so dass w = W+,

und | [y +w, || <z, fir alle «€4,

I,

A +W2l | <'s, fiir alle 8¢B,

/b

(Um das zu beweisen, betrachte man die Relstionen:

Upg = Z=Xyy Vg = J =¥, W = y-X.

(0) =—— (0'): Ist {(u«’r“>a€A’ (Yé’%a>ﬁ€B’ W j

gegeben, so erfiillt das durch die obilgen Relationen

System {K(X“,QX)MGA, K(Xﬂ’%°)pEB’ X, v} mit x:=o

die Voraussetzungen von (0). Setze: Vi 3= 2=X unad

2

(o) =(0): Ist umgekehrt

{£<Xx’rd)«eA’ K(yﬂ’SﬁJﬂEB’ x, v| gegeben, so erfiillt
die durch die obigen Relationen definierte Pamilie
{(ux,rd)deﬂ, <W&’SA%GEB, w| die Voraussetzungen von

(0'), Man setze z:= X+W1.>

5.9 Batz: Jeder Al-Raum hat die Eigenschaft (0),

Hewels: Sel 1 =in AT -FRsum und T r ) ) {~r o ) 1
HBewelg: »0e in Al-Raum und “luﬁ‘d/xégﬁ \.ﬁ,kﬁ,ﬁgE,x)



eine Pamilie, die die Voraussetzungen von (0')

er

ullt, Dann gilt:

I

Lwl| + [§Vﬂ{] - S, < - | |u,l| fir alle x€h, pA€R,
Ty | Ju,l| = o filir alle x€A und

|]W3|[ - 84 < o fiir alle 4€¢B. Daher ist

sup{o, [[wl| + |[ve || = sy} <infi{[|wl], 5 = [lu,ll].

Wahle téﬂ{ zwischen diesen beiden Zahlen und setze

woi= t w/||w

1

(Piir w=o0 setze W,

=0 und W2=o.)

| und wyi= w - wy, falls w # o.

Korollar: Jeder injektive Banachverband hat (0),

Beweis:

bzgl,

Ds ist leicht zu sgehen, dass (0) invariant

Troduktbildung (in BV) ist, und dass die

Eigenschaft von einem Banachverband & auf einen

Banachunterverband I von B iibertragen wird, wenn

es eine positive, kontraktive Projektion von &

auf E gibt., Die Behauptung folgt nun daraus,

sich jeder Banachverband als Banachunterverband

eines Produktes von AL-Riaumen auffassen lasst,

(Bemerkung nach 5

5.70 Satz:

I4)

b
AY)
s}
m
(@]
=
<
@
[
o
QO
=
Qu

mit (0O) (fiir den

Sedl U die Linheits=

mexinelern:

der

itonvez,




w1, w2 = 0 mit W1+W2 = W, so dass

Aw + wo || <hund [[(1-M)v + w| | < (1-0),

Also ist [|u + w, /Al <1 und ||v + w,/(1-M)]] < 1.
Daraus folgt wegen der Maximalitidt von u und v:

W, = W, = 0, Widerspruch zu w > o,

Korollar 1 : Sei I ein Banachverband mit strikt

monotoner Norm, VWenn I die Eigenschaft (0) hat,

(fiir card £ = card B = 1), ist ® ein AL-Raum,
Beweis: Bs ist M = {x€E_| [|x[]| = 1]. Da N konvex

ist, gilt fir alle x,y > o:
Gevy) /(L ] +rl 1) = 2 /]
wobei A = |lx||/(]

=+ 1yl

X

x|+ (1=0) v/ |yl] €,

x| |+ |yl|). Daraus folgt:

| Py ||

Korollar 2 : Ist E ein injektiver Banachverband mit

strikt monotoner Norm, so ist I ein AlL-Raum,

Insbesondere sind die hdume I = Lp(ﬁ), 1< P<ooy, NUT

dann injektiv, wenn dim E = 1 ist.




Wir haben in 5.8 eine Bedingung fur einen Banach=
verband E gefunden, die die (F,¢)-Portsetzungseigen=
schaft fir alle ©,G mit dim G << ®© gzur Folge hat.
Das Hauptanliegen dieses Kapitels ist es, zu zeigen,

dass schon aus dieser Ligenschaft folgt, dass I

injektiv ist, wenn E dual ist.

Wir nennen einen Banachverband F polygonal, wenn
es endlich viele Elemente XiEFL, i=1...n, gibt,

, i | - ..
so dass |lx|| = max < |x|,x! > fiir alle x€F.
| | l - |9 i

i
Das folgende Lemma zelgt, dass man die lvorm eines

endlichdimensionalen Banachverbandes F durch eine
dguivelente Norm approximieren kann, bzgl. der

P polygonal ist.

5.117 Lemma: Sei F ein endlichdimensionaler Banach=

verband., Zu Jjedem E£> o gibt es

XiEFL, i=1,..n, so dass

(1-¢e)||xl| < max < |x
i

alle x€PF,

Beweig: S5el U die Dinheitskugel von F, und sei

; -0 2 . J 4
OL:= 1ACU+I L endlich|., (L ist gerichtet bzgl, der

. . . - [ ! i
Inklusion, Da dim F < 00 , ist E:= {(x€PF| ||x||=1]
kompakt. Jei f,(x):= max = |x|,x'> fir alle xf€L,

- x'EL

" [ )

Dann ist (L L€ QL) eine gerichtete Teilmenge
vor C(Y) mit sup f£.(x) = 1 fir alle x€Il,
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Kach dem Satz von Dini gibt es zu jedem £ o0 ein

A€, so dass 1-£< fﬂ(x) < 1 Tiir alle €K,

Somit ist (1-¢ ) < max < |x|/||x!|, x> <1 fir

alle x€F, xfo.

5,12 Satz: Sei E ein Banachverband mit der (F,G)-

-Portsetzungseigenschaft fir alle F,G mit

dim G <<, Dann gilt:

Sind P,G Banachverbinde mit F < G und dim " <00,

so besitzt jede positive Abbildung T¢ &(F,E)

zu jedem £ > o eine positive Fortsetzung

Te X(6,8) (von endlichem Rang) mit

T < (s e[l ],

Beweis: Jei T¢ & (#,B) positiv und kontraktiv., Pir

~

alle £ >0 gibt es nach 5,11 x%,...xﬂ éF;, so dass

(- &) ||| <max < |x|,%) > € |iz|| (x€B). Duzen
| 1€i2n *
%iX{io:= max < |x|,x! > wird auf P eine Verbands=
1£i%n -

norm definiert. Wir bezeichnen I unter dieser Norm

mit FO. oeil T F———éFO die Identitadt., Is gilt

|

| A _1; -
Tl <tund || 7 < 1/(-€).

Sei ?O:z l } (F,Xi) und j: P ——F_ die natirs
i

liche Binbettung (siehe FBemerkung nach 5.4).

~

Denn ist 7 < T bzgl. j. Da FO injektiv ist, gibt

R

€s eine positive, lineare Abbildung ST: G — o

1
i

=
]
A
=
il
1
o
-
i
o
)
z)
—
/'
\
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Da FO endlichdimensional ist, gibt es nach Voraus=

stzung eine positive, lineare Abbildung 52: ?O——~—9
1 ~ | |

mit TeT = 5,¢ J und aiSZil < 1/(1-¢).

T = 32°S1 ist eine positive, lineare Fortsetzung
von T mit ||T|] < 1/(1-¢).

7um Bewels des Hauptsatzes dieses lapitelis benc=

(%l
.
)

tigen wir eine Folgerung volL
sel I ein ordnungsvollstidndiger Banachverband mit
quasiinnerem Punkt., Dann gibt es eine gericlitete

FPamilie {Ey, €A} von endlichdimensionalen Unterver=

badnden von &, so dass E = &g D o

(Sei nidmlich u€E+ ein quasiinnerer Punkt von =,
Dann gibt es einen kompakten, stoneschen naum I,
so dass C(X) zu Eu isomorph ist. Durch den Isomor=
phismus wird ein stetiger Verbandshomomorphismus

j: C(X) ———> E induziert., Nach 5,% gibt es eimne

serichtete Familie {E x €4A¢ von endlichdimensio=
o o«

-

nalen Unterverbdnden von C(X), so dass C(X) = U E..
&

Setze Ey: = J(Fy). Dann gilt:
vo= 3(UF,) o 3(UE ) =E = E.)
gg N . Efj w/ 2 I u

5.1% Satz: Sei I ein dualer Banachverband, Hat I die

(F,G)-Fortsetzungseigenschaft fir alle 7,5
mit dim G <00 , so ist L injektiv,
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Beweis: Nach 1.4 reicht es zu zZeigen, dass es Ifiir
alle Banachverbinde G mit Z « G eine positive,
kontraktive Projektion von G auf Z gibt.

1.Pall: E besitzt einen quasiinneren Punkt.

A}

™

Dann gibt es eine gerichtete Familie {E,, «

von endlichdimensionalen Unterverbanden von E,

so dass U E,= E. Wir bezeichnen mit ¢ :E,——>E
die ngtlirliche IEinbettung fir o €A, Da T ein

dualer Banachverband ist, gibt es nach 5.12 und 4.5
fir alle x€A eine positive, kontraktive Abbildung
1(655(&,4) mit T«IE T,. Da die Dinheitskugel
von &f (G,E) bzgl. der schwachen x-Operatortopo=
logie kompakt ist, gibt es ein Teilnetz von

{Tys x€L), das in dieser Topologie gegen eine
Abbildung T¢&(G,E) konvergiert, T ist positiv

und kontraktiv, und es gil? W;E = 13.
2.,Fall: T ist ein beliebiger duvaler Banachverband,
Mir jedes y > o 1ist E; ein ordnungsvollstidndiger
Banachverband mit quesiinnerem FPunkt. Nach Tzall 1
gibt es filir alle y > o eine positive, kontraktive
Abbildung Tye;é(f ,E), so dass T y|E die kanonische

~ i

Einbettung von Ey in © ist. Da {E;, y > o eine

-

gerichtete Familie von Unterverbinden von = ist,

mit U/ L, = E, kann man genauso wie in
¥y >0 J

Fall 1 auf die bxistenz einer positiven, kontrak=

tiven ~bbildung T€&(G,7) mit T . = 1. schliessen
| =

]



Korollar: Ein duesler Banachverband ist genau dann

injektiv, wenn er die Eigenschaft (C) hat.

Es s0ll nun die Frage beantwortet werden, ob der
Bidual eines injektiven Banachverbandes auch injektiv
ist, Dieses Problem ist schwieriger als das entspre=
chende in Bk, denn die injektiven Banachréume sind
genau die ordnungsvollstédndigen AM-Riume mit Einheit,
Deren Bidual ist natliirlich wieder ein solcher Raurn,

Wir benutzen im Beweis des folgenden Satzes, dass
ein endlichdimensionaler Banachverband genau dann
polygonal ist, wenn der positive Teil seiner Din=
heitskugel endlich viele Extremalpunkte besitzt, was

nicht schwierig zu zelgen ist,

5.14 3Satz: 3eien I und F Banachverbiénde, F endlich=

. . . r, .
dimensional, Dann ist ¥~ (F,Z)'' isomorph

cu T (F,E).
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LT (P,2'1) isomorph zu (g1 )"

<+
n
3
L]
¢
Q
e
@M
]
O
},_l
O]
ot

mn

versehen mit der Norm:

n
I}(X"...Xﬁ')}’ = sup { lzz:h.}xi']]i, (A4 €u_J.

. n . . ,
isomorph zu (E'')", versehen mit der Einheitskugel

wO°, (Dabei sind die TPolaren bzgl., der Dualitét
n
I T.ﬂ‘n\ 3 ! ~ = <« T o>
< I, (B') >, mit <i(xi)i,(xi)i > E;; < xy,x!
.. n e -
fiir alle (Xi)iEE , (Xi)ié(g‘) ,
bzw, <1E')n,(E")Q> genommen, )

1,Fall: F ist polygonal,

Sei (A )i€U+ fest, Nehmen wir o,B.d.A, an, dass

i
hi > o fiir i=1.,.,.m und Xi = o fiir 1 >m, o< m<n,.
n
R r n [
Sei W, := i(xi)i€B [ ]1£§%Kilxilll < 1.

Wie man leicht durch Nachrechnen sieht, ist

1S = {(x]),€(B) x] = o fur i > m und H_}Z |x2 /Al ]€1]

Daraus ergibt sich durch Rechnung:

.00 ¢ n . n !
700 = {(x11) (B )T 'i;}‘iixi'if\ < 1]
i=
s ist nun
Vo= /f\ Wy, = /ﬁ\ W, . Da F polygonal ist,

U B
ist Dxt(U,) endlich, Also ist

T - P O w: O . . A
70 = 3o \v/ L = co \v/ Wy e (Die zweite Gleichung
AebxtU, AeExt Uy

gilt, da die konvexe Hliille von endlich vielen kom=

pakten Mengen lkompakt ist.,) Und damit ist

o .00 00
790 = f\ Wo o o= /\ WyT o=

AeExtU, " AET

n
{ 1 oY N T T e ~117 /) T
L) ez )T D rotzitpl <1 fur elle (K ) €T
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2,Fall: F ist beliebilg.

Der Isomorphismus zwisclken (E™)'' und (E'')"
induziert einen Verbandshomomorphismus

o LE(FE) —— XF(F,E"). Zu zeigen ist,

dass cp isometrisch ist.

Zu jedem £ > o gibt es eine Norm ]I__|]£ auf P,
so dass Eé:=(F,{l._{|£) polygonal ist und
(1-g)] |x]| | <;\|Xﬁi£ < |1x|| fiir alle x€F (5.11).

Sei T: F—>Tg die Identitdt, Vir wollen { als
Abb{ldung VOD.¢$r(Eé,E>" nach <%§YFE,E") mit

(PE bezeichnen, ¢%ist isometrisch nach Fall 1.

sei Qq: LT (F,B)——> " (F,B) die Identitat,
genauer: Ls sei (?1(T):= T o'z:-1 fiir alle Téaﬁr(F,E).
innlich sei Q,: LT (T, B ') —>X (F,E'") defis=
niert durch ,(8) = Sz fiir alle S (P ,E'").
Dann ist Q= Qoo Q@) also ist Q| < 1/(1-¢)
und || @7} | < 1/(1-£). Da & beliebig war, folgt

daraus, dass (p eine Isometrie ist.

Korollar 1 : Ist ¥ ein Banachverband mit der

(F,G)-Fortsetzungseigenschaft fiir alle F,G mit

dim G <<e0, so ist E'' injektiv,

Beweis: Seien F,G Banachverbinde mit P < & bzel, s

und sei dim G =200 , liach Voraussetzun

85}
-
[}
<t
—lJ
=
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Abbildung \P: &F(6,5) ——— g7 (7,B) mit

P(T)i= Tey fir alle T¢ (G,5) ein strikter
metrischer Homomorphismus. Identifiziert man
aﬁr(G,E)" mit &5r(G,E") und ¢$r(F,E)" mit

& T(P,E'), so ist 28K LF(G,E ) ——— g (F,E' 1)
die Abbildung, die durch \%"(S): = SOH/ fir alle
se T (G,BE'") definiert ist, wie man sich leicht
tberlegen kann. \F" ist nach 3.2 ein strikter
metrischer Homomorphismus, Also hat E'' die
(F,G)-Portsetzungseigenschaft fir alle #,G mit

dim G <00 und ist somit injektiv nach £.13.

Pg

Lorollar 2: FEin Banachverband E ist genau dann injektiv,

wenn E die Eigenschaft (P) hat, und E'' injektiv

ist,

rorollar 3: Ein Banachverband ist genau dann injektiv,

wenn er die Eigenschaften (P) und (0) hat.

Im ersten Kapitel ist gezelgt worden, dass das
Yrodukt injektiver Objekte in einer llategorie wieder
injektiv ist. Man kann in BV noch auf eine andere

clztivern Banachverbinden neuve inijeltive

13,
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2,15 BSatz: Sind E1, E5 Banachverbinde, so dass

Ei und E} injektiv sind, so 1st auch

Seweis: oelen I'yG Banachverbinde mit F < G, Da

L) dinjektiv ist, gilt (kanonisch) nach 4.,5:

PR B, <6 éiEj. Daraus folgt:
P
POE.)R . (G E A T T odniektiv ist
(7 @r) E,) ()gr) Lo < (G ®P _,1) Q% Lo, da I} injektiv ist,
Wegen 4.7 Forollar ist also:
PR (B, B 5® (B, ®F Damit ist weg 5
_@( 1®P 2)< ®P(E1(% 2). Damit ist wegen 4.5
cezeigt, dass &5r(E1,Eé) = (I, & B,)" injektiv ist,
r

Yorollar: Sind E1, E2 Banachverbande, E% und E,

injektiv, so istagzr(Eq,Ez) injektiv,

Beweis: Nach 5.5 ist & F(E,,E}') injektiv,

I ! T "l - -0 : A : |
Sei Un & (E1,L9)-—————>a§TLﬂ,gA') die Abbildung,
.1_19 Z <
- ‘ . e g Yo -

die durch 3., (T):i= y-e T fir alle Té¢x (E,,L.)

2 A 1 et

2 2
definiert ist. Qp 1st positiv und kontraktiv.
-
2

Da £, injektiv ist, gibt es eine positive, kontrak=

tive Projektion Fr: ﬁé‘—————> Lae

it

.. T, . L
(L ,Lé')-—————);ﬁ {L1952> die Abbildunc,

Sel P: & ;
die durch T(T):= Po T fiir alle Téxﬂr(E1,Eé')

defindiert ist, P ist posgsitiv und kontraktiv,

und eg gilt F e, = 1%cr(v -y sfus 1.% folgt
Lol J -
\ 19"—2

inijektiv ist.

t

for
)
=
i
Qy
%)
03]
wn
[
Py
=
—
&)
N
!,_J



Beispiele:

1. Sel I ein ordnungsvollstandiger AM-Raum mit
EFinheit und I ein AL-Raum, Dann sind die R&ume
‘ afr(M,M) und & (L,L) injektiv, nach dem vorange=
henden Korollar, Aus demselben Korollar folgt auch,
dass & (1M,L) und L (L,1) injektiv sind. Das ist
jedoch direkt einsichtig, da £ (M,L) ein AL-Raum
und & T (L,1) ein ordnungsvollstindiger AM-Raum mit
Einheit ist,.

ein Banachverband., Wir bezeichnen mit

t=d

2., Sel
,Z;ﬁE) den Vektorverband der Folgen in E, deren Betrag

schwach summierbar ist. D.h. eine Folge (x )Dle
<

n
ist genau dann in /ZQ(E), wenn :E: | ,x'> < oo
fiir alle x'€3"',
Fir (x ~ ]
Flir (Ln>nEMJ existiert nach dem Prinzip der gleich=
méssigen Beschrénktheit
i ( !] .= C )
G nevi s x|, meINg.

ist eine liorm aui 45;(E), bzgl, der ,Z;(E)

ein Banachverband ist,.
Es gilt: Af;(E) = gff(CO,E)
1 . .. .
~ c "7' . | o A 4] =
(Jedes (An)némJ\4fs(L) definiert né&mlich eine Abbil
:E:Anxn fiir alle
n

dung T{gﬁr(co,ﬁ) durch: T(An)n).

A €c Die pSumme existiert fir alle C
( n) < O. v} S r all ( 1'l>116

denn Tflr m,pé}h/gilt:

w+p map
o : o B
> A il < sup A -1 Sl |
4~ n'n 7w n ([,wm n
_ - by i / !
< sup (Al b))y g
s £ilt Il((hn)n):: E: A Xni fir zlle \An)nécc.




Seili U die Einheitskugel von Coe Dann ist

= sup {1 D> A lx [, (A €U, ]
sup {}]E;:Anlxn[}], (A ) €U, , mEIN]
sup (|13 |x 1], meNG = [ (x) ] g

Sei umgekehrt Tégcr(co,E). VWir definieren

I

I

% _:=Te_, wobel e_ den n-ten Einheitsvektor in c

n n n o)

bezeichnet, Dann ist T( Zfonxn fir alle
. * |

(A, ), €c, und es ist )]Tl | = {1 x )l lge)

Das Xorollar zu 5.15 ergibt nun:

Ist E ein injektiver Banachverband, so ist auch

Af;(E) injektiv.
Setzt man B:= C(X), X kompakt und stonesch, so ist
fir jede Polge (f,) 64?1(C(X)):
£ =
(20,1 o= sup (S I2,(e)
Der Raum der summierbaren Folgen in C(X), 4?(C(X)),

| s€X].

ist jedoch nicht injektiv, wenn dim C(X) =00 ,
(Denn F:=,éﬂ(C(K)) ist ein echtes Idezal in
B:=_¢(C(X)), aber es gilt F*'= E. Vire P injektiv,
so gidbe es eine positive, kontraktive Frojektion
von I auf P, Damit hidtte P die Eigenschaft (PT)'
Daraus folgt aber e P, Widerspruch, )

%, 0eil E ein Banachverband, Wir bezeichnen mit
é%(E) den Vektorverband der Folgen in E, deren

in Banachverband

O]

- . . Ty .
Betrag summierbar ist. /Zb(g) ist

; . - P | | ]! ! by
unter der Liorm: i{(x Yol li= > [ X0
/ . - | .
n'n''b ' 'n
s gilt: Hat B die Digenschaft (0), so hat sie

) 1 T . . .
aucn.fb(L)J d.h./fbig)" ist dnjelitiv,
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Zum Bewels benutzen wir folgende Verallgemeinerung
der Dekompositionseigenschaft, die man leicht durch
Induktion beweist:
Sei I ein Banachverband, und seien (Xn)nﬁﬂv und

7 summierbare Folgen in E mit X < fir al
(V) neln gen in E A<V, le
nelN. Ist ZELEZXn,EZynJ, so gibt es fiir alle n¢|N

r

in €l x mit Z. = Z,
el zncL n’ynl E: n Z

N - . o R
K(y ’Sﬁ)ﬁéB’ X, y| eine Familie

Sei {X(x%,r,)

«KCA?
. 1 _
ir ,é%(b), die den Voraussetzungen von (0) geniigt,

fiir alleox €A,

Hzxily = T2 G- < %
2zl ly = Xyl < s fir alle pcE,
lz-xlly = i]%;(yn—xn)ll S It gy fiir alle «€4,/f¢B,

o = M . N .
und es ist an <;Xn§%yn<;3n‘ Da (0) in E
giiltig ist, gibt es ze[zxn,}:yn} mit
i Lo — s \ |1 (.‘a <
|]z—2;zn‘l < r, fiur alle x€4 und ||%;yn—z!|~§ 5,
Tiir alle A€B, Hach der obigen Bemerkung gibt es
Z, < yn fiir alle néiN

<
Q ,x]nE(z, ) 0 EE®,sa)).

Der Raum ,Ig(E) ist jedoch im allgemeinen nicht

2= (z) ¢ £4(B) mit

“n nem n
und z = z:zn. Dann ist z¢

o]

injektiv, auch wenn E es ist, Ein Gegenbeispiel ist

~r

in 2., gegeben, da flr einen kompakten Raum X die

Banachverbinde ,Z%(C‘X)) und éﬂ(C(X)) tibereinstimmen,
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