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E i n l e i t u n g 

In vielen Gebieten der Mathematik tauchen Fort= 

setzungsprobleme auf. Der Satz von Hahn-Banach löst 

ein solches Problem in der Funktionalanalysis. In 

seiner Form für normierte Räume besagt er: Ist G 

ein normierter Yektorraum und F ein Vektorteilraum 

von G, so besitzt jede stetige, lineare Abbildung T 

von F nach /R eine lineare Fortsetzung T auf G mit 

gleicher Norm. Die vorliegende Arbeit beschäftigt 

sich mit der Frage, welche Räume in diesem Satz an 

die Stelle von /R treten können, wobei die Voraus-

Setzungen über F, G und T noch in gewissen Grenzen 

'variabel' sein sollen. 

Ein solches Problem lässt sich in der Sprache der 

Kategorientheorie besonders bequem behandeln: Die 

'sinnvollen' Modifikationen der Voraussetzungen über 

F, G und T laufen gerade darauf hinaus, Objekte und 

Morphismen einer gewissen Kategorie festzulegen, 

und die fraglichen Räume sind dann die injektiven 

Objekte dieser Kategorie. Wir beschreiben im 1.Ka-

pitel einige Kigenschaften solcher Objekte in einer 
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beliebigen Kategorie. So ist es möglich, einige 

Schlussweisen allgemein darzustellen, um dann darauf 

im weiteren Verlauf der Arbeit zurückzugreifen. 

Im 2. und 3.Kapitel wird der klassische Fall be= 

handelt, d.h. es werden die injektiven (und die d-pro-

jektiven) Objekte der Kategorie BR der Banachräume 

mit den linearen Kontraktionen als Morphismen bestimmt. 

Explizit handelt es sich um folgendes Problem: 

Welche Banachräume E haben die Eigenschaft, dass 

jede stetige, lineare Abbildung I von einem Banach-

unterraum F eines Banachraumes G nach E eine stetige, 

lineare Fortsetzung T auf G mit gleicher Norm besitzt? 

Man kann zeigen, dass die Räume vom Typ C(X), X kom-

pakt und stonesch, diese Eigenschaft haben. Kelley 

bewies 1952, dass sie diese Räume auch schon charak-

terisiert (unter den Banachräumen). Entsprechend sind 

die d-projektiven Banachräume genau diejenigen, deren 

Dual zu einem C(X) (isometrisch-) isomorph ist. 

Auch diese Räume kann man einfach charakterisieren: 
1 

Es sind genau die Räume vom Typ L (ju?) (Dixmier-

-Grothendieck). 

Man würde eigentlich nicht erwarten, dass sich die 

Situation wesentlich ändert, wenn man statt BR die 

Kategorie BV der Banachverbände mit den positiven 

Kontraktionen als Morphismen betrachtet. Tatsächlich 

kann man zeigen, dass auch hier die Räume C(X), 

Z stonesch, injektive Objekte sind, und dass entspre-

chend die Banachverbände L'(n) d-projektiv sind. 



Es ist daher um so überraschender, dass Lötz 1974 
^ 1 bewies, dass jeder nanachverband L auch injektiv 

ist (in BV). Da die Räume C(X) und L extrem ge-

gensätzliche Typen von Banachverbänden darstellen, 

scheint also eine einfache Charakterisierung der 

injektiven Objekte in BV jedenfalls nicht auf der 

Hand zu liegen. 

Wir zeigen im 4.Kapitel zunächst, dass die entspre= 

chenden Fortsetzungsprobleme für positive bzw. regu-

läre Operatoren für ordnungsvollständige Banachver-

bände E äquivalent sind, und dass man die d-projek-

tiven Banachverbände durch eine Eigenschaft des 

p-Tensorproduktes charakterisieren kann, die völlig 

analog zu einer entsprechenden Charakterisierung 

der d-projektiven Banachräume ist (2.Kapitel). 

Im 5.Kapitel wird anschliessend gezeigt, dass die 

dualen injektiven Banachverbände durch eine ordnungs= 

theoretische Variante der binären Durchschnittsei-

genschaft (2.Kapitel) gekennzeichnet sind (Cartwright). 

Anders als bei dem entsprechenden Problem für Ba-

nachräume scheint die Frage, ob der Bidual eines 

injektiven Banachverbandes wieder injektiv ist, nicht 

unmittelbar zu beantworten zu sein, da ein Darstellungs= 

satz für injektive Banachverbände nicht bekannt ist. 

Dieses Problem kann jedoch im 5.Kapitel positiv ge= 

löst werden. 
- 1 - \ 

heben den Räumen C(X), X stonesch, und L (jut) sind 

keine einfachen Beispiele für injektive Banachverbände 
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bekannt. Jedoch lassen sich aus injektiven Banach-

verbänden wieder neue solche Räume konstruieren. 

Ein sehr allgemeines Beispiel dieser Art ist der 

Raum der injektiv ist, falls E' und F es 

sind. 

Herrn Prof. Dr. Schaefer verdanke ich es, in aus-

gezeichneten Lehrveranstaltungen an der Universität 

Tübingen in die Theorie der Banachverbände und posi-

tiven Operatoren eingeführt worden zu sein. Ebenso 

möchte ich Herrn Dr. Cartwright für viele Anregungen 

danken. 



1 . K a p i t e l 

In diesem Kapitel werden injektive Objekte 

kategoriell definiert und einige ihrer Eigenschaften 

formuliert. Für diese Arbeit wird die Klasse der reellen 

Banachräume und die der reellen Banachverbände von besonder ( 

rem Interesse sein. Es wird sinnvoll sein, sie in 

folgender Weise als Kategorien aufzufassen: 

1. Seien E und F Banachräume. Eine lineare Abbild 

dung T:E ^F ist ein Morphismus, wenn sie stetig 

und kontraktiv ist (d.h. es gilt ]fT))^l). Man sieht 

leicht, dass die Klasse der Banachräume zusammen mit 

den so definierten Morphismen eine Kategorie bildet. 

Sie soll im folgenden mit BR bezeichnet werden. 

2. In der Klasse der Banachverbände seien die Mor-
( 

phismen die positiven, kontraktiven linearen Abbildungen. 

Die so definierte Kategorie werde mit BV bezeichnet. 

Diese Definitionen ergeben den üblichen Isomor= 

phiebegriff: 

1.1 Eemma: I.Zwei Banachräume F und G sind genau dann 

in BR isomorph, wenn es eine bijektive, isometri-

sche, lineare Abbildung 1:F >G gibt. 
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2. Zwei Banachverbände F und G sind genau dann isomorph, 

wenn es einen bijektiven, isometrischen Vektorverbands-

Homomorphismus T:F ^G gibt (d.h. 1 ist linear, und 

es gilt T(xvy)^IxvTy und T(x/\y)^Tx/\Iy für alle x,ytF). 

Sei C eine Kategorie. Wir bezeichnen mit Mor(F,G) die 

Klasse der Morphismen zwischen zwei Objekten F und G in C, 

In den Kategorien, die wir hier betrachten, sind Untere 

Objekte auf eine natürliche Weise definiert. (Formaler 

ausgedrückt: Es gibt eine ausgezeichnete Klasse von Mor= 

phismen, die wir Einbettungen nennen wollen. Ein Objekt 

F heisst dann Unterobjekt von G, wenn es eine Einbettung 

lj/:F >G gibt. Wir schreiben: F ^ G (bzgl.-y).) In den 

Kategorien BR und BV bedeutet das konkret: 

Definition: 1. Seien F,G Banachräume. F ist ein Unter-

banachraum von G, wenn es eine isometrische, lineare 

Abbildung l^: F ^G gibt. 

2. Sind F,G Banachverbände, so ist F ein Unter= 
banachverband von G, wenn es einen isometrischen 
Vektorverbandshomomorphismus 'yiF ^G gibt. 

Definition: Sei C eine Kategorie. Ein Objekt E inO 
heisst injektiv, falls für alle Objekte F,G mit F ^ G 
(bzgl. der Einbettung y : F >G) und alle T6Mor(F,E) 
ein T^Mor(G,E) existiert, so dass T^loy . 

^ E 
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Beispiele: 
1. Offenbar ist ein Banchraum E genau dann 

injektiv, wenn für alle Banachräume F und G mit 

F ^ G und alle T(<^(F,E) eine Fortsetzung T(^f(G,E) 

mit jjl]]- existiert. Der Satz von Hahn-Banach 

für normierte Räume besagt, dass (Rein injektiver 

Banachraum ist. 

2. In der Kategorie der Gruppen sind die injektiven, 

Objekte genau die teilbaren Gruppen. 

3. In der Kategorie der Vektorräume mit den linearen 

Abbildungen als Morphismen sind alle Objekte injektiv. 
4. In einigen Kategorien gibt es nur triviale 

injektive Objekte: 

Man betrachte die Kategorie der archimedisch geord-

neten Vektorverbände mit den positiven, linearen 

Abbildungen als Morphismen. Bann ist der Raum, der nur 

aus der Null besteht, das einzige injektive Objekt. 

Sei nämlich E ^ joj ein archimedisch geordneter Vektor^ 

verband. Man betrachte die Räume F:-<^)jRund G:=TTfR 
W ftv 

Dann ist F ein Untervektorverband von G. Sei z6E_̂ _, 

z + o. Definiert man Te^:- z, i^jjV, wobei e^ der 

i-te Einheitsvektor von F-0]R ist, so kann T zu einer ttv 
positiven, linearen Abbildung von F nach E fortgesetzt 

werden. 

Annahme: T besitzt eine positive lineare Fortsetzung 

T:G >E. Sei e$G-l[ fRder Vektor, der in allen Kom= 

ponenten gleich 1 ist. Dann gilt J^Le. & e für alle 



Somit gilt Te ^ T( = jrjTe. = mz für alle rn^ffV. 
Also ist z ^ o , da E archimedisch geordnet ist. Widerspruch. 

1.2 Satz: Sei {E^ eine Familie von injektiven 
Objekten in einer Kategorie jC . Dann ist auch das 

Produkt E :- !( E. injektiv (falls es existiert). 
i^I 

Beweis: Seien F,G Objekte in 0, F ^ G bzgl.y:F ^G, 

und T(Mor(F,E). Sei p_j_:E ^E^ die Projektion auf 

E., dann ist p.*T$Mor(F,E. ). Da E. injektiv ist, 1 
gibt es T^6Mor(G,E^), so dass T ^ c y = p^oT. 
Nach der Definition des Produktes existiert dann genau 
ein T(Mor(G, JT*E.), so dass das Diagramm (1) 

i^I 
für alle i61 

kommutiert. Es gilt also p^o T ° ̂  - T für alle 

i(I.Also- muss nach der Definition des Produktes 

gelten: T ° T q.e.d. 

In den Kategorien BR und BV existieren Produkte: 

Sei {E. ,i$Ij eine Familie von Banachräumen. Dann ist 
der Raum (Xi)i(i! sup HxiH CO bzgl. der 
koordinatenweise definierten Addition und 
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Skalarmultiplikation ein Vektorraum, der bzgl. der 

:- sup ]jx_jjj einen Banachraum bildet. 

Bezeichnet man mit p^ die Projektionen (^i)i^i?—^x^, 

so ist p^:E ^E^ linear und kontraktiv. Man sieht 

leicht, dass das Produkt von (E^, i6lj 

in BR ist. Wir schreiben E:-l pE.. 

Sind die Räume E^, i61, Banachverbände, so ist E bzgl. 

der koordinatenweise definierten Ordnung ein Banach= 

verband. Die Projektionen p^, i^I, sind dann positiv, 

und ist das Produkt von {E^, i(lj in BV. 

Norm (Xi'i'I 

1.3 Lemma: Sei C eine Kategorie, E,E^ Objekte in d 

Sei E injektiv, (j^(Mor(E^,E). 

Wenn es einen Morphismus P$Mor(E,E^) gibt 

mit P o ̂  - , so ist auch E^ injektiv. / ' 

Beweis; Seien F,G Objekte in 0 , F ^ G bzgl.\j/:F—^G 

T6Mor(F,Ej). Dann ist ^oT$Mor(F,E). Da E injektiv 

ist, gibt es SG,!or(G,E), so dass S o y ^ ^ o T . 

Definiere: T:= P<>s, dann kommutiert folgendes 

Diagramm: G 
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Ein Beispiel für die in dem obigen Lemma dargestellte 
Situation ist in - BR oder BV folgendermassen ge-
geben: 
Sei E ein Banachraum (Banachverband). Die Auswertungs^ 
abbildung Q^:E ^E" ist isometrisch (und ein Vektor-
verbandshomomorphismus). E lässt sich, also bzgl. Q^ 
als Unterobjekt von E" in BR (BV) auffassen. Ist E 
ein dualer Raum, d.h. E-F' für einen Banachraum (Banach-
verband) F,so gilt (Q^/oQ^ = , und (Qp)^ ist 
kontraktiv (und positiv). Es gilt also für einen 
dualen Raum E: Ist E^ injektiv in BR (BV), so auch E. 

1.4 Satz: Man betrachte folgende Aussagen für ein 

Objekt E in einer Kategorie C : 

(a) E ist injektiv 

(b) Für alle Objekte G in C mit E ^ G bzgl. 

y : E ^G gibt es P(Mor(G,E) mit p o y = 

(c) Für alle Objekte F,G in ()- mit E ^ G bzgl. 
— 

'E* 

y : E ^G und alle T6Mor(E,F) gibt es TtMor(G,F) 
mit T 

Dann gilt: (a) impliziert (b) und (b) ist 

äquivalent zu (c). 

Falls es in () zu jedem Objekt E ein injektives — — 
Objekt E mit E ^ E gibt, so folgt auch (a) aus (b). 
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Beweis: Dass die Bedingung (b) aus (a) folgt, sieht man, 
indem man F :- E und T :- 1-, wählt. Um aus (b) die 
Bedingung (c) zu beweisen, deiiniere man T :- T <?p. 
Schliesslich folgt (b) aus (c) mit F :- B und T 1̂ ,. 
Unter der zusätzlichen Voraussetzung folgt (a) aus (b) 
nach dem vorangehenden Lemma. 

Statt in BR könnte man auch injektive Objekte in der 

Kategorie NR der normierten Vektorräume mit den kontras-

tiven, linearen Abbildungen als Morphismen betrachten. 

Bas wurde jedoch keine neue Situation schaffen. Bs gilt 

nämlich: 

1. Jeder injektive normierte Vektorraum ist vollständig. 

(Sei E ein solches Objekt, dann gibt es eine Projektion 

P:E — v o n der Komplettierung E von B auf B mit 

N o r m ^ 1. Sei (x^)^^^eine Cauchyfolge in E. Sie besitzt 
^ ' ! ) I einen Grenzwert x in E. Es gilt: llPx - x -^ t! 

Ijpx - Bx. )} ̂  )!?!] i[x - x ]]. Also ist Px (-x) Grenze i t 21' ' ̂  ' ' ' ' ' ' n' ' 
wert von (x ) in E.) 

2. Jeder injektive Banachraum ist auch injektiv in NR. 

Die analogen Aussagen gelten entsprechend für BV und 

die Kategorie der normierten Vektorverbände mit den 

positiven, kontraktiven, linearen Abbildungen als Mor-

phismen. 



2 . K a p i t e l 

In diesem Kapitel sollen die injektiven Banachräume 

untersucht werden. 

Wir werden.beweisen, dass man im klassischen Satz 

von Hahn-Banach fR durch einen ordnungsvollständigen 

Vektorverband ersetzen kann. Diese Verallgemeinerung 

wird ein nützliches Hilfsmittel sein: 

Definition: Sei G ein Vektorraum, E ein Vektorver= 
band. Eine Abbildung p:G >E heisst 
sublinear, falls gilt: 

p(x+y) ^ p(x) + p(y) für alle x,y^G, und 

p(Ax) - Ap(x) für alle x(G, A^fR, Ä ^ o . 

2.1 Satz: Sei G ein Vektorraum, E ein ordnungsvoll-

ständiger Vektorverband. Die Menge ^ ^ aller 

sublinearen Abbildungen von G nach E ist bzgl. 

der Ordnung (p^q :^==^p(x)^q(x) für alle x^G^, 

induktiv geordnet, und p ist genau dann, 

minimal in wenn p linear ist. 
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Beweis: Ist p sublinear, so gilt: 

(1) - p(x) ^ p(-x) für alle x6G 

Sei (Pj_, i^l] eine vollständig geordnete Teilmenge 
von Für jedes x(G ist die Menge {p^(x)[ i6lj 
nach unten beschränkt. Ist nämlich i^^I? so gilt 
wegen (1) für alle i(I mit Pj_ü= Pj_ : 

o 
-p.(-x)^ -p. (-x). Daher existiert 

o 
p(x):- inf p.(x), und man sieht leicht dass p sublinear 

i 
ist. 

Ist p6 ^linear, so ist p minimal: Angenommen, es 

gibt ein q6 ^ m i t q ̂ p , so gilt wegen (1): 

p(x) = - p ( - x ) ^ -q(-x) ̂ q ( x ) für alle x(G, d.h. p-q. 

Sei umgekehrt p minimal. Wir zeigen, dass p -linear 

ist: Ist y(G fest gewählt, so definiert die Beziehung 

(2) q(x):= inf{p(x+ty) - tp(y)[ t^o{, x$G, 

eine sublineare Abbildung gilt q(o)=o und für 

A > o ist (p(Ax+ty) - tp(y))t^oj = 

A{p(x+tA"^y) - tA."^p(y)jt^oj=: 

A{p(x+ty) - tp(y)) t^oj, woraus die Beziehung 

q(/\.x) = ^q(x) für a^le ^ ^ o , x(G folgt. Sind X^,X2<EG, 

t^,t2^o, so gilt: 

p(x^+t^v) - t^p(y) + p(x^+t2y) - t^p^y)^-

p(x^+x^+(t^+t2)y) - (t^+t2)p(y), woraus folgt, dass 

q(x^+x2) ^ q ( x ^ ) + q(x^) gilt.) 
Offensichtlich ist q^=p, deshalb stimmen p und q wegen 
der Minimalität von p überein. Setzt man t:=1 in (2), 
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so erhält man: p(x) ̂ p(x+y) - p(y). Da y beliebig 
war, beweist das die Additivität von p. Für beliebi-
ges x6G gilt also p(-x)- -p(x), und somit für A.<(o 
p(Ax) - -Ap(-x) - Äp(x). Also ist p linear. Damit ist 
der Satz vollständig bewiesen. 

horollar: Sei p:& >E sublinear. Dann gibt es eine 
lineare Abbildung T:G ^E mit T ^ p . 

2.2 Satz: (verallgemeinerter Satz von Hahn-Banach) 

Sei E ein ordnungsvollständiger Vektorverband. 

Sei G ein Vektorraum, F ein Vektorteilraum von G 

und p:G— ^E eine sublineare Abbildung. Jede 

lineare Abbildung T:F mit Tx ^ p ( x ) für alle 

x(F,besitzt eine Fortsetzung T:G- >E,(T linear) 

so dass gilt: Ty ^rp(y) für alle y(G. 

Beweis: Man definiere folgende Abbildung: 

q(y):- inf{p(y-x) + Tx j x(Fj für y(G. 

Das Infimum existiert, da folgende Ungleichung richtig 

ist: p(y-x) + Tx >p(-x) - p(-y) - T(-x)^-p(-y), 

x(F, y(G. Man zeigt ähnlich wie im Beweis zum voran-

gehenden Satz , dass q sublinear ist. Es gilt qj^^T, 

daher qj^=T nach obigem Bemma. Aus dem vorangehendem 

horollar folgt die Existenz einer linearen Abbildung 
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T:G ^ E mit Insbesondere gilt Tx^Tx für 
alle x6F, also stimmen 1 und T auf F überein. 

Korollar: Jeder ordnungsvollständige AM-Raum mit Einheit 

ist ein injektiver Banachraum. 

Beweis: Sei E ein ordnungsvollständiger AM-Raum mit 

Einheit e. Sei G ein Banachraum, F ein Banachunterraum 

von G und T:F ^E eine lineare, kontraktive Abbildung. 

Man definiere p(x):- ))x[je für alle x(G. p ist eine 

sublineare Abbildung, die T dominiert: Für alle x(:G 

ist )tTxt)&][x[[ , also gilt in E: T x ^ )[xt)e = p(x). 

Es gibt also eine lineare Fortsetzung T von I die von 

p dominiert wird. Somit gilt Tx )̂[x(/e, -Tx^jjxtfe für 

alle x^G, und damit Tx([L))x)[e,))x[(eJ,was bedeutet, dass 

T kontraktiv ist. 

Sei I eine Indexmenge. Der Raum der beschränk-

ten reellen Funktionen auf I, versehen mit der Supremums-

norm, ist ein ordnungsvollständiger AM-Raum mit Einheit, 

also ein injektiver Banachraum. Das folgt auch aus 1.2, 

da =Jl*fR(in BR) ist. 
I 
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Sei E ein Banachraum, U^ die duale Einheitskugel. 

Die Abbildung \j/:E die definiert 
ist durch (<(x , j^'r^o ? ist eine lineare 
Isometrie. Bezüglich der Einbettung ist also E ein 
Banachunterraum des injektiven Banachraumes^(U^). 
Die drei Aussagen im Satz 1.4 sind also in der Katego-
rie BR äquivalent. 

Seien F,G,E Banachräume, F ^ G und codim F - 1. 

Sei g(G^F, dann ist G=F+{tgj ttfRj. T:F >E sei eine 

stetige, kontraktive, lineare Abbildung. Jede lineare 

Fortsetzung T:G s*E von T hat dann die Form: 

T(x+tg) = Tx + tz für alle x$F, t ( f R , wobei z^E fest ist, 

und jedes z(E definiert eine solche Fortsetzung. Es gilt: 

^ )> MTX + tzj} ̂  [[x + tg}) für alle x(F, t^fR 

\ ))Tx _ z [[ ^[[x - g(( für alle x(F 

z 6 f ) K(Tx, )}x-g][ ), 
x6F 

wenn man für y^E und r([R, r ^ o , mit K(y,r) die abge-

schlossene Kugel in E um y mit dem Radius r bezeichnet. 

T besitzt also genau dann eine kontraktive, lineare 

Fortsetzung, wenn K(Tx, }[x-g)[ ) nicht leer ist. x(F 
Je zwei Kugeln aus der Familie {K(Tx, [)g-x[] ), x(Fj 

haben immer einen nicht leeren Durchschnitt, weil T 

kontraktil/ ist (aus [[Tx - Tyt)^)]x - y}kHx-g!t + Hy-g!) 

folgt K(Tx, !!g-x[( ) n K(Ty, ))g-y)[ ) * 
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Definition: Sei E ein Banachraum. Die Familie 
= x6E, r>oj der abgeschlossenen 

Kugeln in E hat die 'binäre Durchschnittseigen-
schaft', wenn für jede Teilfamilie 

= r^), <x$Aj v o n % , so dass je zwei 
Kugeln ausJ%l^ einen nicht leeren Durchschnitt 
haben, gilt: K(x^,r^) 4 Wir sagen kurz: 

cX^A 
E hat die Eigenschaft (B). 

Anmerkung: Solche Durchschnittseigenschaften sind in 

der Mathematik nicht selten. So ist z.B. ein topologi^ 

scher Raum (X,^) genau dann kompakt, wenn die Familie 

(%der abgeschlossenen Teilmengen von X die endliche 

Durchschnittseigenschaft hat. Das bedeutet: Ist 

eine Teilfamilie von so dass je endlich 

viele Mengen aus einen nicht leeren Durchschnitt 

haben, so ist A. ^ 

2.) Lemma: Sei E ein Banachraum mit (h). Dann ist E 

injektiv. 

Beweis: Seien F,G Banachräume, F ^ G , T:F ^E linear 

und kontraktiv. Mit Eilfe des Lemmas von Zorn sieht 

man, dass es einen maximalen Teilraum F^ von G gibt, 

auf dem T eine lineare, kontraktive Fortsetzung 
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^E besitzt. Annahme: F̂  ^ G. Sei g6G\F^. 
F^ + {tgj t^fRj ist ein Vektorteilraum von G. 

Da E die Eigenschaft (B) hat, gibt es eine lineare 
Fortsetzung von T̂  auf Ĝ  von Normal. (Auf G^ wird 
die von G induzierte Norm betrachtet.) Das ist ein 
Widerspruch zur Maximalität von F.. 

2.4 Bemma: Jeder ordnungsvollständige AM-Raum mit 

Einheit hat die Eigenschaft (B). 

Beweis: Sei E ein ordnungsvollständiger AM-Raum mit 

Einheit e. Jede hugel E(x,r) in E ist ein Ordnungs^ 

intervall: K(x,r) - ^x-re , x+rej . 

Sei { [x^ , y<x] ,o((Aj eine Familie von solchen Ord-

nungsintervallen mit 

[x* , y^] ^ [x^ , y^] = [x^ x^ , - ^ y^] 4 ^ 

für alle Dann gilt: 

x^ Z x^ V XpZi ^/t ^ ^ ^ für alle Also 

existieren x:^ sup x^ und y:- inf ^ , und es gilt: 
<xf(A <x(A 

x ^ y . Somit ist 

^ Lx^, y^] = [x , yj + 

Das obige Bemma liefert einen zweiten Beweis dafür, dass 

ordnungsvollständige Ah-Räume mit Einheit injektive 

Banachräume sind. 
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2.5 Lemma: Seien E,E Banachräume mit E^E. Jenn E aie 

Eigenschaft (B) hat und es eine Projektion 

P:E >B mit []Pt[̂ 1 gibt, so hat aucn E die 

Eigenschaft (B). 

Beweis; Sei (K(x^,r^),o($Aj eine Familie von Kugeln in E, 

von denen je zwei nicht leeren Durchschnitt haben. 

Sei K(x ,r ) die Kugel um x^ mit dem Radius r in E. 

R6A * * 
r^), da 

Nach Vorraussetzung gibt es z6E mit z 

Dann ist Pz(E und Pz(/AK(x, ,r ), da 

2.6 Satz: Ein Banachraum ist genau dann injektiv, 

wenn er die Eigenschaft (B) hat. 

Beweis: In 2.3 ist die eine Implikation gezeigt worden. 

Es bleibt zu beweisen, dass jeder injektive Banachraum E 

die Eigenschaft (B) hat. Es gibt eine geeignete Indexe 

menge I, so dass E^r^c(l) (Bemerkung nach dem Korollar 

zu 2.2). Da E injektiv ist, gibt es eine kontraktive 

Projektion von^f (I) auf E (1.4). ̂ ^(l) hat als ord= 

nungsvollständiger AM-Raum mit Einheit (B) (2.4), 

also auch E nach obigem Lemma. 
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2.7 Lemma: Sei E ein AM-Raum und F ein Unterverband 
von E. Wenn P eine Projektion von E auf F ist, 

mit dann ist P positiv. 

Beweis: Annahme: Es gibt ein y6E, y > o , so dass (Py)*> o. 
Nehmen wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit an, 
dass j]yj)=1 ist. Setze: x:=Py und z:=y-(j}x"]]"^)x**. 
Dann ist )[z))̂ 1 (denn es ist z^^y, also 
und also und es gilt 
j[z))=: ljẑ [j\/[[z""jt y da E ein AM-Raum ist). 
Es ist Pz = x - = - (1 + 
und somit ll̂ zl! = ^x^H V(1 + )[x'H""̂ )llx**[[̂ Hx̂  l! + 1 > 1 , 
Widerspruch. 

2.8 Bemma: Sei E ein Banachverband. Wenn es einen ord= 

nungsvollständigen Banachverband E mit E ^ E und 

eine positive Projektion P : E — > E gibt, so ist 

E ordnungsvollständig. 

Beweis: Sei (x^) r,, eine -gerichtete, beschränkte cncx^A 
Familie in E. Sie besitzt ein Supremum x in E. Man 
rechnet leicht nach, dass Px - sup x^ in E ist. 

<xt A 

Um den Hauptsatz dieses Kapitels zu beweisen, soll 

folgende Definition vereinbart werden: 



Sei C eine konvexe Menge in einem Banachraum E. Eine 

nickt leere, konvexe Teilmenge L von C heisst 'Facette' 

von C, falls jedes Segment {Xx+(1-A)y[ [o,lj j <= C, 

das einen inneren Punkt in P 

besitzt, schon ganz in L enthalten ist. Ist E eine 

Facette von C, so sind alle Extremalpunkte von L auch 

Extremalpunkte von C. 

2.9 Satz: Jeder injektive Banachraum ist zu einem 
Raum C(Y) isomorph, wo Y ein kompakter, stoneschei 

Raum ist. 

Beweis: Sei E 4 o ein injektiver Banachraum. Man bezeich= 

ne mit U^ die Einheitskugel von E' und mit X die 

<y(E',E)-Abschliessung von Ext(U^), der Menge der 

Extremalpunkte von U°. Sei W^X offen (bzgl. <y(E",E)) 

und maximal bzgl. der Eigenschaft Wn(-W) - Eine 

solche Menge existiert nach dem Lemma von Zorn. 

Wu(-W) ist dicht in X \loj: 

Annahme: Es gibt x'OL\(Wu(-W)), x'^ o. Dann gibt 

es eine offene Menge GdX\(Wu(-W)) mit x'6G. Ferner 

gibt es ein x$E m i t e x,x'> - 1. Sei 

M = (y'(X) <x,y\> > 1/2 j. Dann ist M offen und 

Mn(-M) = Sei N - MnG. E ist offen, somit auch 



- 2 2 -

WuN, und es gilt: (WuN)n(-(WuN)) = Aber N ^ da 
x'^N. Das ist ein Widerspruch zur Maximalität von W. 

Sei Yr=wl versehen mit der von (E', <5*(E',B)) indu= 
zierten Topologie. Y ist kompakt. 

Sei y:E ^C(Y) die Auswertungsabbildung: 

y(x)(x'):=: <(x,x'̂ > für alle x(E, x'(Y. y i s t linear 

und isometrisch, denn es gilt: 

]hy(x)H = sup l<x,x'^) = sup ]<x,x'>) = sup 
x'(Y x'$X x'^tr 

= )!x[[. 
Man kann also E bzgl. y als einen Banachunterraum 
von C(Y) auffassen. Nach Vorraussetzung gibt es eine 
Projektion P:C(Y) >E mit ][p[[^1. 

Sei P':E' >C(Y)' die Adjungierte von P und 
cQ,(:C(Y)' das Diracmass im Punkt x'$Y. Es gilt: 

(1) P'x' = (ĵ ., für alle x'(WnExt(U°). 

Sei y':C(Y)' >E' die Adjungierte vonlj/, und 

sei x'(Y. Dann gilt: 

<x, y'( = <y(x), dT,> = <x,x'> für alle xtE, 

d.h. d^,) = x'. 
Sei ^f:=;P'x', und sei die Einheitskugel von C(T)'. 

Da. Y ' o " h-i' H^'tt ist, gilt 
ist konvex und kompakt 

/enn t d^t ist, enthält mindestens 

zwei Bxtremalpunkte (hrein-Milman). 

Seiv$Bxt( Y'***(ix'j)nV°), dann ist v(Bxt(V°), 



d.h. es gilt v oder v = "^y' ^ ^ ^^^ Y ^ Y . 
Wegen = y' und ^'(-(T,) - -y' ist dann 

x' = y' oder x' = -y'. Ist aber x'tW, so gilt 
-x'^ W ^ Y, also ist v ^ 

Da W in X offen ist, ist WnExt(U^) dicht in Y 

(bzgl. 6r(E',E)). Die Abbildung P':E' >C(Y)' ist 

stetig bzgl. ^(E',E) - g-(C(Y)',C(Y)). Wegen (1) 

gilt also; 

(2) P'y' = dy, für alle y'^Y. (Sei nämlich y'6Y, 

dann gibt es ein Netz (x^ ^^ WflExt(U^), so 

dass (x'^)^^igegen y' bzgl. 6*(E',E) konvergiert. 

Folglich konvergiert (P'xj^)^^.^ gegen P'y' bzgl. 

<f(C(Y)',C(Y)). Somit gilt für alle f^C(Y): 

< f,P'y' > = lim <C f,P"x' > = lim f(x' ) = f(y').) 

Für f(C(Y) und y' -i gilt dann wegen (2): 

y(Pf)(y') = e Pf,y'> = < f,P'y'> = < ^ ^ ^ = 

Es ist also 'yp' - womit bewiesen ist, dass 

ein Isomorphismus von Banachräumen ist. 

Bleibt zu zeigen, dass Y stonesch ist: 

C(Y) lässt sich als unterbanachverband von C(Y)'' 

auffassen (Schaefer (2): II 4.8). Da C(Y) ein injek= 

tiver Banachraum ist, gibt es eine kontraktive Pro= 

jektion von C(Y)'' auf C(Y), die nach (2.7) positiv 

ist. C(Y) ist ordnungsvollständig, also nach (2.8) 

auch C(Y). Daraus folgt, dass Y stonescE ist 

(Schaefer (2): II 7.7). Damit ist der Satz bewiesen. 
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Zusammenfassend erhält man eine Charakterisation der 

ordnungsvollständigen AM-Räume mit Einheit unter 

den Banachräumen: 

2.1o Satz: Für einen Banachraum E sind folgende 
Aussagen äquivalent: 
(a) E ist isomorph zu einem ordnungsvoll^ 

ständigen AM-Raum mit Einheit. 

(b) E ist isomorph zu einem Raum C(Y), wobei 
Y kompakt und stonesch ist. 

(c) E ist ein injektiver Banachraum. 
(d) Die Familie der abgeschlossenen kugeln 

in E erfüllt die binäre Durchschnitts-
eigenschaft. 



3 . K a p i t e 1 

In diesem Kapitel sollen diejenigen Banachräume 

beschrieben werden, deren Dualraum in BR injektiv ist. 

Um eine duale Charakterisierung der isometrischen, 

linearen Abbildungen herzuleiten, benötigen wir fol-

gende Form des Banachschen Homomorphiesatzes (vgl. 

Schaefer (1): III 2, Lemma): 

3.1 Lemma: Sei E ein Banachraum, F ein normierter 

Vektorraum und :E ^F eine stetige, lineare 

Abbildung, so dass TU eine Nullumgebung in F 

ist (U sei die Einheitskugel von E). Dann gilt: 

TU c (1+a) TU für alle o. 

Definition: Seien F und G Banachräume. Eine lineare 

Abbildung ^G heisst metrischer Homomor-

phismus, falls das Bild der offenen Einheits-

nuf.el von F unter kp die offene Einheitskugel 

von G ist. ^ heisst strikter metrischer 

Homomorphismus, wenn das Bild der abgeschlos-

senen Einheitskugel von F unter die abge-

schlossene Einheitskugel von G ist. 
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3.2 Satz: Seien F,G Banachräume und ^G eine 
lineare Abbildung. 
1. Äquivalent sind: 
(a) ^ ist isometrisch 
(b) ist ein strikter metrischer Eomomorphis^ 

mus 
(c) ist ein metrischer Homomorphismus 
2. Äquivalent sind: 
(d) ^ ist ein metrischer Homomorphismus 
(e) u?' ist isometrisch 

Beweis: 1. Die Implikation (b) folgt aus dem 

Satz von Hahn-Banach, (c) ist offensicht-

lich. 

(c) (a): Sei x6F, dann gilt: 

][^(x)[[ = sup{< ̂ (x),y'>) )[y'![ < 1j 
= sup{< x, ^'(y')>[ })y'l! < Ij 
- sup{<x,x'>] jjx'[) < 1} 

2. (d) )> (e): Sei y'6G'. Bs gilt: 
)[ ̂ '(y'))j = supjc x, ^>'(y')>[ j;xll<1) 

= sup{<^(x), y'>) ])xii<: 1} 
= sup{< y,y'>[ [[yj] < 1j = iiy'j}. 

(e) ^ (d): Seien U,V die abgeschlossenen Ein-

heitskugeln von F bzw. G. Wir zeigen zunächst: 
^(U) = V. Annahme: Es gibt V\ ^ (u) . 
{y^j ist eine kompakte^ konvexe Teilmenge von G, 

ist abgeschlossen und konvex. Nach dem zweiten 
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Irennungssatz (Schaefer (1): II 9.2) gibt es eine 

abgeschlossene Hyperebene H - - 1j, 

die {y^i und ^p(U) strikt trennt. Es,gilt also: 
= ei^(x),yp < 1 für alle x(U, d.h. 

es gilt j}^'(y^)![ ^ 1, aber<y^,y^>^ 1, und somit 
ist [[y^i] - 1, was ein Widerspruch zur Isometrie von 

ij)' ist. Es gilt also t̂ (ll) - V, und damit nach de 

obigen Lemma ^?(U) ^ (1+ g) ij?(U) für alle o, 

daraus folgt aber: - f . 

Jede Quotientenabbildung q:G ^G/F ist ein metri-

scher Homomorphismus. Die Adjungierte q':F^ 3*G' 

ist &ie natürliche Einbettung.(Dabei seien F,G Banach= 

räume, F ^ G. Versehen mit der Norm-

]{q(x)l}:- infj)]x^)[, x^(q(x)j(für alle x^G) ist 

G/F ein Banachraum, dessen Dualraum zu F^ isomorph ist.) 

Umgekehrt ist jeder metrische Homomorphismus 

eine Quotientenabbildung, da F zu G/Kertj? isometrisch-

-isomorph ist. 

Sind E und F zwei Banachräume, so ist die n-Norm 

auf E & F durch die Eichfunktion von p(U 0 V) definiert 

wobei U und V die Einheitskugeln von E, bzw. F bezeich-

nen. Den so normierten Raum bezeichnet man mit E 0 F , 

und mit E Q F seine Eomplettierung. 



Lan kann (E O ?)' in BR mit identifizieren, 
TL 

und zwar indem man jedem F)' die Abbildung 
zuordnet, die durch 

für alle x(E und y^F definiert ist. 
Vertauscht man die Rollen von E und F, so erhält man 
eine Isomorphie zwischen ( E @ F)' und ^(F,E'), wobei 

7t 
jedes O F)' in S ^ übergeht, mit 

' Tt ^ 
y) für alle x(E und y(F. Dabei ist 

S^ - T^ o Qp, wenn Q^:F >F'' die Auswertungsabbil-

dung bezeichnet. 

Ist F ein Banachunterraum von G bzgl. einer isometrischen, 

linearen Abbildung i j / i F " — s o induziert ij/ kanonisch 

eine lineare Abbildung 1̂ ,: F 0 E >G(g? E. 

Wegen R U p 3 V)) ^ flU^ O V) (U^, U^ Ein= 

heitskugeln von F bzw. G, V Einheitskugel von E ), 

ist kontraktiv, allerdings im allgemeinen nickt 

isometrisch. 

3*3 Satz: Für einen Banachraum E sind folgende Aussagen 

äquivalent: 

(1) E' ist injektiv 

(2) Für alle Banachräume F,G mit G bzgl. 
lj/:F-<—^G ist die kanonische Abbildung 

F <§>E >G (§?E isometrisch 
] - ^ yr 



(3) Für alle F,G mit F ^ G und für alle 
T6<^(F,E') gibt es für alle o eine 
Fortsetzung T von T auf G mit 
[jTj) (1+ 6)[)T]j. 

(4) Für alle F,G mit F ^ G bzgl. y : F ^G 
und für alle T:E ^F' gibt es eine lineare 
Abbildung T:E >G' mit u/'oT = T und 

T U ^ i!T 

(5) Für alle F,G mit F^' G bzgl. >G 

gibt es zu jeder linearen Abbildung 

T:E ^F' und jedem o eine lineare 

Abbildung T:E ^G' mit <?T = T und 

ii?!! < (i+e))!T{t. 
(6) Seien F,G Banachräume und kjP:G ^F ein 

metrischer Homomorphismus. Bann gibt es 
zu jeder linearen Abbildung T;E >F 
eine lineare Abbildung I:E 

T ^ QpOT und j[T]} = T ! 

Beweis: Identifiziert man (F(g) E)' mit ^ ( F , E ' ) 

und ( G @ E)' mit oüß(G,E'), so ist die Adjungierte 
7L 

der Abbildung u/ (p 1 : F g t E >G<g) E die Einschrän-
* TL TL 

kungsabbildung 1-^)':<^(G,E') ><^(F,E'), die 

jedem T(<^(G,E') die Abbildung Tip = zuordnet. 

Aussage (1) bedeutet, dass für alle isometrischen, 

linearen Abbildungen kj/:F ?G die Abbildung 

( ;--.)' ein strikter metrischer Homomorphismus ist, 
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Aussage (3) ein metrischer Homomorphismus. Beide 

sind nach Satz 3.2 zu (2) äquivalent. 

Identifiziert man (F O E)' mit <^5(B,F') und 
it 

(& <g) E)' mit <^(B,G-'), so ist 
71 _ 

( ^ O >o&(E,F') die Abbildung, 

die jeden; T( d^(E,G') die Abbildung ^y'o T zuordnet. 

Satz 3.2 ergibt angewandt auf y O die Äquiva-

lenz von (2),(4) und (3). 

Bie Implikation (4). (6) sieht man, indem man 

(4) auf Y = Y*und T anwendet. 

(6) (4): Seien 1, wie in (4) gegeben. Wendet 

man (6) auf Q^i^I und an, so erhält man eine 

lineare Abbildung S:E ^ mit o S, t)S[l = ![Qp,° Tjj ^ jjTI! und Qp,< T = ^ 

S erfüllt dann das Gewünschte, da (Q^)' eine 
Projektion von G''' auf G' mit B o r m ^ 1 ist. 

Einen Banachraum, der eine der äquivalenten Aussagen 

des Satzes 3*3 erfüllt, nennen wir d-projektiv (in BR). 

Auf zweierlei Arten kann man leicht einsehen, dass 

AB-Räume d-projektiv sind: 

1. Der Dualraum eines AI-Raumes ist ein ordnungsvoll-

ständiger AM-Raum mit Einheit und somit injektiv (in BR). 

2. Bach dem Darstellungssatz von Hakutani für AB-Räume 

(Schaefer (2): II 8.5) ist jeder B-Raum zu einem 
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Raum L (jw) isomorph (als Banachverband), wobei ein 
strikt positives Radonmass auf einem lokalkompakten 
Raum X ist. Sind F und G Banachräume, G bzgl. 

^ 1 1 ^G, so kann man F @ L mit L^(^) und 
1 1 ^ G L mit L^(^) identifizieren (Schaefer (1): III 6.5). 

Unter dieser Identifikation ist 

Sie ist offensichtlich i 

die Aussage (2) von 3.3. 

die natürliche Einbettung. 

Sie ist offensichtlich isometrisch, also erfüllt L 

-

Sei E ein Vektorverband. Wir bezeichnen mit B den 

Vektorverband der ordnungsbeschränkten Linearformen 

auf E und mit E^ das Band der ordnungsstetigen 

Linearformen in E . Ein stonescher, kompakter Raum X 

heisst hyperstonesch, wenn das Dualsystem 

< C(X),C(X)' > separiert ist. 

3.4 Lemma: Sei E ein ordnungsvollständiger Vektor= r 
verband, und seien A und B disjunkte Ideale 

in E**. Dann ist E = A°+ B°. n 

Beweis: Wir definieren für f(A das Nullideal 

N([f}):- {x(E} < }x],[f] oj und entsprechend 
N(lg} ) für g(B. Da A° ein Ideal in ist, gilt: 

{xEE} < x , f o für alle f(Aj 

= (xgE! < ixi,jfj > = o für alle f6Aj = fll^jf]). 



Genauso ist /iN(lgj). Nach Schaefer (2): II 4.11 
g<EB 

ist E = N(lfj) + N(jg[) für alle ftA, g6B. Also 

ist N([f])^c N()g}) für alle f<EA, g6B. (Sei näm= 

lieh x^N(jf[)**-. Dann gibt es x^6N()fj), Xg^N^jgl) 

mit x = x^. Da [x[ ^ [x^j + jx^j, gibt es 

y^[o,]x^[] <= N(]f]), y^^ojx^]] c N(]g[) mit 

jx] = y^. Aus y^ ^ [x[ folgt y^N([f])^-, 

d.h. es ist y^- o, und somit ist [x] - y^ 6N(jg;).) 

Damit ist N(jf])^c ^lN()g}) = B° für alle f6A, g^B 
woraus wiederum folgt: (B°) c N(jfj) = N(!fj) 
für alle f(A. (N([f[) ist ein Band, da A c E * ) 
Also ist A° und daher E = (B°)^+ B° c A°+ B°. 

3.5 Satz: (Dixmier-Grothendieck) 

Sei X ein kompakter Raum. Genau dann wenn 

X hyperstonesch ist, besitzt C(X) einen Erädual. 

In diesem Fall ist jeder Prädual von C(X) 

zu C(X)' isomorph. 

beweis: Sei X hyperstonesch. Da C(X)^ ein AL-Raum 

ist, ist (C(X)^)'= und (C(X)^)' ist ein 

ordnungsvollständiger AM-Raum mit Einheit. Also 

gibt es einen kompakten, stoneschen Raum Y, so 

dass zu C(Y) isomorph ist. 

Sei Q: C(l) >C(Y) die Auswertungsabbildung. 

Q ist ein Verbandshomomorphismne (Schaefer (2): II 4.6) 
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und injektiv, da X hyperstonesch ist. Es ist 

= folglich ist Q isometrisch. 

Sei H eine offen-abgeschlossene Teilmenge von Y. 

Wir zeigen, dass es eine ebensolche Teilmenge K 

von X gibt, so dass Q(X^) 

Sei A:= {f(C(Y)[ f(Y^H) = (ojj und 

B:= {g(C(Y)[ g(H) = {ojj. A und B sind disjunkte 

Bänder in C(Y), und es ist C'(Y) - A + B. Nach 

dem vorangehenden Lemma gilt also C(Y) - B^ 

bzgl. < C(X)^ , C(Y) » . Da G(X)^ von C(Y) ge= 

trennt wird, ist A^n B^ - {oj. Also ist wiederum 

wegen des obigen Lemmas C(X) = B^* (* bzgl. 

<C(X), C(X)^ >). A°* und B°* sind disjunkt, da 

X hyperstonesch ist. Da B^*, gibt es eine 

offen-abgeschlossene Teilmenge K von X, so dass 

X^ (A°* und X ^ ^ $B°*. Somit ist (A und k Alk K 
6B. Wegen = Q(1,,) = Q(X^) + 

folgt daraus Q(J^f^) = ^ R * 

Es folgt aus dem eben Gezeigten, dass Q(C(X)) die 

lineare Hülle von {^g! H^Y offen-abgeschlossen; 

umfasst. Folglich ist Q(C(X)) dicht in C(Y). Da 

Q isometrisch ist, sind die beiden Räume gleich. 

Nehmen wir jetzt an, dass C(X) der Dualraum 

eines Banachraumes E ist. Sei iL der positive Kegel 

von C(X) und U die Einheitskugel von C(X). Es gilt: 

K n AB = X/2(lv + U) für alle A > o. Mit dem Satz 

von Krein-Smulian (Schaefer (1): IV 6.4) folgt 
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daraus, dass h ^(C(X),E)-abgeschlossen ist. Sei 
(f^)^^^ eine ^-gerichtete Familie positiver Ele-
mente in C(X). Es gibt ein Teilnetz von das 
gegen eine Funktion f^C(X) c(C(X),E)-konvergiert. Nach 
Schaefer (2): II 5.8 ist f - inf f^. Daraus folgt, 
dass X stonesch ist. 

Sei inf f^- o, und sei (g^)^^^ ein Netz in C(X) 
mit jg^j <Jf<x für alle p<(A. Sei g ein Häufungspunkt 
von C:= -K° gilt j< x,g^>] 
für allep($A. Also ist < x , g > - o. Somit ist 
g$ (Cu-C)°= -K n K = (oj. Also ist 
lim gp( = o bzgl. <g*(C(X),E). Daraus folgt, dass 
E c= C(X)^. X ist also hyperstonesch. Da nach dem 
ersten Teil des Beweises C(X)^ ein Brädual von C(X) 
ist, gilt E = C(X)' 

Dual zu Satz 2.1o können wir jetzt aus dem obigen 

Satz eine Charakterisierung der AB-Räume unter den 

Banachräumen herleiten: 

3.6 Satz: Für einen Banachraum E sind folgende 

Aussagen äquivalent: 

(a) B ist d-projektiv in BR 

(b) E' ist isomorph zu einem Ah-Raum 

(c) B ist isomorph zu einem AB-Raum 



Beweis: (a) (c): Ist E d-projektiv, so ist B' 

zu einem Raum C(X) isomorph. Nach 3.5 sind dann 

E und isomorph. 

(c)' - (b): Das ist offensichtlich, 

(b)^ > (a): Ist E' ein AM-Raum, so ist E''' als 

ordnungsvollständiger AM-Raum mit Einheit injektiv 

(Q^)' ist eine kontraktive Projektion von E''' auf 

Nach 1.3 ist dann E' injektiv. 

Ein Objekt in einer Kategorie C heisst projektiv, 

wenn es in der dualen Kategorie C* injektiv ist. 

Man kann leicht sehen, dass ein Morphismusij/in BR 

genau dann eine Einbettung (d.h. eine Isometrie) ist 

wenn î / in BR ein metrischer Homomorphismus ist. 

Somit ist also ein Banachraum E genau dann in BR 

projektiv, wenn gilt: 

Sind F,G Banachräume, und ist — ^ F ein metri-

scher Homomorphismus, so kann man jede Abbildung 

T€^(E,F) zu einer Abbildung T$^(E,G) 'hochheben', 

d.h. es gilt " 

In BR gibt es ausser dem Nullraum keine projektiven 

Objekte. 

Wir wollen das beweisen: Da man fR als Unterbanach-

verband eines jeden Banachverbandes E ^ o auffassen 

kann, reicht es zu zeigen^ dass /R nicht projektiv 

ist. Sei c und Sei'V?^ = gegeben 
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durch (A ) ^ mit A > o für alle n^ffV und - 1. n n̂ /zy n ^ i-
Man sieht leicht, dass ^ ein metrischer Homomor-

phismus ist. Sei x - (v^)p^j^(c^, x =)= o. Dann ist 

j^(x)j < jjx]}. (Denn es gibt n^ mit j < [jx[[. 

Also ist l^?(x)! = t Z ^ ' n ! ^ = l'ixil.) H n 
Sei mit ^P.T = . Dann ist 
}jT[{ = '!'iT(i)ji > = i = ) ! 1 ! ]. 

Es gibt jedoch nicht triviale Banachräume E, die 

folgende schwächere Eigenschaft haben: 

Seien F,G Banachräume, ^F ein metrischer 

Homomorphismus und T(<?d(E,F). Dann gibt es für 

alle o eine Abbildung T$^f(E,G) mit = T 

und []TH (l+f)t!T}[. 

Jeder Raum ^^(A) hat diese Eigenschaft. 

(Sei Tf*fC%'(A),F) mit [)'!}} ^ 1 und sei o. 

T ist durch eine Folge (x^) in F definiert, und 

zwar durch = für alle ( ^ ) ^ ^ ( A ) . 

Es ist }}Til = sup 1. Sei mit 

^(y*.) = x^ und !)y^}i ^ 1+^. Setze 

a H e (A^) (F(A). Dann ist 
1 * 

?^(Z'(A),G) mit Lf.T = T und ]}T]} = sup ^ 1+^.) 

Grothendieck hat bewiesen, dass die obige Eigen-

schaft die Räume in ER charakterisiert. 
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4 . K a p i t e 1 

Im folgenden sollen Fortsetzungsprobleme in der 

Kategorie BV behandelt werden. Die positiven, line-

aren Abbildungen zwischen zwei Banachverbänden 

sind eng mit den regulären Operatoren verwandt. 

Deshalb soll zunächst geklärt werden, welcher Zu-

sammenhang zwischen den jeweiligen Fortsetzungs-

problemen für diese beiden Klassen von Operatoren 

besteht. 

Sind E und F Vektorverbände, so heisst eine line-

are Abbildung T:B ^F regulär, falls sie Differenz 

zweier positiver, linearer Abbildungen ist. Dazu 

ist äquivalent, dass es eine positive, lineare 

Abbildung S:E >F gibt mit + S. Der Raum der 

regulären Abbildungen von E nach F, L"(E,F), ist 

ein geordneter Vektorraum. Ist F ordnungsvollstän-

dig, so ist L^(B,F) ein ordnungsvollständiger Vek-

torverband (Schaefer (2): IV 1.3). In diesem Fall 

ist der positive Teil einer regulären Abbildung 

I$1^(E,F) gegeben durch: 

I^x - sup {Tx,j [o,xj j für alle 
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Definition: Seien F und G Vektorverbände und 

Y . F ^G eine positive, lineare Abbildung. 

ij/heisst intervallerhaltend, falls für alle 

gilt: y([o,x]) = [o, y(x)j. 

Eine positive, lineare Abbildung !j/:F >G indu-
ziert für alle Vektorverbände E eine lineare posi-
tive Abbildung ij/:B^(G,E) die jedem 

T(lr(G,E) die Abbildung T o^/ zuordnet. 

4.1 Lemma: Sei E ein ordnungsvollständiger Vektor-

verband,und ^G positiv und linear. 

(a) Ist '\j/ein injektiver Verbandshomomor-

phismus , so ist intervallerhaltend. 

(b) Ist intervallerhaltend, so ist 

ein Verbandshomomorphismus. 

Beweis: (a) Sei >G ein injektiver Verbands-

homomorphismus. Bann kann man F bzgl. Tj/ mit 

einem Vektorunterverband von G identifizieren. 

\̂j/ist dann die Abbildung, die jedem T$L^(G,B) 

die Einschränkung Tj^ von T auf F zuordnet. Sei 

T(Ir(G,E) positiv und S6I^(F,E), so dass 
S([o,Tip]. Wir müssen zeigen, dass es ein S(B^(G,E) 
gibt mit y(S) - = S und S([o,Tj. 
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Man definiere für alle y6G p(y):- Ty^. Dann 
ist p:G- ^E sublinear mit p(y) - o für alle 

y ^ o . Für alle x$F gilt: 
S x ^ Sx^ ̂ T x ^ ^ p(x). Nach Satz 2,2 gibt es 
eine Fortsetzung S von S auf G, so dass 
3y<^p(y) für alle y6G. Damit ist für o 
gy = -S(-y) ̂ -p(-y) = o, d.h. S ist positiv, 
und Sy ^ p ( y ) = Ty. Somit ist S([o,T], 
(b) Sei *\j/:F ^G intervallerhaltend und 
T6L^(G,E). Wir zeigen: y(T^) = 
Sei x6F_j_. Dann gilt: 

- (T^y)^x = sup{T\^(x^))x^6[o,x]j 
= sup(Ty} y$T^([o,xj) j 
= supjTy] y^[o,y(x)] j 
= T+y(x) = y(T^)(x). 

Sind B und F Banachverbände, so sind alle regu-
lären Abbildungen stetig (Schaefer (2): II 5.3). 
Wir schreiben in diesem Fall ^^f(E,F) an Stelle 
von ir(EyF). 

Definition: Seien F,G Banachverbände, Eine 
positive, lineare Abbildung \j/:F >G 
heisst fast intervallerhaltend, falls für 
alle x(:Ft_ iv([o,x]) dicht in liegt. 
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4*2 Lemma: Seien E,F,G Banachverbände, E ordnungs-
vollständig. Ist ^G eine positive, 
fast intervallerhaltende, lineare Abbildung, 
so ist die Abbildung y : ^f(G-,E) ><^(F,E) 
mit y(T) = T°y ein Verbandshomomorphismus. 

Beweis: Wir übernehmen die Bezeichnungen vom Beweis 
zu 4.1 (b). Es ist zu zeigen, dass 
sup T(^/([oyx])) ^ s u p T([o,y(x)]) ist. Da T 
stetig ist, gilt 

T(y([o,x]) ^ T( y([o,x])) = T([o, y(x)]). 
Der positive Kegel in einem Banachverband ist ab-
geschlossen, also folgt: 
sup T(y([o,xJ) = sup T(<ij/([o,x])) ̂ s u p T([o, y(x)]). 

Setzt man im obigen Lemma E:-jp{, so ist 
o^(??fR) - ^ ^ y:G' >F' die Adjungierte v o n y 

4.3 Lemma: Seien F,G Banachverbände undij/:F >G 

positiv und linear, han betrachte folgende 

Aussagen: 

(a) ist fast intervallerhaltend 

(b) ist ein Verbandshomomorphismus 

(c) ist ein Verbandshomomorphismus 

(d)y' L-st fast intervallerhaltend 

(e)i^* ist intervallerhaltend 
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Es gilt: (a) ist äquivalent zu (b), und 

die drei Aussagen (c),(d) und (e) sind 

äquivalent. 

Beweis: Die Folgerung (a) (b) ist ein Jonder-
fall von 4.2. 
(b)' (a): Sei ij/':G' >F' ein Verbandshomo-
morphismus. Angenommen, es gibt und 

mit yt[o,i^(x)j \A^([o,xj). Dann existiert eine 

abgeschlossene Hyperebene in G, die {yj und 

\j/([o,x_]) strikt trennt. Es gibt also y'(G' und 

cgfR, so d a s s < Y ( z ) , y ' > < c < < y , y ' > f ü r alle 

z6[o,xJ. Dann gilt: 

< y ( x ) ,y - < x, y (y = c x, y (y' 

c < < was ein Widerspruch 

zu y$[o,'y(x)] ist. 

(c)- > (e): ,enn ij/:F >G ein Verbandshomo= 

morphismus ist, so können wir ähnlich wie im 

vorangehenden Schritt zeigen, dgss für alle y'^G'^ 

y'((p,y']) e(F',F)-dicht in [o, y(y')J ist. 

Da <3*(F',F)-kompakt ist, müssen 

die beiden Mengen gleich sein. 

(e)i (d) ist offensichtlich. 

(d)=m> (c): Ist <\j/' fast intervallerhaltend, 

so ist ein Verbandshomomorphismus 

(b)), und daher auch^\j/. 
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_nd E und F Banachverbände, so definiert 
inf (i[S!i {S6^(E,F), S^- o, +T 

eine Norm auf bzgl. der dieser Raum voll= 

ständig ist. Ist F ordnungsvollständig, so ist 

o^^(E,F) unter dieser Norm ein ordnungsvollstän-

diger Banachverband. 

Man nennt co(E^ O den projektiven Kegel von 

E g)F. Schlotterbeck beweist, dass es eine 

Norm auf E g)F gibt (sie wird p-Norm genannt), 

so dass das so normierte Tensorprodukt E ^ F fol-

gende Eigenschaften hat: Die Abschliessung des 

projektiven Kegels in der Komplettierung E <̂ >F 

von E ^ F definiert eine Ordnung auf E(p F, 

bzgl. der dieser Raum ein Banachverband ist. Der 

Dualraum von E ^ F ist (als Banachverband) iso-

morph zu und zwar ist die Isomorphie 

kanonisch dadurch gegeben, dass man jedem 

<g)F)' die Abbildung T^ ( ^ ( E , F ' ) zuordnet, 

die durch < - ^(x O y ) für alle x(E, 

y$F definiert ist. Entsprechend kann man (E ^ F)' 

mit ^*(F,E') identifizieren, indem man jedem 

^ F)' die Abbildung S^ ^ ^ ( F , E ' ) zuordnet, 

für die gilt: -<,x,S^.y > = ^(x O y ) für alle 

x$E, y^F. T^und S ^ sind zueinander adjungiert, 

in dem Sinne dass T^'oQp - S^ und ly? - S^' o 

ist. 

Seien F und 3- Banachverbände, \̂t/:F > G-cnverbande, y : 
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ein isometrischer Verbandshomomorphismus. Dann 

induziert ij/ ̂ 'ür alle Banachverbände B kanonisch 

die lineare Abbildung F E 

Sie ist ein kontraktiver Verbandshomomorphismus 

(denn ihre Adjungierte kann mit der Einschränkungs-

abbildung ^f(G,E') identifi-

ziert werden, die intervallerhaltend und kontraktiv 

ist). 

Analog zu Satz 3.3 wollen wir äquivalente Bedingung 

gen dafür angeben, dass ein dualer Banachverband 

(in BV) injektiv ist. Dazu notieren wir zuvor einen 

technischen Sachverhalt: 

Seien F und G Banachverbände, und sei 

^G eine positive, lineare Abbildung. 

Ist ^ intervallerhaltend, so gilt: 

Ly(x), y(y)] = y ( L x , y ] ) für alle x,y$F,x=y. 

(Es ist nämlich i^([x,yj) = y-xj + x) 

= [o, y(y-x)] + <Y'(x) = [y(x), 

4.4 Bemma: Seien F,G Banachverbände undy:F ^G eine 
positive, intervallerhaltende, lineare 

Abbildung, ij/ ist genau dann ein (strikter) 

metrischer Homomorphismus, wenn d: 

positive offene (abgeschlossene) Binheits-
kugel von F auf die positive offene (abge-
schlossene) Einheitskugel von G abbildet. 
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Beweis: Seien U,V die offenen (abgeschlossenen) 
Einheitskugeln von F bzw. G. 
Sei y:F >G ein (strikter) metrischer Homomor-
phismus, d.h. es gilt y(U) = V. Da y positiv ist, 
gilt y(U+) " V+' y^V^. Dann gibt es x$U mit 
y ( x ) = y. Also ist y^L,o>Y(x^)] = \^([o,x^]). 
Es gibt nach Voraussetzung mit y(x^)=y, 

d.h. es ist 

Sei umgekehrt y(U+) ^ V^. Da y positiv ist, 
folgt daraus y(U)c=V. Ist y6V, so ist iyjtV^. 
Bs gibt also ein mit y (x)-}y[. Wegen 

y^[-iy!'ty!l = [-y(x),Y(x)] = Y([-x,x]) ^^^^ 
^6[-x,x]c:U mit y(x^)=y, d.h. es ist y^y(U). es x. 

4.5 Satz: Für einen Banachverband E sind folgende 
Aussagen äquivalent: 

(1) E' ist injektiv in BV. 

(2) Für alle Banachverbände F,G mit F ^ G 
bzgl. *\i/:F ^G ist 

yOI-pi F ^ E ^ ^ ^ ^ isometrisch. 
(3) Für alle F,G mit F ^ G besitzen alle 

T(^(F,E') eine Fortsetzung 



(4) Für alle F, G mit besitzen alle 
T(<^(F,E') für alleS> o eine Fortseid 
zung mit < (l+e)}]!]}^. 

(5) Für alle F,G mit F ^ G besitzen alle 
positiven, linearen Abbildungen T:F >E 
für alle o eine positive, lineare Fort-
setzung T auf G mit [jT]} (l+e)[}T}[. 

(6) Für alle F,G mit F ^ G bzgl. ij/ gibt es zu 
jedem T ( ^ ( E , F ' ) ein (E,G') mit 

= T und IITll = ilTl! . r ' ' ' - r i' iir* 
(7) Für alle F,G mit F ^ G bzgl. n^/gibt es zu 

jedem T(^(E,F'), T ̂ o , ein T6^(E,G'), 

T ^ o , mit y ' o T = T und :[T}} = tjTjj. 

(8) Seien F,G Banachverbände undij/:G >F 

ein fast intervallerhaltender metrischer 

Homomorphismus. Zu jeder positiven, line-

aren Abbildung T:E ?F gibt es eine 

positive, lineare Abbildung T:E ^G'' mit 
T = Qp oT und j[T[l = [[Hj. 

Beweis: Identifiziert man (F ^ E ) ' mit ^'(F,E') 

und (G ^ B ) ' mit so ist die Adjungierte 

der Abbildung F <^)E ^G ^ E die Bin= 

schränkungsabbildung 

Aussage (3) besagt, dass für alle isometrischen 

Yerbandshomomorphismen >G ^in 

strikter metrischer Homomorphismus, Aussage (4) 

ein metrischer Homomorphismus ist. Beide sind 
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zu (2) äquivalent nach 3.2. Die Äquivalenzen 
von (1) und (3) und von (4) und (5) ergeben sich 
aus Lemma 4.4. Identifiziert man E)' mit 

<^f(E,F') und (G ̂  E)' mit so ist 

( y O 1^)' die Abbildung, die jedem 
die Abbildung y'o T t ^ ( E , F ' ) zuordnet. Satz 3.2 
ergibt die Äquivalenz von (2) und (6), Lemma 4.4 
die von (6) und (7). Schliesslich beweist man 
unter Benutzung von 4.3 die Äquivalenz von (7) und 
(8) genauso wie in (3.3) die Äquivalenz von (4) 
und (6). 

Die Äquivalenz von (1) und (3) in Satz 4.5 gilt 

nicht nur für duale Banachverbände: 

4.6 Satz: Sind E,F,G Banachverbände, E ordnungs= 

vollständig und G, dann sind folgende 

beiden Aussagen äquivalent: 

(a) Zu jeder positiven, linearen Abbildung 

T^^d(^i^) gibt es eine positive, lineare 

Fortsetzung T(^(G,E) mit )}l)} = ijTji. 

(b) Zu jeder regulären Abbildung T$^f(F,E) 

gibt es eine reguläre Fortsetzung 
mit = itTjtp. 

Zum Beweis wende man 4*4 an* 
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Man nennt einen Banachverband, der eine der äqui-

valenten Bedingungen von Satz 4.6 erfüllt, d-projektiv 

in BV. 

Ähnlich wie in BR gibt es jedoch ausser dem Nullraum 

keinen Banachverband E mit folgender Eigenschaft: 

Sind F,G Banachverbände, und ist t^:G ^F 

ein intervallerhaltender metrischer Homomor-

phismus, so gibt es zu jeder positiven Abbildung 

T6o^(E,F) eine positive Abbildung T6^(E,G) mit 

^ o T = T und j}T[j = iiTj], 

Das im Kapitel 3 für den analogen Sachverhalt in BR 

angegebene Gegenbeispiel gilt auch für diesen Fall, 

da die dort definierten Räume F und G Banachverbän-

de sind, und die Abbildung ^positiv und intervall= 

erhaltend ist. 

Man sieht jedoch genauso wie in Kapitel 3? dass 

jeder Raum E = ̂  (A) folgende Eigenschaft hat: 

Seien F und G Banachverbände, ^F ein inter-

vallerhaltender metrischer Homomorphismus und 

T: E' ^F eine positive, lineare Abbildung. 

Dann gibt es für alle o eine positive Abbil-

dung T(<ky(E,G) mit = T und })T}} ^ (1+^))]T[{. 

Diese Eigenschaft kennzeichnet jedoch in BV nicht 

die Räume vom T y p ^ (A), da auch c^ sie besitzt, wie 

man sich leicht überlegen kann. 

Wir wollen zum Schluss dieses Kapitels noch ein Bemma 
beweisen, dass das p-Tensorprodukt als Lösung eines uni= 
verseilen Problems charakterisiert; 



4.7 Lemma: Seien E,F,G Banachverbände, und sei 
%:ExF F die kanonische tili= 
neare Abbildung, die durch X,(x,y):= x 0 y 
definiert ist. Zu jeder bilinearen, posi-

tiven Abbildung b:ExF ^G gibt es genau 

eine positive, lineare Abbildung 

T: E<^ F >G mit []T}j = !ib}{, so 

dass T ° % = b. 

Beweis: Sei b:ExF ^G bilinear und positiv. Bann 

gibt es genau eine lineare Abbildung S:B ^ 

mit - b. S ist positiv bzgl. der durch den 

projektiven Kegel auf E(g) F definierten Ordnung. 

Bs bleibt zu zeigen, dass S stetig ist und die 

gleiche Norm wie b hat. Dann nämlich besitzt S 

eine normgleiche Fortsetzung auf ^ ^ ^^^ ^^^ 

Behauptung erfüllt. 

Sei z'(G^, dann ist z'*b Da z'*b posi-

tiv ist, entspricht z'o b kanonisch einer Abbil-

dung aus o^'(E,F'), der wiederum ein Element 

gleicher Norm entspricht. Dabei 

ist O y ) - z'(b(x,y)) für alle x^E, v$F. 

Es ist also z'oS und 

sup{ [z'(b(x,y))[ [x,y > o , j[x}j j jy! j ̂  1 j 

= iiz'ob]} = }! y?}; = 
sup{ jz'(S(u))j ]u(E <g)F, < ij. Daher gilt 



jb}i = supt }z'(b(x,y))t )x,y^o, ijxjj^l, 

= !isü. 

Korollar: Das p-Tensorprodukt ist assoziativ, das 

heisst: Sind Banachverbände, so ist 

E. O (EL 0 E^) isomorph zu (E^ O E^) 0 E^, 

Beweis: Sei H^:- E^ ^ (E^ 0 E^) und 

(B̂  ^ E ^ ) (g> E^ und Y^^^xE^xE^ 

(i-1,2) die kanonische multilineare Abbildung. 

Dann erfüllt sowohl als auch 

das universelle Broblem: 

Für alle multilinearen, positiven Abbildungen 

m:E^xE2xE^ ^G (G Banachverband) gibt es 

genau eine positive, lineare Abbildung T:H^ > G 

(i-1 oder i=2) mit = m und )}T[[ = [Im}}. 

Solche Objekte sind eindeutig in BV. 

Bieses Korollar wird in Kapitel 5 Anwendung finden. 
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5 . k a p i t e 1 

In diesem Kapitel werden die injektiven Banach-

verbände untersucht. Es wird sich zeigen, dass die 

Klasse der injektiven Banachverbände grösser ist 

als die der injektiven Banachräume: Ordnungsvoll-

ständige AM-Räume mit Einheit sind injektiv in BV, 

aber auch AL-Räume. In einer systematischen Unter-

suchung wird analog zur 'binären Durchschnittseigen-

schaft' für Banachräume (2.6) eine Durchschnitts-

eigenschaft für Banachverbände angegeben, die für 

endlichdimensionale und duale Banachverbände zur 

Injektivität äquivalent ist. 

5.1 Satz: Jeder ordnungsvollständige AM-Raum mit 

Einheit ist injektiv in BV. 

Fir wollen drei verschiedene Beweise dieses Satzes 
angeben: 
I.Beweis: Sei E ein ordnungsvollständiger AM-Raum 

mit der Einheit e. Seien F,C- Banachverbände, mit 
F^. G, und I:F eine kontraktive, positive, 



lineare Abbildung. Sei p:G ^E die Abbildung, die 

durch p(y):- iiy^Jje für alle y^G definiert ist. 

p ist sublinear, und es gilt p(y) - o für alle 

ŷ O-, y ^ o und Tx ̂ p ( x ) für alle x(F. Nach 2.2 

gibt es eine lineare Abbildung T:G ^E, die T fort= 

setzt und für die gilt: ^ y ^ p ( y ) für alle y<EG. 

Sei yj>o, dann ist Ty- -T(-y) ̂ - p ( - y ) - o, 

d.h. T ist positiv. Wegen T y ^ i)y^i)e für alle v(G 

ist T kontraktiv. 

2.Beweis: Ist E ein ordnungsvollständiger AM-Raum 

mit Einheit, so ist ^ ( F , E ) = <^(F,E) für alle 

Banachverbände F. (Sei nämlich T6od(F,E) kontraktiv. Für 

x(F, j[xj[ ist dann Txrj_-e,eJ. Daher existiert 

für x6F^ [T)x = sup{Tyjy$[-x,x]j c [o,e], 

und es ist j]T]j^ - 1.) Da E in BR injektiv 

ist, folgt die Behauptung aus 4.6. 

3.Beweis: Als eine Folgerung des Fortsetzungssatzes 

von Bauer-Namioka (Schaefer (2): II 4.6) sieht man 

leicht, dass jjP, ein injektiver Banachverband ist 

(Schaefer (2): II 5.6). Sei E ein ordnungsvoil= 

ständiger AM-Raum mit Einheit. Nach 2.1o kann 

man B mit einem Raum C(T) identifizieren, wobei 

Y kompakt und stonesch ist. C(Y) ist ein Banach-

unterverband von ^c(Y), Da C(Y) in BR injektiv 

ist, gibt es eine kontraktive Projektion von ^f(l) 

auf C(Y), die nach 2.7 positiv ist. D a / ^ in BV 

injektiv ist, ist es a u c B ^ (Y) (1.2) und somit 

auch B - C(Y) nach 1.3. 



Jeder n-dimensionale archimedisch geordnete Vektor= 

verband ist isomorph zu versehen mit der natür-

lichen Ordnung (Schaefer (1): V ex. 21(a)). Somit 

ist jeder n-dimensionale Banachverband zum /Z^ 

in BV isomorph, wobei man annehmen kann, dass 

so normiert ist, dass alle Einheitsvektoren die Norm 1 

haben. 

5.2 Bemma: Jeder endlichdimensionale AE-Raum ist 

injektiv in BV. 

Beweis: Aus dem oben Gesagten folgt sofort, dass 
jeder n-dimensionale AB-Raum zu ^ ( n ) isomorph 
ist. Seien F,G Banachverbände, F G bzgl. 

i 
y : F >G, und sei T:F positiv. Dann 

gibt es x^, x^, so dass 

Tx - (cx,x^ ...,<x,x^ >) für alle x6F. 
n 

Es gilt ijTj] = sup{]E-<x,x! > [x(F , }[x{j ^ 1j 
n i=1 n 

= }iZ[x!]). Sei x': = ][_x!. 
i=1 ^ i=1 

Da /R ein injektiver Banachverband ist, gibt es 

y'6G_j_ mit y'(v') = x? und }{y'}) = [[x'jj = [jTj 

Da die Abbildung y':G' >F' intervallerhaltend 

ist, gibt es y^6[o,y'] mit y'(y^) = x^. Es ist 

x^'([o,x'-x^'] = [o, y'(y'-y')] = y([o,y'-yjl). 

Daher gibt es y^6[o,y'-y^] mit y^fy^) * Fährt 



mit ) y_! - y' und = x^ für alle i. 

Man definiere Z B n ) ) durch 

T(y):= (< für alle y(G. Dann ist T ^ o , 

und es gilt ^/aT = T und })?[] = t]y']l =t]x'][ 

= ÜTjt. 

5.3 Lemma: Sei X ein total unzusammenhängender, kom-
pakter Raum. Dann gibt es eine gerichtete 
Familie {E^ , or(Aj von endlichdimensionalen Un= 
terverbänden von C(X), so dass C(X) = E^. 0( 

Beweis: Sei A die Menge der endlichen Zerlegungen 

von X in offen-abgeschlossene Teilmengen. A ist 

gerichtet bzgl. der Ordnung: 

verfeinert <x . Sei E^ lineare Hülle von 

i/^Q* j, wobei die charakteristische Funk= 

tion von 0 bezeichnet. E^ist ein endlichdimensio-

nalen Unterverband von C(X), und die Familie 

(Bp, ist bzgl. der Inklusion gerichtet. Es 

gilt U E^ = C(X). (Sei nämlich f^C(X) und o, 

dann gibt es zu jedem x(X eine offen-abgeschlossene 

Menge U^, so dass f(U^) c ]f(x)-a,f(x)+& [ ^md 

Da X kompakt ist, gibt es so dass 

jU , i^1..nj X überdeckt. Sei (X-{0 , v-1..mjtA 

eine Verfeinerung von {U^ , i-1...nj mit O^^^für 

alle v. Wähle x (0 und definiere g:- f(x * 

Dann gilt iif-g!} < & . ) 
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Nan sagt, dass ein Banachverband E die Eigenschaft 
(P) hat, wenn es eine positive, kontraktive Projek-
tion von E'' auf E gibt. Jeder AE-Raum hat die Eigen-
schaft (P), (da er ein Band in seinem Bidual ist,) 
und alle dualen Banachverbände haben (P). (Man betrach= 
te (Qp)', falls E=F'.) Ist E ein Banachverband mit 
(p), und ist EM' injektiv, so ist es auch B nach 1.3. 

5.4 Satz: Jeder AL-Raum ist injektiv in BV. 

Beweis: Sei E ein AE-Raum. Nach der obigen Bemerkung 

reicht es zu zeigen, dass B'' injektiv ist. Der 

Raum E:= E' ist ein ordnungsvollständiger AM-Raum 

mit Einheit, also isomorph zu einem Raum C(X), 

X stonesch. Nach 5.3 gibt es eine gerichtete Familie 

{E^ , <X(;A] von endlichdimensionalen Unterverbän^ 

den von E, so dass E - . Sei A geordnet 

durch die Beziehung: E^ er E^ . E indu-

ziert eine M-Norm auf E^ , somit ist E^ ein end-

lichdimensionaler AE-Raum, also injektiv naen 5.2. 

Seien L,:B. >E und *r :B, die na-

türlicken Einbettungen. Sind F,G zwei vorgegebene 

Banachverbände mit G und T^^(F,E') eine posi-

tive, kontraktive Abbildung, so gibt es für alle 

Of$A eine positive, kontraktive Abbildung 

mit " . Fir verändern so, dass 



^ * ^ = ^ ' falls * - /3. 
Sei ein Ultrafilter, der feiner als der Sektions^ 
filter von A ist. Da die Einheitskugel von 

) bzgl. der schwachen ^-Operatortopo-
logie kompakt ist, konvergiert das Netz 

für diese Topologie bzgl. ^ gegen 
eine Abbildung Wir schreiben 

T, = lim Es folgt leicht, dass TW positiv 

und kontraktiv und eine Fortsetzung von-r'°T ist. 

Da nämlich die Abbildung ? . , 

die jedem Stp^^(GyE^) die Abbildung T^'S zuord^ 

net, schwach ^-stetig ist, gilt: 

* = lixi tr' o T = lim T-' = T . 

Sei y6G. Indem man jedem < x , T y > zuordnet, 

definiert man eine Linearform auf L^E, von ô  * 
Norm<^ tiy]). Ihre stetige Fortsetzung auf E nen-

nen wir Ty. Damit ist eine positive, kontraktive 

Abbildung definiert, für die gilt: 

T i - T 

Sei E ein Banachverband und Sei 

N:- {xtBj-< jx},x'>- o{ das Nullideal von x'. Die Norm 

p(x+N):= C }xj,x'>für alle x6E macht E/N zu einem nor= 

mierten Vektorverband. Wir bezeichnen mit (E,x') seine 

Vervollständigung und mit >(E,x') die 
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Quotientenabbildung. Für x(E gilt dann 

}[j^,(x)jj = < jx[,x'!>. (E,x') ist also ein AL-Raum. 

Sei B:- T T (E,x').(U Einheitskugel von E). Die 
x'(U° < 

Abbildung j:E — m i t j(x):= ist 

ein isometrischer Verbandshomomorphismus, d.h. es 

gilt n bzgl. j. Zu jedem Banachverband haben wir 

somit einen injektiven Banachverband S konstruiert 

mit E ^ S . Damit ist gezeigt, dass die drei Aussagen 

von 1.4 in BV äquivalent sind. 

Definition: Ein Banachverband E hat die Eigenschaft 

(1^), falls gilt: Ist eine gerichtete 

Familie von positiven Elementen in E mit 

l)x<njj <r 1 für alle<x6A, so existiert 

sup x,. und es ist jlsup x^ii ^ 1. 

Die Eigenschaft (B^) ist schwächer als (B), denn 

es gilt offensichtlich: 

1. Jeder duale Banachverband hat (B^). 

2. Ist G ein Banachverband mit (1^), G, und 

gibt es eine positive, kontraktive Brojektion von 

G auf F, so hat auch F die Eigenschaft (B^). 

Fir wollen für das Folgende vereinbaren, dass 

F,G immer Banachverbände bezeichnen min F<\ G. Sind 

F,G vorgegeben, so sagen wir: 
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Ein Banachverband E hat die (F,G)-Fortsetzungseigen^ 

schart, wenn für jede positive Abbildung T 6^(F,E) 

eine positive Fortsetzung T von T auf G mit gleicher 

Norm existiert. 

5.5 Bemma: Sei E ein Banachverband mit (B^). Bann 

hat E die (F,G)-Fortsetzungseigenschaft, 

wenn F ein Ideal in G ist. Es gilt ferner: 

Ist I(cd(F,E) eine positive, kontraktive 

Abbildung, so wird durch 

Tx:^ sup{Ty[y6[o,x]nFj für alle x6G^ eine 

positive, kontraktive Fortsetzung von T defi-

niert. Sie ist die kleinste positive Fortset= 

zung von T. 

Beweis: Für jedes ist die Menge {Ty}y([o,x]nFj 

gerichtet und normbeschränkt. Wegen (B^) existiert 

Tx:- sup{Ty)y([o,xjnF} und es gilt j [Tx]! ^jjxjj. 

T ist also auf dem positiven Kegel von G definiert 

und dort positiv homogen und additiv, da F ein 

Ideal von G ist. Man kann T also auf ganz G fort-

setzen, und T hat dann die gewünschten Eigenschaf-

ten: T, l)Tj} < 1 und = T. 

Ist 3 eine andere solche Fortsetzung von T, so 

gilt für y(l_o,x]nF (x6G_^): Ty - Sy<^ Sx und somit 

Tx = supiTy}y€[o,x]nFj ^ Sx, d.h. T < S. 
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Sei E ein Banachverband mit (B^). Wir wollen eine 

Bedingung dafür finden, dass E die (F,G)-Fortsetzungs-

eigenschaft für Banachverbände F,G mit dim(G-/F) - 1 

hat. 

1.Fall: F ist ein Ideal in G. Dann hat E die (F,G)-

-Fortsetzungseigenschaft nach obigem Lemma. 

2.Fall: F ist kein Ideal in G. Dann gibt es g6G^F, 

so dass mindestens ein u(F mit u^Q g und ein v(F mit 

v ^ g existiert. Sei T6&^(F,E) positiv und kontraktiv. 

Jede lineare Fortsetzung T von T auf G ist durch 

ein z6E durch T(x+tg) = x + tz für alle x(F, t^fR 

gegeben, und jedes z6E definiert auf diese Weise 

eine Fortsetzung von T. Man sieht leicht: 

1. T ist genau dann positiv, wenn z^/^l [lu,Tv^. 
u-g-v 

2. Ist T positiv, so gilt ]jT[] genau dann, 

wenn z( ( / I K(Tu,}}g-u}))nK(Tv,)]v-g})). 

(K(w,r) sei die Kugel in E um w mit dem Radius 

Insgesamt ergibt sich: 

T ist positiv und kontraktiv, genau dann, wenn 

z( /"I [Tu,Tv]nK(Tu,)jg-u}[)nK(Tv,[)v-gl[). 
u.-g-v-

Wegen (B^) existieren x:= sup{Tu)u<^ gj und 

y:- inf{Tv}g^ vj, und es gilt: 

jjx-Iujj ^ ]]g-u}[ für alle u mit u ^ g und 

!jTv-y[j ^ ijv-gjj für alle v!>g. 

Definiert man als die Familie der 

Kugeln K(lu,jjg-ujj) mit u^. g, und 

als die Familie der kugeln 

E(lv,}iv-glj) mit g ̂  v, so erfüllt das System 



.RQ 

K(y^'S^)^^, x, yj folgende Bedingungen: 

1. x < ^ für alle 

2. + ^ für alle^6A, 

3. und 

Definition: Ein Banachverband E hat die Eigenschaft (0), 
wenn für jedes System von hugeln in E 

yj, das die obigen 
Bedingungen 1.,2. und 3. erfüllt, die Menge 
/^([x,y]nK(x^,r^)nK(y^,s )) nicht leer ist. ^^ ^ ^ 

Wir fassen die obigen Überlegungen in einem Lemma 

zusammen: 

5.6 Bemma: Hat ein Banachverband E die Eigenschaften 

(P^) und (0), so besitzt B die (F,G)-Fort= 

setzungseigenschaft für alle F,G mit 

dim(G/F) = 1. 

Anders als bei dem entsprechenden Problem in der 

Hategorie der Banachräume (vgl. Beweis von 2.3) 

kann man in BV aus der (F,G)-Fortsetzungseigenschaft 

für den Fall dim(G/F)-1 noch nicht die Injektivität 

eines Banachverbandes folgern: Ein Schluss mit dem 

Bemma von Zorn ist hier nicht möglich. 



Zu (F,G) existiert nämlich im allgemeinen kein 
Banachverband F^ mit F ^ F^ ̂  G und dim(F^/F) ^ 1. 
(Man nehme z.B. für G den Raum C[o,l] und für F den 
Unterverband der konstanten Funktionen in C[o,1J. 
Dann gibt es keinen endlichdimensionalen Unterver-
band F^ von C[o,l] mit F ^ F̂  und F ={= F^) 

5.7 Lemma: Seien F,G Vektorverbände, F ^ G , dimG = n. 

Dann gibt es Vektorverbände F^, so 

dass F^ und = 1 für 

i=o,...m-1, wobei F, 

Beweis: Da dimG-n, ist G als Vektorverband zu fR*̂  

isomorph. 

1.Fall: F ist ein Ideal von G. Dann gibt es 

1^(1,...nj, so dass F = x^=o für i^lj 

Daraus folgt die Behauptung. 

2.Fall: F ist kein Ideal in G. Dann gibt es eine 

Basis von F mit y^>o und yx, = o 

für j,j'({l...mjy j ^ j'. Da F kein Ideal in G ist, 

gibt es j , so dass y. = a+b mit a , b > o. a/\b - o. 
^ o 

Wähle F^- lineare Hülle(F,iaj). Dann ist F ^ F^ G 

und dim(F^/F) - 1. Die Behauptung folgt nun aus 

1. und 2. durch Induktion. 
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5.8 Lemma: ^ei B ein Banachverband mit (0). Dann 
hat E die (F,G)-Fortsetzungseigenschaft, 
wenn dimG oo ̂  

Beweis: I.Fall: F ist ein Ideal von G. Dann ist 

F ein Band, und es ist G - F + F^. Man kann 

jede positive Abbildung Tr^f(F,E) durch o auf F^ 

positiv fortsetzen, 

2.Fall: F ist kein Ideal in G. Wegen des vorange-

henden Bemmas können wir annehmen, dass dim(G/F) - 1. 

Sei T6 <%f(F,E) positiv und kontraktiv. Sei g$G^ F, 

so dass {u^Fju^gj j^und {v(F}g^v} 

Man definiere: sup{u(Fju^gj und 

inf{v(F]g^ vj. existieren, da F end-

lichdimensional und somit ordnungsvollständig ist. 

Sei x:- Tu^ und y:- Tv^. Dann erfüllt das System 

{K(Tu,)lg-ul))^g, K(Tv,)jv-gl))g^, x, yj 

die Voraussetzungen von (0). Somit existiert 

z$ / I [x,y]nh(Tu,)ig-u)l)nK(Tv,}]v-gj}). Durch 
u-g-v 

T(x+tg):- Tx + tz für x^F, t(fRwird eine positive, 

kontraktive, lineare Fortsetzung von T auf G 

definiert. 

Für einen Banachverband E ist (0) zu folgender 

Eigenschaft (0') äquivalent: 



(0'): Sei (^a'S^)^^, wj eine Familie 
mit u,,v, ,w6E, und r ,s für alle^6A,/^6B, ô  ̂  ^ + ^ ^ + v 7 
so dass gilt: 

für alle 
für alle 

+wj) r, + s. für alle «6A, /KB. 

Dann gibt es w^w^^E^, so dass w = W^+Wp 

und j[u,+Wiji ^ r , für alle 

^ s, für alle /KB, 

(Um das zu beweisen, betrachte man die Relationen: 

^ = x-x^, v^ = ^ -y, w = y-x. 

(0) (C): Ist wj 

gegeben, so erfüllt das durch die obigen Relationen 

System ^^ = ° 

die Voraussetzungen von (0). Setze: z-x und 

y-z. 

(0')" >-(0): Ist umgekehrt 

x, y) gegeben, so erfüllt 

die durch die obigen Relationen definierte Familie 

wj die Voraussetzungen von 

(0'). Man setze z: - x+w^.) 

5.9 Satz: Jeder AB-Raum hat die Eigenschaft (0). 

beweis; Sei E ein AE-Raum und 
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eine Familie, die die Voraussetzungen von (0') 

erfüllt. Dann gilt: 

ii^l! + " ^ für alle 
- l[u_,lj ^ o für alle ^(A und 

[ ] I - s^ ^ o für alle /KB. Daher ist 
sup{o, l)w[) + I jv̂  [ [ - ŝ  j ̂  inf{[[w]], r^-
Wähle t(fR zwischen diesen beiden Zahlen und setze 

t w/[[wjj und v/^:^ w - w^, falls w ^ o. 
(Für w-o setze w^=o und w^-o.) 

Korollar: Jeder injektive Banachverband hat (0). 

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass (0) invariant 

bzgl. Broduktbildung (in BV) ist, und dass die 

Eigenschaft von einem Banachverband E auf einen 

Banachunterverband E von E übertragen wird, wenn 

es eine positive, kontraktive Projektion von E 

auf E gibt. Die Behauptung folgt nun daraus, dass 

sich jeder Banachverband als Banachunterverband 

eines Produktes von AE-Räumen auffassen lässt. 

(Bemerkung nach 5.4) 

5.1o Satz: Sei B ein Banachverband mit (0) (für den 

Fall: card A - card B - 1). Sei U die Binheits-

kugel von E und M die Menge der maximalen 

Elemente von U,. Bann ist h konvex. 



Beweis: Sei u,v6M? und 

Annahme: Au + (1-X)v ^ E. Dann gibt es w>- o 
mit jjAu + (1-Ä)v + w)j ^ 1. Wegen (0') gibt es 
w^, w ^ ^ o mit w^+w^ = w, so dass 
j]Au + w^}) und }[(l-^)v + ^ (1-^). 
Also ist }ju + w^/Xj] und jjv + w^/(l-Ä))] 1. 
Daraus folgt wegen der Naximalität von u und v: 
w^ = Wp - o. Widerspruch zu w F o. 

KoroHar 1 : Sei E ein Banachverband mit strikt 

monotoner Norm. Wenn B die Eigenschaft (0) hat, 

(für card A - card B - 1), ist E ein AE-Raum. 

Beweis: Es ist M = {x(E^{ ]]x[] = 1j. Da M konvex 

ist, gilt für alle x,y > o: 

(x+y)/(!)x]]+]}y}]) = A x/]}x![ + (1-X) y/[[y}[ (M, 

wobei A = j}x}j/('jlx}[ + j}yj[). Daraus folgt: 

[}x+y)j = ))x[; + ]]yi). 

Korollar 2 : Ist E ein injektiver Banachverband mit 

strikt monotoner Norm, so ist E ein AE-Raum. 

Insbesondere sind die Räume E - B^(jw), 1<p<oo, nur 

dann injektiv, wenn dim E = 1 ist. 



- 6 5 

Wir haben in 5.8 eine Bedingung für einen Banach-

verband E gefunden, die die (F,G)-Fortsetzungseigen^ 

schaft für aBle F,G mit dim G < oo zur Folge hat. 

Das Hauptanliegen dieses Kapitels ist es, zu zeigen, 

dass schon aus dieser Eigenschaft folgt, dass E 

injektiv ist, wenn E dual ist. 

Wir nennen einen Banachverband F polygonal, wenn 

es endlich viele Elemente i=1...n, gibt, 

so dass !}x}j - max < jxj,xJ > f ü r alle x(F. 
i 

Das folgende Lemma zeigt, dass man die Horm eines 
endlichdimensionalen Banachverbandes F durch eine 
äquivalente Norm approximieren kann, bzgl. der 
F polygonal ist. 

5.11 Bemma: Sei F ein endlichdimensionaler Banach-

verband. Zu jedem S > o gibt es 
i-1...n, so dass 

(1- g)l[x[) ^ m a x < jx),x! il^l) für 
i 

alle x6F. 

Beweis: Sei U die Einheitskugel von F, und sei 

(%.:= (AciU^] A endlichl. (%ist gerichtet bzgl. der 

Inklusion. Da dim , ist K:- (x(F) [}x}j=lj 

kompakt. Sei f„, (x):= max < jx[,x'>-für alle x^K. 
x'(A 

Dann ist (f^j eine gerichtete Teilmenge 
von C(K) mit sup f,(x) - 1 für alle xrH. - "OL ^ 
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Nach dem Satz von Dini gibt es zu jedem S > o ein 
so dass 1-f<^f^(x) ̂  1 für alle x^K. 

Somit ist (l-<5 ) ̂  max < jx[/i[x![,x'>-^ 1 für 
x'6A 

alle x$F, x=)=o. 

5.12 Satz: Sei E ein Banachverband mit der (F,G)-

-Fortsetzungseigenschaft für alle F,G mit 

dim G < o o . Dann gilt: 

Sind F,G Banachverbände mit F ^ G und dim F <03, 

so besitzt jede positive Abbildung T$c3f(F,E) 

zu jedem <f> o eine positive Fortsetzung 

I(^f(G,E) (von endlichem Rang) mit 

jjTj] ̂  (1+ ^)[jT}[. 

Beweis: Sei T(^(F,E) positiv und kontraktiv. Für 

alle ^ > o gibt es nach 5.11 (F^, so dass 

(1- 6)!}x[] ^ m a x }xi,x! > ^ ijxjj (x(F). Durch 

ljx[[ :- max < }x[,x! > wird auf F eine Verbands-

norm definiert. Wir bezeichnen F unter dieser Norm 

mit F^. Sei t: F die Identität. Es gilt 

} j r } ! < 1 und }[ ^ 1/(1-6). 
Sei F :- jl" (F,x!) und j: F ?FF die natür-o .' - ^ r ̂  ^ o o i 
liehe Einbettung (siehe Bemerkung nach 5.4). 

Dann ist bzgl. j. Da injektiv ist, gibt 

es eine positive, lineare Abbildung S^: G 

mit ... = j er und IjSjl <r 1. 
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Da endlichdimensional ist, gibt es nach Voraus-
stzung eine positive, lineare Abbildung Sp: > 
mit = S^* j und {jS^ji < 1/(1-6). 
T:- 82°S^ ist eine positive, lineare Fortsetzung 
von T mit [jTjj < 

Zum Beweis des Hauptsatzes dieses Kapitels benö= 

tigen wir eine Folgerung von 5.3; 

Sei E ein ordnungsvollständiger Banachverband mit 

quasiinnerem Punkt. Dann gibt es eine gerichtete 

Familie (E^, <x6Aj von endlichdimensionalen Unterver^ 

bänden von E, so dass E - LJ E,. 

(Sei nämlich u6E_̂ _ ein quasiinnerer Punkt von E. 

Dann gibt es einen kompakten, stoneschen Raum X, 

so dass C(X) zu E^ isomorph ist. Durch den Isomor-

phismus wird ein stetiger Verbandshomomorphismus 

j: C(X) > E induziert. Nach 5.3 gibt es eine 

gerichtete Familie (F^, oC^Aj von endlichdimensio-

nalen Unterverbänden von C(X), so dass C(X) - L7 B^. 

Setze E^: = j(F^). Dann gilt: 

U Y = i n j B ^ r , j ( U l B ) = E" = E.) c/ ^ 

5.13 Satz: Sei E ein dualen Banachverband. Hat E die 
(F,G)-Fortsetzungseigenschaft für alle 
mit dim S 00 , so ist E injektiv. 
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Beweis: Nach 1.4 reicht es zu zeigen, dass es für 
alle Banachverbände G mit G eine positive, 
kontraktive Brojektion von G auf B gibt. 

1.Fall: B besitzt einen quasiinneren Bunkt. 
Bann gibt es eine gerichtete Familie (E^, 
von endlichdimensionalen Unterverbänden von B, 
so dass B. Wir bezeichnen mit >E 
die natürliche Einbettung für cx(A. Da E ein 
dualer Banachverband ist, gibt es nach 5.12 und 4.5 
für alle (X$A eine positive, kontraktive Abbildung 

mit = Da die Einheitskugel 

von <xf(G,E) bzgl. der schwachen *-Operatortopo= 

logie kompakt ist, gibt es ein Teilnetz von 
{Tx,<x(Aj, das in dieser Topologie gegen eine 

Abbildung T^&f(G,E) konvergiert. T ist positiv 

und kontraktiv, und es gilt Ti^ = 1^. j n n 
2.Fall: E ist ein beliebiger dualer Banachverband. 

Für jedes y > o ist E^ ein ordnungsvollständiger 

Banachverband mit quasiinnerem Bunkt. Nach Fall 1 ( 

gibt es für alle y > o eine positive, kontraktive 

Abbildung T so dass T i^— die kanonische y Yt̂ 'y 
Einbettung von E^ in E ist. Da {^y, y > o] eine 

gerichtete Familie von Unterverbänden von E ist, 

mit L V E - E, kann man genauso wie in y > o y 
Fall 1 auf die Existenz einer positiven, kontrak-
tiven Abbildung mit - schliessen. 



Eorollar: Bin dualer Banachverband ist genau dann 

injektiv, wenn er die Eigenschaft (0) hat. 

Es soll nun die Frage beantwortet werden, ob der 

Bidual eines injektiven Banachverbandes auch injektiv 

ist. Dieses Problem ist schwieriger als das entspre= 

chende in BR, denn die injektiven Banachräume sind 

genau die ordnungsvollständigen AM-Räume mit Einheit. 

Deren Bidual ist natürlich wieder ein solcher Raum. 

Wir benutzen im Beweis des folgenden Satzes, dass 

ein endlichdimensionaler Banachverband genau dann 

polygonal ist, wenn der positive Teil seiner Ein-

heitskugel endlich viele Extremalpunkte besitzt, was 

nicht schwierig zu zeigen ist. 

5.14 Satz: Seien E und F Banachverbände, F endlich-

dimensional. Dann ist isomorph 

zu ^ ( F , E " ) . 

Beweis: Sei dim F - n. Dann ist F zu fR^ isomorph. 

Sei U die (von F übertragene) Einheitskugel von [R*̂ . 
Es ist leicht zu sehen, dass R^(F,E) zu E^ iso= 
morph ist, versehen mit der Norm: 

n 
!i(xi...x^))[ = sup )-i ^ J * 

i=1 ^ ^ ^ 
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^ntsprechend ist isomorph zu (E'') 

versehen mit der Norm: 
l{(x-...x^')]] = sup (^i)i ^U+j. 

Sei W die Einheitskugel von E^. Dann ist (E^) 
isomorph zu (E'') , versehen mit der Einheitskugel 

(Dabei sind die Polaren bzgl. der Dualität 
n 

< E^,(E')^>, mit < (x.)^,(x!)j_ > = X I < x . , x j > 
für alle 
bzw. <(E')^,(E'')^ genommen.) 
I.Fall: F ist polygonal, ^ 

Sei fest. Nehmen wir o.B.d.A. an, dass 
> o für i-1...m und = o für i > m, o ^ m ^ n . 

Sei {(x!).^) ^ ij. 

Wie man leicht durch Nachrechnen sieht, ist 
W° = j(x!)^((Et)^[ x! = o für i > m und ]]\y 

Daraus ergibt sich durch Rechnung: 

= i(x!').6(E")R-j ÜXlÄ.jx!-})) < 1! 
t = ̂  

Es ist nun: 
W = W, = W, . Da F polygonal ist, 

X^Ext(U^) 

ist Ext(U^) endlich. Also ist 

W° = co W° = co ^ W?. (Die zweite Gleichung 

gilt, da die konvexe Hülle von endlich vielen kom= 

pakten Mengen kompakt ist.) Und damit ist 

((x!').((E")^! i l Z ^ J x ! ' ! ! ! < 1 für alle (X.).6U+ 
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2.Fall: F ist beliebig. 

Der Isomorphismus zwischen (E^)'' und (E'')^ 

induziert einen Verbandshomomorphismus 

(j): ^ ( F , E ) " ^(F,E''). Zu zeigen ist, 

dass (j) isometrisch ist. 

Zu jedem g. > o gibt es eine Norm [j — auf F, 

so dass Fp:=(F,j[— polygonal ist und 

(l-^))}x[} ^ I]x} ̂  ^ ]}xl[ für alle x6F (5.11). 

Sei T: F ^F^ die Identität. Wir wollen (%) als 

Abbildung von nach ^(Fp,E'') mit 

(̂ g bezeichnen, (j^ist isometrisch nach Fall 1. 

Sei die Identität, 

genauer: Es sei T für alle T$<^^(F,E). 

Ähnlich sei ^ ^ ^ ( F ^ ^ ^ ) >^(F,E'') defi= 

niert durch (j)p(S) = S°r für alle 

Dann ist ())= ^ s o ist < 1/(1-^) 

und }} (j)*"̂ }! C. 1/(1-6). Da & beliebig, war, folgt 

daraus, dass (?) eine Isometrie ist. 

Korollar 1 : Ist E ein Banachverband mit der 

(F,G)-Fortsetzungseigenschaft für alle F,G mit 

dim G<oo, so ist E'' injektiv. 

Beweis: Seien F,G Banachverbände mit F^' G bzgl.-y 
und sei dim G < 00 , Nach Voraussetzung ist die 
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Abbildung y : ^f(G,E) mit 
y(T):- Toy für alle T $ ^ G , E ) ein strikter 
metrischer Homomorphismus. Identifiziert man 

mit und mit 

so ist Y ' ' : ^ ( G , E ' ' ) i*^f(F,E'') 

die Abbildung, die durch \j/''(S): = für alle 

definiert ist, wie man sich leicht 

überlegen kann, ij/'' ist nach 3.2 ein strikter 

metrischer Homomorphismus. Also hat E " die 

(F,G)-Fortsetzungseigenschaft für alle F,G mit 

dim G-< oo und ist somit injektiv nach 5.13* 

Eorollar 2: Ein Banachverband E ist genau dann injektiv, 
wenn E die Eigenschaft (P) hat, und E'' injektiv 
ist. 

Eorollar 3: Ein Banachverband ist genau dann injektiv, 

wenn er die Eigenschaften (?) und (0) hat. 

Im ersten Kapitel ist gezeigt worden, dass das 

Produkt injektiver Objekte in einer Kategorie wieder 

injektiv ist. Man kann in BV noch auf eine andere 

Art aus injektiven Banachverbänden neue injektive 

Banachverbände konstruieren: 
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r. 15 E^ Banachverbände, so dass 
E^ und E^ injektiv sind, so ist auch 

injektiv. 

Beweis: Seien F,G Banachverbände mit F ^ G. Da 

E^ injektiv ist, gilt (kanonisch) nach 4.5: 
F 0 E. ^ G O E' . Daraus folgt: p ! p f 
(F O EF) 0 E^^Q (G ) 0 E^, da E' injektiv ist. 

Wegen 4.7 korollar ist also: 
F O (E. 0 Er,) ̂  G Ö (E' O E^). Damit ist wegen 4.5 f ' f c * f ^ 
gezeigt, dass ,E') = (E^ @ B^)' injektiv ist. 

korollar: Sind E'̂ , Ep Banachverbände, E^ und B^ 

injektiv, so ist<^^(E^,E2) injektiv. 

Beweis: Nach 5.5 ist injektiv. 

Sei Sp ^^(E^yEA') die Abbildung, 

die durch (T):= o I für alle ,Bg) 

definiert ist. ist positiv und kontraktiv. 

Da E^ injektiv ist, gibt es eine positive, kontrak-

tive Projektion B: EA' ^ E^. 

Sei P:<^"(E^,E^') ^ ^ ( E ^ E ^ ) ^^^ Abbildung, 

die durch r(T):= B * T für alle 

definiert ist. P ist positiv und kontraktiv, 

und es gilt - l^r^,, - . Aus 1.3 folgt 

dann, dass^f"(E. ,Ep.) injektiv ist. 
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Beispiele: 
1. Sei k ein ordnungsvollständiger AM-Raum mit 

Einheit und h ein AL-Raum. Dann sind die Räume 
und cö^(LyL) injektiv, nach dem vorange-

henden Korollar. Ans demselben Korollar folgt auch, 
dass xf^(MyL) und injektiv sind. Das ist 
jedoch direkt einsichtig, da ein AL-Raum 
und ein ordnungsvollständiger AM-Raum mit 
Einheit ist. 

2. Sei E ein Banachverband. Wir bezeichnen mit 
^f^(E) den Vektorverband der Folgen in E, deren Betrag 
schwach summierbar ist. D.h. eine Folge (x ) ^ n n O N 
ist genau aann in (E), wenn x ,x'>< oa (D g ̂  . ? ) ̂  t 7 
für alle x'6E'. 

Für (^l^n^fM existiert nach dem Brinzip der gleich-
massigen Beschränktheit 

m 
s^P { Ü Z t x i J H , 

! I i I 1 1 
lj-l)g ist eine Norm auf ^g(E), bzgl. der ^g(E) 

ein Banachverband ist. 

Es gilt: = 

(Jedes (x^)^^^(^fg(E) definiert nämlich eine Abbild düng durch: X^^n^n für alle 
n 

^n^n^o* ^^^ Summe existiert für alle 
denn für m,p(jf\/gilt: 

i}y* x i) ̂  sup ix }. i i y ix 

^ sup iA i - (x ) Ii . ' n' n/n ''s 
Bs fült iTl((Ä ) ) = y x )x ) für alle (X ) (c ' n-n/ - n' n' ^ n/n ( 



- 7 5 -

Sei U die Einheitskugel von c^. Dann ist 
]!T[j^= sup ^ n ^ n ^ F 

= sup ]jj, (A m^A/j 

- sup jx^lj), m()Ni = it(x^)^ 

Sei umgekehrt (c^,E). Wir definieren 
x :=Te , wobei e den n-ten Einheitsvektor in c n n' n o 
bezeichnet. Dann ist für alle 
(A ) 6c und es ist T - (x ) h .) ^ n/n o '' i'r n^nJ's ^ 
Das korollar zu 5.15 ergibt nun: 
Ist E ein injektiver Banachverband, so ist auch 
^f^(E) injektiv. 
Setzt man E:- C(X), X kompakt und stonesch, so ist 
für jede Folge (f^)^^g(C(X)): 
[l(f ) ][ = sup { y i f (s)[ js6Xj. '' n^n''s ^r n ̂  
Der Raum der summierbaren Folgen in C(X), ^ (C(X)), 

ist jedoch nicht injektiv, wenn dim C(X) . 

(Denn (C(X)) ist ein echtes Ideal in 

E:^^f^(C(X)), aber es gilt F ^ ^ E. Wäre F injektiv, 

so gäbe es eine positive, kontraktive Brojektion 

von E auf F. Damit hätte F die Eigenschaft (B^). 

Daraus folgt aber F. Widerspruch*) 
3. Sei E ein Banachverband. Wir bezeichnen mit 

^-i(E) den Vektorverband der Folgen in E, deren 

Betrag summierbar ist. ist ein Banachverband 

unter der Form: }} 

Es gilt: Hat E die Eigenschaft (0), so hat sie 

auch ^ ( E ) , d.h. ̂ ( E ) ' ' ist injektiv. 



Zum Beweis benutzen wir folgende Verallgemeinerung 
der Dekompositionseigenschaft, die man leicht durch 
Induktion beweist: 

Sei 3 ein Banachverband, und seien (x ) und 

(y ) r^f summierbare Folgen in E mit x y für alle 
Ist z([Xxii,XyJ, so gibt es für alle n(!N 

ein mit ^ z ^ = z. 

Sei K(l^'S^)^^^, x, eine Familie 

in ^^(E), die den Voraussetzungen von (0) genügt. 

Bann gilt: 

jjx-x*})^ - ^ r^ für alle<x(A, 

= < ^ für alle/S^B, 

liz-xJtb " ^ ^ ^ 
und es ist Xx* Da (0) in B 

gültig ist, gibt es mit 

^ r^ für alle und < ^ 

für alle/S6B. Nach der obigen Bemerkung gibt es 
^ = ^ n ^ n , ^ ^ "n ̂  z^ ̂  y^ für alle n((h/ 
und z - H z . Dann ist z(/l([x,x]nH(x^,r ) ^ ) Ii — ^^ ^ - * ' 

Der Raum /^(E) ist jedoch im allgemeinen nicht 
injektiv, auch wenn B es ist. Ein Gegenbeispiel ist 
in 2. gegeben, da für einen kompakten Raum X die 
Banachverbände ^J(C(X)) und ^f(C(X)) übereinstimmen. 
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