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Einleitung

Die Banachalgebra Mb(G) der beschrdnkten RadonmaBe auf
einer lokal kompakten Gruppe G ist von zentraler Bedeu-
tung in der Harmonischen Analyse, und zﬁ ihrer Untersu-
chung bedient man sich gern der Darstellung u -+ Tu mit
T,f = uxf dieser Algebra auf L?(6). Dadurch wird auf
der einen Seite die wohlentwickelte und weitreichende
Theorie der Operatoren auf Hilbertrdumen nutzbar gemacht,
auf der anderen Seite gehen aber wichtige strukturelle
Gesichtspunkte verloren. In diesem Zusammenhang sind die
folgenden Punkte zu nennen:

1. MP(G) wird zwar mit einer Unteralgebra von hf(LZ(G))
identifiziert, diese ist jedoch i.a. nicht abgeschlossen.
2. Die algebraische Struktur wird insofern unzureichend
libertragen, als das Spektrum von u bzZgl. der Banachalgebra
Mb(G) i.a. nicht mit U(Tu) Ubereinstimmt.

3. Die Abbildung u - Tu ist zwar bipositiv (d.h. u >» O
ist dquivalent zu Tu > 0), aber es ist unklar, wie sich
andere Eigenschaften von p, die mit der Ordnung von Mb(G)
zusammenhdngen (z.B. absolute Stetigkeit, Singularitdt),

auf Tu ibertragen und in dem Raum af(LZ(G)) formulieren

lassen.



Ein Weg, diese Nachteile zu Uberwinden, besteht darin,
L1(G) statt L2(G) zu betrachten. Dann jedoch verliert

man die Hilbertraumstruktur; insbesondere 14Rt sich die
InQolution von Mb(G) night Ubertragen, und die Fourier-
Planchere;—Transformation steht nicht mehr zu Verfligung
(G abelsch oder kompakt). Dadurch ist es z.B. schwierig,
das Spektrum von Tu als Operator auf L1(G) zZu beréchnen.
In dieser Arbeit wird ein anderer Weg beschritten. Wir
ersetzen die Banachalgebfa éf(LQ(G)) durch qie "Banach-
verbandsalgebra" afr(Lz(G)), den Raum der reguldren Ope-
ratoren éuf LQ(G); Es stellt sich heraus, daB Mb(G) iber
die Zuordnung u -+ Tuzxxeinem Raum Fz, der eine abgeschlos-
sene vollé Unteralgebraund eiren Unterverband von &ﬁr(LQ(G))
'bildet, isometrisch isomorph ist, falls G amenabel ist.
Durch diese Darstellung werden also alle Strukturen iber-
tragen. Insbesondere ist das Spektrum eines Elementes

u von Mb(G)Aidentisch mit dem "Ordnungsspektrum" Uo(Tu)
des Operators Tu auf LQ(G), d.h. mit dem Spektfum von Tu’
in &5(L%(@)). Das Zusammenfallen dieser Spektren gibt
uns die Mdglichkeit, Eigenschaften der Spektren von MaBen
in Mb(G) herzuleiten, zum anderen bietet sich hier aber
auch die Méglichkeit, den reichhaltigen Bestand an Bei-
spielen und Einsichten aus der Harmonischen Analyse in
die Untersuchung des relativ neuen Begriffs des Ordnungs-

spektrums einzubringen. Die Diskussion dieses Begriffs



‘wird uns in Kapitel 3 und Y4 beschdftigen, wobei das Haupt-
problem darin besteht zu kl&ren, filir welche Operatoren die
beiden Spektren ilbereinstimmen.

Fiir die Operatoren, die "in der Ndhe" der Operatoren voﬁ
endlichem Rang liegen, gibt es eine befriedigende Antwort:
Operatoren, die sich in ZT(E) durch Operatoren von end-
lichem Rang approximieren lassen, haben gleiche Spektren.
Es gibt jedoch kompakté Operatoren, deren Spektrum echt
kleiner als deren Ordnungsspektrum ist.

Breiter Raum wird in Kapitel 4 der Untersuchung von Ver-
bandsisomorphismen gewidmet. Die Frage der Ubereinstimmung
der Sbektren steht auch hier im Mittelpunkt. Sie kann z.B.
fir atomare Banachverbidnde positiv geldst werden. Was
weitere Details anbétrifft, sei auf die ausfihrliche Kapitel-

einleitung verwiesen.

‘ Herrn Prof. Dr. H.H. Schaefer danke ich herzlich fir die
Anregung zu dieser Arbeit, fiUr sein grofes Interesse und
fir viele wertvolle Hinweise.

Ebenso gilt mein Dank Herrn Prof., Dr. M. Wolff fir viele

interessante und fruchtbare Diskussionen.



o. Vorbemerkungen

Iﬁ diesem Abschnitt soll die Terminologie gekldrt werdeﬁ,
die in dér Arbeit benutzt wird. Sie richtet sich grunds&tz-
lich nach dem Buch von H.H.Schaefer (1974): Banach Lattices
and Positive Operators. fUr die Theorie der Banachalgebren
dient als Referenz das'éuch von Bonsall-Duncan (1967)

und fir die Harmonische Analyse das von Hewitt-Ross (1963).

Im einzelnen treffen wir die folgenden Vereinbarungen.

0.1 Banachverbdnde.

Zwischen reellen und komplexen Banachverb&nden wird nur
unterschieden, wenn es notwendig ist oder MiRverstdndnisse
auftreten kénnen. Ohne ndheren Hinweis.ist also eine Aus-
sage lUber einen Banachverband richtig, wenn man sie reell
oder komplex liest. Das gleiche gilt flr spezielle R&ume.
So bezeichnet etwa CC(X) (X lokal kompakt) den Raum der
reellwertigen oder den der komplexwertigén stetigen Funk-
tionen auf X mit kompaktem Trdger; oder M(X) ist der Raum
der reellen oder der Raum der komplexen RadonmaBe auf X.

In Kapitel 3 und‘u ist der Grundkdrper immer komplex.

Unter einem Operator verstehen wir stets eine stetige line-
are Abbildung. Ist T ein Operator auf einem komplexen

Banachverband E, so gibt es eindeutig bestimmte Operatoren



ReT, ImT, die %R (den zu E gehdrenden reellen Banachver-
band) invariant lassen, so dafR Tx = (ReT)x + i(ImT)x

fiir alle x € QR gilt. ReT heift der Realteil von T, ImT
der Imagindrteil. T heiRft reell, wenn T = ReT und positiv,
wenn zusdtzlich Tx > o fir alle x € E, . Weiter heiBt

T Verbandshomomorphismus, wenn |Tz| = T|z| fir alle z € E

gilt.

Ein positiver Operator T heift fast intervallerhaltend,

wenn T(lo,x]) = [0,Tx] fir alle x € E, ist.

T heift intervallerhaltend, wenn

T([o,xj) = [o,Tx] fir alle x € E, gilt.

Dabei ist [o,y] ="{w € E | 0o € w ¢ y} fir y € E,.

T ist genau dann fast intervallerhaltend, wenn T' ein
Verbandshomomorphismus ist; und T ist genau dann ein Ver-
bandshomomorphimus, wenn T' intervallerhaltend ist

(Lotz (197u)).

Ein Banachverband E heift atomar, wenn es eine Menge von

von Atomen A in E gibt, so daR All

= E ist. E heiBt
diffus, wenn E keine Atome besitzt. (Ein Element x von E,,
x ¥ o, heiBt ‘Atom, wenn o € y € x (y € E) nur gilt, wenn y

skalares Vielfaches von x ist.)

0.2 Banachalgébren, Spektraltheorie

Ist A eine normierte Algebra mit Einselement e, so be-

zeichnen wir mit oA(x) oder auch o(x), wenn kein



Miﬁverstaﬁdnis entstehen kanﬁ, das Spektrum von x bzgl. A.
D.h; es ist o(x) = {A € € | (‘e - x) ist nicht invertierbar}.
Wir setzeﬁ R(A,x) = (X - x)—1 fir A€ o(x). Den Spektralra-
dius von x bezeichnen wir mit r(x).

Ist T ein Operator auf einem Banachraum E, so bezeichnét

o(T) immer das Spektrum von T bzgl. der Banachalgebrav

Z (E) (der Operatoren auf E). Mit Ao(T) wird das appro-

ximative Punktspektum von T bezeichnet.

Es gilt 90(T) < Ao(T), wobei 30(T) den topologischen

Rand der Menge o(T) in C bezeichnet.

ro(T) = o(T) n Fr(T) heift das Randspektrum von T

(r,=1{zet | 1zt = r} (reR. D).
Eine Teilmenge o von € heiBft zyklisch, wenn gilt:
Ist P-ele nd

€ 0, so ist auch r-ei_ € o flir alle n E_Z

(r € R,, 8 € fo,2m([). :

Sei B eine Unteralgebra von A. B heift yéll.in A, wenn

x € B, x invertierbar in A,impliziert, daB x1 € B,

Ist B eine volle Unteralgebra von A mit e € B, so ist
0,(x) = 0p(x) filr x € B. Ist J ein algebraisches (Links-
oder Rechts-) Ideal von A, x € J, so ist (le - )c)—1 €J

fir alle A EUA(X) (das sieht man aus der Resolventenglei-

chung) .

Lemma. Sei A eine Banachalgebra, a € A. La und Ra seien

die durch Lax = ax und Rax = xa auf A definierten

Operatoren. Es gilt UA(a) = G(La) = U(Ré).




Beweis. Sei X §€o(a). Dann ist Ry - ay"te @ =R =

(A = R)DeRey _ ,y-1 = I. Daher ist X §a(R)).

Sei' umgekehrt A § o(R)). Setze S = (A - R ).

Flir x,y € A ist S(x-y) = S(x-((x - Ra)Sy))-=

S(A - R )(x-8y) = x-Sy. Daher ist Sx = x-Se (setze y = .e).
Fir x = (A - a) gilt somit (A - a)-Se = S((AY- a).e) =

S(x - Ra)e = e und (Se)-(A - a) = (A - Ra)Se = e. Somit
Tist (A - &)t = se.
Wir haben bewiesen, daf oA(a) = o(Ra) ist. Der Beweis fiir

La geht genauso.

0.3 Harmonische Analyse

Sei G eine lokal kompakte Gruppe. Mit Mb(G) bezeichnen wir
den Raum der beschridnkten RadonmaBe auf G (dessen Elemente
wir auch manchmal mit reguldren, beschrdnkten Borelmafien
identifizieren). Fir ﬁ,v € M°(6) ist die Faltung

prv € MP(G) durch <f,uxv> = - [f£(st) duls) dv(t)

(f € CC(G)) definiert. Mb(G) ist bzgl. der Faltung eine
Banachalgebra mit Ge als Einheit (Ge ist das DiracmaB

in dem‘Einselement e der Gruppe G).

Mit o(u) ist immer das Spektrum von u bzgl. Mb(G) gemeint
t e M@,

Sei f eine Funktion auf G. Mit f bezeichnen wir die durch

%(s) = f(s_?) (s € G) definierte Funktion. FiUr u EMb(G)

B . * KA
setzen wir <f)ﬂ> = <%,u> und <f,p > =<f,u> (f € CC(G)).



Die Abbildung u + u* definiert eine Involution auf Mb(G).
Mit m bezeichnen wir das Haarmaf auf G. Die Begriffe
"absolut stetig" und "singuldr'beziehen sich immer auf m.
Das von den Diracmafen in Mb(G) erzeugte Band wird mit
Ma(G) bezeichnet. Die Elemente von Ma(G) heiRen die
atomaren MaRe auf G. Ein MaR heift diffus, wenn es in
.Ma(G)l liegt. Die Réume LP(G) sind bzgl. des HaarmaBes
definiert. Filr [f(s) dm(s) schreiben wir i.a.

[E(s) ds (f € L (a)).

Ist X eine Menge und A < X, so bezeichnet 1A die charakteri-

stische Funktion von A.

Kompakte Gruppen.

Wir w&dhlen die Notationen wie in Dunkl, Ramirez (1971),.

~

Sei G eine kompakte Gruppe. Der Dual G von G ist die
Menge aller stetigen, irreduziblen, unitdren Darstellungen
von G. Zu jedem o € é wdhlen wir ein Ta € af’Tu ist ein
stetiger Homomorphismus von G in die Gruppe U (na) der
unitdren nux_na—Matrizen. Fir s,t € G ist

T (s+t) = T_(s)o T (£) und T (s™H) = T ()" = 7_s)*.

Mit Tuij(S) bezeichnen wir die Koeffizienten von Ta(S)'
Die Funktionen s =+ Tuij(S) (s € G) heiBen Koeffizienten-

funktionen (a.€ G,-1 < i,j < na) und ihre Linearkombina-

tionen trigonometrische Polynome.

Die Fourier-Transformierte Ff = f

von £ € 11(®)

ist eine Familie (f ) _4 von Matrizen, wobei f_ € 1U(n )
o a€G o o



p = : -1 € 1.9 € . 3 -
durch fclij = Jf(s) Taijss ) ds (1 € i,j € nu) defi

niert ist.

Die Einschridnkung von F auf LZ(G) heiBt Fourier-Plancherel-

-Transformation. Sie ist ein unitdrer Operator auf den

Raum

Z2@) = () oo | 8, nx nu-Matrix,;Z;é n tle 1l
o

‘ : :
(e | |§ = tr(eed ), tr bezeichne die Spur).

o < o}

Z%(G) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(6,9) = 2. n_ to(¥es ).
} a€G o [e o
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1. Banachverbandsalgebren reguldrer Operatoren

Viele der in dieser Arbeit auftretenden Objekte tragen
die Struktur einer ”Banachverbandsalgebra”l Meistens
handelt es sich um R&ume reguldrer Operatoren. In diesem
Kapitel werden zahlreiche Beispiele zusammengestellt,
auf die dann im Laufe der Arbeit zurlckgegriffen werden
kann.

Der Raum &T(E) der reguldren Operatoren auf einem Ba-
nachverband E ist bzgl. der natilrlichen Ordnung i.a.
kein Verband, jedoch enthdlt er immer das Zentrum Z(E)”
von E und das von U.Schlotterbeck (197u4) eingefilhrte
Tensorprodukt E' @2 E als "Unterverbdnde". Das ist
genauso wie die in diesem Kapitel beschriebenen Eigen-
schaften von Z(E) mehr oder weniger bekannt, jedoch
scheint es in der Literatur keine flir diese Arbeit geeig-
nete Darstellung (die insﬁesondere den komplexen Féll be-
inhaltet) zu geben.

Ist E ordnungsvollstdndig, so ist aﬁr(E) eine Banach-
verbandsalgebra. Das Band der Kernoperatoren und das

von den Verbandsisomorphismen erzeugte Band sind Unter-
algebren von &T(E). Die beiden Bidnder sind-orthoéonal,
wennvE diffus ist. Wir erhalten somit eine Bandzerlegung
von FCP(E), die ganz analog zu der kanonischen Zerlegung

von Mb(G) ist, wie dann in Kapitel 2 gezeigt wird.
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1.1 Definition. Sei E ein Banachverband iber K (K = R
oder €). Ein Operator T auf E heift reguldr, wenn
T Linearkombination Uber K von positiven Operatoren

ist. Der Raum der reguldren Operatoren auf E wird

mit xr(E) bezeichnet.

Aus der Definition folgt, daR sich ein reguldrer Operator

T auf einem Banachverband E als Differenz zweier positiver
Operaforen schreiben 14Rt, falls E reell ist; ist E komplex,
so gibt es positive Operatoren Rj (j=1..4), so daB

T = Ry - R, + i(R, - R,) ist. Aus II 5.3 in Schaefer (1974)
ergibt sich, daf jeder reguldre Operator stetig ist.

ZT(E) ist bzgl. des positiven Kegels

&(E), = {T € &(E) | T 2 o} ein geordneter Vektorraum.
Offensichtlich ist afr(E) eine Unteralgebra von &(E).

Man kann auf &7 (E) folgendermafen eine Norm definieren,

bzgl. der & (E) eine Banachalgebra bildet:
[ITI, = inf {]IS]] | 5 € &(E), mit |Tz| € S|z| fur z € E}

(T € £T(E)). Die Normeigenschaften sind klar, ebenso fol-

~gende Beziehungen:

[ITI] € [IT]], fur alle T € &7 (E)
HITH, = 1IT]] fur alle T € & (E),

3 . r
Ty Tolly € LT LTy, fir Ty, T, € &£ (E)



p r
1.2 Lemma. Sei E ein Banachverband, S,T € & (E).

Aquivalent sind:

(i) ITZ| < S|lz] fur alle z € E

(1ii) Re(e-leT) <8 fir alle ® € [o,27(
b ,
Beweis. Sei j die kanonische Einﬁ%ttung von E in E''.
Die Behauptung folgt aus der folienden Bquivalenzkette:

|Tz| € slz| fiur alle z € E o

{3Tz| = j|Tz| < js|z| flr alle Z € E -
Re(e *%9T) < 48 fur alle o €lo,2n[ (Schaefer (1974) IV 1.8)
- Re(e™*®T) ¢ 5 fur alle o € [o0,2n[.

Aps dém Lemma folgt, daB die Norm eines reeilen Operators
T € &frkE) durch die Formel.

HITH, = inf L |ISI] | S € X(E),, + T € S}

gegeben ist. Die Vollsténdigkeit:yon afr(Em) ist daraus
leicht zu sehén (siehe auch Schaffer(197u) IV exercise 3).
‘Danlit folgt die VollsfﬁndigkeiQEVOn &5F(Em) aus der
offensichtlichen Ungleichungv f

‘max {IlReTllF, IlImTllr} g ||T||;P < [[ReT]]r + ||ImT|lr.

Lemma 1.2 zeigt insbesondere, daR die Existenz von
sup {'Re(e—leT) | 8 € [o,2n(} &dquivalent zur Existenz von
inf { 8 € 2(E), | [Tz| < slz| fur alle z € E } in Z7(E)

"ist, und beide Werte gleich sind. Der gemeinsame Wert,
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falls er existiert, heiﬁt'Betrég von T und wird mit

,TI bezeichnet; Wenn |T| existiert, ist

FiTh, = 11| TI11. Natirlich ist

{T] = sup { T, -T } in dem geordnéten Vektorraum
&fr(Em), wenn T reell ist. .

Der Betrag von T existiert und ist gegeben durch

|T|¥ = gup {|Ty] | |yl € x} fir x € E,»

falls das Supremum filr alle x € E+ existiert. Somit ist,
wenn E ordnungsvollstdndig ist, afr(qR) ein reeller
Banachverband und aﬂr(EC) seine Komplexifizierung

(vgl. Schaefer (1974) IV 1.8).

Ist E ein Raum vom Typ C(X) (X kompakt, stonesch) oder
Llx,z,1), so ist £ (E) = £T(E) (Schaefer (1974) IV 1.5).

1.3 Korollar. ~Sei E ein Banachverband und b: E x E + E

eine bilineare'Abbildung mit b(x,y) 2 o fir x,y € E,.

Dann gilt Ib(x,y)| < b(|x|,|yl) £fiur alle x,y € E.

Beweis. Sei x € E. Durch bx(y) := b(x,y) (y € E) wird
ein reguldrer Operator b auf E definiert. Ist y positiv,
so gilt:

(Re'e_iebx)y = Re B(e—iek,y) = b(Re €i§,y) < b(|x|,y)

= blxl(y) flir alle 6 € [0,27[. Nach 1.2 gilt daher

lb(x,y)l = |bx(y)| < blxl(|y|) = b(|x|,Ly|) filr alle
y € E. )



1.4 Definition. Eine reelle Banachverbandsalgebra ist

ein reeller Banachverband A, auf dem eine Multipli-
kation - gegben ist, bzgl. der A eine reelle Algebra
ist, so daR gilt:
X +y 2 O
Pix =yl < x| 1yl
fir alle x,y € A,. ‘

Eine komplexe Banachverbandsalgebra ist die Komple-

xifizierung (als Banachverband) einer reellen Banach-

verbandsalgebra.

Die auf dem Realteil einer komplexen Banachverbandsalgebra
A definierte Multiplikation kann eindeutig auf A fortge-
setzt werden, so daR A eine komplexe Algebra bildet. Das
folgende Lemma zeigt, daBR A auf diese Weise eine Banach-

algebra bildet.

1.5 Lemma. Sei A eine (reelle oder komplexe) Banachver-

bandsalgebra. Dann gilt fir alle x,y € A

Ix =yl < |x] - |y]

fIx <yl < Hxtb Tyl

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus 1.3 und der Defi-

nition.



Eine Abbildung T zwischen zwei Banachverbandsalgebren

heift Isomorphismus von Banachverbandsalgebren, wenn

T ein Verbandsisomorphismus und ein algebraischer Homo-
morphismus ist. Zwei Banachverbandsalgebren heifen iso-
morph, wenn ein solcher Isomorphismus zwischen ihnen

éxistiert; sie heiBen isometrisch-isomorph, wenn es einen

isometrischen Isomorphismus zwischen ihnen gibt.

1.6 Beispiele. 1. A = C(X), der Raum der reellwertigen
(komplexwertigen) stetigen Funktionen auf einem kompakten
Raum X, versehen mit der punktweisen Multiplikation, ist
eine reelle (komplexe) Banachverbandsalgebra.

2. Der Raum A = Mb(G) der beschrdnkten reguldren Borel-
maRe auf einer lokal kompakten Gruppe G, versehen mit der
Faltung als Multiplikation, ist eine Banachverbandsalgebra.
Es gilt ||x - y|| = [Ix|| |lyll] fir alle x,y € A_.

(A ist komplex oder reell, je nachdem ob die reellen

oder die komplexen Mafe auf G betrachtet werden. Auch

im folgenden wollen wir - &hnlich wie bei den Banachver-
bdnden - zwischen komplexen und reellen Banachverbandsalgebren
nur unterscheiden, wenn MiBverstdndnisse auftreten k&nnen.
Ohne Hinweis kann also eine Aussage komplex oder reell
gelesen werden.)

3. Ll(G), mit der Faltung als Multiplikation, ist eine

Banachverbandsalgebra. Ll(G) ist als Banachverbandsalgebra
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zu dem Raum Méc(G) der absolut stetigen MaRe in Mb(G)
isometrisch isomorph (Satz von Radon-Nikodym). Méc(G)
ist ein Band und ein algebraisches Ideal in Mb(G).

4. Sei G eine kompakte Gruppe, 1 € p § =, LP(G), verse-
hen mit der Faltung als Multiplikation, ist eine Banach-
verbandsalgebra.

5. Sei E ein ordnungsvollstdndiger Banachverband. Der
Raum afr(E) der regulérenvOperatoren auf E ist eine Banach-
verbandsalgebra.

6. Sei E ein Banachverband. Das Zentrum Z(E) von E ist
eine Banachverbandsalgebra. Dieses Beispiel soll durch

die folgenden Sdtze erldutert werden.

1.7 Definition. Sei E ein Banachverband. Der Raum der
Operatoren T € &(E) mit der Eigenschaft, daB
TJ € J fir jedes Ideal J von E gilt, heiBt das

Zentrum von E und wird mit Z(E) bezeichnet.

Der folgende Satz ist zwar bekannt, nicht alle seine Aus-
sagen kénnen jedoch in dieser Form (die insbesondere den
komplexen Fall einschlieft) in der Literatur gefunden wer-

den. Daher geben wir einen Beweis an.
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1.8 Satz. Sei E ein (reeller oder komplexer) Banachverband,

Z(E) sein Zentrum.

Jedes T € Z(E) besitzt einen Betrag, fir den gilt:

|Tz| = |T||z| f£flr alle z € E,
IT] < |ITIII (insbesondere |T| € Z(E)),
Tt =t = HTH L.

Z(E), mit der von ¢T(E) induzierten Ordnung, Norm

und Multiplikation versehen, ist eine Banachverbands-

algebra, die isometrisch isomorph zu einem C(X) ist.

Es ist GZ(E)(T) = o(T) fir alle T € Z(E).

Der Beweis wird mit Hilfe mehrerer Lemmata geliefert.

1.9 Lemma. Sei E = C(X), T € Z(E). Sei h = T1X.

Es gilt Tf = h-f fir alle f € C(X).

Beweis. Sei f € C(X), s € X. J = {g € c(X) | g(s) = o}
ist ein Ideal in E. Da (f - f(s)lx) € J, ist nach Voraus-
setzung T(f - f(s)lx) = Tf - f(s)h € J, d.h. es ist
(Tf)(s) = n(s)f(s).
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1.10 Lémma. Sei T € Z(E). Dann besitzt T einen Betrag,

fir den die Gleichung gilt
|Tz| = |T||z| flr alle z € E.
Ferner gibt es ein n € N, so daR gilt

|T| € nI.

Beweis. Sei T € Z(E). Aus der Voraussetzung folgt, daBf fir
jedes z € E Elzl unter T invariant ist, und daf die Ein-
schrdnkung von T auf E|Z| im Zentrum von E|Z| liegt.

Daher sieht man aus 1.9, daR

|Tz| = sup {|Tu| | Ju|] < |z] } ist. Somit existiert der
Betrag von T, und es ist |Tz| = |T|]|z]| fiir z € E.

Sei x € E,. Da EX unter T invariant ist, gibt es ein

k € R, so dah ITIx = |Tx| € kx.

Setze: k(x) = inf { X € R, | [T|x € kx}} fur x € E_.

Zu zeigen ist, daB die Menge {k(x) | x € E+) * beschrinkt
ist. Ist das nicht der Fall, so gibt es fir jedes n € IN

-n

ein x_ € E_ mit ||xn|| =2

n , so daB k(xn) > ﬁ.

Sei x = 2: x,+ Nach Voraussetzung gilt T(Ex) < E..
n=1

Aus X € Ex und k(xn) >n (n € N) ergibt sich ein Wider-

1.

spruch zu 9.

1.11 Korollar. Sei T ein positiver Operator auf einem Ba-

nachverband E, so daB Tx A y = o fir alle X,y € E

mit x Ay = o. Dann ist T € Z(E).
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Beweis. Sei x Ay = o. Dann ist TXx A y = o, und somit
Tx A Ty = o nach Voraussetzung. T ist also ein Verbands-
homomorphimus (Schaefer (1974) II 2.5).

Sei J ein Ideal in E, x € J,. Zu zeigen ist Tx € J.

Sei A >r(T) und u = (A - T)—lx. Mit Hilfe der Neumann-
Reihe sieht man, dafR x € Au und TEu c Eu.

Sei T0 = T]Eu, Eu = C(X). Da TO ein Verbandshomomorphis-
mus ist, gibt es eine Abbildung ¢: X * X und ein

h € C(X),, so daB T_f = h-foe fir alle f € C(X).
Angenommen, es gibt s € X mit h(s) > o, so dah s % w(s).
Dann existieren f,g € C(X)+ mit f A g = o, so daR

f(e(s)) = 1 und g(s) = h(é). Somit ist

(Tof A g)(s) = h(s)f(w(s)) A g(s) = h(s) > o, Widerspruch!

Also ist Tof = hf fir alle f € C(X). Somit ist

N

|Tx| = :TOX[ [Ih][_x, und daher ist Tx € J.

1.12 Lemma. Sei E ein ordnungsvollstdndiger Banachverband,

T €X(E). Gilt Tx L y fir alle x,y € E mit x L vy,

so ist T € Z(E).

Beweis. 1. Sei x,y € E_. Dann ist [T(x+y)| = [Tx| + |Ty].
Sei ndmlich u = x v y, Eu = C(X). X ist ein kompakter
stonescher Raum. Daher kann man x durch Funktionen f und

y durch Funktionen g der Form
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n
n .
f = § a, 1 3 g:Z B. 1

1 A iz1 b Ay

in C(X) und damit auch in E approximieren, wobei

{Ai | i=1...n} eine Zerleguhg von X in offen-abgeschlos-
sene Teilmengen und as, Bi €R, (i=1...n) ist.

Da 1, A1, =o firi $ j ist, ist T1, L T1, fir

i J i 3
i ¥ j nach Voraussetzung. Somit gilt:

n n
|T(f+g)]| = |§§i (a;+8,) TlAiI = é%i (a;+8;) lTlAiI
n n . )
= oo T, e 20 8y T1, |
i=1 <B4 i=1 i
Px s |
= a. T1 + g. T1
f=1 Ay is1 b A
= |Tf| + |Tgl.
Damit gilt auch |T(x+y)| = |Tx| + |Ty].

2. Die Abbildung E, » E_ (x » |Tx|) ist also additiv.
Sei S die lineare Fortsetzung dieser Abbildung auf E.
Dann ist Re(e-ieT) < S fir alle 6 € [o,27([.

Also existiert |T| und es ist S = |T|. Weiter ist:

|IT|x Ay = |Tx| Ay =0 fﬂf X Ay =-0. Also ist

|T| € Z(E) nach 1.11 und daher auch T € Z(E).

1.13 Lemma. Sei E ein Banachverband, T € X (E).

Es ist T € Z(E) &dquivalent zu T' € Z(E').
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Beweis. 1. Sei T reell. Dann folgt die Behauptung aus
den folgenden Implikationen, die filir jedes n € IN gelten:

| -nI £ T <$nl = -nI £T' <€<nl = -nI £T'"'" ¢nI

= =-nI € T <€ nI.

2. Fir beliebiges T folgt die Behauptung aus 1., da

T € Z(E) &dquivalent zu ReT € Z(E), ImT € Z(E) ist.

1.14 Lemma. Sei E ein Banachverband.

7Z(E) ist eine volle Unteralgebra von %(E).

Beweis. Sei T invertierbar in &(E) und T € Z(E).
Setze S = T'. Sei P eine Bandprojektion auf ein Band B
von E'. Da S € Z(E') nach 1.13, ist SB < B und SB* < BL.

Somit ist SP = PS. Daraus folgt
-1 -1 -1 -1 -1 -1

S "P = S8 "PSS = S “SPS = PS 7, insbesondere ist
S—lB < B. 8—1 18Rt also jedes Band von E' invariant.
Nach 1.12 ist also % = (T"1)' € Z(E') und damit

nach 1.13 T Y € 7(E).

Beweis von 1.8. Aus 1.10 folgt, daB®
Z(E) = {T € Z£(E) | es existiert |T| und gibt ein n € IN,
so daB |T| < nI}.

Durch p(T) = inf { k € R, | |T| € kI} wird eine Norm
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auf Z(E) definiert, fiur die ||T|| < |||T]|] € p(T) gilt.
Z(E) ist bzgl. dieser Norm vollstdndig.

Sei ndmlich (Tn) eine Cauchy-Folge bzgl. p. Dann ist
(T,) auch eine Cauchy-Folge in Z (E).

Sei T = 1im T_ (in & (E)). Sei € > o. Es gibt ein

n, €N, ggmdaﬁ It - T,| € eI fir alle n,m 2 n_.

D.h. es ist fiir z € E |(Tn - Tm)zl € elz|. Daher ist

1

(T - Tm)zl = iiz I(Tn Tm)zl < elz| fir alle m 2 ng

Es ist also p(T - Tm) e fir alle m 2 ng.

N

Wir haben also iit Tn =T in (Z(E),p).
Somit ist (Z(E),p) mit der von & T(E) induzierten Ord-
nung ein AM-Raum mit der Einheit I. Nach dem Satz von
Kakutani gibt es einen Verbandsisomorphismus U von C(X)

auf Z(E) mit UlX = I.

Offensichtlich ist Z(E) eine Unteralgebra von Z(E).

Wir zeigen, daf U ein algebraischer Homomorphismus ist.

Sei g € C(X). Durch Tf = U *(UgoUf) (f € C(X))

wird ein Opératop T € Z(C(X)) definiert (es ist ndmlich
IT£] < TN gl Uty e UIE]) = Izl |£] fir £ € Cx)).
Somit ist Tf = (Tlx)-f = g+f fir alle £ € C(X), d.h.

es gilt U(g-f) = Ugo Uf.

U ist isometrisch: Da nach 1.14 Z(E) eine volle Unteralge-
bra von ¥(E) ist, gilt fiir T € Z(E):

GCT) = 0y 5 (T) = 0., (T, Daher ist

HNTI € pCT) = [u YTy = ruTim) = r(T) € |7,

c(x)



Damit ist [[UTN(T)|Igeyy = T fir alle T € Z(E),
d.h. U™} und damit auch U ist isometrisch. Es ist

jetzt alles bewiesen.

1.11 wird von L.Martignon (1978) direkt, ohne Benutzung
des Darstellungssatzes von Kakutani bewiesen. In der Ar-
beit wird ferner gezeigt, daB die punktweise Multipli-
kation die einzige Multiplikation auf C(X) ist, so daB
C(X) eine Banachverbandsalgebra mit 1X als algebraischer
Einheit bildet. Der Beweis dieses Satzes wurde in 1.8
implizit zum Nachweis der Homomorphie-Eigenschaft von

U benutzt.

In Fl8sser (1977) wird eine ausfiithrliche Behandlung

des Zentrums von Vektorverbidnden gegeben. Hier seien
noch einige Bemerkungen zusammengestellt, die spidter

bendtigt werden.

1.15 Bemerkungen. 1. Sei E ein Banachverband. Jede Band-
projektion P liegt im Zentrum (denn es gilt o € P < I).
Identifiziert man Z(E) mit C(X), so definiert f € C(X)
genau dann eine Bandprojektion, wenn f = 1A ist flir eine
offen-abgeschlossene Teilmenge A von X.

2. Sei P =1, eine solche Bandprojektion mit PE = E,.
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Man kann offenbar Z(El) mit dem Raum der Operatoren

in Z(E) identifizieren, die auf Ei verschwinden. Unter
dieser Identifikation ist dann Z(El) isomorph zum Raum
dér Funktionen f € C(X) mit f-1A = f, und dieser wie-
derum zu C(A).

3. Ist E ordnungsvollstdndig, so ist dim E = n genau
dann wenn dim Z(E) = n (siehe Fl&sser (1977) 3.3).

Daraus folgt, daR E genau dann diffus ist, wenn Z(E)

es ist, d.h. wenn X keine isolierten Punkte hat.

Es wird nun ein weiterer Verband reguldrer Operatoren
beschrieben. Definition 1.16 und Satz 1.17 stammen
von U.Schlotterbeck (1974). Dort wird eine andere Ver-

sion des Satzes gezeigt. Deshalb geben wir einen Beweis

an.

1.16 Definition. Sei E ein Banachverband. Mit E"&S’eE

wird der AbschluB von E'® E in &F(E) bezeichnet.

1.17 Satz. Sei E ein (reeller oder komplexer) Banach-

verband und T € E'&iE. Es existiert |T| und ist
gegeben durch |T|x = sup {|Tz| | |z| < x} fur x € E,.

Ferner ist |T| € E'@;E.
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Beweis. a) Sei T € X(E,C(X)) ein Operator von endlichem
Rang. Dann existiert |T|x = sup {|Tz| | |z| € x} fir alle
x € E,. Es wird so ein Operator |T| € R(E,C(X)) definiert,
der in der Operatornorm durch Operatoren von endlichem
Rang approximiert werden kann.

Das sieht man wie im ersten Teil des Beweises von IV 4.6
in Schaefer (1974).
b) Fir T € E'® E gilt die Behauptung.
N
s qs _ , _ .
Sei ndmlich T = fz; Xs o) X5 Setze u = sup {lxi| | i=1..n}.

Dann ist T(E) < Eu' Nach a) existiert also |T| und ist

durch |T|x = sup {|Ty| | |yl € x} fir alle x € E, ge-
geben.
Sei x' = sup {|xi| | i=z1...n} und seien j:E -+ (E,x")

und i:Eu + E die kanonischen Abbildungen (siehe
Schaefer (1974) IV §3). Es ist T = iTOj fiir einen

Operator T € (E,x")'® Eu' Man sieht leicht, daB

IT| = i|T_l3. Zu € >0 gibt es nach a)

s, € (E,x")'®@ E_, so das |||T_| - s Il < e (] [, be-
zeichne die Norm in 3f((E,x’),Eu)).

Daraus folgt fir S = iSoj' .

[(JT] - $)x| € e<|x|, x'>u fir alle x € E. Somit ist
||s - |T|||r < ex’ ‘@ u. Da S € E'® E ist, folgt

IT| € E'®.E.

c) Sei T = lim T in T (E), wobei lTn| existiert

nor

und durch |T [x = sup {\Tnzl | lz] < x} fur alle x € E,
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gegeben ist (n € WN). Dann existiert |T| und ist durch
[TIx = sup {|Tz| | |z] € x} fir alle x € E, gegeben,
+

ferner ist [T| = 1lim [T | in LT (E).

n-+o

Man sieht ndmlich leicht, daB® (lTnI) eine Cauchy-Folge
in Z(E) ist. Sei S = lim |Tnl. Sei x € E.

n+e
Wegen |Tz| = 1lim |Tnzl < lim lTn||z[ = 8|z| ist |Tz| € sx
n-+o n+o
fir |z| € x. Sei w 2 [Tz| fir alle z € E mit |z| € x.
Es gibt R_ € Z(E), (n €M) mit [(T - Tz| <R |z]
filr alle z € E, so daB lim ||IR_|| = o.
. n+e n
Fir |z| € x gilt
lTnzl < I(Tn- Tzl + |Tz| € Rnlzl +w € R x +w, woraus
ITnlx < Rnx + w (n €N) und damit

Sx = lim ITnlx S w folgt.

n-+o
d) Sei T € E‘&%E beliebig. Es existiert eine Folge (Tn)

in E'@ E, so daR 1lim Tn = T in JfP(E). Nach c¢) existiert

n-+o
|T] = 1lim |Tn| und nach b) und ¢) ist
n-+o
[TIx = sup {|Tz] | |z| € x} fir alle x € E,.

Da nach b) |T | € E'§_ E (n € W) gilt auch

|T| € E'@E. Damit ist der Beweis beendet.

1.18 Beispiel. Sei E ein reeller Banachverband.
E'%iE ist eine reelle Banachverbandsalgebra unter der von

ZT(E) induzierten Mﬁltiplikation, Ordnung und Norm.
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In dem folgenden Sinn ist E'&iE ein Unterverband von
gfr(E): Fir S,T € E'&;E existiert sup{S,T} in £T(E)
und es ist sup{S,T} € E'&;E. Ist E ein komplexer
Banachverband, so ist E'@;E eine komplexe Banachver-
bandsalgebra, und zwar die Komplexifizierung von

y Y
ER QQER'

Wir bendtigen die folgenden Eigenschaften spezieller

Multiplikationsabbildungen auf T (E).

1.19 Satz. Sei E ein ordnungsvollstdndiger Banachver-

band und U ein positiver Operator auf E.

Bezeichne LU und RU die Operatoren auf ;fr(E),
die durch LU(T) = UT und RU(T) = TU fir alle

T € £7(E) definiert sind. Es gilt:

1. Ist U ein Verbandshomomorphismus, so ist R

intervallerhaltend.

2. Ist U fast intervallerhaltend, so ist RU ein

Verbandshomomorphimus.

3. Ist U ein Verbandsisomorphismus, so sind RU

und LU Verbandsisomorphimen.




Beweis. Man kann offensichtlich annehmen, daf E reell ist.
1. Sei U ein Verbandshomomorphismus. Sei T € ;f(E)+,

S € Z(E) mit o €S € TU. Es ist zu zeigen, daB ein Ope-
rator S1 € Z(E) existiert mit o < 81 < T, so daR

SiU = S.

Sei F = UE. F ist ein Unterverband von E. Definiere

SO:F -+ E durch Son = Sx fUr x € E.

a) SO ist wohldefiniert: Sei Ux = o. Dann ist

“Isxl < SIxl € TUlx| = TlIUx| = o. Also ist Sx, = Sx

1 22

wenn le = sz.

b) S, ist positiv: Sei Ux 2 o. Dann ist Ux = |Ux| = Ulx].
Also ist S_Ux=S|x| 2 o.

Sei p:E + E definiert durch p(y) = Ty+ (y € E).

o) p ist sublinear: Sei Yi» Yy € E. Es ist

+ + + . . - +
(yg + yp)7 €y +y,. Somit ist ply, + y,) = Tly +y,)

< T(y; + y;) = p(yi) + p(y2). Fir y € E, A € R gilt
p(Ay) = T()\y)+ = )\Ty+ = Ap(y).

d) Es gilt Soz < p(z) fUr alle z € F:

Sei z = Ux. Dann ist S_z = Sx € sx* € TUx" = T(Ux)*

= Tzt = p(z).

Nach dem verallgemeinerten Satz von Hahn-Banach (siehe
z.B. Day (1973) VI §3 Theorem 1) besitzt S_ eine Fort-
setzung S, auf E, so daR Slx € p(x) fur alle x € E.

81 erflillt die gewlnschten Eigenschaften:

a) Es ist SlU = S: Sei x € E. Dann ist SlUx e SéUx = Sx.
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b) Sy ist positiv: Sei x € E_. Dann ist
—Slx = Sl(-x) < p(-x) = T(-x)* = 0. Also ist Slx z o.

c) Es gilt S5, §T: Sei x € E . Dann ist Slx < p(x) = Tx.

2. Sei U fast intervallerhaltend. Es reicht zu zeigen,
das (ti)* = Tty fur jeden Operator T € ZLT(E).
Sei T € 8fP(E), x € E . Dann ist
(tuy*x = sup TU(lo,x])

= sup TU(lo,xI)

2 sup T(U(lo,x1)

= sup T(lo,Ux])

= ttux.
Somit ist T'U € (TU)+. Es ist klar, daf umgekehrt
(twy* < MU gilt.
3. Ist U ein Verbandsisomorphismus, so ist RU z2 o,
und (RU)_1 = RU—l 2 o. Somit ist Ry ein Verbandsisomor-

phimus, genauso LU.

Im folgenden werden ordnungstheoretische und algebrai-
sche Eigenschaften einiger Bdnder in ZF(E) untersucht.
Dabei wird E immer als ordnungsvollstéﬂdig vorausgesetzt.
Ein reguldrer Operator T auf E heiBt ordnungsstetig,

wenn gilt: Ist (Xa)aEA

mit inf x = o, so gilt inf ITIx, = o.
a€A a€A

ein (2)-gerichtetes Netz in E



Die Menge der ordnungsstetigen reguldren Operatoren

auf E ist ein Band in &5P(E) (siehe z.B. Luxemburg,
Zaanen (1971)). Wir bezeichnen es mit X°S(E).

Mit Eés bezeichnen wir das Band der o#dnungsstetigen
Linearformen auf E. Identifiziert man E mit einem Unter-
verband von E'', so ist das von E erzeugte Band in E''!
gerade (E‘)('jS (siehe Lotz (1974)). Ist E = (E')és,

so heift E ein KB-Raum (siehe Schaefer (1974) II §5).

T + T' ein Verbandsiéomorphismus von ;fr(E) auf

ZLOS(E").

Beweis. Die Abbildung T + T' ist injektiv und T ist genau
dann positiv, wenn T' positiv ist. Somit reicht es zu
zeigen, daB das Bild der Abbildung % °(E') ist.

Jeder Operator T' ist ordnungsstetig (klar).
Sei S €%°°(E'). Dann ist S'(EV)! < (EN)!_.
Da E ein KB-Raum ist, ist (E‘)(‘)S = E. Sei T = S;E'
Dann ist T' = S.

Die Operatoren, die in dem von E' ® E in & (E) erzeugten

Band liegen, heifen Kernoperatoren (siehe Schaefer (1374))



1.21 Lemma. Sei E ein ordnungsvollstdndiger Banachverband.

Es gilt (E'@ B)'' n Z°%(E) = (B! @ E)**.

Beweis. a) Sei x' € Eés’ x € E. Dann ist x' @ x ord-
nungsstetig. Da Z°5(E) ein Band ist, ist also

(£}, @ E) o (B9 )M 0 £9%(E).

b) Sei umgekehrt T € (E'® E)™ na®S(E), T 2 o.

Dann gibt es ein ($)-gerichtetes Netz (Ta)ueA e <(E),
und Operatoren R& €E E'®@ E (o€ A), so dak

T, € R0l (0€A) und igg Tu = T.

Sei P die Bandprojektion von &ZT(E) auf afPS(E),

und sei p die Bandprojektion von E' auf Eés'

Es gilt fiir x' € E', x € E P(x' @ x) = p(x') @ x.
(Sei ndmlich 0.B.d.A. x' 2 o, x 2 o.

Wir benutzen die von Schep (1978) gegebenen Formeln
fur P und p: Fir y € E_ ist

<y,p(x")> = inf { sgp <yg.x'> | vg * y} , und fiir T 2 o
P(T)y = inf { sgp Tyg | vg * v}.

Somit ist P(x' ® x)y = inf { sup<yB,x'> x | vg t vy}l
B8

(inf {sup<yB,X'> | Yg + yhx
g

<y,p(x'")>x = (p(x') ® x)y

fir alle y € Eg)
Also ist P(Ru) € Eés ® E (a€A). Da T = P(T) =

sup P(T ) wund P(T ) € P(R)) € El  ®E (a€A), ist also
0€A

\ 11
T € (B}, ® E)77.



1.22 Satz. Sei E ein ordnungsvollstdndiger Banachverband

und 40 eine Gruppe von Verbandsisomorphimen auf E.

Das von A) erzeugte Band Mgll in LT (E) ist eine
volle Unteralgebra von LT E.

Beweis. a) Es gilt &) o/H9l c At.

Sei némlich V €40 und T € M. Fur U € 42 ist dann
[vT] A U = v(|T| A v7MU) = o nach 1.19.3. Da U beliebig
war, ist VT € AOL.

b)/ﬁ9ll ist eine Unteralgebra von fo(E).

Sei R,S € &OLL, T € GOf; R,S,T 2 o. Zu zeigen ist

ReS AT = o. 7 _

e in X(E),,

so daB fur jedes a€A eine endliche Teilmenge Ha

Es gibt ein (€)-gerichtetes Netz (Ru)u

von #) und ein n_ € IN existiert mit R <'n ;Z' V, derart
La @ ®yveH

daBR R = sup Ra' o

. )

Da nach a) VS A T = V(S a V'IT) = o fiur alle V €42,

ist fir jedes a«€A R S A T £ n ;Z: (VS A T) = o.
a a
VEHG

Also ist auch RS A T = (sup RaS) A T = sup (RaS AT) = o.
a a

¢) Es gilt A0 om0t < Aot
Sei R €401, 1 eVt R,T 2 0. Sei U €47,
Zu zeigen ist RT A U = o.

Es ist wie in b) R = sup Ru mit Ra $ n, :Z? V.
: a VEHG

Somit ist RT A U = (sup R )T A U = sup (R T A U) <
a

a
sup :Z: VT A U = o nach a).
o VEHu



A0 ist voll in £T(E).

Sei R € AQLL invertierbar in LT (E). R2 besitzt eine
eindeutige Zerlegung R - §; + S, mit 5, EAO'LL,
S, € A0, Es ist I = RS, + RS,. Somit ist

RS, = I - RS, € #0** n 4% = {0} nach b) und ).
Also ist RS2 = 0 und damit 82 = o, da R invertierbar ist.

Es ist also R"1 = S1 € Aﬁll.

Sei E ein ordnungsvollstdndiger Banachverband. Das von der
Gruppe aller Verbandsisomorphismen auf E in 2T (E) er-
zeugte Band bezeichnen wir mit afa(E). Nach 1.22 ist
Rfa(E) eine volle Unteralgebra von ;:r(E). Wir werden
zeigen, dab kfa(E) senkrecht zum Band der Kernoperatoren
steht, wenn E diffus ist. Zundchst sollen jedoch die

kompakten Zentrumsoperatoren charakterisiert werden.

1.23 Satz. Sei E ein Banachverband iber K (K = R oder €).

Sei T € Z(E) ein kompakter Operator. Dann gibt es

eine Folge (Pn)nEN von paarweise disjunkten Bandpro-

Jektionen auf E und eine Nullfolge (cn)nEN in K,
so daf dim PnE = 1 fiir alle n € N mit c, £ o, derart
.

daBR T = c P
— n n
n=1

(die Reihe konvergiert in Z(E) und somit in xJ(E)).



Beweis. 1. Sei K = €. Wir identifizieren Z(E) mit einem
Raum C(X). Dann entspricht T einer Funktion f € C(X).
Es ist o0(T) = GC(X)(f) = f(X). Wir wollen annehmen,
daBk f(X) ~ {o} unendlich ist, sonst vereinfacht sich
der Beweis allenfalls. Dann gibt es eine Nullfolge

(d ) ey in € mit 4/ $ d fir n § m, so dap

£(X) ~ {o} = {a_ | n € N}.

Setze X = f-l{dn} (n € N). Dann ist X, € X offen-abge-

schlossen. Sei Qn = 1X , En = QnE (n € N). (Qn)naN
n

ist eine Folge von paarweise orthogonalen Bandprojek-

oo -]
tionen. Da f = 2: d 1 in C(X), ist T = 2: d Q_ in
n X - n'n
n=1 n n=1

Z(E). Fir x € En ist Tx = d x. Da T kompakt ist, ist
also dim Erl < o, Nach 1.15.3 ist also Qn Summe von end-
lich vielen paarweise orthogonalen Bandprojektionen mit
l1-dimensionalem Bild. Daraus folgt die Behauptung.

2. Ist K = IR, so ergibt sich die Behauptung aus 1, wenn
man Ekomplexifiziert und T linear auf EE fortsetzt.

Es ist (Cn)new c R, da T einer reellwertigen Funktion

in C(X) = Z(EC) entspricht.

1.24 Korollar. Sei E ein diffuser Banachverband.

Der einzige kompakte Operator in Z(E) ist der

Nulloperator.



1.25 Satz. Sei E ein Banachverband und T ein positiver,

kompakter Operator auf E. Ist M € Z(E) mit

IM| s T, so ist M kompakt.

Beweis. 1. Sei E ordnungsvollstdndig.

a) Ist P eine Bandprojektion, so daf |M| 2 eP fiir ein

€ > o, dann ist dim PE < e,

Wir identifizieren Z(E) mit C(X). Dann ist P=1, fir eine

offen-abgeschlossene Teilmenge A von X. Angenommen,

PE ist nicht endlich-dimensional. Da Z(PE) = C(A), ist

dann C(A) unendlich-dimensional (siehe 1.15) und daher

A eine unendliche Menge. Somit gibt es eine Folge

(An)n€N von offen-abgeschlossenen Teilmengen von A mit

A NA =20 fir n # m. Sei P = 1, (n € N). Es gibt

Elemente x € E, mit L|xn|| =1, sondaB ann = X (n € N).

Da T kompakt ist, kann man annehmen, daf lim Txn =y

flir ein y € E, (sonst gehe man zu einer Tzzzfolge Uber).

Es ist 5;; Pny < y. Daher konvergiert (Pny)n€|N schwach

gegen o. Da T kompakt ist, ist lim TPny = 0 in der Norm.
n+o

Es gilt folgende Abschidtzung:

-1
= |
Hix = 1P Px || € e TP Tx ||

A

-1 -1,
e P Tx_ - P yll + e H(Py||

A

-1 -1
e ITx, = yll o+ TPy
-1 - .
< GTHITx, -yl TR I * o ().

Das ist ein Widerspruch!



b) M ist kompakt. Sei nd&mlich M = f € C(X) bzgl. der
Identifizierung von C(X) mit Z(E).

Setze A = {s € X | |fn(s)] > 1/n}" (n € IN).

Die Mengen An sind offen-abgeschlossen in X.

Sei P = lAn (n € N). Dann ist

IM - MP_| < M| |I - P | <1/n I. Somit ist

M = lim MP_ in X (E). Daraus folgt die Behauptung,

da nZZ: a). die Operatoreren MPn (n € N) endlichen Rang
haben.

2. Sei E beliebig. Aus |M| s T folgt |[M'| < T'.

Da T' kompakt ist, ist M' kompakt nach 1. Also ist auch

M kompakt.

Bemerkung: Die Argumentation in Teil la) des Beweises
von 1.25 stammt aus Ando (1977), wo gezeigt wird,
daB I AT = o ist, wenn T ein positiver, kompakter Ope-

rator auf einem diffusen AL-Raum ist.

1.26 Korollar. Sei E ein diffuser, ordnungsvollstdndiger

Banachverband, T ein positiver, kompakter Operator

auf E und V ein Verbandsisomorphimus.

Es gilt T A V = o.



Beweis. a) Es gilt T A I = o.
Sei nimlich S € T,I. Dann ist S* kompakt nach 1.25.
Nach 1.24 ist somit S* = o, d.h. es ist S € o.

b) Sei V ein Verbandsisomorphismus. Dann ist nach 1.17

TAV = (vt

™ 1 AT =0 nach a). Also ist T A V = o.

A I)V., Da TV-l kompakt ist, gilt

Sei E ein ordnungsvollstdndiger diffuser Banachverband.
Bezeichnet man mit &fS(E) das Band
Z_(E) = (E'® E UZ,(E)?', so erhilt man die folgende

Bandzerlegung von 2 (E):
LE) = oDt e L (E) e X, (E).

Es gelten folgende algebraischen Beziehungen zwischen
den B&ndern:

1. £%E) ¢ (E'e )M < (E'@ )M

2. @Bt £ () ¢ (BBt

3. X (E) e (E) < &, (E)

b, Z(E) e L(E) e L _(E)

(Die Beziehungen 1.und 2. sind leicht nachzupriifen.
3. folgt aus 1.22,und 4. 1&Rt sich mit Hilfe von Beweis-
teil c¢) von 1.22 zeigen.)

In Kapitel 2 wird gezeigt, daR xfs(E) i.a. keine Unter-

algebra von ZT(E) ist.



2. Faltungsoperatoren

Iﬁ diesem Kapitel werden die Faltungsoperatoren ord-
nungstheoretisch untérsucht. Dabei handelt es sich um
reguldre Operatoren Tu auf LP(G) (G eine lokal kompakte
Gruppe), die durch T f = u«f fir f € LP(G) definiert
sind (n € M(G)).

Es stellt sich folgende Frage: Kann man dem Operator

TU ansehen, ob u absolut—stetig, singuldr, diffus oder
atomar ist? Eine Antwort gibt der Hauptsatz (2.12) dieses
Kapitels, der besagt, dafR der Zerlegung von Tu bzgl. der
Bandzerlegung X7 (E) = (E'® Bttt @ é{S(E) e ,fa(E)

(E = LP(G), G nicht diskret) aus Kapitel 1 gerade die
Zerlegung von p in absolut-stetigen, singuldr diffusen
und atomaren Anteil entspricht.

Durch die Wahl spezieller MaBe erhidlt man Beispiele von
Operatoren mit interessanten Eigenschaften. So wird z.B.
ein kompakter, positiver Operator T auf E = LZ(G) ange-
geben, der in RﬁSCE) liegt. Insbesondere 1Rt sich T
nicht durch Operatoren R von endlichem Rang mit o € R € T
in der Operatornorm approximieren, obwohl E die positive
Approximationseigenschaft (Schlotterbeck (1974)) besitzt.
Speziell auf kompakfe Gruppen G angewandt liefert der

Hauptsatz eine Verallgemeinerung der von Akemann (1967)



gegebenen Charakterisierung der kompakten Operatoren

1, auf Lo,

Um eine einfache Darstellung zu ermdglichen, wird generell
die Voraussetzung gemacht, daf® G amenabel ist. Dann ndm-
lich ist Mb(G) iber die Abbildung M * Tu isomorph zum

Raum derjenigen reguldren Operatoren auf LP(G); die mit
allen Translationen kommutieren (Satz 2.3). Diese Iso-
morphie wird in Kapitel 3 grundlegend filr Anwendungen

auf die Spektraltheorie sein. Hier allerdings bringt die
Voraussetzung der Amenabilitdt lediglich technische Ver-

einfachungen.

Sei- G eine lokal-kompakte Gruppe. Ist u EMb(G) und

£ €Ll (1 ¢ p € ®), so wird durch

prf (s) = j £t Ys) dauco) (s€G)

ein Element u*f von LP(G) definiert. Es gilt
u* f € H f
I Ilp I llllllP

(siehe Hewitt-Ross (1963) V 20.12). Somit definiert

jedes u €Mb(G) einen Operator Tu P auf LP(G) durch
3

- p
Tu,pf = p*f (f € LF(G)).

Die Operatoren Tu , u € Mb(G), wollen wir Faltungs-

»P
operatoren nennen. Ist p fest, so schreiben wir auch

Tu statt Tu D wenn keiﬁ MiBRverstdndnis auftreten kann.
3



Offensichtlich ist Tu,p pdsitiv, wenn | positiv ist.
Da sich jedes beschrdnkte Maf auf G als Linearkombina-
tion von positiven beschrédnkten Mafen schreiben ldRt,
sind die Faltungsoperatoren reguldr.

Man kann leicht sehen, .daB fir u € Mb(G) gilt

'z / 1/q = 1
(TU»P) Tﬁ,q (1/p + q )

*
(TU>2) = TU*!Q

Jedes Element a von G definiert auf LP(G) (1 £ p <€ @)
einen TranslationSOperatér Ra durch Raf(s) = f(sa) (a€G)
fiur alle £ € LP(G). Die Faltungsoperatoren vertauschen
mit den Operatoren R, (a € G). Sei ndmlich u EMb(G),

a € G. Dann gilt fir f € LP(G), s € G

n

Ra Tuf (s) Tpf (sa) = u*f(sa) = J f(t_lsa)dp(t)

n

(p * Raf)(s) = (TuRaf)(S)'

Diese Eigenschaft charakterisiert die Faltungsoperatoren
unter den positiven linearen Abbildungen fir 1 € p < =,
falls die Gruppe G amenabel ist. Das ergibt sich aus den

folgenden beiden Sdtzen.

2.1 Satz (siehe Brainerd-Edwards (1966)).

Sei T ein positiver Operator auf LP(G) (1 s p € =),

so dak RaT = TRa fir alle a € G gilt.
Dann gibt es ein positives Ma® u auf G, so daB
Tf = uxf fir alle f € CC(G).



_L‘l_

Man sieht leicht, dab fir jedes MaB u€ M>(G),
lITu,PII = | |u|] flr p=1,= ist. Flir 1 < p < « gilt
der folgende Satz (siehe Gilbert (1968) und Reiter
(1968) ch.8).

2.2 Satz. FﬁfAjedes Py, 1 < p < =, sind die folgenden

Bedingungen dquivalent:

(1) G ist amenabel
(i) Es ist |IT, |1 = |lul| fir jedes wenPe),
3
(iii) Ist u € M(G),, so dab w+f € LP(G) fur alle
f e CC(G) und ||u*fllp < cllfllp (c € R fest),

so ist u beschrdnkt.

Jede kompakte und jede lokal-kompakte abelsche Gruppe

ist amenabel. Fiir kompakte Gruppen folgt das trivialer-
weise aus (iii). Ist G abelsch, so kann man das

aus (ii) flir p=2 folgendermaBen sehen:

Sei F: LZ(G) + L2(é) die Fourier-Plancherel-Transformation.
Der zu TH:Z konjugierte Operator S = 3’Tu,23r—1 auf

LZ(é) hat die Form Sg = ;g fir alle g € Lz(é). Somit

ist [T, 11 = 1ISIL = Hullg = Hull, da w2 o.
3

Was weitere Beispiele und die eigentliche Definition von

"amenabel" anbetrifft, sei auf die Blcher von
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H. Reiter (1968) und F.P. Greenleaf (1969) verwiesen.

Hier wird der Begriff "amenabel" im Sinne von 2.2 (i)

und (ii) verwandt.

Um

Zu

die Faltungsoperatoren unter den reguldren Operatoren

charakterisieren, definieren wir die folgenden Rdume.

{1 e x"P@) | R,T = TR, fir alle a € G},
(1 < P < )
{1 e &£7we) | RT = TR, fiir alle a € G,

T ordnungsstetig}

2.3 Satz., Sei 1 € p € ». Der Raum FP ist ein abgeschlos-

sener Unterverband und eine Volle Unteralgebra von

Z TP (G)). somit ist FP bzgl. der von ZT(LP(G))

induzierten Struktur eine Banachverbandsalgebra.

Ist G amenabel, so ist die Abbildung

: MP@) » P (g » T )
HHP

ein isometrischer Isomorphismus von Banachverbands-

algebren.
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Beweis. 1. Es ist unmittelbar klar, daB FP eine abgeschlos-

sene Unteralgebra von ZTLPe)) ist.

2. FP ist ein Unterverband. Sei nimlich T € FP.

Da R (a € G) ein reeller Operator ist, gilt
Ra(ReT) = Re(RaT) = Re(TRa) = (ReT)Ra. Somit ist
ReT € Fp, genauso ImT.

Da R, (a € G) ein Verbandsisomorphismus ist, gilt
Ra|T| = IRaTl = |TR,] = lTlRa nach 1.19.

Also ist |T| € FP.

v v
3., Es gilt <f,u> = pxf(e) flUr f € CC(G), und p * f
ist stetig. Deshalb ist 1 injektiv,und es gilt

TlJ p 2 o genau dann, wenn p > o ist.
3

4, T ist surjektiv. Fir 1 € p < = folgt das aus 2.1 und
2.2. Sei T € F . DaT ordnungsstetig ist, gibt es
s € £7(L1e)), so daB S' = T (1.20).

[ 1 [ -1 - - -1 - = '
Da (RaS) = S (Ra) = T ACa )Ra 1 = ACa )Ra 17T-= (SRa)
(A bezeichne die Modularfunktion von G), ist RaS = SRa

fiir alle a € G, d.h. es ist S € Fl. Daher gibt es

u € Mb(G), so daB S = Tu 1 Dann aber ist T = S' = T
3

v .
U,
Aus 2., 3. und 4. folgt, daR T ein Verbandsisomorphismus ist.

5. Die Isometrie von 1T folgt aus 2.2. Es ist n&mlich

Ty, ol = LT, I = 1Ty 1= Tl

6. FP ist voll in " (LP(G)). Sei T € FP invertierbar in
L7 PG, Es ist RTTT = T-lTRaT_i - T—lRaTT—l Y
1

a

(a € G). Also ist T™* € FP (Benutze 1.20 filr p=e).



Bemerkungen. 1. Flr p=1,= ist T ein isometriscﬁer Iso-
morphismus fir jede lokal kompakte Gruppe.

2. Sei FP = {T € £ (LP(6)) | R,T = TR, fir alle a € G}.
Es ist F' = F!, jedoch ist i.a. FP + rP,

Beispiel. Sei G = Z. Man sieht leicht, dab T € &(1%(2))
genau dann in EQ liegt, wenn fir die Matrixdarstellung
(tnm) von T gilt: tn+p,m+p = tnm fir alle n,m,p € Z.

Sei bn = tn,o (n € Z), dann ist b7= (bn) € 12(Z), und es
gilt fiir x € 12(Z) Tx = b * x. Sei 34L2(F) > lg(l)

die Fourier-Plancherel-Transformation (T ist’die Kreis-
gruppe). Der zu T konjugierte bperator s = FITF ist durch
Sf = £-(F 'b) fur £ € L2(I) gegeben. Daher ist # b € L7(I).
Umgekehrt definiert jedes b € lZ(Z) mit 5F_1b € L)

einen Operator Tb € %2 durch Tbx = b*x fir x € 12(Z).

somit ist F2 = {1, | b e 1%z, & b e 17},

Nach 2.1 ist Tb genau dann reguldr, wenn b€ 11(2) ist.

2

Es ist also F° = {Tb | b€ 13(2)} eine echte Unteralgebra

von FQ.

Die folgenden Sdtze gelten flr jede lokal kompakte Gruppe.
Ist die Gruppe nicht amenabel, so gibt es auch unbeschrinkte
positive MaBe u, die einen Operator f = p*f auf LPe)

(1 < p < @) definieren. Um die Darstellung zu vereinfachen,
wollen wir jedoch nur beschrdnkte MaRe betrachten.

kompakte amenable Gruppe ist.




_us_

Es soll nun die Frage gekldrt werden, welche Faltungsope-
ratoren Kerndperatoren sind. Sei uE;Mb(G) absolut stetig
bzgl. des HaarmaRes m. Dann gibt es ein he,Li(G), so dak
u = hm. Fir £€ LP(G) ist dann

e (s) = [£e7le) neo) at = [ £o) neetTh aeTH at
fir fast élle s € G. Nach Schaefer (197%) IV 9.8 ist also

ein Kernoperator auf LP(G) (1 € p € ®) mit dem Kern
1

T
HsP

k(s,t) = h(st™Hat™) (s,t € 6).

2.4 Satz. Sei E = LP(G) (1 < p € =), neM(@).

M ist genau dann singuldr zum Haarmaf, wenn

T _€(E'® E)" ist.
u,p -_

Beweis. Sei Tué.(E'Q Eyt. f besitzt eine eindeutige Zer-

legung u = M) + uz, wobei u, € m* und y,em® ist. Nach

obiger Bemerkung ist T &€ (E'® EV* .Da IT | ¢ T »ist
vl w1 lul
= lso auch = O.
- o, also auch y;
Sei umgekehrt y singuldr zu m.
a) p # ». Da !Tul = Tlul ist, kdnnen wir annehmen, daB

M positiv ist. Man muB zeigen, daB

Tl A Tu = o fir alle TEE'@E ist.

1. Es reicht zu zeigen, daR T A Tu = o ist, fir T = £ ® g
mit f,5 € C_(G),.

Denn sei T :;%: ff& g5 € E'® E. Dann ist

I,T!si” !filléigp lg;l= f®g mit f&Lq(Gv)p gelP(e),.
Es gii%lFélgen l(fn) und (gn) in CC(G)+, so daR

lim £ = f in LP(G) und 1im g_ = g in IRIOR

n-x n-—->x
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Da flir neN gilt:

ME®g-f ®g ll,<lf®g-f ®@gll,+ |If O¢g

- @l IE-f1®@gll + [1£® g - g ||| =

e - fnflq ||g||p + llfnllp g - gnflq,

ist f@g:iil;r: £ ®g in £ (B). Aus TAf ®g <o

folgt also T, A 1Tl < Tu.A f&®g = o.

2. Seien f,g€C_(G),. Da C_(G) dicht in LP(G) liegt,

reicht es zu zeigen, daR (Tu A f® g)h = o flir alle

he CC(G)+ ist. Flir héCc(G)+ ist»(Tu/\f ® g)h = inf H

mit H = {u*xu + <v,f>g ]u,vest(G)+, u + v = h} . Sei

Hy = {uxu + <v,f> g | u,vecC (6),, u +v - h}.. Da

HOC H ist, reicht es zu zeigen, daB inf HO = o in

LP(G) ist.

3. Es gilt inf Ho(s) = 0 in»R+ fiir alle s&€G.

Sei ndmlich se€G. Flir u €C_(G) sei Lu(t) = utt™ts)

fiilr t€G. L ist ein Verbandsisomorphismus auf CC(G).

Sei k(t) = f(t71s) g(s) (t€G). Nach Voraussetzung ist

u A km =o. Also ist

o= (A kmLh = inf { [u'(t) du(t) + fv'(Okcoat!
u', v'e_CC(G)+, u' + v' = Lh}

= inf  [Lutt) duCe) + JLv(t)k(t)dt Lu, Lvec,(a),,
Lu + Lv = Lh}

= inf (Jueoaue ¢ fvaTtoeeTsar gls) |
u,véCC(G)+, u + v = h}

= inf {wrule) ¢ (v(OE()at B(9)] w,vEC (@), utv = )

= inf HO(S).

4, Sei Hy die Menge der endlichen Infima von Elementen

in Hy. Dann ist H1 eine (<) - gerichtete Teilmenge von



C(G), und es gilt inf Hl(S) = o fiir alle s &G nach 3.

Mach dem Satz von Dini ist die Konvergenz gleichmdBig

auf jeder kompakten Teilmenge K von G. Ist also k ¢ Hy

in Lp(G), S0 isf auch k € H1 in LP(G), also k'K <o

in LP(G). Da KcG eine beliebige kompakte Teilmenge

war, ist also k € o. Damit ist die Behauptung fir

p # « beweiesen,

B) p = =. Nach a) gilt Ty , L K fiir alle K€L7(6) @ L.
Somit gilt (T, )' 1 X' fir alle KeL” (@) @ L1(e) nach
1.20. Also ist T, & (L'(6) ® L7(6) . pa T,  ordnungs-

stetig ist, gilt Tu;E(Eé o) Lm(G))L, wobei Eé das zu

Eés = Ll(G) othogonale Band in L7(G) bezeichnet. Wegen
. 4
E' = Eés @ Eé ist also Tu eae_(E' & E) . Damit ist alles
b
gezeigt.

2.5 Korollar. Sei E = LP(G) (1 € p € =), weMP(Q).

Aquivalent sind:

L
(i) T €(E' @)

(ii) p ist absolut stetig

Reweis. (ii) ==> (i) wurde in der Bemerkung vor 2.4

gezeigt.

(i) ==> (i) u besitzt eine eindeutige Zerlegung

W = wy + up, wobei u; absolut stetig und us singulér

ist. Nach 2.4 ist T €(E'® E) . pa |T | < |T |, folgt
u2 U2 u

T = 0, also us = o.

w2
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Ist u = & (t€G6) ein Dirac-MaB, so ist Tu ein Verbands-

t
isomorphismus auf E = LP(G) (1 € p € =). Fir ge LP(G)
ist ndmlich s, * g (s) = gt Ys)  (s€0).

t
Ist u atomar, so gibt es (ct)él}(G), so daB
w= 2 o 6. Damit istT = 2 o T, € Z,(E).
t€G otea t
Es stellt sich die Frage, ob es noch andere Mafe p gibt,
so daB Tu 2in Verbandsisomorphismus (oder -homomor-

phismus) ist, bzw. Tu in 55;(E) liegt. Wir bendtigen

zwei Hilfssdtze:

2.6 Sei X lokalkompakt, K < X kompakt. C(X,K) sei der

Raum der stetigen Funktionen auf X, deren Tridger

in K liegt. Ist wu: C(X,K) +» € ein Verbandshomo-

morphismus, so gibt es ein t&€ K und ein celR,, so
daf <f,u> = c £(1) flr alle fg C(X,K).

Beweis. 1. Sei I ein Ideal in einem Vektorverband E

und w: I + IR ein Verbandshomomorphismus. Dann ist die
minimale positive Fortsetzung ; von py auf E auch ein
Verbandshomomorphismus.

Fir x €E_ ist ndmlich ;(x) = sup u(lo,x1nI), Ist

X Ay = o, so ist u(a) A u(b) = o fir alle a €lo,xINnI,
bg [6,ylNn I. Daher ist ;(x),A ;(y) = o. Die Behauptung
folgt aus Schaefer (1974) II u.u,

2. C(X,K) 14Bt sich identifizieren mit dem Ideal in C(XK)

derjenigen stetigen Funktionen auf K, die auf 6K ver-

schwinden. Sei {i die minimale positive Fortsetzung von u
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auf C(K). MNach 2. ist ; ein Verbandshomomorphismus auf
C(K)., Daher gibt es t €KX und ceR,, so dah
<f,u> = c £f(t) fir alle f €C(K). Daraus folgt die Be-

hauptung.

2.7 Sei X lokal kompakt, u: CC(X) + € ein Verbandsho-

momorphismus. Dann gibt es t&X, c£|R+, so daf

"

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus 2.6, da CC(X)

die Vereinigung der C(X,K), KcX kompakt, ist.

2.8 Satz. Sei ue;Mb(G), 1 < p g =, Ist Tu ein Verbands-
homomorphismus auf LP(ay, so ist w = c-8y fiur ein
tQGLdeERF

. v
Beweis. Fir f eC_(6) gilt F<f,u>l = Jusf (e)| =
v Y
T £ ()] = lTufl(e) = T If1(e) = <|fl,u>. Also ist u
ein Verbandshomomorphismus auf CC(G) und die Behauptung

folgt aus 2.7.

2.3 Sei E ein ordnungsvollstdndiger Banachverband. Zu

x, X, €E, o € x, € X, gibt es genau einen Operator
1 1 2 p

ME€Z(E), so daB Mx = Xy und My = y fiir v 4 x,

Es gilt o <M s I,



Beweis, Es gibt einen kompakten Raum X, so das EX = C(X).
Dabei entspricht x der Funktion 1X und Xy einer Funktion
h, o s h € 1y, Definiere NgZ(C(X)) durch Nf = h'f

fir alle f €C(X). Jedes z€E  besitzt eine eindeutige

Ly
Zerlegung z = z4 *+ z, mit z, €X und z,Ax = o. Dabel
ist Zy ¥ SuD Z A DNX. Definiere M auf E_ durch
nelN
Mz = sup N(zAnx) + z,. Die lineare Fortsetzung von M
néiN

auf E erflillt die gewlinschten Eigenschaften.
Eindeutigkeit. Seien Mié Z(E) (i=1,2) Operatoren mit

den geforderten Bedingungen. Es ist Ny = Mi[E e Z(Ex)
X

(i=1,2). Da N,1, = N,1 ist Ny = N2._Da Mi ordnungs-

17X 27X?
PSR
stetig ist (i=1,2), ist Mly = sz fir alle y€ x und

daher M1 = MZ'

2.10 Sei E ein ordnungsvollstdndiger Banachverbaﬁd,

x €E und (xn) eine Folge in E mit

o€ x € Xpopq € X fiir alle n€iN, so dapf
X = sup X_. Sei Mh der nach 2.9 existierende
neN

'Operator in Z(E) mit Mox = x  (neiN), My =y
fir yex‘. Dann gilt
Mn < Mn+1 (n€N), sup Mn = I,
Beweis., Es gilt Mn < Mn+1 (n€IN) nach Konstruktion.
3 = 1 M = = =
Sei M = sup Mn. Dann ist Mx = sup Mnx = sup x, X
und My = y fir alle yéggﬂ Da M auflerdem im Zentrum von
E liegt, folgt aus der Eindeutigkeit in 2.9, daB

M =TI ist.
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2.11 Satz. Sei E = LP(G) (1 € p € =),

IStlJEMb(G) diffus, so gilt !Tu|A’T = o fir alle

Verbandshomomorphismen T auf E.

Beweis. Man kann annehmen, daB y positiv ist. Sei T ein
Verbandshomomorphismus auf E und sei R € &5(E)+,

R <T, Tu' Sei f€C,(G),. Wir zeigen Rf = o.

Fir n€IN sei u = TFAn1,ELP(G)ALT(G). Sei M_ der Zent-
rumsoperator auf E mit Man = u

. 1
n und Mng = g fir g€ Tf .

Es gilt sup Mn = I nach 2.1o. Sei Rn = MnR < MnT

Mit n: &£ 7(6) +L”(G) bezeichnen wir die Quotientenabbil-
dung. Sei p: L7(B) -+ &£7(G) ein starkes Lifting (sie-
he Ionescu Tulcea (13869) III,2). p ist insbesondere eine
lineare Abbildung, so daf

mong = rg filr alle ge¥ (G)

lomgl= plng| filr alle ge L 7(G)

pong = g fir alle g€ CP(G).
Wir identifizieren daher g und g, falls gé& Cb(G) ist.
Sei}léCc(G). Dann ist (pTuh)(s) = p*h (s) =
j‘h(t‘ls) du(t) fir alle s€ G, da y*h € CP(G) ist.

Sei s €G fest, K=supp(f), J das von f in C(X,K) erzeugte
Ideal. Durch g + (pM Tg)(s) wird ein Verbandshomomorphis-
" mus von J nach € definiert. Daher gibt es ein tcae K und
ein célR+, so dak (pMnTg)(s) = c g(to) fir alle g € J
(das sieht man wie in 2.6).
Fir g,héCC(G)+ mit g + h = £ gilt:

(pRnf)(s) = (pRng)(s) + (pRnh)(S) < (pMnTg)(s) + (pTuh)(s)

= coglt) + J'h<t'1s>du(t).



Daher ist
(pR_£)(s) < inf {cglt) + Jh(t'ls) du(t)! g,hec (6,
g + h = f}

= 0, da die Abbildung h +Jh(t'ls) du(t) von
CC(G) nach € ein diffuses MaR auf‘G definiert.
Also ist Rnf = 0 in Lp(G), und sémit auch Rf = sup Rnf =
Da féCC(G)+ beliebig war, folgt R = o, falls p # =,
Sei p = =, Da R ¢ Tu ist, ist R ordnungsstetig. Also

gibt es S € Z(L1(G)),, so daB S' = R,

+,
Sei geL'(G). Fir alle f€C_(G) gilt nach dem oben Be-
wiesenen <Sg,f> = <g,Rf> = o. Also ist Sg = o. Da g be-

liebig war, ist S = o, also auch R = S' = o. Der Beweis

ist damit beendet.

Der Banachverband E = LP(G) (1 = p=o9) ist genau dann
diffus, wenn G nicht diskret ist. Ist das der Fall, so
14Rt sich aﬂP(E) nach Kapitel 1 in drei Bdnder zerlegen:
XTE) = (B @D @ LE @ X ().

Andererseits ist

W) = Ll @ M (8) @ M_(6),

wobei MS(G) das Band der siﬁgulﬁren, diffusen MaRe in
Mb(G) und Ma(G) das der atomaren bezeichnet. Die voran-
gehenden Ergebnisse zeigen, daB diese beiden Zerlegungen

in eineindeutiger Beziehung stehen. Das heift genauer:



2.12

Theorem. Sei E = LP(G) (1 € p € =), neMP(Q).

Es gilt:

L1 1
a) Tu €(E'® E) genau dann wenn p & L™ (G)
b) Tu & é{S(E) genau dann wenn uéMS(G)
c) Tu €a‘{a(E) genau dann wenn u EMa(G)

Korollar. Sei Tu = T1 + T2 + T3 die Zerlegung
. 1L )
von T mit T, E(E' @ E) , T, € & (E), T, € &, (E),
. . 1
und sei u = u; + up + u3, wobei u; €L (G),
w2 EM_(G) und uj éMa(G). Dann gilt

S
T. =T fiir i = 1,2,3.
1 H

i

Ist G eine kompakte Gruppe, so 1ldRt sich 2.12 a) ver-

schdrfen (Satz 2.14). Speziel fir p = 1,= lassen sich

eine Reihe von Bedingungen an den Operator T‘J P ange-

3

ben, die alle dazu dquivalent sind, daB® u absolut ste-

tig ist (2.15). Die Aquivalenz von 2.1§ (ii), (iii)

und (v) wird auch von Akemann (1967), allerdings mit

ganz anderen Mitteln bewiesen.

2,14 Satz. Sei G eine kompakte Gruppe, E = LP(e)

(1 € p € =), Fir y €M(G) sind die beiden fol-

genden Bedingungen &dquivalent.
(1) werte ‘

P ~/
(ii) Tu pé. E'GEE

)



- 54 -

Beweis. (ii) ==> (i) folgt aus 2.5.

(i) ==> (ii) Es gibt ein f€L1(3), so daB u = fm.
1. f = Tuij fir ein ae€G, i,j e{l"‘nu}(Taij € C(G) sei
eine Koeffizientenfunktion der Darstellung Tae o (siehe

Kapitel o). Dann gilt fir géLp(G)

T, (s) = fx g (s) = \fg(t_ls)f(t)dt = Jé(t)f(st-l)dt
-1

j~%(t) Tuij(st )dt

a -1
E%a Sg(t) Tyix(s) Toy(t ) dt

(s) m-f.{.

-
~ a *
= 521 J g(t) T () At T o

n
cu s _ a * '
Somit ist Tu = £l1 Tukj G)Tuik EE'QE.

2. Aus 1. folgt, das TuEEE‘ @ E ist, wenn f ein trigo-
nometrisches Polynom ist (d.h. f ist Linearkombination
von Funktionen wie in 1.).

3. Sei f beliebig. Es existiert eine Folge (fn) von
trigonometrischen Polynomen, so daB f = 1lim f_ in

n-»x

L1(e). Nach 2.2 ist mit = fom (nEm)

||Tun STl = LICE = ©m| = £ - £]], fir alle
n &N, Daher ist T = 1im T in &fF(E) und somit gilt
Y new M

~
1
TuéE @eE nach 2,

2.15 Satz., Sei E = Li(G), G eine kompakte Gruppe. Fir

W €M(G) sind die folgenden Aussagen &dquivalent.

|24 ' 1 '

() T, € EGE (a") T,  €E"'EE

i b') T ist kompakt
() T“’1 ist kompakt ( u,e L5 kompakt

i - T ist g-kompakt
(c) Tu,i ist @ komEikt (ec") o =St ___EI:_
(d) T € (E'®@ E) (@ T e(E'"'®E")

u,1 Wy

(e) nett®
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Beweis. (a) ==> (b) ==> (c) trivial.

(c) ==> (d) folgt aus Schaefer (1974) IV 9.9

(d) ==> (e) 2.5

(e) ==> (a) 2.14

(e) <==> (a') 2.1u4

(a') ==> (b') ==> (') trivial

(c') <==> (e) Nach Schaefer (1974) Kor. zu II 9.4
ist Tu,m = (Tﬁ’l)' genau dann o-kompakt, wenn

Tu,l o-kompakt ist d.h. wegen der Aquivalenz von (c)
und (e) ué€& LI(G).

(d') <==> (e) 2.5

2.16 Beispiel. Sei G = {z€C| |z| = 1} die Kreisgruppe.
Nach Hewitt-Zuckerman (1966) existiert ein singuldres
(diffuses) Maf y auf G, w 20, ||u}] = 1, so daB

urp € L2(6) © LY(@) ist. Nach 2.12 ist also

- .12 . 2 _ .
T=T, L€ ;CS(E) (E = L°(G)), jedoch T% =T . ist
in (E' %E), Sf;(E) ist also keine Unteralgebra von
LT ().

2

Tatsdchlich ist T® sogar ein Hilbert-Schmidt Operator

auf L2(G). Sei ndmlich S = FTF ! der zu T konjugier-
te Operator (F. LZ(G) > 12(2) seli die Fourier-Plan-
cherel-Transformation). Dann ist 82 gegeben durch

s?% = ulx = %), fir alle x€1°(2). Da
22e1%(2), ist S%ein Hilbert-Schmidt Operator, also
auch T2.

Das Beispiel zeigt noch mehr: Da ueco(Z), ist S
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kompakt, also auch T. Somit ist T ein positiver, kom-
pakter Operator, der senkrecht auf den Kernoperatoren

steht.

Aus Theorem 2.12 1&Rt sich das folgende Ergebnis fiir
MaBe auf kompakten Gruppen ableiten (siehe Rudin (1966)

5.6.8 flir den abelschen Fall).

2,17 Sei u ein MaR® auf einer kompakten Gruppe G, so da®

1ieco(G) ist. Dann ist w diffus.

Beweis. Ist ; eco(é),.so ist der Operator T = Tu,Q kom-
pakt (der zu T konjugierte Operator S = Fry ! oauf
2(8) ist durch Se = (;(u)¢u)ae g fur alle

o = (Qu)ae,é gegeben, wobei F:12) » £28) die
Fourier-Plancherel-Transformation bezeichnet; da '

;G co(é) ist, ist S kompakt, also auch T).

Nach 1.26 ist also T,,2 € &fa(E)L (E = 1L2(6)) und

somit ist pw diffus nach 2.13.



3. Das Ordnungsspektrum.

Der Raum ;fF(E) der reguldren Operatoren auf einem komple-
xen Banachverband E ist eine Unteralgebra von &(E). Im
allgemeinen jedoch ist &T(E) keine volle Unteralgebra,
d.h. das Inverse in &&(E) eines reguldren Operators braucht
nicht reguldr zu sein (siehe Schaefer (1977) und Beispie-
le in diesem Kapitel). Somit ist das Spektrum oo(T) eines
reguldren Operators T in der Banachalgebra &T(E) i.a.
gréBer als sein Spektrum in %(E). Es stellt sich die Fra-
ge, ob es Klassen von Operatoren gibt, filir die beide
Spektren zusammenfallen. Der Hauptstz dieses Kapitels be-
sagt, daR die Operatoren, die in E' &ZE liegen, eine sol-
che Klasse bilden.

Die Ergebnisse werden auf die in Kapitel 2 behandelten
Faltungsoperatoren angewandt. Aué 2.3 erhdlt man, daB das
Ordnungsspektrum co(Tu) von Tu und das Spektrum von u

in der Banachalgebra Mb(G) {ibereinstimmen (G amenabel).
Als eine Anwendung des Hauptsatzes wird das Spektrum der
Elemente der Banachalgebra Ll(G), G eine kompakte Gruppe,
mit Hilfe der Fourier Transformation berechnet.

Auf der anderen Seite 1dRt sich durch die Wahl eines ge-
eigneten MaRes u ein positiver, kompakter Operator T = Tu
auf LQ(G), G die Kreisgruppe, angeben, dessen Ordnungs-
spektrum co(T) echt gréBer als sein Spektrum o(T) ist. ’
Der Hauptsatz 14At sich also nicht auf die kompakten Ope-

ratoren verallgemeinern.



3.1 Definition. Sei E-ein komplexer Banachverband. Das

Spektrum eines reguldren Operators T in der Banach-

algebra & T (E) heipt Ordnungsspektrum und wird mit

cO(T) bezeichnet.

Offensichtlich ist o(T)C o (T) und es ist

o (TN alT = (A & (D! (- D7 ist nicht reguldr}.
Aus der Formel fir den Spektralradius sieht man, daR
PO(T) = r(T) fir T 2 o ist, wobei rO(T) den Spektral-
radius von T bzgl. xfr(E) bézeichnet.

Der topologische Zusammenhang zwischen o¢(T) und co(T)
(3.5) wird in Schaefer (1977) (fiir E ordnungsvollstdn-
dig) gekldrt. Das Ergebnis soll hier etwas allgemeiner

formuliert werden.

3.2 Satz. Sei A eine Banachalgebra mit Einselement e

und sei B eine Unteralgebra von A mit e € B, die

bzgl. einer feineren Norm eine Banachalgebra ist.

‘Sei x€EB und D 7 @ eine in UB(X) offen-abgeschlos-

sene Menge.
Dann gilt oA(x)r\D £ 0.

Beweis, Sei X €B und @ # D(:cﬁ(x) offen-abgeschlossen
in oB(x). Dann ist D kompakt in €, und es existiert
01C € offen, so daf D = cB(x)f\Oi.

Angenommen: Dr\cA(x) = @, Dann gilt auch D = cB(x)n 0
fir 0 = O1 N\ oA(x). Fs existiert eine Menge G,

deren Rand 3G Bild eines rektifizierbaren Weges ist,



so dap Dc8cB <0 (siehe z.B. Bonsall-Duncan (1973) I §8),
Daher ist 3G cC CoB(x), und die Abbildung A + R(X,x) ist
stetig von 3G nach B, Sei A,€D. Es existiert

1/27i j R(A,x)/(x - X )Ydx € B. Da OC_CO‘A(X) ist, gilt
3G °

R(hg,x) = 1/27i j ROAL,)/C A = X)) dA € B, woraus

3G
Ao & uB(x) folgt, Viiderspruch.
3.3 Korollar, cB(x) N cA(x) enthdlt keine isolierten

Punkte.

3.4 Korollar, Ist oB(x) ¥ oA(x), so ist UB(K)\ uA(x)

Uberabz&dhlbar.
Beweis, Sei Xo < oB(x) \UA(X). Es existiert ein L o,
=z | - <
so daf K(ro, AO) { X | A Xol €r.}C CUA(X).

Angenommen, GB(X) N OA(X) ist abzdhlbar. Dann existiert

o <r <r,, so da
Straa) = (Al -] = rycog(x). Sei |
D= {a€ogG | -l «nb = Laeoy0 | [ -l €1}

Es ist D/\oA(x) = ¢ im Widerspruch zu 3.2.

3.5 Korollar. Sei E ein komplexer Banachverband, T € & (E).

Dann gilt:

a) Ist D C UO(T) offen—abgeschlossen in co(T), dann

ist DM o(T)Y # @,
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b) UO(T) \ o(T) enthdlt keine isolierten Punkte.

c) Ist UO(T) # o(T), so ist oO(T) \ o(T) iliberab-

zdhlbar.

3.6 Theorem. Sei E ein komplexer Banachverband. Es gilt

0 (T) = o(T), falls TeE'&YeE ist.

Zum Beweis werden zwei Hilfssdtze benStigt.

- r
3.7 Lemma. Sei Tn = Z x'i ® yr.:: CE'@E (ne€iN), wobei
i=1
(yril)ne‘N eine Cauchyfolge in E bildgt (i=1...r).

Dann ist (Tn)néiN eine Cauchyfolge in LT (E).

r
Beweis. Fir n,m€IN ist T - T = 2 x!® (y% -y,
n m© o i i i

r
: - e | 1 n _ m|
daher ist !Tn T | £ Z Ix!' ® byl - vils
i=1
r n m
und somit [T - T 1, < 2 |Ix{l] « [y} - yill.
i=1

Daraus folgt die Behauptung.

eine Folge regulid-

. 'N
3.8 Lemma. Sei TEE @eE. Ist (Sn)nElN

rer Operatoren, [[Snllr £ M (n€N) flir ein MER,

so dak (Sn)nElN eine Cauchyfolge bzgl. der Operator-

norm bildet, dann ist (SnT)nEIN eine Céuchyfolge
in £T(E).
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Beweis. Sei € >0. Es existiert ein Operator von endlichem

r
Rang To = %%1 xi ® X;, SO daR ||T - T0[|P < e/uM.
Nach 3.7 existiert ein noElN, so daf fir alle n,m 2 ng
r
- = ! — ! .
‘lSnTo SmToHr ||§§i *j ® Spxy 5%; *i ® Spxslly

< ¢/2. Fir n,m 2 ng gilt dann:
1S, T = S TIl, € [IST = 8T .+ IS T = ST I,
+ 118, T, = ST,

<M IT = Tl IS T = STl < e

Beweis von Theorem 3.6.

Sei A = {Séiafr(E)l ST = TS} . A ist eine abgeschlossene
Unteralgebra von LT (E) mit IE €A,

pa O - TH7IT = T - 17 fur 2 € o (17, gilt

UO(TZ) = cA(TZ). Daher gilt nach o.2 auch

0, (T?) = o(R), wobei R :A » A durch R(S) = ST fir alle
S€ A definiert ist.

Der Beweis ist beendet, wenn gezeigt ist, daB® R ein kom-
pakter Operator ist. Dann ndmlich ist o(R) = cO(Tz) ab-
z&hlbar und damit auch o (T), weil oO(T)2 = oo(Tz) nach
dem spektralen Abbildungssatz, und die Behauptung folgt
aus 3.5 c).

Sei (Sn)n'elN eine’ Folge in A mit ||Sn||P < 1 fir alle
n€EW. Es ist zu zeigen, dah (R(Sn))nélN eine konvergente
Teilfolge besitzt. Sei U die Einheitskugel von E. Die
Menge K := TU (Normabschluf in E) ist kompakt, da T ein
kompakter Operator ist. {San | n€IN} ist eine relativ

kompakte Teilmenge von CE(K), dem Raum der stetigen,



E-wertigen Funktionen auf K, versehen mit der sup-Norm.
Das folgt aus dem Satz von Arzela-Ascoli, da gilt:

1. {8 g | nEIN } ist gleichstetig. Fiir XgoX €K gilt
ndmlich lISnx - Snxoll S'IISnll | 1x - xoll <

LIS 11, Tix = x Il < J1x = x 11 fiir alle né€ N,

2. {8 x I n€mM} ist relativ kompakt in E fir alle x€& X,
Wegen STU = TSU € TU € K gilt ndmlich SKCK flir alle
SeA mit [|S]] € 1.

Also besitzt (S )

A nem in CE(K) eine konvergente Teil-

folge (Snl|K)1€|N' Dann ist (San)léIH eine Cauchyfolge
. . ", . : .
in &(E). Nach 3.8 ist (Snl- )léiIN eine Cauchyfolge in

r . .
& (E), also auch in A, was zu beweisen war.

3.9 Korollar. Sei T ein reguldrer Operator auf einem

komplexen Banachverband E, so daf fiir ein n€ N

gilt T e E'qbe’ E.

Dann ist oO(T) = o(T).

" Beweis. Nach 3.6 ist (UO(T))n = oo(Tn) = o(T™). Also ist

cO(T) abzdhlbar. Die Behauptung folgt aus 3.5 c).

NDie folgenden S&tze geben Eigenschaften des Ordnungs-
spektrums spezieller regulédrer Operatoren an.

Sei T ein positiver Operator auf einem komplexen Banach-
verband E. Das OPdnungsrandspéktrum von T ist die Menge

ro (T) = (A€o (T) IIal= r(T)}.
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3.10 Satz. Sei T ein positiver Operator auf einem kom-

plexen Banachverband E, so daf gilt:

™A T = o flir alle n,meNu{o}, n # m.

Dann ist ro (T) = {A€C 1Al = r(T)}.

Beweis. Flir 'al > p(T) . ist R(A,T) = 2:: T/ ntl
n=o :
(in ZT(E)). Man sieht leicht, daB
[ROVLT = sup {Re e *®R(A,T)| 8€& 0, 271} existiert,
00
und daB gilt IRO,D = D VA ™ - r(r],D).
n=o
Es gibt eine gegen r(T) konvergente Folge (Pn)nélN’
r_ > r(T) (néN), so daR 1lim ||R(r_,T)|| = =
n e n
(das folgt aus der Definition von r(T)).
Sei |A] = r(T), a= A/r(T). Dann ist A = lim r_a
n-+e

und %im l|R(rH¥,T)[[P = %im l!R(rn,T)|| =e, Da

p + R(p,T) stetig auf CoO(T) ist, ist also lé;ao(T).

Der obige Satz in Verbindung mit 3.6 zeigt, daf es
keinen positiven Operator TE E'&%E mit disjunkten Po-

tenzen gibt.

3.11 Satz. Verbandshomomorphismen und fast intervaller-

haltende Operatoren auf einem ordnungsvollstdndigen

Banachverband haben zyklisches Ordnungsspektrum.

Beweis. Da E ordnungsvollstdndig ist, ist LT (E) ein

Banachverband. Ist T ein Verbandshomomorphismus, so ist
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der Operator Ry : LTE) » LF(E) (S + ST) inter-
vallerhaltend (1.19), der adjungierte Operator ist also
ein Verbandshomomorphismus (o0.1). Ist T fast intervaller-
haltend, so ist RT ein Verbaﬁdshomomorphismus.
Verbandshomomorphismen haben zyklisches Spektrum
(Scheffold (1371), siehe auch Schaefer (1974) V L4.u4),

Die Behauptung folgt aus oO(T) = o(RT) = GKRT)‘).

Es wird nun das Ordnungsspektrum der Faltungsoperatoren

untersucht.

3.12 Satz. Sei G eine lokal kompakte Gruppe.

Ist G amenabel, so ist o(p) = o (T ) fir
=== ¢ 2mERemess B2 o Tu,p’ ==
jedes u € Mb(G) (1 £ p € =),

Gibt es umgekehrt ein p (1 < p < =), derart daB

a(u) = oO(Tu p) filr alle u EMb(G) gilt, so ist

k]

G amenabel.

Beweis. Sei 1 € p € =, E = LPe).

Der Raum FP (siehe die Definition nach 2.2) ist eine volle
Unte?algebra von 2T (E) (2.3). Es stimmt also GO(TU)

mit dem Spektrum von Tu in FP Uberein. Aus 2.3 folgt

daher oo(Tu) = o(u), wenn G amenabel ist.

2. Sei 1 < p < =, Ist G nicht amenabel, so gibt es nach 2.3
ein € Mb(G), so daB ||T

< . Somit ist
Lol < Tl se |
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r (T = r(T < T < =
o u,p) r u,P) I u,p|| | Tull r(p) und daher

co(Tﬁ,p) F o).

3.13 Satz. Sei G eine lokal kompakte abelsche Gruppe

mit dualer Gruppe G. Sei weMP(G).

Ist D € o(u) offen-abgeschlossen in o(u), dann

gibt es ein v€G, so da wu(y)€D.
Beweis, Mit F: LZ(G) -+ Lz(é) bezeichnen wir die Fourier-
Plancherel-Transformation. Sei T = Tu,2 und

T = ff”TB“_1 der zu T konjungierte Operator auf LZ(é).

Es gilt Tf = n-f fir alle feL%(8).. Daher ist

o(T) = o(T) = {u(y) | YEG) . Aus 3.5 a) folgt, dah
a(T)ND # @ ist. Da D offen in o(u) ist, existiert

0cC offen, so daR D = a(u)N 0. Es ist

{ u(y) | YE€GY N0 = {u(y) | y&G Y "AD # 0.

Da O offen ist, ist

{u(y) | yeGlaD = (u(y) | yeGino # 0.

3.14 Korollar. aCu)N {u(y) | Yé;é} enthdlt keine iso-
lierten Punkte. Ist o(u) abzdhlbar, so ist

o(u) = {u(y) | y€BY .

3.15 Beispiele, 1. Sei G die Kreisgruppe. Nach Varopoulos

(1966) (siehe auch Rudin (1960)) existiert ein Maf u



- 66 -~

auf G mit folgenden Eigenschaften:

wxo, [full =1, w=u50€&c (2)

un‘A um = o fir alle n,meilN, n # m.

Sei T = Tu 9 der zu u gehdrende Faltungsoperator. T hat
b

dann folgende Eigenschaften:

a) T2 o0, T"A T = o fiir alle n,m&WN, n # m

) T = T

c) T ist kompakt

d) o(MC R, {z | lzl =1} o (T).

Beweis. a) ergibt sich aus 2.3 und b) aus der Bemerkung
vor 2.1.

c) Der zu T konjungierte Operator T :37'T3:_1 auf 12(2)
( 31.2(6) » 12(2) ist die Fourier-Plancherel-Transforma=
ne z fir x = (xn)ne 7
gegeben. Da a ECO(Z), ist %, also auch T kompakt.

tion) ist durch ?x = (;(n)xn)

d) o(T)CR gilt, weil T hermitesch ist. Aus 3.lo

folgt die zweite Aussage.

2, Es gibt ein MaR y auf einer kompakten abelschen Grup-

pe G, so daR o(u) gie Einheitskreisscheibe ist, wdhrend der
Wertevorrat von ; eine Teilmenge von jR ist (Rudin (1967)
5.4.4), Der Operator Tu,2 auf L,(G) hat also reelles
Spektrum, sein Ordnungsspektrum ist jedoch die ganze Ein-

heitskreisscheibe.

Die folgenden Resultate betreffen die Spektraltheorie

in der Gruppenalgehra Ll(G) einer kompakten Gruppe G.



Es handelt sich um Aussagen, die im abelschen Fall aus
der Tatsche folgen, daR die Gelfandtransformation von

tto gerade die Fouriertransformation ist,

Sei A eine Banachalgebra ohne Einselement. Man definiert

fiir x€ A cA(x) 1T 0, (x), wobei Ae die durch Adjunktion
e
der Eins zu A entstandene Albebra ist. Eine involutive

Banachalgebra heiffit symmetrisch, wenn o(x)c R fir jedes

*
X = x 1st.

A

"

Ll(G) ist eine involutive Algebra , wobei die Invo-
lution durch £'(s) = ;?;:TB (z séi das konjugiert
Komplexe von z € €) gegeben ist (fe;Ll(G)). Ist G kompakt
und nicht endlich, so hat A = Ll(G) kein Einselement.

A, kann man mit dem Band L1() @ €6, in M(G) identifi-
zieren., Sei fe L1(G) mit £ = £f*. pa Ll(G) ein algebraisches
Ideal in M(G) ist, sind das Spektrum o(u) von pu-= fm'in
M(G) und das von f in Ll(G) gleich., Nach 2.14 ist

T, ,€E'&E (= L7(6)), somit ist nach 3.6

co(Tu,z) = o(Tu’z). Da Tu,2 ein hermitescher Operator auf

LQ(G) ist, ist o(T )JC R, Wir haben also

u,2
OLI(G) (f) = o(u) = oO(T

) = u(Tu 2)C\R.

u,2
Damit ist der folgende (bekannte) Satz bewiesen:

s

3.16 Satz. Sei G eine kompakte Gruppe. Die Banachalgebra

Li(G) ist symmetrisch.

Aus der Gleichheit von o(f) und c(Tfm 2) erhdlt man noch
9
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mehr: Das Spektrum von f € Ll(G) 148t sich ganz analog
zum kommutativen Fall Uber die Fourier-Transformierte
von f berechnen.

Es sei G der Dual von G, Die Fourier-Transformierte von
f soll mit % bezeichnet werden, d.h., es ist % = (%a)aé é,

wobei %u eine nxn - Matrix ist (a € é). Die Menge der

Eigenwerte von f wird mit c(fu) bezeichnet.

3.17 Theorem. Sei G eine kompakte Gruppe. Das Spektrum

1 . .
o(f) von fE€L (G) ist die Menge
o(£) = \J, a(f) U (o},
a €EG
Beweis. Sei ??LQ(G) - x%(é) die Fourier-Plancherel-Trans-
formation, T = T, € &%) und T = FTF L der 2u
. k]

T konjugierte Operator auf 352(6).'Es ist Te = (@uf ) A
fir alle ¢ = (Qu)ué & Da nach 3.6 und 2.14 gilt
o(f) = co(T) = o(T) = c(%), ist zu zeigen, daB

o(M = \J, a(f) U (o},
a €6

"oO" Es ist oéa('i‘), da T kompakt ist.

Sei S:Aﬂz(é) -+ 362(é) ein Operator, der durch

Sy = (@awu)a € G fuir alle ¥ = (Wahleé definiert ist,
wobei (o ) 4 € &*(6) ist. Ist S invertierbar, so ist
e invertierbar in df(Ha) fiir alle a€G.

(Beweis. Sei P, die kanoniéche Projektion von gﬁz(é)

auf (v 28 | ¥y = o filr alle 8 # a} =(H,). Es

gilt PaS = SPa, und somit auch
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1 -1

-1 _ -1 1 -1 -1
PuS = S

= s7'p ss™h = s7'p . 57! 148t also

SPQS o
Puafz(é) = ®(H)) invariant, d.h. die Einschrdnkung

S, von S auf ‘ﬁ(Hu) ist invertierbar. Es gilt

S,A = AY_ fir alle A € L(H,). Nach 0.2 ist S_ genau
dann invertierbar, wenn ¥ invertierbar ist.)

Somit gilt: Ist x & a(%), so ist auch x & a(fc) fir
alle uéé.

nensein &  \J o(f) U o). Da fec (8, gibt
es Ac8 endlich, :oé gaﬁ flir a & A gilt ||%a|| < 1/21x].
Sei Hy = {¢ € &52(é) | ¢, =0 fﬂf a & A} und

Hy= (6 € L2 | o = o fur alle a € A) .

Dann ist dfz(é) = Hy €>H2 (im Hilbertraumsinn) und

T lakt Hy, H2 invariant. Sei T, = TlHi (i=1,2).
Da [|T,|| < 1/21x] ist A & o(Ty).
Da o(T,) = U o(f), ist A & o(T)). Es ist aber

R . a EA “
a(T) = u(Tl) L/o(TQ), daher ist X & o(T).

Ist G eine kompakte Gruppe, so ist auch LP (@) bzgl. der
Faltung als Multiplikation eine involutive Banachalgebra
(1 < p < =), Da LP(G) ein Ideal in L'(6) ist, erhdlt

man aus 3.16, 3.17:

3.18 Korollar. Sei G eine kompakte Gruppe, 1 € p € =,

LP(G) ist eine symmetrische Banachalgebra,

. P . - £
Fir £€LP(6) ist o;pgy * a\zf@ o(f ) U (o).



3.19 Korollar. Sei G eine kompakte Gruppe, uw = fm

mit £€L1(G). Es gilt

ot )= UL o )uio) (1 <p <),
H,sP a €G
Insbesondere ist c(Tu p) unabhdngig von p.
bl

Beweis. Es ist o(T ) = o(p) = \g/A o(% ) v {o}
voP aEG «
nach 3.6 und 3.17.



4. Das Spektrum von Verbandsisomorphismen

In diesem Kapitel werden Spektrum und Ordnungsspektrum

von Verbandsisomorphismen untersucht. Dabei wird folgende
Methode benutzt: Der Verbandsisomorphismus T wird mit
Hilfe von Bandprojektionen in Komponenten zerlegt, die
wieder Verbandsisomorphismen sind und "einfaches" Spektrum
haben.

Im ersten Teil des Kapitels werden keinerlei Vorausset-
zungen an den zugrunde liegenden Banachverband gestellt.
Es wird folgendes bewiesen: LiRBt sich o(T) durch einen
Kreis um den Nullpunkt in zwei offen-abgeschlossene Teil-
mengen zerlegen, so sind die zugehdrigen Spektralprojek-
tionen Bandprojektionen. Daraus folgt, dak A} € o(T) ist,
falls A € UO(T) ist. Das Hauptresultat des ersten Teils
besagt, daf o(T) = OO(T) ist, wenn o(T) n R, kein offenes
Intervall enthdlt.

Im zweiten Teil des Kapitels setzen wir voraus, daR der
zugrunde liegende Banachverband ordnungsvollstdndig ist.
Der Verbandsisomorphismus wird in Komponenten Tn zerlegt,
die disjunkte Potenzen bis zur Ordnung n-1 haben und deren
n~te Potenz im Zentrum liegt (n € W). Die Operatoren Tn
haben "rotationssymmetrisches Spektrum der Ordnung n".
Unter der Voraussetzung, daR die "aperiodische Komponente"

von T Null ist, gilt of(T) ='UO(T) (4.19).



Mit den hier betrachteten Zerlegungen ist ein Irredu-

zibilitdtsbegriff verbunden. Irreduzible Verbandsiso-

morphismen haben sehr einfaches Ordnungsspektrum: Es
1,-1 |z

ist der Kreisring {z€C (T *) < < r(T)}, das

Ordnungsspektrum ist also schon durch die Spektralra-
dien von T und ’I‘—1 bestimmt.

Am Ende des Kapitels werden Anwendungen besprochen.
Eindeutig ergodische HomSomorphismen auf einem kompak-
ten Raum X lassen sich dadurch charakterisieren, daB
die Verbandsisomorphismen f -+ h-fntf einén Kreis als
Spektrum haben, wie auch immer der Multiplikator h
gewdhlt wird.

Schlieflich werden Verbandsisomorphismen T auf Lp(X,E,u)
((X,L,u) sei ein endlicher MaBraum) betrachtet,

die durch eine maBtreue Grundraumtransformation und
einen Multiplikator definiert sind. Fir diese Opera-
toren gilt o(T) = GO(T). Es wird bewiesen, daf das
Spektrum unabhdngig von p ist.

Bei allen Beweisen spielt eine zentrale Rolle, daRk man
jedem Verbandsisomorphismus T einen Markoffschen Ver-
bandsisomorphismus T auf Z(E) = C(X) zuordnen kann.

Die zu T gehdrende Grundraumtransformation P auf X
spiegelt eine Reihe von Eigenschaften von T wider.
Invariante Projektionsbdnder entsprechen unter $T in-
varianten offen-abgeschlossenen Teilmengen von X. Die
Disjunktheit von Potenzen von T 1468t sich einfach durch
Eigenschaften von \pp ausdricken. In Spezialfélien (. 7)
ist es m&glich,vom Spektrum von T direkt auf das Spektrum

von % zu schlieben.



Alle Banachverbdnde §n diesem Kapitel sind kbmplex.
Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem Banachver=-
band E. Wir benutzen des Ofteren die Tatsache, daR
‘gilt: |A| €0(T), wenn A€0(T).

(Das folgt aus der Zyklizitdt des Spektrums (siehe
Schaefer (1974) V u4.4), 14BRt sich aber leicht auch

folgendermaBen sehen: Sei A €Eo(T). Ist |[A] & o(T), so

so gibt es W€ 30(T) € Ao(T) mit |u| = |[r]. Zu jedem
€ > o gibt es also x€E mit ||x|| = 1, so da®

|tux = Tx|] < e. Somit ist |||ul|x| - T|x]| || =
PUPRux ) = JT I € [Hlwx = Tx[|] < e. Also ist
auch [A]| = |u| & Ad(T), Widerspruch!)

Aus dem spektralen Abbildungssatz folgt, da®

H 1 ¢ jz] < r(m).

-1

o(T) € o (T) C {z€C | r(T"

Gibt es also ein s e(r(T'—1

) 7, r(T)) mit s & o(T),
so zerfdllt o(T) in zweli Spektralmengen, wie es der

folgende Satz beschreibt.

4,1 Satz. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem

Banachverband E. Das Spektrum o¢(T) von T zerfalle
in zwei Mengen o; und o, dergestalt, daB ein

s > o existiert, so daB gilt

[A] < s fir A€o0, und |A] > s fir A€ag, .

Dann sind die zu o, und o, gehdrenden Spektral-

projektionen Bandprojektionen.




Beweis. Sei T_ = (z€¢€ | |z| = s} und P = 1/2wij R(A,T)dA
die Spektralprojektion zu o¢;. Es sei E, = PE, Ts
E2 = (I-P)E und Ti bezeichne die Einschridnkung von T

auf E; (i=1,2). Dann ist o(Ty) = o; und o(T,) ='02
1)—1

Insbesondere ist r(Tl) < s < r(T; .
Sei xEE,‘, Dann ist
R(s,T)x = R(s,T)x = D (1]/s™hx = 37 (a"/s™hx,

S Dy ontl n=e
und es ist ;zjllTxll/s < =, Da T ein Verbandshomo-

n=o

morphismus ist, gilt fir |y| < |x| und A € Ty

I N AN« D7t /s™ Y| < «. Daher ist die

n=o - n=o

Reihe :z: Tny/)\n+1 fir A er_ und ly| < |x| gleich-
n=o

mdRig konvergent, und es ist (A - T):Z: Tny/«\n+1 =

n=o
lim (y - Tm+1y/xm+1) = y, d.h. es ist

m—+ew

00
ROLTYY = D Tly/a"™*1 Somit ist fir yE€E mit |y| € |x|
n=o

Py = 1/21riJ ST rhyn™tax = 3 1/2qi S 1™ a4y Ty
n=o n=o T'S
S
=y, da die Reihe gleichmdBig fiir A &€ T konvergiert.

Also ist y€E, fir jedes y €E mit |y| < |x|, d.h. E,
ist ein Ideal.

Sei x€E,. Fiir AeI‘S ist

2
ROV, T,)x = :i: _anz—(n+1)x - ;Zj _an-(n+1)x,
n=o n=o
und es ist :Z: sn||T—(n+1)x|| < e,

n=o
Da T lein Verbandshomomorphismus ist, ist fir |y] < |x|

2ty e O ety ) fur alle  erg,
n=o n=o '



Somit ist R(A,T)y = ZZ —AnT-(n+1)y und daher
n=o

Py = 1/2ﬂij R(A,T)y di = J_ 1/2«i5-x“ ar oDy o,
Te n=o Te

Also ist y&€E,, wenn |yl « |x|. Damit ist bewiesen, daB

E2 ein Ideal ist.

Da E die direkte Summe von E1 und E, ist, sind El und

E? Projektionsbinder und P ist eine Bandprojektion

(Schaefer (1974) II 2.7).

4.2 Definition. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf

einem Banachverband E.

a) Wir sagen: Eine Bandprojektion P reduziert T,

wenn gilt TP = PT. Ist das der Fall, so sei T1

die Einschrdnkung von T auf PE und T2 die Einschrdn-

kung von T auf (I-P)E. T1 und T2 sind Verbandsiso-

morphismen. Wir sagen: T ist die direkte Summe
von T1 und T2.

b) T heiRt bandirreduzibel, wenn es keine Band-

projektion gibt, die T reduziert.

Sei P eine Bandprojekton auf Ey = PE. Dann reduziert

P genau dann T, wenn gilt TE, C E1 und T—lE1 C'El'
Ist T die orthogonale Summe von T1 und TQ, so ist
offenéichtlich o(T) = G(Tl) v} 0(T2) und

cO(T) c co(Tl) L‘UO(TE); ist E ordnungsvollstdndig,

so ist o (T) = o (T,) U o (T,).
e} o "1 o "2



Z.B. ist jeder Verbandsisomorphismus auf C(X), X kom-

pakt und zusammenhdngend, bandirreduzibel.

4.3 Korollar. Sei T ein bandirreduzibler Verbands-

isomorphismus. Dann ist o(T)n R, = et H™, r(m1.

4.4 Korollar. Sei T ein Verbandsisomorphismus.

Ist A EUO(T), so ist [r|ed(T).

Beweis. Sei A € o _(T). Angenommen, es ist [A] & o(T).
Dann ist T nach 4.1 die orthogonale Summe von zwei
Verbandsisomorphismen T1 und T2 mit

r(T) < [a] < r(Tznl)—l. Daher ist

PR3 0,(T)) v o (T,), und somit ist A & o (T),

Widerspruch.

Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem Banachver-
band E. Ist M € Z(E), so ist TMT ' € Z(E).

(Sei ndmlich M reell. Dann gibt es ein n&ilN, so daB
-nI £ M € nI. Damit ist aber auch

-1 1

-nTI € TMT ! < nI, da T,T" % 2 o. Also ist TMT * € Z(E).

Ist M beliebig, so ist ReM, ImM € Z(E).
Da T(ReM)T ! = Re(TMT™1) und T(Im)T™! = Im (TMT™ 1),

ist also TMT T = Re(TMT 1) + iIm(TMT™1) € Z(E))



Da fiir M,N&Z(E) gilt TMNT * = (TMT *)(TNT 1), ist

1

die Abbildung M + TMT ~ ein Automorphismus auf Z(E).

4.5 Definition. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf

einem Banachverband E. Der Operator

T: 2(E) > Z(E) (M » TMT 1) heibt der zu T asso-

ziierte Automorphismus auf Z(E).

Identifiziert man Z2(E) mit C(X), so gibt es einen

Homdomorphismus P auf X, §97da6'¥f = fo Pr

~n

fir alle £ €C(X). @T heift der zu T assoziierte

Hom8omorphismus.

Der kompakte Raum X in 4,5 ist bis auf Hom&omorphie ein-
deutig bestimmt. Der Homdomorphismus @T ist in ent-

sprechender Weise eindeutig.

Beispiel: Sei T ein Verbandsisomorphismus auf E = C(X).
Dann gibt es einen Hom&omorphismus P auf X und ein
strikt positives h € C(X), so daR Tf = h fch flir
alle £ € C(X). Es ist T77f = (1/he¢™) fe¢™d fur

f € C(X). Sei C(X) » Z(C(X)) (k =+ Mk) der natiirliche
Isomorphismus, wobei Mkf = kf (f € C(X)) flir k € C(X).
1

Dann ist TMT 'f = T(k(1/he'p™) fo9g™h) = n ko (1/m)F

= kop f = Mku? f (f € Cc(X)). Es ist also = ?T'



4.6 Lemma. Sei E ein Banachverband. Durch die Zuordnung

Q(T) = T wird ein Gruppenhomomorphismus Q von der

Gruppe der Verbandsisomorphismen auf E in die Gruppe

der Automorphismen auf Z(E) definiert.

Ist E ordnungsvollstdndig, so ist

Kern Q = (T € Z(E) | T > cI fr ein c > o}.

Beweis. Seien S,T Verbandsisomorphismen. Fir M € Z(E)

ist (Q(S)QUT))(M) = STMT 18”1 = Q(ST)(M). Somit ist

Q multiplikativ.

Sei T € Z(E). Aus 1.8 folgt, daR T genau dann ein Ver-
bandsisomorphismus ist, wenn es ein c > o gibt, so daR

T > cI. Ist das der Fall, so ist Q(T) = I, da Z(E) kom-
mutativ ist.

Sei umgekehrt T ein Verbandsisomorphismus mit Q(T) = I.
Seien x,y € E mit x A y = o. Die Bandprojektion P auf das
von x erzeugte Band liegt im Zentrum. Also ist TPT_1 = P,
und daher Tx = TPx = PTx, d.h. es ist Tx € xll und somit
Tx Ay = o. Aus 1.11 folgt T € Z(E). Damit ist alles ge-

zeigt.

Wir bendtigen den folgenden Satz, der in Schaefer et al.
(1978) bewiesen wurde. Hier soll ein anderer Beweis ange-

geben werden, der sich auf 4.6 stiitzt.
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Zuvor ein Spezialfall:

Ein Markoffscher Verbandsisomorphismus T auf C(X) mit
g(T) = {1} ist die Identitdt.

(Man kann das folgendermafien einsehen: Es gibt einen
Hom8omorphismus P auf X, so daR Tf = fo(f fir alle

f € C(X). Ist T # I, so gibt es ein s € X mit P (s) # s.

1. Fall: Es gibt einn > 1, so dak ?’n(s) # s fir

1 €m € n-1 und (fn(s) = s.
. i2n/n n-d -k .
Sei a = e . Setze M = E;: a 6\Pk(s)' Dann ist
. =0
T'w = ap und somit a €a(T') = o(T).

2.Fall: Es ist qp(s) # s fir alle n € (N.

Sei § = {fn(s) | n € Z}. 11(S) ist ein unter T' und
(")~ invariantes Band in M(X). Sei R die Einschrinkung
von T' auf 11(8). Definiere x € 17(S) durch

x(kfn(s)) = (-1)" (n € N). Dann ist R'x = -x und somit
ist (-1) € o(R") = g(R) € o(T') = o(T).

In jedem Fall ist also o(T) # {1}.)

4.7 Theorem. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem

Banachverband mit o¢(T) =R . Dann liegt T im Zentrum.

Beweis. Da T genau dann im Zentrum liegt, wenn T' im Zen-
trum liegt, kann man annehmen; daB E ordnungsvollsténdig

ist. Seien L, R: ¥(E) +» &(E) gegeben durch

1

L(S) = TS und R(S)=ST - fir alle S € ¥(E). Sei K = L o R.



Da LoR = RoL, ist o(K) € o(L).a(R) = o(T).o(T" 1) cR,.
Es ist K(Z(E)) © Z(E) und Kj;cpy = T. Da T ein Markoff-
scher Verbandsisomorphismus ist, gilt o(T) « T'. Es ist
also a(%) = Ao(T) © Ac(X) <IR,. Daraus folgt

o (T) ciR, NT = {1}. Nach obigem Spezialfall ist also

T=1 und daher T € Z(E) nach 4.6.

4.8 Theorem. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem

Banachverband, so daB o(T) n R, kein offenes Inter-

vall enthdlt. Dann ist o(T) = oo(T).

Beweis. Angenommen, es gibt A EUO(T) \ o(T). Dann gibt
es ein & >0, so daB K(i,e) N o(T) = @, wobei K(Ar,e) =
{z €€ | |x-2z2] <e} . Aus der Voraussetzung und 4.1
folgt, dak es ein § € (o,e) gibt, so daB T die orthogo-
nale Summe zweier Verbandsisomorphismen T1 und T2 ist,
so daB o(T)) < {z € ¢C | Ixl-6 < |z| < |A] + 8},
o(T,) n{zec | |r] -8 <|z| <[] + 6} =0.
Da K(A,e) N o(Ty) = @ und a(Tl) zyklisch ist, gibt es

ein n€N, so daB a(Tl)n c R Also ist o(Tln) < R,, und

.
somit ist T1 im Zentrum nach 4.7. Aus 1.8 folgt

oo(Tln) = c(Tln), und somit ist co(Tl)n c R+. Daher ist
die Menge D ={z € o _(T,) | z = ra/|r| fur einr € R}
offen~abgeschlossen: in °o(T1)' Aber es gilt » € ¢,(T1) und

D ¢ K(x,e) < CU(T1)' Das ist ein Widerspruch zu 3.5a).



Im Beweis von 4.8 wurde die volle Zyklizit&t des Spektrums
eines Verbandsisomorphismus ausgenutzt. Es soll nun ein
von 4.7 und 4.8 unabhdngiger Weg beschritten werden, bei
dem weder die Voraussetzung Uuber die Menge R, n a(T)

noch die Zyklizitdt des Spektrums benutzt wird. Den Zykli-
zitidtsbegriff ersetzen wir vielmehr durch eine schdrfere
geometrische Eigenschaft, die in der folgenden Definition

erkldrt wird.

4.9 Definition. 1. Eine kompakte Teilmenge o von C heiBft

rotationssymmetrisch der Ordnung n (n € IN), wenn gilt:

Eine komplexe Zahl X ist genau dann Element von o,
wenn |A| € o ist und ein k & {o0,1,..,n-1} existiert,

so daB A = I)\i-e2“lk/n ist.

o heift rotationssymmetrisch der Ordnung «, wenn gilt:

A € ¢ ist dquivalent zu |[A| € o.
2. Wir sagen, ein Homdomorphismus ¥ auf einem kompak-

ten Raum X hat die strikte Periode n (n€ W), wenn gilt:

a) ?n = idX
b) {s € X | ?m(s) = s} ist rar fir 1 € m € n-1.
¥ heift aperiodisch, wenn die Menge

{s € X | Wm(s) = s} fiir alle m € IN rar ist.

3. Wir sagen, ein Verbandsisomorphismus T auf einem

Banachverband E hat die strikte Periode n (n€ IN),

wenn gilt:



a) ™ € 7(E)
D) I AT =0 fir 1 €m € n-1.

T heift aperiodisch, wenn I A ™ = o fiir alle m € IN.

4.10 Lemma. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf C(X),

X kompakt, gegeben durch Tf = h feyp, wobei

h € C(X)+ und P ein HomSomorphismus auf X ist.

a) Genau dann ist I A T = o, wenn die Menge
A= {s € X | (s) = s} rar ist.

b) T hat genau dann die strikte Periode n, wenn

? die strikte Periode n hat.

Beweis. a) Sei X # 0. Es gibt 6§, o < § € 1, so daB
h(s) 2 6 filr alle s € X, da T ein Verbandsisomorphismus
ist. Da X # 0 ist, gibt es g € C(X)+, g # o, so daBR

g < 81,. Sei Mf = gf fiur alle f € C(X). Dann ist M # o
und o €M £ T, I.

Sei umgekehrt A = @ und SSI,T. Sei k€C(X),. Zu s¢A gibt es

g € C(X), 0o €£g < k, so dah g(s)=Ks) und g(tp(s)) o.
Somit ist Sk (s) = Sg(s) + SCk - g)(s) € Tg(s) +

(k - g)(s) = o. Daher ist Sk(s) < o fiir alle s € A.
Da (A dicht in X ist, ist Sk € o. Also ist S € o.

b) ergibt sich, indem man a) auf ™ (1 € m g n-1) anwendet.



4.11 Lemma. Sei P ein Homdomorphismus auf einem kompakten

stoneschen Raum X. Die Menge A = {s' € X | <P(s) = s}

ist offen-abgeschlossen.

Beweis. 1.Fall: A ist rar. Zu zeigen: A ist leer.

Sei Mt= {0 = X offen | 0 N p(0) = @)}. Wie man leicht
sieht, ist 7% bzgl. der Inklusion induktiv geordnet und
nicht leer, da ® € M . Nach dem Lemma von Zorn existieft
ein maximales Element O von #. Da X stonesch ist, ist

0 abgeschlossen. Weiter ist X = f_l(o) U0 U Y.

(Die Menge Y = X ~ ( ¢71(0) U 0 U ¢(0)) ist namlich
offen. Wdre Y # 0, so gdbe es eine offen-abgeschlossene
Teilmenge O1 # @ von Y, so dak O1 n ?(01) = @. Dann ist
aber 0 U 0, €Tﬁ im Widerspruch zur Maximalitit von 0.)
Angenommen, A ist nicht leer. Sei s € A. Ist s € %rl(O),
so gibt es t € 0, so dak s = ?(s) = t, d.h. es ist
\f—l(t) = t und somit <f(t)v= t, Widerspruch! Da nach
Konstruktion von O s € 0, ist s € Y(O), d.h. es gibt

t € 0, so daR tp(t) = s = ?(s). Damit ist s = t € 0,
Widerspruch! Also ist A = 0.

2. Fall: A ist beliebig. R ist offen-abgeschlossen und
invariant unter P somit auch Y:= X ~ X. Nach Definition

ist B={s €Y | s = LP(S)} rar und nach 1. leer, d.h.

. )
es ist A = A.



Aus 4.11 ergibt sich, daR ein Homdomorphismus ' auf einem
kompakten, stoneschen Raum X genau dann die strikte Peri-
ode n hat, wenn tpn = idy und ?m(s) # s fir alle s € X
und m € IN mit 1 € m € n-1. P ist genau dann aperiodisch,

wenn @™(s) # s fir alle s € X und m € IN.
e

Wir werden im folgenden wiederholt zur Untersuchung eines
Verbandsisomorphismus T den zu T assoziierten Markoff-
schen Verbandsisomorphismus i auf Z(E) heranziehen (4.5).
Dabei identifizieren wir oft stillschweigend Z(E)lmit
C(X). Die Operatoren in Z(E) bezeichnen wir daher auch
mit Buchstaben f,g. Der Operator i ist gegeben durch

ff = TfT_i = fec LPT’ wobeil kPT der zu T assoziierte Hom&-
omorphismus auf X ist.

Sei P eine Bandpfojektion auf das Band El' Es gibt eine
offenabgeschlossene Teilmenge A von X, so daB

P = 1A € C(X) = Z(E). P reduziert genau dann T, wenn

TP = PT ist, d.h. wenn TPT_1 = P gilt, und das bedeutet,
daR LFT(A) = A ist. Sei Ty = T‘Ei. Identifiziert man
Z(El) mit C(A), so ist der zu T assoziierte Markoffsche
Verbandsisomorphismus il gegeben durch flf = fe ?TIA

(f € C(A)), d.h. es ist LPTi = (PTlA'

Ist E ein ordnungsvollstdndiger Banachverband, so ist
Z(E) ein Projektionsband in &T(E). Das Bild unter der

zugehtérigen Bandprojektion eines positiven Operators S

ist dér Operator S, = sup S A nl € Z(E).
nélN :



4.12 Lemma. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem

ordnungsvollstdndigen Banachverband E.

Sei TO = sup nI A T.

n€WN

Dann ist To = TP = PT, wobei P = sup (nT A I) =
. nélN

sup (nT™ 1 A I) eine Bandprojektion ist.

new
Ist Z(E) = C(X) und @p der zu T gehdrende Hom&o-

morphismus auf X, so ist P = 1A mit
A={se€ x| $pls) = s}.

Beweis. Sei f = I a T € Z(E) = C(X).
Setze C = {s € X | £¢s) > o} . C ist offen-abgeschlossen.

Man sieht leicht, daB 1, = sup nf A 1 in C(X) ist.
¢ n€N X
Daher ist P = sup (nT A I) = sup (n(T A I) A I) = 1.
nélN neN _
eine Bandprojektion, genauso Q = sup (nT A D).
neN
Es gilt fiir x € E: Px = 0o & (T A I)x = o -

1

3T AI)x = (I AT )x=0 e Qx =o. Also ist

Kern P = Kern Q, d.h. P = Q. Ferner ist

PT = sup (nT_1 A I)T = sup (nI A T) = To nach 1.17.
néN _1nGN
Genauso TP = sup T(nT AI)=T.
o
~ neW
Bleibt zu zeigen, daf P = 1, ist. Sei B « X offen-abge-

is

schlossen. is = = -1 =
ossen. Dann ist 1BiAT 1AnB T =TT ~1 T =

. ANB
T lagpe @ = T a5 = T1,1, = 1,T1p, da Tly = TIAT T
= 1Ae @ T = 1AT. Somit vertauscht lAT mit allen Band-
projektionen, d.h. es ist 1AT € Z(E) nach.111, und damit

<

ist 1AT § PT = To, also ist lA £ P = 1C und somit A < C.

Angenommen, es ist A # C. Dann folgt aus der Definition



von A, daB es eine -offen-abgeschlossene Teilmenge D
von C ~ A gibt, so dak wT(D) # D ist. Dann aber ist

- 1. _ _ _ .
1D1CT = 1DT # TlDT T = TlD = T1C1D = 1CT1D. Somit
ist 1.T = PT nicht im Zentrum, Widerspruch.

Sei Z(E) gleichzeitig dargestellt als C(X) und C(Y),
und seien < und\pT die bzgl. dieser Darstellungen zu
T gehdrenden Homdomorphismen auf X bzw. Y.

Sei A ={s€ X| wT(s) = s} und

B= {te Y| WT(t) =t} 4.12 zeigt, daR 1A und 1p
die gleichen Bandprojektionen auf E definieren.

4.13 Korollar. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf

einem ordnungsvollstdndigen Banachverband E.

Sei Z(E) = C(X) und ¢, der zu T assoziierte

Hom&omorphismus auf X.

T hat genau dann die strikte Periode n (n € N),

wenn gn die strikte Periode n hat.

T ist genau dann aperiodisch, wenn ®r aperiodisch

ist.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus 4.12 und u4.6.



4.14 Definition. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem
ordnungsvollstidndigen Banachverband E. Es seil

P, = sup (mT A I),
meN

= sup (an+1

AI)AC(CI - (P, v ... v P2
meN 1 n

Pn+1
(n €N, n 2 1),

Ppw = I - sup Pn.
n8N

Fir n € N sei E_ = P E, und T € $(E) sei die
Einschrdnkung von T auf En.

Sei M = {nEINU{'”]'lEn#o}.

Die Menge {(Tn,En) | neM heift die

kanonische Zerlegung von T. Ist n # =, so nennen

wir Tn die Komponente von T mit strikter Periode n.

T, heift die aperiodische Komponente von T..

Die vorangehenden Lemmata zeigen, daf die Definition
sinnvoll ist: Die Bdnder E. sind invariant unter T
und'T_l. Ist n €IN, so ist Tn ein Verbandsisomorphismus
auf En mit strikter Periode n, T_ ist ein aperiodischer
Verbandsisomorphismus auf E_. (Natirlich kann En =0

sein fUr gewisse n € WNU{e}.)

Man sieht leicht, daB M <« {1,...,n} ist, wenn ™ € 72(E).
Sei Z(E) = C(X). Es gibt offen—abgeschlossene Teilmen=-

gen A_ von X, so da P_ =1, gilt fir n € INU{e=}.
n



Lemma 4.12 zeigt, daf gilt:

Ay = {s € X | Ppls) = s},

A = {s €X | ?Tn(s) = 53 ??(s) #s flr 1 € m < n},
’ n€N, n2 2,

T o
o= XN kzé AL = {s € X | %%n(s) # s fir alle n € IN} .

>
"

Zundchst wollen wir das Spektrum der Komponente mit strik-

ter Periode n (n € IN) bestimmen. Zuvor zwei Lemmata.

4.15 Lemma. Sei P ein Hombomorphismus mit strikter

Periode n (n € IN) auf einem kompakten, stoneschen

Raum X. Dann existiert eine offen-abgeschlossene

Teilmenge A von X, so daB

A nyg™A) =@ (1 €msn-1),

n\—/1 ¢ ™) = X.

m=o
Beweis. Sei M= (0 c X offen | 0 n ¢™(0) = @ fiilr 1 € m € n-1}.
Es ist Mo, da 8 €N . Man sieht leicht, daB 4 bzgl. der
Inklusion induktiv geordnet ist. Nach dem Lemma von Zorn
existiert ein maximales Element A von{t . Da X stonesch
ist, ist A abgeschlossen. Angenommen es ist
Y := X ~ Q:}k(m(A) # 0. Da ? die strikte Periode n hat,
gibt es danm O © Y .offen, 0 £ @, so daB ™) no =0
fir 1 € m € n-1. Dann aber ist A U 0 € Q¢ im Widerspruch

zur Maximalitdt von A.



4,16 Lemma. Sei X ein kompakter stonescher Raum und ¢ ein

Homdomorphimus auf X mit strikter Periode n (n € N).

Sei a eine n-te Einheitswurzel. Dann gibt es ein

g € C(X) mit |g] = 1y, so daB go v = og.
n-1
Beweis. Sei A die Menge aus 4.15, Setze g = :Zj amlwm(A).
m=o

4.17 Satz. Sei E ein ordnungsvollstdndiger Banachverband

und T ein Verbandsisomorphismus auf E mit strikter

Periode n (n € IN). Dann gilt:

a) o(T) ist rotationssymmetrisch der Ordnung n.

) o(T) = o (T).
o) p(T) = [T Y,

d) Es gibt paarweise orthogonale Projektionsbdnder

J_ (mzo..n-1), so daR E = Jo®...8J

und TJ_=J
m —_— m

-1 m+l (m mod n).

Beweis. a) Sei Z(E) = C(X), @ der zu T gehdrende Hom&omor-
phismus. Nach 4.13 und 4.16 existiert g€C(X) mit ]g|=1x, so

daf gegreg. Daher ist g_ngzg_ngT-1T=g_1goqI=qT, also a(T)=ac(T).
b)Sei A€q(T). Dann ist Aza|A| mit a"=1, da o (T)"=0 (T™)=

O(Tn)cR+. Nach 4.4 ist |M€a(T); aus a) folgt A€c(T).

) Da T" €2(E), folgt aus 1.8 r(T)=r(T™/Mz| |1/,
d) Sei AcX die Menge aus 4.$fi Setze Jm = 1w;m(A)E (osms¢n-1).
Dann gilt JOG..GJn_1=E, da U/ w;m(A) = X, und es ist
m=o
-1
Td_ = T1 -m T "TE = (1 -m ¢c 9 )TE = 1 _ ) = dJ
m @ (A) @ A) T © (m+1)(A) m+1

T
(m mod n), womit d) bewiesen ist.
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Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einemordnungsvoll-
stdndigen Banachverband E, {(T_,E ) | n € M} seine
kanonische Zerlegung (4.1u4),.

Sei Ti = TlEl Dann ist o(T) = o(T_) U O(Ti) und

0 (T) = 0 (T.) U o (TY), falls E_ # o und EX # 0.
o (o] © O © o o

Man kann also die Spektren von T_ und Ti getrennt
untersuchen. Der ndchste Satz macht eine Aussage

iber o(TY).
o0

Sei Tﬁ die Einschrdnkung von T auf das Band F, :=
A 1 '
(E, + ... + En)

1 nEi (n € N).

4.18 Satz. Sei E ein ordnungsvollstédndiger Banachverban

und T ein Verbandsisomorphismus auf E mit aperio-

discher Komponente T_ = o.

Sei {(T_,E)) | n € M} die kanonische Zerlegung

von T.

Ist M endlich, so ist o(T) = \w/ a(T ).
neM

H

st M unendlich, so ist

om =\ oy v /) o(TH)  und
neM n n€N

die Menge /ﬁ\ o(Tﬁ) ist rotationsinvariant der
néN

Ordnung .

Beweis. Die Behauptung ist klar, wenn M endlich ist.



- 91 -

Sei M unendlich. Fir alle n €N ist

o(T) = \\J G(Tm) U c(Ti). Daraus ergibt sich der
meM
m <n

Ausdruck flr o(T). Sei K = M c(T;).
neN

Es bleibt zu zeigen, daB K rotationssymmetrisch_der. Ord-
nung « ist.

Ist A € K, so ist [X]| € K, da Ti ein Verbandsisomor-
phismus ist fiir alle n € N.

Angenommen, es gibt s € K N IR, und a € T, so daB

so. ¢ K. Dann gibt es ein m_ €M, so daB sa ¢ o(Tml).

[e]

Sei € > o. Es gibt ein m, 2 mo, my € M, so daf fir

alle B € T und allem €N mit m 2 my ein Bme I mit

By = 1 existiert, so dah |B - B| < e/2||T|].
Da o(T;1> co(T;o) ist, ist Iy ¢ o(Ty)

(rg = {z €C | |z| = s} ). Somit gibt es

A€ 30(T;;) c Ao(T;l) mit |A| = s.

Setze B = as/A. Sei fulr m e M, m 2 my, By €T
mit BT = 1, so daB |8 - B | < €/2[|T|].

Sei Z(E) = C(X). Sei Am c X offen-abgeschlossen, so daB

1A die Bandprojektion auf E_ ist (m € M).
m

Da leA fir jedes m € M die strikte Periode m hat,
m
gibt es nach 4.16 fir jedes m € M ein g, € C(Am),

Igm[ = 1Am, so daB g (op(s)) = g g (s) fir alle s € A_.

Da X stonesch ist und \v/ Am
meM

mit g(s) = gm(s) fir alle s € A (m € M), Es ist |g]| = ix.

X, gibt es g € C(X)
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Da A EAO(T; ) ist, gibt es ein xEFm mit ||x]|| = 1,
1
so daB |[|Ax - T; x|l < e/2.
1
Setze y = gx. Es ist |y| = |gx| = [x|, und daher
Jlyl] = 1. Nun gilt:
. 1
[lasy = T yll = |IBxgx - T(gx)|| )
o
< ||Bg(xx - Tx)|| + ||BgTx - T(gx)||
< /2 + ||BgTx - TgT  Tx||
= /2 + ||(Bg - g owT)Txll < €, denn es ist
I1(Bg - geop)Tx|| = |[(Bg~ go @p)1,Tx]| (B=\/ )
meM '
< sup sup |Bg(s) - g(mT(s))||lTl| mym,
meEM s€A )
Mymq m
£ sup [B - B [IITI] < e/2.
m> m1 1
Da € >0 beliebig war, ist as € AU(Tm ), Widerspruch!
(o]

4.19 Korollar. Sei E ein ordnungsvollstdndiger Banach-

verband und T ein Verbandsisomorphismus auf E mit

aperiodischer Komponente T_ = o.

Dann gilt o(T) = oO(T).

Beweis. Sei ((Tn,En) | n € M} die kanonische Zerlegung
von T.
1.Fall: M ist endlich. Dann ist

o1 = \J o ()= U o(r) =T nach 5.17b).
ne€M n ne€M )

2.Fall: M ist unendlich. Sei A €o(T). Dann gibt-es
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nach 4.18 ein n, € M, so dah Al € O(T: ). Daher ist
o

nach 4.4 X ¢ o (T: ). Da wegen 4.17b)

(o] R
o m =\ o ) vo iy = U e vy,
neM o neM o
nSnO nsno

ist X € o (T),

4,20 Beispiel. Ist T ein Verbandsisomorphismus mit
aperiodischer Komponente T_ = o, so ist i.a.

o(T) echt grdRer als W, U(Tn).
n &N

Wir konstruieren ein Beispiel.

Sei I eine Menge, ¢ : I - I eine bijektive Abbildung,

k € 17(I) sei strikt positiv (d.h. es ist k(i) 2 € > o

z

fir alle i € I). Dann wird durch
Tf = k foe fiur £ € 1P(I)

ein Verbandsisomorphismus T auf E = 1P(I) (1 €p g =)
definiert. Es ist ||T|| = [|k||, und T

durch T Yf = 1/(k o ¢ 1) fo@ ! fiur alle f € E.

ist gegeben

Sei I = {(2n,1) | n €N, 1 €1 <2n} €N xN und

E = 1% (1 ¢ p £»). ¢: I + I sei definiert durch
®(2n,1) = (2n,1+1) fUir 1 €1 < 2n, und

$(2n,2n) = (2n,1) (n € IN).

Sei h € 1°(I) definiert durch

h(2n,1) = 1 fir 1 € n, und

h(2n,1) = 1/2 fir 1. > n (n € IN). '



T sei der durch Tf = h fo¢ fiir f € E definierte Ver-
bandsisomorphismus. Sei ((Tn,En) | n € M} die kanoni-
sche Zerlegung von T. Es ist M = {2n | n € N} und

E, = {f € 1°(I) | £(2m,1) = o fir allem § n} (n €M)

2 . . 2n,,1/2
Da TQE € Z(EZn) ist, ist P(TQn) = ||T22|| " nach 4.17.
Es ist T"f = h-how:...-ho o™ *+f (f € E) fir m € .
Sei I, = {(2n,1) | 1 =1,...,2n}. Es ist
2n - . 2n-1
HTo 0 = Tlh*hew...hoo 1, I,
Fir 1 € 1 € 2n ist
(h*hew...ho o™ 1y(2n,1) = (1/2)7, somit ist
_ 2n,,1/2n _ 1/2 _
r(T, ) = [IT501| = (1/2) = 1/V7.
Ganz analog ist
227 = [11/thow t i hoo™ 2™ wh) 1= 2™
2n [T, e
n
Somit ist r(T_l) = V7, also I1(T~1)—1 = 1/V?
2n ’ 2n '
Damit ist o(T, ) = {z € ¢ | |z| = 1/V7} fir alle n € N.
Jedoch ist fiir m € N
m m-1
1Tl = sup {|(h*ho@...ho o )(2n,1)| | n €N, 1 €1 € 2n}
> |(he...-hoo ™ HyCom,1)| = 1.

Also ist r(T) 2 1. Wir haben also, daB

{zec| |z} = 1/vZY = \Jo(T ) # o(T) ist.
n
né€N

Es sollen nun aperiodische Verbandsisomorphismen unter-
sucht werden. Das sind gerade die Verbandsisomorphismen,

die disjunkte Potenzen haben. Nach Definition 4.9 ist



namlich I A T" = o fir alle n € N. Somit ist flir m,n € Z,

m $ n, ™

m

AT'=0 (sei z.B. m> n, dann ist

T AT = (T A I)T" = 0 nach 1.19).

4.21 Satz. Sei T ein bandirreduzibler Verbandsisomor-

phismus auf einem ordnungsvollstdndigen Banachver-

band E. Dann gilt:

Entweder ist T aperiodisch oder E ist endlich-

dimensional.

Ist dim E = n, so gibt es eine Vektorraumbasis

{eo, cee en-l} von E mit e Aep = o0 fir
k $ 1, so daB

Te = e

n nl fir m = o,...,n-2 und

Te = c-e fir ein ¢ > o.
n-1 o — =

Beweis. Sei E ¥ o. Ist T nicht aperiodisch, so hat T
die strikte Periode n fiir ein n € IN. Sei Z(E) = C(X)
und @, der zu T assoziierte HomSomorphismus auf X.

Nach 4.15 gibt es A < X offen-abgeschlossen, so daB
n-1

AN @A) =@ furm=1,...,n-1 und \UJ ep(A) = X.
m=o

A enthdlt genau ein Element. (Angenommen, A enthdlt

mehr als ein Element. Dann gibt es eine offen-abgeschlos-
n-1
sene Teilmenge B von A, B $ @, A. Sei Y = U w?(B).

m=o
Dann ist Y eine echte, nicht leere offen-abgeschlossene
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Teilmenge von X mit wT(Y) = Y. Somit wird T von P = 1

Y
reduziert, obwohl P % o, I ist, Widerspruch!)
. - - —m = -
Sei also A = (to). Setze t = ¥p (to) (m=1,...,n-1).
Dann ist X = {t_,...,t _;}. Sei P = l{tm}, Jn = PE

(m=0,...,n-1). Dann ist E = JO ®...® Jn_1 und es ist

dim Jm =1 (1.15). Da 1{t yer = l{t } (m mod n),
. -1 .m m+1

ist TPmT = Pm+1’ und somit

TJm = TPmE = Pm+1TE = Jm+1 (m mod n).

Sei e, € JO, e > o. Setze en = Tmeo, m:l...n—;.

Dann ist {eo""’en-i} eine Basis von E, die die Be-

hauptung erfiillt.

4.22 Lemma. Sei ¢ ein Homdomorphimus auf einem kompakten

stoneschen Raum X, so daf® eine offen-abgeschlossene

Teilmenge A von X existiert, derart daB

©™(A) N A = @ fiir alle m € N und

O/ ™) = X.

mez
Dann gibt es zu jedem a€C mit |a] = 1 ein f € C(X)
mit |f] = 1 ‘

x> 8o daf fo ¢ = af.

Beweis. Sei |a| = 1. Setze B = \,/ ®™(A). Definiere
me€Z

die stetige, beschrdnkte Funktion g auf B durch
g(s) = am, falls s € ¥"(A) (s € B). Da B = X die Stone-
- 6ech—Kompaktifizierung von B ist, besitzt g eine stetige

Fortsetzung f auf X, die die Bedingungen erfillt.



4,23 Lemma. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem

ordnungsvollstdndigen Banachverband E. Es gebe ein

Band J in E, so daf gilt

™7 < Jl fir alle m € N und (\J TmJ)'L = 0.
m€Z

Dann ist 0(T) rotationssymmetrisch der Ordnung .

Beweis. Sei P = 1A die zu J gehdrende Bandprojektion
(1, € C(X) = Z(E)). Nach Voraussetzung gilt

PT™ A T'P = o fir alle m € N. Daher ist auch

TpT™ A P = TT™PT™ A T'P) = o fir allem €N (1.19).
D.h. es ist mg(A) N A = @. Nach 4.22 gibt es zu jedem

a €C, |a] =1, ein f € C(X) mit |[f]| = 1., so daB

x’
fo @p = of. Daher ist

£ lrr = s leerie = g ©p T = aT. Also ist

o(T) = g(F ITE) = ag(T).

4.24 Satz. Sei E ein atomarer ordnungsvollstdndiger

Banachverband und T ein aperiodischer Verbands-

isomorphismus auf E.

o(T) ist rotationssymmetrisch der Ordnung .

Beweis. Sei {ei | i € I} ein maximales Orthogonalsystem
von Atomen, lleill =1 (i € I). Da T Atome in Atome ab-

bildet, gibt es eine bijektive Abbildung ¢ : I + I



und ein h € 17(I),, so daB Te; = h; e,~1¢;y (i € I).
Durch i ~ j » i € {¢"(3) | m € Z} wird eine Aquivalenz-
relation auf I definiert. Sei I0 c I eine Menge, so daB es
filr alle i€I genau ein io € Io gibt mit i ~ io.

Das von {ei | i€ I,} erzeugte Band erfiillt die Voraus-

setzungen von 4.23.

4.25 Theorem. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem

ordnungsvollstdndigen atomaren Banachverband.

Es gilt o(T) = o (T).

Beﬁeis. 1. Ist T = T_, so folgt die Behauptung.aus 4.2y,
Sei ndmlich X € o _(T). Nach 4.4 ist [X| € o(T) und
nach 4,24 dann X € o(T).

2. Fir T = TL ist o(T) = o_(T) nach 4.19,

3. Ist T, $ o und Ti $ o, so ist

o(T) = o(T ) U o(TE) = o (T,) U o (TL) = o (T)

nach 1. und 2.

4.26 Satz. Sei T ein aperiodischer Verbandsisomorphis-

mus auf einem ordnungsvollstdndigen Banachverband.

oO(T) ist rotationssymmetrisch der Ordnung =.
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Beweis. Wir bezeichnen mit A das von {T" | n € Z}

in &£T(E) erzeugte Band. Nach 1.22 ist A eine volle Unter-
algebra von ;ﬂP(E). Sei L:A + A definiert durch L(S) = TS
filr alle S € A. J bezeichne das von T in A erzeugte Band.

L ist ein Verbandsisomorphismus auf A, der bzgl. dem Band J
die.Voraussetzungen von 4.23 erfilllt. Somit ist

oO(T) = UA(T) = (L) rotationssymmetrisch der Ordnung =.

4.26 in Verbindung mit 4.3 impliziert insbesondere, daf ein
bandirreduzibler Verbandsisomorphismus auf einem ord-
nungsvollstidndigen Banachverband E (dim E = «») den Kreis-

H 1 ¢ |z] € r(T)} als Ordnungsspektrum

ring {z € € | v(T
hat.

Da fir die im folgenden Korollar genannten Rdume &(E)
mit £T(E) Ubereinstimmt (Schaefer (197u) IV 1.8),

erhdlt man:

4,27 Korollar. Sei E ein Raum vom Typ C(X), X kompakt und

stonesch, oder vom Typ L1(X,E,u).

a) Ist T ein aperiodischer Verbandsisomorphismus auf E,

so ist o(T) rotationssymmetrisch der Ordnung .

b) Ist T ein bandirreduzibler Verbandsisomorphimus auf E

und E unendlich-dimensional, so ist

H1 < 2l € (D)},

o(T) = {z € C | r(T”
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Wir wollen im folgenden einige Anwendungen diskutieren.

Als erstes untersuchen wir Verbandsisomorphismen auf R&umen
vom Typ C(X).

Sei X ein kompakter Raum. Jeder Verbandsisomorphismus T

auf C(X) hat die Form
Tf = h-fow (f € Cc(X)),

wobei ¢ ein Homdomorphismus auf X und h € C(X) strikt
positiv ist (d.h. h(s) > o fiir alle s € X).

Sei T, definiert durch ¢ und h, flir das Folgende fest vor-
gegeben.

Wir setzen hn = (h-hoy -...-h(Dwn_l)l/n (n € N).

4.28 Lemma. 1. Fir die Spektralradien von T und T_1 gilt:

r(T) = 1im sup hn(s)

n+o s€X
r(T 7Y 2 1im inf h (s).
n
n+o s€X
2. o(T) N R, = {r €R, | Ve> VmeN 3 12m,

so daB hl(X) n (r-e,r+e) $ 0}.

Beweis. 1. Die Forméln ergeben sich leicht aus der Formel
fiir den Spektralradius.

2. Sei M die in der Behauptung genannte Menge.

Es gilt o(T) n R, cM.

Sei ndmlich r € M, r > o. Dann existiert e > o und ﬁo €N,
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so daR fir allem 2 n,  h (X) N [r-e,r+el = @.
Sei n 2 n, so grof, dab
(r-e)[(max h(t))/(min h(t)IY™ < r und
teX t€X
1/n N

(r+e)[(min h(t))/(max h(t))]
t€X t€X

r.

Sei x, = {t € X | h (t) € r-e} = {t € X | h (t) < r}
X

= {t €X | h (t) > ree} = {t € X | h (t) > r}.
Da hn stetig ist, sind Xl’ X2 offen-abgeschlossen.

Es gilt: X = Xy XZ’ X1 n X2 = 0.

Ferner ist w(Xi) < Xi (i=1,2).
(Sei ndmlich t € X. Dann ist

h_(0(£)) = [h(e(t))-... -n(e(£))1*/"

= h_(0)- (™)) /n(e) 1P,
Somit ist hn(w(t)) < r, wenn t € X1 und
hn(w(t)) >r, wenn t € X2 nach Bestimmung von n.

Also ist o(t) € Xi, wenn t € Xi (i=1,2).)

Das Projektionsband I4 = {f € C(X) | f(t) = o fir alle t € X,}
. -

ist isomorph zu C(Xl) und invariant unter T und T —,
. I . _ . ’
genauso wie 12 = Il' Sei Ti = Tll- (i=1,2).

i
Dann ist r(T;) € r-e und r‘(Tzl)_1 2 r+e nach 1 und der -

Definition von X1 und X2 (es ist .ndmlich

1/ . . .
r(T)) < ||T2|| no. ||hn]x1]|m € r-eg, dhnlich ist
-1.-1 .
r‘(T2 ) 2 inf hn(t) 2 r+e).
t€X2

Somit ist r € o(T;) U o(T,) = o(T).

1,-1

Sei umgekehrt r ¢ o(T)NR,. Ferner sei r(T °)

<pr < (T

(sonst folgt r¢éM aus 1.). Nach 4.1 gibt es ein
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unter T und T—1

invariantes Projektionsband I, so daB
fur T1 = TiI und T2v= TlIl gilt:

r(Ty) < r < P(Tgl)_l.Es gibt eine offen-abgeschlossene
Teilmenge X4 von X, so dak

I={f€c(x)| f(t) = o fiir alle t € X;}.

Sei X, = X~ Xl. Dann ist

It = {f € C(X) | £(1) = o fur alle t € X,}.

Es ist nach 1.

P(Tl) = 1lim sup hn(t) < r und

n->w tEXi
-1,-1 . .
r(T2 ) = lim inf hn(t) > r,
n-+o t€X2

Sei o < € < min {r(TEl)-r,r-r(Tl)}. Dann gibt es ein
n € N, so daf fir alle m 2 n gilt

sup h (t) < r-e und inf h (t) > r+e.
tEXi ‘t€X2

Damit ist hm(X) n (r-e,r+e) = @ flir alle m 2 n, also

Cist r € M.

4.29 Satz. a) Hat T (dquivalent @) die strikte Periode n

(n € N), so ist

o(m) = {?™/ M (£) | t € X, k=o...n-1}.

b) Ist T (dquivalent ¢) aperiodisch, so ist o(T)

rotationssymmetrisch der Ordnung .
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Beweis. Es gibt einen kompakten stoneschen Raum Y, so daB

C(X)'' = C(Y). Sei Q: C(X) » C(Y) die kanonische Einbettung.

Es gibt eine surjektive stetige Abbildung q: Y + X, so dak

Qf = feq fir alle f € C(X).

Setze S = T'', Es gibt ein strikt positives k € C(Y) und

einen Homdomorphismus ¢ auf Y, so dah Sg = k.goy fir alle

g € C(Y). Man priift leicht nach, daB gilt:

kn= heq und @"eq = qep™ fir alle n € N (knz(k-kow..-kdp—i)lln.
Setze: X1={s € X | ols)=s}, - Y, = {tey | p(t)=t},

1
- n+le
= {s€x | o (s)=sIN(X,U..UX )

n+l )
Y = {teY | MLy stIN(Y UL UY. ) (n € N)

n+1 Yy Ve Uty ’

I, = {fec(x) | f(s)=o fir alle s¢x_ },

g = {gec(y) | glt)=o fir alle t¢Yn},

Tn=T{I ‘,Asn=S‘J (n € N),

n n
Man sieht leicht, daB® q(Yn) c (X1U...an) (n € N) (x).

a) T habe die strikte Periode n.

1. Wir zeigen, daR o(T) rotationssymmetrisch der Ordnung n
ist. Nach 4#.17 ist U(Sn) rotationssymmetrisch der Ordnung n.
Da U(Sn) < o(T) ist, reicht es zu zeigen, daR

o(T) nR, o(Sn) gilt.

Sei r € o(T) nR,. Sei € > o, m € N, Dann gibt es 1 > m,

so daB h;i(r—e,r+e) # @. Aus der Voraussetzung folgt, daf
X, dicht in X ist. Also ist h]'(r-e,r+e) n X_ # 0.

Da q surjektiv ist, gilt auch

Q ¢ q;lhil(r—e,r+e) n qgl(Xn) S k;l(r—e,r+e) n Yn

(beachte (x)). Da e>o, méN beliebig waren, ist r € o(Sn).
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2. Die in der Behauptung untef a) angegebene Identitidt
ergibt sich aus 1. so: Da |A] € o(T) ist, wenn A€ o(T) ist,
ist o(T) N R, = {A >0 | A" € o(T™}. Es ist T" € Z(C(X))
mit T°f = hD.f fir alle f € C(X). Also ist

o(T™) = n2(X). Daraus folgt o(T) AR, = h (X).

b) Sei T aperiodisch.
1 . _ -
Setze S = S|Ln mit L = {gec(y) | g(t)=o fir t¢Zn},
Zn = Y\(YIU..UYn) (ne€N) (vgl. die Definition vor 4.18).

Die Menge N (Si) ist rotationssymmetrisch der- Ordnung =
n€N

(4.18) und in o(T) = o(S) enthalten. Es reicht also zu
zeigen, daB o(T) N R < O(Si)vfﬁr alle n € IN gilt.

Sei also f € a(T) NR, und n € N. Sei ¢ >0, m € IN.

Dann gibt es ein 1 > m, so daB h;l(r—e,r+e) 0.

Aus der Voraussetzung folgt, daR W:= X\(Xlu..UXn) dicht
in X liegt. Somit ist W N h;i(r—e,r+e) # 0. Also ist

@ # q 't ngqg?

-1 -1
hy (r-e,r+e) c 2.0 kg (r-e,r+e)
(beachte (x)). Da € >0, m € IN beliebig waren, folgt aus

4.28,daB r € o(57).

Im obigen Satz ist o(T) schon durch die Menge o(T) nIR,
bestimmt. Der in 4.28 gegebene Ausdruck filir diese Menge 14t
sich vereinfachen, wenn es ein k € C(X) gibt, so daR (hl)leN

gleichmdfRig gegen k konvergiert. Dann ndmlich ist

a(T) nIR, = k(X), wie man leicht sieht.
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Ist o(T) N R, = {r} (d.h. o(T) liegt auf dem Kreis um o mit
dem Radius r), so konvergiert (hn)nEN gleichmdBig gegen
rlX. (Angenommen, das ist nicht der Fall. Dann gibt es

€ > o und eine Folge (nm)

ney tn N mit n o <n (méN)

m+1
und eine Folge (Sm)mew in X, so daR filir alle méN
Ihnm(sm) - r| > e. Sei ¢ ein Hiufungspunkt von (hnm(sm))meN.
Dann ist c € o(T) N R, nach 4L.28, aber r # c, Widerspruch).

n-1
Wir setzen fir £ € C(X) M f = 1/n J_ fo®™ (n € N).
m=o

¢ heift eindeutig ergodisch, wenn fir alle f&C(X) die Fol-

ge (Mn)nEN gleichmdfRig gegen eine konstante Funktion kon-
vergiert (siehe Walters (1975)). Man sieht leicht, daB
ein eindeutig ergodischer Homdomorphismus aperiodisch ist,

falls X unendlich ist.

4,30 Theorem. Sei ¢ ein Homdomorphismus auf einem kompakten

Raum X. Aquivalent sind:

(i) ¢ ist eindeutig ergodisch.

(ii) Fur jeden Verbandsisomorphismus Th gegeben durch

Thf = h-fop (f € C(X)), h € C(X) strikt positiv, gilt

ogTh) cl{zec| |z] = r(T )},

Beweis. Setze pn(h) = (h-how-...-hownhl) i/n (heCc(X),, new).
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Es gilt exp(Mnf) = pn(expf) filr alle reellwertigen
f € C(X) (n € N). Aus der Vorbemerkung folgt somit
filr £ € C(X), f reell, und ¢ € R

1im Mnf = c1X e 1lim pn(expf) = (exp(c))lX

n-+oo n-+oo

U(Texpf) nR, = {exp(e)}.

Daraus folgt die Behauptung.

Eine weitere Anwendung bieten Verbandsisomorphismen auf

LP(X,Z,u) von folgender Art:

Sei (X,I,u) ein endlicher MaRraum, ¢:X + X-eine bijektive

Abbildung, so daf ¢ und w-i mefbar sind und ¢ maftreu ist.

Ferner sei h € Lm(X,Z,u)strikt positiv (d.h.es existiert

ein § > o, so daB h(s) 2 § fiir fast alle s € X). Durch
Tf = h-foo (£ € LPx,z,u

wird ein Verbandsisomorphismus auf Lp(X,Z,u) (1 €p € =)

definiert.

Wir wollen voraussetzen, daR die zum MaRraum (X,I,u)

gehdrende MaBalgebra nicht endlich ist (d.h. gerade,

daB die Rdume LP(X,Z,u) unendlich-dimensional sind).
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4.31 Satz. Sind die Mengen {s € X | ©™(s) = s} (n € W)

Nullmengen, so ist o(T) rotationssymmetrisch der

Ordnung «. Insbesondere ist o(T) = cO(T).

Beweis. Angenommen, es gibt r €d(T) N IR _, so dah

T, ¢o(T) (I = {ze€c| |z] =r}). Dann existiert

A € 30(T) < Ao(T) mit |A| = r.

Wir zeigen, daR oA € o(T) ist fir jede Einheitswurzel a.
Das ist ein Widerspruch zur Annahme.

Sei also n€ IN, o eine n-te Einheitswurzel.

Sei € >o. Dann gibt es f € LP(X,Z,u) mit e, = 1,

so dak ||Af- Tf[]p < g/2. Es existiert ein § > o, so daB
daB ||1DTf]|P < €/8 fir alle meRbaren Teilmengen D von X
mit p(D) < § (das folgt aus dem Satz von Lebesgue).

Nach Halmos S.71 existiert eine meRbare Teilmenge A von X,
n-1

so daR A, p(A),...,0 A) paarweise disjunkt sind

n-1
und p(C) < e gilt fir C = X ~ U o™ (A).

ne1 m=o
m
Setze g = a 1 m + 1.
o e (A) C
Dann ist g € L7(X,%,u) mit |g| = 1y. Es ist
n-1
- m -— -
gaog = :;f a 1wm Tay ¥ 1w 1)
m=o
n-2
- m+1 _
=2l eyt Tty ¢ 17T
m=o
n-1

Tag coan Al Tale * il * lgico)

a8 * 1ot a7 T ety t Yoo
- alc.
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Setze k = g+f. Dann ist k € LP(X,I,n) mit el 1, = 1.
Es gilt:

[ ladk - Tk||p < ||arg-f - ganllp + | |laghfoy - hgowfaw||p

HIAE = TE [ + || (ag - ge@)TE] |

A

€/2 + Il(Tf)1¢rl(A)\wn—1(A)||p

+ ||(Tf)1‘pn—1(A)\w-1(A)||p +

+ NTE 1,10yl + HITE 20l

A

E.

Es ist nimlich

p(c) < 6, u(e 1(C)) = u(c) < & und

He™ Ay ~ 51(A)) = u(e™(A) ~ A) < §, da ¢"(A) N~ A c C.

und schlieBlich wu(e 1(A) ~ @™ 2(A)) = u(A ~ @™(A))

H(A) - u(A n @™(A)) = u(e™(A)) - u(A n @"(A))
= u(e"(A) N A) < 6.
Damit ist bewiesen, daR o(T) rotationsinvariant der Ord-

nung « ist. Aus 4.4 folgt dann o(T) = UO(T).

4,32 Theorem. Sei (X,I,u) ein endlicher Mafraum,

Y : X + X eine bijektive Abbildung, ¢ und w_l

seien meRbar und y sei maRtreu. Ferner sei

h € L™(X,I,u) strikt positiv. Fiir 1 € p € =

sei Tp der Verbandsisomorphismus auf LP(X,E,u),

der durch Tpf = h-foy (f € LP(X,E,u)) definiert
ist. Dann ist 0(T1) = G(Tp) = GO(Tp) = o(T,)

(1 € p € =),
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Beweis. Sei Y der Stoneraum der zu (X,IL,u) assoziierten
Mafalgebra. Dann gibt es einen Verbandsisomorphismus
310G, > OO mit 3(1,) = 1.
Durch Vv(g) = J j_l(g) dy (g € C(Y)) wird ein MaR auf

Y definiert, so daB j eine eindeutige Fortsetzung zu einem
Verbandsisomorphismus jp von Lp(X,E,u) auf LP(Y,V)
besitzt. Nach Konstruktion ist Lw(Y,v) 5 C(Y).

sei S, = i ij;1
14R8t, und die Einschrdnkung von Sp auf C(Y) unabhidngig

(1 €p € =), Da Sp C(Y) invariant

von p ist, gibt es einen HomSomorphismus ¢ auf Y und

ein strikt positives k € C(Y), so daBf
Spg = k-ga? (g € Lp(Y,v)) fiir alle p, 1 s p € =,
Dabei ist ¢ maftreu bzgl. v.

Da U(Sp) = G(Tp) und UO(SP) = qo(Tp) ist, k&nnen wir den
Beweis fﬂ? Sp fihren.

Man kann Z(Lp(Y,v)).mit C(Y) identifizieren, indem jedem
f € C(Y) der Operator (g + f.g) (g € LP(Y,v)) auf
Lp(Y,v) zugeordnet wird. Der zu Sp»aésoziierte Operator
ép ist dann durch gpf = fe ¢ flir alle p gegeben. Also

ist Wy, =@ unabhdngig von p.

Jede ogfen—abgeschlossene Teilmenge Z von Y definiert

ein Projektionsband JE = {f € LP(Y,v) | f(t) = o fir t €7}
und alle Projektionsbinder sind so definiert.(wir iden-
tifizieren £ € LP(Y,v) mit einer R-wertigen stetigen

Funktion auf Y (siehe Schaefer (1974) III 9.4)).

Jg ist genau dann unter Sp und S;l invariant, wenn
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©(Z) = Z ist. Somit ist Jg genau dann unter SP und S—1

invariant, wenn J% invariant unter S_ und S“1 ist
(1 € p,q € =),

1. Es gilt: r(Sp) = 1lim sup kn(t)

n+e t€Y
r(sTH™hs 1im inf k()
p n+eo teYy
. _ n-1,1/n
wobei k= (k-ke@-...-ke ¢ ") (n € N).

Der Spgktralradius von Sp ist also unabhdngig von p.
(1. folgt aus der Formel fiir den Spektralradius.)
2. Sei o € p,q €=, Fir X > o gilt:

X € c(Sp) - X € G(Sq).
Sei ndmlich A > o und X € G(Sq). Dann gibt es nach ‘4.1
eine offen-abgeschlossene Teilmenge Z von Y, derart dabh

das Projektionsband J% invariant unter Sq und S;l ist

und filr die Einschridnkungen Uq und Vq auf J% bzw.(J%)l
. : -1,-1
1t (U ) < x <r(v .
gi T q r(v, )
Sei U_ = S dV =38 L
° Tp T Cpluk UMY Yp T CpleR)T
Aus 1. folgt, daR r(UP) = r(Uq) und 1"(V—1)_1 = P(Vél)_l.

Somit ist r(U_) < A < r(vI}7L.
p P
Da O(Sp) = U(Up) ] U(Vp) ist, ist also X€.O(SP).

3. 8ei ¥y, = {t €Y | o(t) = t}

_ n+1
Y ={teylo

(t) = t} ~ (Y1 VoL...uv YY)
n
(n € N, n 2 1) und

Y =Y~ Yn
néeN

Wir wollen annehmen, daf M = {n € N | Y + 0} unendlich



- 111 -

ist (sonst vereinfacht sich der Beweis allenfalls).

Sei S = S € 1 < < ),
ei pan PIJE (n M, P )
n

Dann ist {(S Jg ) | n € M} die kanonische Zerlegung
n

von Sp. Nach 4.18 ist

ots) =\ ots. > u /) ocst
P n’ N P

neM P>

p,n’

s ®

n) ] U(Sp )

(1 € p € =), wobei S$ o Wie in 4.18 definiert ist.
3 .
Ist Y $ 0, so erfiillt Sp » die Voraussetzung von 4.31,
- 5
daher ist a(S ) = o (S ). Aus 4.19 folgt daher
Py® o py™®
a(S = g (S 1 < € »),
p) o p) ( P )
Angenommen, es gibt p,q und A €0(Sp), so daB A Cc(Sq).

Wire X € /f\ o(S = ), so wire |A| € /ﬁ\ c(S'L ),

neiN p»n nedN p,n

also auch |A| € [N\ J(SL
nElN q’

n) nach 2. Dann aber wdre
A € U(Sq) nach 4,18. Genauso kann A € o(Sp ) nicht
b
sein, da nach 4,31 c(Sq ,) Trotationssymmetrisch der Ord-
9
nung « ist.
Also gibt es ein n € M, so daR X € G(Sp n).
b
Dann ist A = a|A| fir eine n-te Einheitswurzel a.
Es ist |A] € U(Sp,n)’ also |A] € U(Sq,n) nach 2. und
damit X = a|XA| € O(Sq,n) c c(Sq), da °(Sq,n) nach 4,17

rotationssymmetrisch der Ordnung n ist. Das ist ein

Widerspruch!
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4.33 Korollar. Sei zusdtzlich zu den Voraussetzungen

in 4.32 9 ergodisch (d.h. fir jede meBbare Teil-

menge A von X mit @(A) = A gilt u(A) = o oder
p(X ~ A) = o). Dann ist
o(Tp) ={z€e¢€|r; <]z s},

I
wobei r, = 1’(T'_1)-1 und r, = r(T_) unabhdngig von

(1< p € ) sind.

Beweis. Da ¢ ergodisch ist, ist Tp bandirreduzibel.
Somit ist GO(TP) = {zec | r(Tgl) < |z] = r(Tp)}

nach 4.27. Die Behauptung folgt daraus mit 4.32.
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