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Einleitung 

Die Banachalgebra M^(G) der beschränkten Radonmaße auf 

einer lokal kompakten Gruppe G ist von zentraler Bedeu-

tung in der Harmonischen Analyse, und zu ihrer Untersu-

chung bedient man sich gern der Darstellung y T^ mit 

2 

Tyf = y *• f dieser Algebra auf L (G). Dadurch wird auf 

der einen Seite die wohlentwickelte und weitreichende 

Theorie der Operatoren auf Hilberträumen nutzbar gemacht, 

auf der anderen Seite gehen aber wichtige strukturelle 

Gesichtspunkte verloren. In diesem Zusammenhang sind die 

folgenden Punkte zu nennen: b 2 

1. M (G) wird zwar mit einer Unteralgebra von (G)) 

identifiziert, diese ist jedoch i.a. nicht abgeschlossen. 

2. Die algebraische Struktur wird insofern unzureichend 

übertragen, als das Spektrum von y bzgl. der Banachalgebra 

Mb(G) i.a. nicht mit o(T ) übereinstimmt. y 3. Die Abbildung y + T^ ist zwar bipositiv (d.h. y > o 

ist äquivalent zu T^ ^ o), aber es ist unklar, wie sich 

andere Eigenschaften von y, die mit der Ordnung von Mb(G) 

zusammenhängen (z.B. absolute Stetigkeit, Singularität^ 
2 

auf T übertragen und in dem Raum v£( L ( G )) formulieren 

lassen. 
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Ein Weg, diese Nachteile zu überwinden, besteht darin, 
1 2 

L (G) statt L (G) zu betrachten. Dann jedoch verliert 
man die Hilbertraumstruktur; insbesondere läßt sich die 
Involution von Mb(G) nicht übertragen, und die Fourier-
Plancherel-Transformation steht nicht mehr zu Verfügung 
(G abelsch oder kompakt). Dadurch ist es z.B. schwierig, 1 

das Spektrum von T^ als Operator auf L (G) zu berechnen. 

In dieser Arbeit wird ein anderer Weg beschritten. Wir 

ersetzen die Banachalgebra ^(L^CG)) durch die "Banach-

verbandsalgebra" c^r(L2(G)), den Raum der regulären Ope-

ratoren auf L2(G). Es stellt sich heraus, daß Mb(G) über 2 die Zuordnung y zu einem Raum F , der eine abgeschlos-
r 2 

sene volle Unteralgebra und einen Unterverband von (L (G)) 

bildet, isometrisch isomorph ist, falls G amenabel ist. 

Durch diese Darstellung werden also alle Strukturen über-

tragen. Insbesondere ist das Spektrum eines Elementes 

y von Mb(G) identisch mit dem "Ordnungsspektrum" aQ(T^) 2 
des Operators T^ auf L (G), d.h. mit dem Spektrum von T^ 
in (L2(G)) . Das Zusammenfallen dieser Spektren gibt 
uns die Möglichkeit, Eigenschaften der Spektren von Maßen 
in M^(G) herzuleiten, zum anderen bietet sich hier aber 
auch die Möglichkeit, den reichhaltigen Bestand an Bei-
spielen und Einsichten aus der Harmonischen Analyse in 
die Untersuchung des relativ neuen Begriffs des Ordnungs-
spektrums einzubringen. Die Diskussion dieses Begriffs 



wird uns in Kapitel 3 und 4 beschäftigen, wobei das Haupt-

problem darin besteht zu klären, für welche Operatoren die 

beiden Spektren übereinstimmen. 

Für die Operatoren, die "in der Nähe" der Operatoren von 

endlichem. Rang liegen, gibt es eine befriedigende Antwort: 

Operatoren, die sich in £dr(E) durch Operatoren von end-

lichem Rang approximieren lassen, haben gleiche Spektren. 

Es gibt jedoch kompakte Operatoren, deren Spektrum echt 

kleiner als deren Ordnungsspektrum ist. 

Breiter Raum wird in Kapitel 4- der Untersuchung von Ver-

bandsisomorphismen gewidmet. Die Frage der Übereinstimmung 

der Spektren steht auch hier im Mittelpunkt. Sie kann z.B. 

für atomare Banachverbände positiv gelöst werden. Was 

weitere Details anbetrifft, sei auf die ausführliche Kapitel-

einleitung verwiesen. 

Herrn Prof. Dr. H.H. Schaefer danke ich herzlich für die 

Anregung zu dieser Arbeit, für sein großes Interesse und 

für viele wertvolle Hinweise. 

Ebenso gilt mein Dank Herrn Prof. Dr. M. Wolff für viele 

interessante und fruchtbare Diskussionen. 



o. Vorbemerkungen 

In diesem Abschnitt soll die Terminologie geklärt werden, 

die in der Arbeit benutzt wird. Sie richtet sich grundsätz-

lich nach dem Buch von H.H.Schaefer (1974): Banach Lattices 

and Positive Operators. Für die Theorie der Banachalgebren 

dient als Referenz das Buch von Bonsall-Duncan (1967) 

und für die Harmonische Analyse das von Hewitt-Ross (1963). 

Im einzelnen treffen wir die folgenden Vereinbarungen. 

o.l Banachverbände. 

Zwischen reellen und komplexen Banachverbänden wird nur 

unterschieden, wenn es notwendig ist oder Mißverständnisse 

auftreten können. Ohne näheren Hinweis ist also eine Aus-

sage über einen Banachverband richtig, wenn man sie reell 

oder komplex liest. Das gleiche gilt für spezielle Räume. 

So bezeichnet etwa CQ(X) (X lokal kompakt) den Raum der 

reellwertigen oder den der komplexwertigen stetigen Funk-

tionen auf X mit kompaktem Träger; oder M(X) ist der Raum 

der reellen oder der Raum der komplexen Radonmaße auf X. 

In Kapitel 3 und M- ist der Grundkörper immer komplex. 

Unter einem Operator verstehen wir stets eine stetige line-

are Abbildung. Ist T ein Operator auf einem komplexen 

Banachverband E, so gibt es eindeutig bestimmte Operatoren 
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ReT, ImT, die E^ (den zu E gehörenden reellen Banachver-

band) invariant lassen, so daß Tx = (ReT)x + i(ImT)x 

für alle x e E^ gilt. ReT heißt der Realteil von T, ImT 

der Imaginärteil. T heißt reell, wenn T = ReT und positiv, 

wenn zusätzlich Tx 2 o für alle x € E . Weiter heißt 

T Verbandshomomörphismus, wenn |Tz| = T|z| für alle z € E 

gilt. 

Ein positiver Operator T heißt fast intervallerhaltend, 

wenn T([o,x]) = [o,Tx] für alle x € E + ist. 

T heißt intervallerhaltend, wenn 

T([o,x]) = [o,Tx] für alle x € E + gilt. 

Dabei ist [o,y] =' {w € E | o S w S y} für y € E+. 

T ist genau dann fast intervallerhaltend, wenn T' ein 

Verbandshomomorphismus ist; und T ist genau dann ein Ver-

bandshomomorphimus, wenn T' intervallerhaltend ist 

(Lötz (1974)>. 

Ein Banachverband E heißt atomar, wenn es eine Menge von 

von Atomen A in E gibt, so daß A 1 1 = E ist. E heißt 

diffus, wenn E keine Atome besitzt. (Ein Element x von E +, 

x £ o, heißt Atom, wenn o ^ y ^ x (y € E) nur gilt, wenn y 

skalares Vielfaches von x ist.) 

o,2 Banachalgebren, Spektraltheorie 

Ist A eine normierte Algebra mit Einselement e, so be-

zeichnen wir mit tfA(x) oder auch a(x), wenn kein 
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Mißverständnis entstehen kann, das Spektrum von x bzgl. A. 

D.h. es ist cr(x) = {A € C | ( e - x) ist nicht invertierbar}. 

Wir setzen R(A,x) = CA- x)""1 für A a(x) . Den Spektralra-

dius von x bezeichnen wir mit r(x). 

Ist T ein Operator auf einem Banachraum E, so bezeichnet 

o(T) immer das Spektrum von T bzgl. der Banachalgebra 

^(E) (der Operatoren auf E). Mit AG(T) wird das appro-

ximative Punktspektum von T bezeichnet . 

Es gilt 3CT(T) cAa(T), wobei 3a(T) den topologischen 

Rand der Menge a(T) in C bezeichnet.. 

ra(T) = ct(T) D heißt das Randspektrum von T 

(Fr = {z e C | | z[ = r} (r € IR+)) . 

Eine Teilmenge ü von C heißt zyklisch, wenn gilt: 

Ist r-e10 € a, so ist auch r*einÖ € o für alle n £ TL 

(r E (R+ , 0 € Co , 2TT [) . 

Sei B eine Unteralgebra von A. B heißt voll in A, wenn 

x € B, x invertierbar in A,impliziert, daß x € B. 

Ist B eine volle Unteralgebra von A mit e £ B, so ist 

a^(x) = ^ € B. Ist J ein algebraisches (Links-

oder Rechts-) Ideal von A, x 6 J, so ist (Ae - x) ^ £ J 

für alle A Ga^(x) (das sieht man aus der Resolventenglei-

chung). 

Lemma. Sei A eine Banachalgebra, a £ A. L^ und seien 

die durch L x = ax und R x = xa auf A definierten 
q —.— a. 

Operatoren. Es gilt a
A(a) = er (L ) = a(R' ). 
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Beweis . Sei X ̂ a(a) . Dann ist R n , - l o ( X - R ) = T (A - a) a 

(X - R ) o R ' - 1 = 1 . Daher ist X i a(R ). 
a (A - a) T a 

Sei' umgekehrt Xta(R ). Setze S = (X - R ) _ 1. a a 

Für x,y € A ist S(x-y) = S(x-((X - R )Sy)) = 
a 

S(X - Ra)(x«Sy) = x-Sy. Daher ist Sx = x-Se (setze y = e). 

Für x = (X - a) gilt somit (X - a)-Se = S((X - a)«e) = 

S(X - R )e = e und (Se)-(X - a) = (X - R )Se = e. Somit a a 

ist (X - a)"1 = Se. 

Wir haben bewiesen, daß üA(a) = a(R ) ist. Der Beweis für A a 

L^ geht genauso. 

o.3 Harmonische Analyse 

Sei G eine lokal kompakte Gruppe. Mit Mb(G) bezeichnen wir 

den Raum der beschränkten Radonmaße auf G (dessen Elemente 

wir auch manchmal mit regulären, beschränkten Borelmaßen 

identifizieren). Für y,v £ Mb(G) ist die Faltung 

y* v € Mb(G) durch <f,y*v> = JJf(st) dy(s) dv(t) 

(f £ CQ(G)) definiert. M
B(G) ist bzgl. der Faltung eine 

Banachalgebra mit als Einheit (6& ist das Diracmaß 

in dem Einselement e der Gruppe G). 

Mit a(y) ist immer das Spektrum von y bzgl. Mb(G) gemeint 

(y € Mb(G)). 
V 

Sei f eine Funktion auf G. Mit f bezeichnen wir die durch 

f(s) = f(s"1) (s G G) definierte Funktion. Für y (E Mb(G) 
v v ^ 7 

setzen wir <f,y> = <f,y> und <f,y > =<f,y> (f € C^G)). 



Die Abbildung u -*• \i* definiert eine Involution auf Mb(G) . 

Mit m bezeichnen wir das Haarmaß auf G. Die Begriffe 

"absolut stetig" und "singulär" beziehen sich immer auf m. 

Das von den Diracmaßen in Mb(G) erzeugte Band wird mit 

M (G) bezeichnet. Die Elemente von M (G) heißen die a a 

atomaren Maße auf G. Ein Maß heißt diffus, wenn es in 

M^G)*1" liegt. Die Räume LP(G) sind bzgl. des Haarmaßes 

definiert. Für Jf(s) dm(s) schreiben wir i.a. 

ff(s) ds (f € La(G)). 

Ist X eine Menge und A c: X, so bezeichnet die charakteri-

stische Funktion von A. 

Kompakte Gruppen. 

Wir wählen die Notationen wie in Dunkl, Ramirez (1971) . 

Sei G eine kompakte Gruppe. Der Dual G von G ist die 

Menge aller stetigen, irreduziblen, unitären Darstellungen 

von G. Zu jedem a G G wählen wir ein T £ a.- T ist ein 
• a - a 

stetiger Homomorphismus von G in die Gruppe IU (n^) der 

unitären n x n -Matrizen. Für s,t £ G ist a a 5 

T (s-t) = T (s) o T (t) und T (s"1) = T (s):"1 = T (s)*. 
a a a a a a 

Mit T ..(s) bezeichnen wir die Koeffizienten von T (s). 
ai3 a 

Die Funktionen s T ..(s) (s £ G) heißen Koeffizienten-
aij 

funktionen (a..£ G, -1 < i,j ^ n^) und ihre Linearkombina-

tionen trigonometrische Polynome. 

^ 1 
Die Fourier-Transformierte cTf = f von f £ L (G) 

ist eine Familie (f ) £ von Matrizen, wobei f £ iU(n ) 
a a£G 5 a a 
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durch fai_j = jf(s) ^ i j ^ "
1 ) ds (1 < i,j ^ na> defi-

niert ist. 

Die Einschränkung von jT auf L2(G) heißt Fourier-Plancherel-

-Transformation. Sie ist ein unitärer Operator auf den 

Raum 

*£2(G) := {($ ) J1 1 $ n x n -Matrix, X „ n | | * | 11 < <*>} a aGG 1 a a a or ' a' '2 

2 * 

(||$all2 = tr ( * $ ) s. tr bezeichne die Spur). 

2 (G) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt 

($>,40 = n t r ( A $ ). 
a€G a 
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1. Banachverbandsalgebren regulärer Operatoren 

Viele der in dieser Arbeit auftretenden Objekte tragen 

die Struktur einer "Banachverbandsalgebra". Meistens 

handelt es sich um Räume regulärer Operatoren. In diesem 

Kapitel werden zahlreiche Beispiele zusammengestellt, 

auf die dann im Laufe der Arbeit zurückgegriffen werden 

kann. 

Der Raum (E) der regulären Operatoren auf einem Ba-

nachverband E ist bzgl. der natürlichen Ordnung i.a. 

kein Verband, jedoch enthält er immer das Zentrum Z(E) 

von E und das von U.Schlotterbeck (1974) eingeführte 

Tensorprodukt E' & E als "Unterverbände". Das ist 

genauso wie die in diesem Kapitel beschriebenen Eigen-

schaften von Z(E) mehr oder weniger bekannt, jedoch 

scheint es in der Literatur keine für diese Arbeit geeig-

nete Darstellung (die insbesondere den komplexen Fall be-

inhaltet) zu geben. 

Ist E ordnungsvollständig, so ist 

(E) eine Banach-

verbandsalgebra. Das Band der Kernoperatoren und das 

von den Verbandsisomorphismen erzeugte Band sind Unter-

algebren von 

Die beiden Bänder sind orthogonal, 

wenn E diffus ist. Wir erhalten somit eine Bandzerlegung 

von £Cr(E), die ganz analog zu der kanonischen Zerlegung 

von M^(G) ist, wie dann in Kapitel 2 gezeigt wird. 
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1.1 Definition. Sei E ein Banachverband über K OK = CR . 

oder (C) . Ein Operator T auf E heißt regulär, wenn 

T Linearkombination über (K von positiven Operatoren 

ist. Der Raum der regulären Operatoren auf E wird 

mit pt5r(E) bezeichnet. 

Aus der Definition folgt, daß sich ein regulärer Operator 

T auf einem Banachverband E als Differenz zweier positiver 

Operatoren schreiben läßt, falls E reell ist; ist E komplex, 

so gibt es positive Operatoren Rj (j=1..4), so daß 

T = R 1 - R2 + i(R - V ist. Aus II 5.3 in Schaefer (1974) 

ergibt sich, daß jeder reguläre Operator stetig ist. 

*£r(E) ist bzgl. des positiven Kegels 

£?(E)+ = {T E c^(E) | T ol ein geordneter Vektorraum. 

Offensichtlich ist vC (E) eine Unteralgebra von o^(E). 

Man kann auf <*£r(E) folgendermaßen eine Norm definieren, 

bzgl. der (E) eine Banachalgebra bildet: 

||T||r = inf (||S|| | S € &CE) + mit |Tz| S S|z| für z C E} 

(T € ^ r(E)). Die Normeigenschaften sind klar, ebenso fol-

gende Beziehungen: 

| |T| | | |T| |r. für alle T € c^
r(E) 

||T||p = ||T|| für alle T € c^(E) + 

I T2| | r * H T J |p| |T2| | r für ^ , € ^ r ( E ) 
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1.2 Lemma. Sei E ein Bancichverband , S,T G (E) . 

Äquivalent sind: 

(i) |Tz| < S|z| für alle z € E 

(ii) Re(e"10T) * S für" alle .0 € [O,2IT[ 

Beweis. Sei j die kanonische Einöjettung von E in E1 1 . 

Die Behauptung folgt aus der folgenden Äquivalenzkette: 

1 Tz | f S| z| für alle z G E { ** . 

| jTz j = j | Tz | ^ j S | z | für alle zi G E «* 

Re(e~10jT) S jS für alle 9 G[O52IT[ ( Schaefer (1974 ) IV 1.8) 

Re(e~10T) < S für alle 6 G [O,2TT[. 

Aus dem Lemma folgt, daß die Norm eines reellen Operators 

T G &?r(E) durch die Formel 

||T|lr = inf { ||S|| | S € *?<E)+l + T S S} 

gegeben ist. Die Vollständigkeit' von <ä5r(Ero) ist daraus i lK 

leicht zu sehen (siehe auch Schiefer (1974) IV exercise 3). 

Damit folgt die Vollständigkeit}', von £?r(E„) aus der 
; | C 

offensichtlichen Ungleichung i1 

max {||ReT||r, | |ImT| |^> * ||T||r * ||ReT||r + | |ImT||r• 

Lemma 1,2 zeigt insbesondere, daß die Existenz von 

~ i 0 

sup { Re(e T) | 9 G [O,2TT[} äquivalent zur Existenz von 

inf { S G + | | Tz | < S|z| für alle z G E } in c^r(E) 

ist, und beide Werte gleich sind. Der gemeinsame Wert, 
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falls er existiert, heißt Betrag von T und wird mit 

|T| bezeichnet. Wenn |T| existiert, ist 

I|T|LR = II|T|||. Natürlich ist 

|T| = sup ( T, -T } in dem geordneten Vektorraum 

e^
r(Eir)), wenn T reell ist. IK 

Der Betrag von T existiert und ist gegeben durch 

|T|x = sup {|Ty| | |y| < x) für x G E +, 

falls das Supremum für alle x £ E+ existiert. Somit ist, 

wenn E ordnungsvollständig ist, ein reeller 

Banachverband und ^ r ( E c ) seine Komplexifizierung 

(vgl. Schaefer (1974) IV 1.8). 

Ist E ein Raum vom Typ C(X) (X kompakt, stonesch) oder 

L1(X,Z ,y) , so ist af (E) = c£r(E) (Schaefer (19 74) IV 1.5). 

1.3 Korollar. Sei E ein Banachverband und b: E x E + E 

eine bilineare Abbildung mit b(x,y) £ o für x,y £ E+. 

Dann gilt |b(x,y)| Sb(|x|,|y|) für alle x,y € E. 

Beweis. Sei x £ E. Durch bx<y) := b(x,y) (y £ E) wird 

ein regulärer Operator bx auf E definiert. Ist y positiv, 

so gilt: 

(Re e"l9bx)y = Re b(e"l9x,y) = b C R e e ^ y ) $ b(|x|,y) 

= b|x|(y) für alle 6 £ [o,2*[. Nach 1.2 gilt daher 

lb(x,y)| = |bx(y)| < b|x|( I y | ) = b(|x|,|y|) für alle 

y £ E. 
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1.4 Definition. Eine reelle Banachverbandsalgebra ist 

ein reeller Banachverband A, auf dem eine Multipli-

kation • gegben ist, bzgl. der A eine reelle Algebra 

ist, so daß gilt: 

x • y £ o 

I Ix • y| | « ||x| | ||y|| 

für alle x,y G A+ . ' ' 

Eine komplexe Banachverbandsalgebra ist die Komple-

xifizierung (als Banachverband) einer reellen Banach-

verbandsalgebra. 

Die auf dem Realteil einer komplexen Banachverbandsalgebra 

A definierte Multiplikation kann eindeutig auf A fortge-

setzt werden, so daß A eine komplece Algebra bildet. Das 

folgende Lemma zeigt, daß A auf diese Weise eine Banach-

algebra bildet. 

1.5 Lemma. Sei A eine (reelle oder komplexe) Banachver-

bandsalgebra . Dann gilt für alle x,y £ A 

|x - y| $ |x| • |y| 

llx • y|| * ||x|| ||y|| 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus 1.3 und der Defi-

nition. 
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Eine Abbildung T zwischen zwei Banachverbandsalgebren 

heißt Isomorphismus von Banachverbandsalgebren, wenn 

T ein Verbandsisomorphismus und ein algebraischer Homo-

morphismus ist. Zwei Banachverbandsalgebren heißen iso-

morph , wenn ein solcher Isomorphismus zwischen ihnen 

existiert; sie heißen isometrisch-isomorph, wenn es einen 

isometrischen Isomorphismus zwischen ihnen gibt. 

1.6 Beispiele. 1. A = C(X) , der Raum der reellwertigen 

(komplexwertigen) stetigen Funktionen auf einem kompakten 

Raum X, versehen mit der punktweisen Multiplikation, ist 

eine reelle (komplexe) Banachverbandsalgebra. 

2. Der Raum A = Mb(G) der beschränkten regulären Borel-

maße auf einer lokal kompakten Gruppe G, versehen mit der 

Faltung als Multiplikation, ist eine Banachverbandsalgebra. 

Es gilt ||x • y|| = ||x|| ||y|| für alle x,y G A+. 

(A ist komplex oder reell, je nachdem ob die reellen 

oder die komplexen Maße auf G betrachtet werden. Auch 

im folgenden wollen wir - ähnlich wie bei den Banachver-

bänden - zwischen komplexen und reellen Banachverbandsalgebren 

nur unterscheiden, wein Mißverständnisse auftreten können. 

Ohne Hinweis kann also eine Aussage komplex oder reell 

gelesen werden.) 

3. L1(G), mit der Faltung als Multiplikation, ist eine 

Banachverbandsalgebra. L1(G) ist als Banachverbandsalgebra 
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zu dem Raum M' (G) der absolut stetigen Maße in Mb(G) ac 
isometrisch isomorph (Satz von Radon-Nikodym). M a c(G) 

ist ein Band und ein algebraisches Ideal in Mb(G). 

Sei G eine kompakte Gruppe, 1 ^ p ^ 00. LP(G), verse-

hen mit der Faltung als Multiplikation, ist eine Banach-

verbandsalgebra. 

5. Sei E ein ordnungsvollständiger Banachverband. Der 

Raum ,5jfr(E) der regulären Operatoren auf E ist eine Banach-

verbandsalgebra. 

6. Sei E ein Banachverband. Das Zentrum Z(E) von E ist 

eine Banachverbandsalgebra. Dieses Beispiel soll durch 

die folgenden Sätze erläutert werden. 

1.7 Definition. Sei E ein Banachverband. Der Raum der 

Operatoren T € cJ^(E) mit der Eigenschaft, daß 

TJ c J für jedes Ideal J von E gilt, heißt das 

Zentrum von E und wird mit Z(E) bezeichnet. 

Der folgende Satz ist zwar bekannt, nicht alle seine Aus-

sagen können jedoch in dieser Form (die insbesondere den 

komplexen Fall einschließt) in der Literatur gefunden wer-

den. Daher geben wir einen Beweis an. 
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1.8 Satz. Sei E ein (reeller oder komplexer) Banachverband, 

Z(E) sein Zentrum. 

Jedes T £ Z(E) besitzt einen Betrag, für den gilt: 

|Tz| = |T||z| für alle z € E, 

|T| S ||T||I (insbesondere |T| € Z(E)), 

H T M = ll|T||| = MT|| r. 

Z(E), mit der von ££r(E) induzierten Ordnung, Norm 

und Multiplikation versehen, ist eine Banachverbands-

algebra, die isometrisch isomorph zu einem C(X) ist. 

Es ist CTz(e)(T) = a(T) für alle T £ Z(E) . 

Der Beweis wird mit Hilfe mehrerer Lemmata geliefert. 

1.9 Lemma. Sei E = C(X), T £ Z(E). Sei h = Tlx< 

Es gilt Tf = h-f für alle f € C(X). 

Beweis. Sei f £ C(X) , s £ X. J = (g £ C(X) | g(s) = o) 

ist ein Ideal in E. Da (f - f(s)l^) £ J, ist nach Voraus-

setzung T(f - f(s)lx) = Tf - f(s)h £ J, d.h. es ist 

(Tf)(s) = h(s)f(s). 
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l.lo Lemma. Sei T € Z(E). Dann besitzt T einen Betrag, 

für den die Gleichung gilt 

|Tz I = |T||z| für alle z G E. 

Ferner gibt es ein n € iN, so_ daß gilt 

|T| * nl. 

Beweis. Sei T G Z(E). Aus der Voraussetzung folgt, daß für 

jedes z G E E|z| un"ter T invariant ist, und daß die Ein-

schränkung von T auf E| z| im Zentrum von E| z| liegt. 

Daher sieht man aus 1.9, daß 

| Tz | = sup { | Tu | | | u | Ss | z ] } ist. Somit existiert der 

Betrag von T, und es ist |Tz| = |T||z| für z € E. 

Sei x € E+. Da E x unter T invariant ist, gibt es ein 

k € !R+, so daß | T | x = | Tx | ^ kx. 

Setze: k(x) = inf { k € 1R+ | | T | x ^ kx}} für x € E+. 

Zu zeigen ist, daß die Menge (k(x) | x € E+} beschränkt 

ist. Ist das nicht der Fall, so gibt es für jedes n € IN 

ein X r G E + mit ||Xr|| = 2~n, so daß k(x ) > n. 
CO 

Sei x = X x . Nach Voraussetzung gilt T(E ) c E . 
n = l X 

Aus x^ G E^ und k(x^) > n (n G IN) ergibt sich ein Wider-
spruch zu 1.9. 

11 Korollar. Sei T ein positiver Operator auf einem Ba-

nachverband E, so daß Tx A y = o für alle x,y G E 

mit x A y = o. Dann ist T G Z(E). 
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Beweis. Sei x A y = o. Dann ist Tx A y = o, und somit 

Tx A Ty = o nach Voraussetzung. T ist also ein Verbands-

homomorphimus (Schaefer (1974) II 2.5). 

Sei J ein Ideal in E , x € J+. Zu zeigen ist Tx € J. 
_ i 

Sei X >r(T) und u = (X - T) x. Mit Hilfe der Neumann-

Reihe sieht man, daß x ^ Xu und TE^ c E^. 

Sei T Q = T|e , E u = C(X). Da Tq ein Verbandshomomorphis-

mus ist, gibt es eine Abbildung (p: X X und ein 

h € C(X) + , so daß T f = h-fo<p für alle f € C(X). 

Angenommen, es gibt s € X mit h(s) > o, so daß s ^ tp(s). 

Dann existieren f,g € C(X)+ mit f A g = o, so daß 

f (cp(s)) = 1 und g (s ) = h (s ) . Somit ist 

(TQf A g) ( s ) = h (s ) f (<p( s )) A g (s ) = h ( s) > o, Widerspruch! 
Also ist T f = hf für alle f € C(X). Somit ist o 
|Tx| = |T x'l llhll^x, und daher ist Tx € J. 

1.12 Lemma. Sei E ein ordnungsvollständiger Banachverband, 

T eaS(E). Gilt Tx 1 y für alle x,y € E mit x 1 y, 

so ist T € Z(E). 

Beweis. 1. Sei x,y € E . Dann ist |TCx+y)| = |Tx| + |Ty|. 

Sei nämlich u = x v y, E^ = C(X). X ist ein kompakter 

stonescher Raum. Daher kann man x durch Funktionen f und 

y durch Funktionen g der Form 
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in C(X) und damit auch in E approximieren, wobei 
(A. | i=l...n) eine Zerlegung von X in offen-abgeschlos-
sene Teilmengen und a^, € IR+ Ci=l...n) ist. 
Da 1A A 1A = o für i + j ist, ist T1A 1 Tl. für 

Ai Aj _ Ai Aj 
i ^ j nach Voraussetzung. Somit gilt: 

IT(f+g)| = i r Ca ) T1 | = X (a.+ß.) |T1 | 
i=l 1 1 i i=l 1 1 i 

= X a. |T1 | + X ß • |T1 | 
i=l 1 • Ai i = l 1 Ai 

= | f a T1 | X ß. T1 | 
i = l 1 Ai i=l 1 Ai 

= |Tf| + |Tg | . 
Damit gilt auch |T(x+y)| = |Tx| + |Ty|. 

2. Die Abbildung E+ E+ (x + | Tx |-) ist also additiv. 
Sei S die lineare Fortsetzung dieser Abbildung auf E. 
Dann ist Re(e"10T) * S für alle 0 € [O,2TT[. 
Also existiert |T| und es ist- S = |T|. Weiter ist: 
|T|x A y = |Tx| A y = o für x A y = o. Also ist 
ITI € Z(E) nach 1.11 und daher auch T € Z(E). 

1.13 Lemma. Sei E ein Banachverband, T € 

Es ist T € Z(E) äquivalent zu T* G Z(Ef). 
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Beweis. 1. Sei T reell. Dann folgt die Behauptung aus 

den folgenden Implikationen, die für jedes n £ IN gelten: 

-nl < T < nl - -nl S T' S nl - -nl < T'' < nl 

-nl ^ T £ nl. 

2. Für beliebiges T folgt die Behauptung aus 1., da 

T € Z (E) äquivalent zu ReT € Z(E), IrnT € Z(E) ist. 

1.14 Lemma. Sei E ein Banachverband. 

Z(E) ist eine volle Unteralgebra von ^f(E). 

Beweis. Sei T invertierbar in . £(E) und T £ Z(E). 

Setze S = T'. Sei P eine Bandprojektion auf ein Band B 

von E'. Da S £ Z(E') nach 1.13, ist SB c B und SB1 c B1. 

Somit ist SP = PS. Daraus folgt 

S _ 1P = S^PSS" 1 = S~1SPS"1 = PS"1, insbesondere ist 

-1 -1 

S B c= B. S läßt also jedes Band von E' invariant. 

Nach 1.12 ist also S"1 = (T"1)' £ Z(E') und damit 

nach 1.13 T _ 1 £ Z(E). 

Beweis von 1.8. Aus l.lo folgt, daß 

Z (E) = (T £ | es existiert |T| und gibt ein n € IN, 

so daß |T| $ nl}. 

Durch p(T) = inf { k £ IR+ | |T| $ kl} wird eine Norm 
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auf Z(E) definiert, für die ||T|| S |||T||| ^ p(T) gilt. 

Z(E) ist bzgl. dieser Norm vollständig. 

Sei nämlich (T r) eine Cauchy-Folge bzgl. p. Dann ist 

(T r) auch eine Cauchy-Folge in < ^ ( E ) . 

Sei T = lim T n (in ci£(E)). Sei e > o. Es gibt ein 
n-*00 

n^ € /N, so daß |T - T | ^ EI für alle n,m £ n . o n m1 o 

D.h. es ist für z € E |(T - T )zI ^ e!zI. Daher ist 
n m 1 1 

I CT - T )z| = lim |(T - Tm)z| * e|z| für alle m £ nQ. 

Es ist also pCT - T ) < e für alle m £ n . ^ m o 

Wir haben also lim T = T in (Z(E),p). 
n r 

Somit ist (Z(E) ,p) mit der von SC (E) induzierten Ord-

nung ein AM-Raum mit der Einheit I. Nach dem Satz von 

Kakutani gibt es einen Verbandsisomorphismus U von C(X) 

auf Z(E) mit Ulx = I. 

Offensichtlich ist Z(E)_ eine Unteralgebra von E) . 

Wir zeigen, daß U ein algebraischer Homomorphismus ist. 

Sei g € C(X). Durch Tf = u" 1(UgoUf) (f € C(X)) 

wird ein Operator T € Z(C(X)) definiert (es ist nämlich 

|Tf| « U7l(||g||coUlxoU|f|) = ||g|[Jf| für f € C(X)). 

Somit ist Tf = (Tlx)-f = g-f für alle f G C(X), d.h. 

es gilt U(g-f) = Ug o Uf. 

U ist isometrisch: Da nach 1.14 Z(E) eine volle Unteralge-

bra von ist, gilt für T £ ZCE): 

a(T) = O z ( e )(T) =
 a

C ( X )
( U ~ 1 ( T ) ) ' D a h e r i s t 

||T|| « p(T) = ||U"1(T)||C(X) = r(U_1T) = rCT) S ||T||. 
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Damit ist ||U 1(T)|| C ( X ) = ||T|| für alle T € Z(E), 
-1 . d.h. U und damit auch U ist isometrisch. Es ist 

jetzt alles bewiesen. 

1.11 wird von L.Martignon (197 8) direkt, ohne Benutzung 

des Darstellungssatzes von Kakutani bewiesen. In der Ar-

beit wird ferner gezeigt, daß die punktweise Multipli-

kation die einzige Multiplikation auf C(X) ist, so daß 

C(X) eine Banachverbandsalgebra mit als algebraischer 

Einheit bildet. Der Beweis dieses Satzes wurde in 1.8 

implizit zum Nachweis der Homomorphie-Eigenschaft von 

U benutzt. 

In Flösser (1977) wird eine ausführliche Behandlung 

des Zentrums von Vektorverbänden gegeben. Hier seien 

noch einige Bemerkungen zusammengestellt, die später 

benötigt werden. 

1.15 Bemerkungen. 1. Sei E ein Banachverband. Jede Band-

projektion P liegt im Zentrum (denn es gilt o < P ^ I). 

Identifiziert man Z(E) mit C(X) , so definiert f € C(X) 

genau dann eine Bandprojektion, wenn f = ist für eine 

offen-abgeschlossene Teilmenge A von X. 

2. Sei P = 1. eine solche Bandprojektion mit PE = E-. 
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Man kann offenbar Z(E^) mit dem Raum der Operatoren 

in Z (E) identifizieren, die auf E^ verschwinden. Unter 

dieser Identifikation ist dann Z(E^) isomorph zum Raum 

der Funktionen f.€ C(X) mit = fJ und dieser wie-

derum zu C(A). 

3. Ist E ordnungsvollständig, so ist dim E = n genau 

dann wenn dim Z(E) = n (siehe Flösser (1977) 3.3). 

Daraus folgt, daß E genau dann diffus ist, wenn Z(E) 

es ist, d.h. wenn X keine isolierten Punkte hat. 

Es wird nun ein weiterer Verband regulärer Operatoren 

beschrieben. Definition 1.16 und Satz 1.17 stammen 

von U.Schlotterbeck (1974). Dort wird eine andere Ver-

sion des Satzes gezeigt. Deshalb geben wir einen Beweis 

an. 

1.16 Definition. Sei E ein Banachverband. Mit E'S'E 
e 

wird der Abschluß von E E in JCV(E) bezeichnet. 

1.17 Satz. Sei E ein (reeller oder komplexer) Banach-

verband und T £ E f ^ E . Es existiert |T| und ist 

gegeben durch |T|x = sup {|Tz| | |z| S x} für x € E . 

Ferner ist |T| € E'S^E. 
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Beweis, a) Sei T € J^CEjCCX)) ein Operator von endlichem 

Rang. Dann existiert | T | x = sup .{|Tz| | |z| ^ x} für alle 

x € E . Es wird so ein Operator |T| € >£.(E,C(X)) definiert, 

der in der Operatornorm durch Operatoren von endlichem 

Rang approximiert werden kann. 

Das sieht man wie im ersten Teil des Beweises von IV 4.6 

in Schaefer (1974) . 

b) Für T £ E'<g> E gilt die Behauptung, 

n 
Sei nämlich T = 2 7 x! x.. Setze u = sup {|x.| | i=l..n}. 

i = l 1 

Dann ist T(E) <= Eu> Nach a) existiert also |T| und ist 

durch |T|x = sup {|Ty| | |y| < x} für alle x € E + ge-

geben . 

Sei x' = sup (|xjj | i = l. . . n} und seien j:E (E,xf) 

und i.'E E die kanonischen Abbildungen (siehe 

Scha.efer (1974 ) IV §3). Es ist T = iTQj für einen 

Operator Tq € (E,x') Eu. Man sieht leicht, daß 

|T| = i|T |j. Zu e > o gibt es nach a) 

SO £ (E,x')'0 E u, so daß II|To| - Sq||Q < e (|| ||Q be-

zeichne die Norm in (E ,x' ) ,E )) . 

Daraus folgt für S = iSQj" 

|(|T| - S)x| S e<|x|, x'>u für alle x € E. Somit ist 

| |S - | T | | | - ̂  ex' <3 u. Da S £ E'<0 E ist, folgt 

I T I € E'<& E. 

e 

c) Sei T = lim T in <£r(E), wobei |T | existiert 

und durch |T |x = sup-{|T z| | |z| S x} für alle x € E + 
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gegeben ist (n € IN). Dann existiert |T| und ist durch 

|T|x = sup {|Tz| | |z| ^ x} für alle x G E+ gegeben, 

ferner ist |T| = lim |T | in <£r(E). 

Man sieht nämlich leicht, daß (|T |) eine Cauchy-Folge 

in £f(E) ist. Sei S = lim |T I. Sei x G E . 
n+co 

Wegen |Tz| = lim |T z| < lim |T ||z| = S|z| ist |Tz| $ SX 

für 1z| 3 x. Sei w ^ |Tz| für alle z € E mit |z| S x. 

Es gibt R r £ «2f(E)+ (n £ IN) mit |(TR - T)z| ^ R r | Z | 

für alle z € E, so daß lim ||R || = o. 
N -M»

 N 

Für |z| ^ x gilt 

IT zI ^ I (T - T)zI + I Tz I < R Izl + w S R x + w, woraus 1 n 1 n 1 1 n ' n 

IT • I x < R x + w (n € IN) und damit 1 n1 n 

Sx = lim |T |x ^ w folgt. 
n-*co

 n 

d) Sei T € E '®eE beliebig. Es existiert eine Folge (T R) 

in E'® E, so daß lim T = T in ^ r ( E ) . Nach c) existiert 

|T| = lim |T I und nach b) und c) ist ii 1 n1 
n-*00 

|T|x = sup {|Tz| | |z| ^ x} für alle x € E+. 

Da nach b) |T I € E'S E (n G IN) gilt auch 1 n1 e 

|T| G E ! ® E . Damit ist der Beweis beendet. 

1.18 Beispiel. Sei E ein reeller Banachverband. 
r\y 

E'<&eE ist eine reelle Banachverbandsalgebra unter der von 

^Cr(E) induzierten Multiplikation, Ordnung und Norm. 
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r\j 

In dem folgenden Sinn ist E E ein Unterverband von 

^ r ( E ) : Für S,T G E'®eE existiert sup{S,T} in <*£
r(E) 

und es ist sup{S,T} € E'g^E. Ist E ein komplexer 

Banachverband, so ist E'S^E eine komplexe Banachver-

bandsalgebra, und zwar die Komplexifizierung von 

Wir benötigen die folgenden Eigenschaften spezieller 

Multiplikationsabbildungen auf Jo (E). 

1.19 Satz. Sei E ein ordnungsvollständiger Banachver-

band und U ein positiver Operator auf E. 

Bezeichne L^ und R^ die Operatoren auf <^
r(E), 

die durch T) = UT und R^(T) = TU für alle 

T € E) definiert sind. Es gilt: 

1. Ist U ein Verbandshomomorphismus, so ist R^ 

intervallerhaltend. 

2. Ist U fast intervallerhaltend, s£ ist R^ ein 

Verbandshomomorphimus. 

3. Ist U ein Verbandsisomorphismus, so sind R^ 

und L.j Verbandsisomorphimen. 
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Beweis. Man kann offensichtlich annehmen, daß E reell ist. 

1. Sei U ein Verbandshomomorphismus. Sei T € 

S € e*f(E) mit o S S $ TU. Es ist zu zeigen, daß ein Ope-

rator S1 € «^(E) existiert mit o £ S 1 S T, so daß 

s 1 u = S. 

Sei F = UE. F ist ein Unterverband von E. Definiere 

SQ:F + E durch SQUx = Sx für x € E. 

a) SQ ist wohldefiniert: Sei Ux = o. Dann ist 

ISxI S SIxI S TU IxI = T|Ux| = o. Also ist Sx^ = Sx2, 

wenn = Ux2. 

b) SQ ist positiv: Sei Ux £ o. Dann ist Ux = |Ux| = U|x|. 

Also ist SQUx = S|x| £ o. 

Sei p: E E definiert durch p(y) = Ty+ (y € E). 

c) p ist sublinear: Sei y^, y 2 € E. Es ist 

tyt + y 2
) + * vi + y^- S o m i t is"t p ^ + y2> - T ( y 1

+ y 2
) + 

* T C yl + y2 } = P(yi} + P ( y 2 K Für y € E, X G <R+ gilt 

p Q y ) = T(Xy)+ = XTy + = Xp(y). 

d) Es gilt S z * p(z) für alle z € F: 
o c 

Sei z = Ux. Dann ist SQZ = Sx * Sx
+ S TUx+ = T(Ux)+ 

= Tz+ = p(z). 

Nach dem verallgemeinerten Satz von Hahn-Banach (siehe 

z.B. Day (1973) VI §3 Theorem 1) besitzt SQ eine Fort-

setzung S^ auf E, so daß S^x 3 p(x) für alle x € E. 

S^ erfüllt die gewünschten Eigenschaften: 

a) Es ist S1U = S: Sei x € E. Dann ist S.Ux = S U x = Sx. 
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b) S^ ist positiv: Sei x € E+. Dann ist 

-S1x = S1(-x) ^ p(—x) = T(-x)
+ = o. Also ist S ^ £ o. 

c) Es gilt S1 S T: Sei x e E+. Dann ist S1x S p(x) = Tx. 

2. Sei U fast intervallerhaltend. Es reicht zu zeigen, 

daß (TU)+ = T+U für jeden Operator T € ^ r ( E ) . 

Sei T € (E) , x € E+. Dann ist ' 

(TU)+x = sup TU([o,x]) 

= sup TU([o,x]) 

£ sup T(U([o,xj)) 

= sup T([o,Ux]) 

= T+Ux. 

Somit ist T+U $ (TU)+. Es ist klar, daß umgekehrt 

(TU)+ < T+U gilt. 

3. Ist U ein Verbandsisomorphismus, so ist R^ £ o, 

-1 

und (Rjj) = R̂ j-1 ^ o. Somit ist Ry ein Verbandsisomor-

phimus, genauso L^. 

Im folgenden werden ordnungstheoretische und algebrai-

sche Eigenschaften einiger Bänder in ^ r ( E ) untersucht. 

Dabei wird E immer als ordnungsvollständig vorausgesetzt. 

Ein regulärer Operator T auf E heißt ordnungsstetig, 

wenn gilt: Ist (x ) cA ein (-gerichtetes Netz in E 
OT (X TRI 

mit inf x = o, so gilt inf |T|x = o. 
A€A A OT€A 
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Die Menge der ordnungsstetigen regulären Operatoren 

auf E ist ein Band in <^r(E) (siehe z.B. Luxemburg, 

Zaanen (1971)). Wir bezeichnen es mit ^ O S ( E ) . 

Mit E^s bezeichnen wir das Band der ordnungsstetigen 

Linearformen auf E. Identifiziert man E mit einem Unter-

verband von E'', so ist das von E erzeugte Band in E1' 

gerade (E')' (siehe Lötz (1974)). Ist E = (E')' , ° OS OS 
so heißt E ein KB-Raum (siehe Schaefer (1974) II §5). 

1.2o Lemma. Sei E ein KB-Raum. Dann ist die Abbildung 

T -»• T' ein Verbandsisomorphismus von auf 

Beweis. Die Abbildung T ->• T' ist injektiv und T ist genau 

dann positiv, wenn T' positiv ist. Somit reicht es zu 

zeigen, daß das Bild der Abbildung ^° S(E ?) ist. 

Jeder Operator Tf ist ordnungsstetig (klar). 

Sei S € cäfOS (E ' ) . Dann ist S ^ E » ) ^ c (E')^. 

Da E ein KB-Raum ist, ist (E1)^' = E. Sei T = SjE-

Dann ist T' = S. 

Die Operatoren, die in dem von Ef ® E in ^ r ( E ) erzeugten 

Band liegen, heißen Kernoperatoren (siehe Schaefer (1974)) 
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1.21 Lemma. Sei E ein ordnungsvollständiger Banachverband. 

Es gilt (E'<8> E) 1 1 n <£°S (E) = (E^s ® E)11. 

Beweis. a) Sei x' G E' , x € E. Dann ist x' ® x ord-
os 

nungsstetig. Da ^ U b ( E ) ein Band ist, ist also 

(E ' ® E) 1 1 c: (E E) 1 1 fl ^fOS(E). os 

b) Sei umgekehrt T G (E'® E) 1 1 n^° S(E), T £ o. 

Dann gibt es ein (<)-gerichtetes Netz (Ta>a^A c: a£(E)+ 

und Operatoren Ra G E E (a€ A) , so daß 

^ R„ (aGA) und sup T = T. ot a a 
a £ A r os 

Sei P die Bandprojektion von (E) auf (E), 

und sei p die Bandprojektion von E' auf . 

Es gilt für x' € E', x € E P(x' <8 x) = p(x') <2 x. 

(Sei nämlich O.B.d.A. x' x ^ o . 

Wir benutzen die von Schep (1978) gegebenen Formeln 

für P und p: Für y G E+ ist 

<y,p(x')> = inf ( sup <yg,x'> | y^ i y) , und für T £ o 
3 

P(T)y = inf { sup Tyß | yß + y}. 
3 

Somit ist P(x' ® x)y = inf { sup<y^,x'> x | y^ t y} 
B 

= (inf {sup<y^,x'> | y^ + y})x 
ß 

= <y,p(x')>x = (p(x') ß> x)y 

für alle y G E .) 

Also ist PCR ) G E1 ® E (aGA). Da T = P(T) = a os 

sup P(T ) und P(T ) ^ PCR ) G E' <g) E (aGA), ist also 
c\ a a a os aGA 

T G CE» <S> E) . 
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1.2 2 Satz. Sei E ein ordnungsvollständiger Banachverband 

und iO eine Gruppe von Verbandsisomorphimen auf E. 

Das von AO erzeugte Band 4011 in o£r(E) ist eine 

& r 
volle Unteralgebra von X/ (E). 

Beweis, a) Es gilt .AO .« AO1 c Aß1. 

Sei nämlich V € AO und T € AO1. Für U € 40 ist dann 

|VT 1 A U = V C |T| A V"1U) = o nach 1.19.3. Da U beliebig 

war, ist VT € AO 1. 

b) A/P11 ist eine Unteralgebra v o n ^ r ( E ) . 

Sei R, S € 40 1 1, T € 40+; R,S,T £ o. Zu zeigen ist 

R 0 S A T = o. 

Es gibt ein (O-gerichtetes Netz (R ) in 
OL CX t e\ + 

so daß für jedes a€A eine endliche Teilmenge H^ 

von AO und ein n £ IN existiert mit R « n X V, derart 
a a aV€H 

daß R = sup R . u 

° Q -1 
Da nach a) VS A T = V(S A V T) = o für alle V 

ist für jedes a€A R S A T < n 2 1 (VS A T) = o. 
a a V6H 

a 
Also ist auch RS A T = (sup R S) A T = sup (R S A T) = o. 

a r a 
a a 

c) Es gilt adll°aol aol. 

Sei R e/fe?11, T e / ^ 1 ; R,T 2 o. Sei U € A P . 

Zu zeigen ist RT A U = o. 

Es ist wie in b) R = sup R mit R < n r v. 
• a a a a V€H 

a 

Somit ist RT A U = (sup R )T A U = sup (R T A U)' S r a a 
-y- a a 

sup VT A U = o nach a). 
a V£H 

a 



- 33 -

d ) / ^ 1 1 ist voll in *Sr(E). 

Sei R G ^ 1 1 invertierbar in j£r(E). R"1 besitzt eine 

eindeutige Zerlegung R""1 = S1 + S2 mit S 1 e/fe?
11, 

S2 € 40 1. Es ist I = RS1 + RS2. Somit ist 

RS2 = I - RS.̂  € W 1 1 n = {o} nach b) und c) . 

Also ist RS^ = o und damit S^ = o, da R invertierbar ist. 

Es ist also R"1 = S'1 £ /tO
11. 

Sei E ein ordnungsvollständiger Banachverband. Das von der 

Gruppe aller Verbandsisomorphismen auf E in 3£r(E) er-

zeugte Band bezeichnen wir mit -(E) . Nach 1.22 ist 

^ (E) eine volle Unteralgebra von ,j£r(E) . Wir werden 

zeigen, daß (E) senkrecht zum Band der Kernoperatoren 

steht, wenn E diffus ist. Zunächst sollen jedoch die 

kompakten Zentrumsoperatoren charakterisiert werden. 

1.23 Satz. Sei E ein Banachverband über iK OK = IR oder C) . 

Sei T e Z(E) ein kompakter Operator. Dann gibt es 

eine Folge CP̂ )riGt̂  V Q n P a a r w e i 5 e disjunkten Bandpro-

jektionen auf E und eine Nullfolge JLH 

so daß dim P E = 1 für alle n £ IN mit c fco, derart 
CO 

daß T = T c P 
n=l n n 

(die Reihe konvergiert in Z(E) und somit in 
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Beweis. 1. Sei K = <C. Wir identifizieren Z(E) mit einem 

Raum C(X). Dann entspricht T einer Funktion f € C(X). 

Es ist a(T) = a C(x)^ f ) = w i r wollen annehmen, 

daß f(X) ^ (o) unendlich ist, sonst vereinfacht sich 

der Beweis allenfalls. Dann gibt es eine Nullfolge 
(d ) CXT in (D mit d i für n fc m, so daß n n€N n T m T ' 
f(X) v {o} = {d I n € IN}. n 1 
Setze X = f - 1{d } (n € IN). Dann ist X c X offen-abge-n n n 
schlössen. Sei Q n = ' E n

 = Q n
E ( n € lN) ' 

n 
ist eine Folge von paarweise orthogonalen Bandprojek-

OO 00 

tionen. Da f = 2Z d lv in C(X), ist T - d 0 in jt n A m n n n=l n n=l 
Z(E). Für x € E ist Tx = d x. Da T kompakt ist, ist n n 
also dim E < Nach 1.15.3 ist also Q Summe von end-n n 
lieh vielen paarweise orthogonalen Bandprojektionen mit 

1-dimensionalem Bild. Daraus folgt die Behauptung. 

2. Ist K = (R, so ergibt sich die Behauptung aus 1, wenn 

man Ekomplexifiziert und T linear auf E^ fortsetzt. 
Es ist (c ) er IR, da T einer reellwertigen Funktion n n€\N ° 
in C(X) = Z(EC) entspricht. 

1.24 Korollar. Sei E ein diffuser Banachverband. 

Der einzige kompakte Operator in Z(E) ist der 

Nulloperator. 
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1.25 Satz. Sei E ein Banachverband und T ein positiver, 

kompakter Operator auf E. Ist M € Z(E) mit 

|MI ^ T, so ist M kompakt. 

Beweis. 1. Sei E ordnungsvollständig. 

a) Ist P eine Bandprojektion, so daß |M| £ eP für ein 

e > o, dann ist dim PE < 

Wir identifizieren Z(E) mit C(X). Dann ist P=1A für eine 

offen-abgeschlossene Teilmenge A von X. Angenommen, 

PE ist nicht endlich-dimensional. Da Z(PE) ^ C(A) , ist 

dann C(A) unendlich-dimensional (siehe 1.15) und daher 

A eine unendliche Menge. Somit gibt es eine Folge 

(A^)^^ von offen-abgeschlossenen Teilmengen von A mit 

A r n A m = 0 für n \ m. Sei P R = 1A (n € IN) . Es gibt 
n 

Elemente x G E^ mit !|x || = 1, so daß P x = x (n € IN) , 
n + n n n n 

Da T kompakt ist, kann man annehmen, daß lim Tx = y 
n-M® n 

für ein y € E+ (sonst gehe man zu einer Teilfolge über). 

Es ist J_ P y ^ y. Daher konvergiert (P y) P(K, schwach n n ntiN n = l 
gegen o. Da T kompakt ist, ist lim TP y = o in der Norm. n 

Es gilt folgende Abschätzung: 

||x || = ||P Px || S e"1!|P Tx || 1 1 n1 1 11 n n1 1 1 1 n n1 1 

S £
_ 1||P nTx n - Pny|I + c

_1IIPnyI| 

S E_1||Txn - y|| + e
_1||PPny|| 

S ( e
_ 1 | |Txn - y| | + e'

2| |TPny| J) - o (n«). 

Das ist ein Widerspruch! 
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b) M ist kompakt. Sei nämlich M = f € C(X) bzgl. der 

Identifizierung von C(X) mit Z(E). 

Setze A = {s € X I |f (s)| > 1/n} (n € IN), 
n 1 1 n 1 

Die Mengen A^ sind offen-abgeschlossen in X. 

Sei P = 1A (n € IN). Dann ist n A n 

| M - MP | < | M | |I - P j < 1/n I. Somit ist 

M = lim MP in <*£(E). Daraus folgt die Behauptung, n+oo 

da nach a). die Operatoreren MP^ (n € IN) endlichen Rang 

haben. 

2. Sei E beliebig. Aus |M| < T folgt |M'| S T'. 

Da T' kompakt ist, ist M' kompakt nach 1. Also ist auch 

M kompakt. 

Bemerkung: Die Argumentation in Teil la) des Beweises 

von 1.25 stammt a u s Ando (1977 ), wo gezeigt wird, 

daß I AT = o ist, wenn T ein positiver, kompakter Ope-

rator auf einem diffusen AL-Raum ist. 

1.26 Korollar. Sei E ein diffuser, Ordnungsvollständiger 

Banachverband, T ein positiver, kompakter Operator 

auf E und V ein Verbandsisomorphimus. 

Es gilt T A V = o. 
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Beweis, a) Es gilt T A I = o. 

Sei nämlich' S ^ T,I.- Dann ist S+ kompakt nach 1.25. 

Nach 1.24 ist somit S+ = o, d.h. es ist S ^ o. 

b) Sei V ein Verbandsisomorphismus. Dann ist nach 1.17 

T A V = (TV"1 A I)V. Da TV"1 kompakt ist, gilt 

TV"1 A I = o nach a). Also ist T A V = o. 

Sei E ein ordnungsvollständiger diffuser Banachverband. 

Bezeichnet man mit <äf (E) das Band s 

cjzf (E) = (E'® E U ^ (E))1, so erhält man die folgende 
s a 

Bandzerlegung von ^ (E) : 

<£r(E) = (E»® E) 1 1 <$ (E) 0 (E). s a 

Es gelten folgende algebraischen Beziehungen zwischen 

den Bändern: 

1. sd^CE) * (E'<X> E) 1 1 c (E'(S E) 1 1 

2. (E?& E) 1 1 o st * (E) c (E'fiD E) 1 1 

3. p^a(E) o <zfa(E) c <kfa(E) 

4. äZ (E) ° ̂ f. (E) c ^ (E) a s s 

(Die Beziehungen 1 .und 2. sind leicht nachzuprüfen. 

3. folgt aus 1.22, und 4. läßt sich mit Hilfe von Beweis-

teil c) von 1.22 zeigen.) 

In Kapitel 2 wird gezeigt, daß i.a. keine Unter-

algebra von ^ r ( E ) ist. 
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2. FaltungsOperatoren 

In diesem Kapitel werden die Faltungsoperatoren ord-

nungstheoretisch untersucht. Dabei handelt es sich um 

reguläre Operatoren TV auf LP(G) (G eine lokal kompakte 

Gruppe), die durch T f = p * f für f £ LP(G) definiert 

sind (y € M(G)). 

Es stellt sich folgende Frage: Kann man dem Operator 

T^ ansehen, ob y absolut-stetig, singulär, diffus oder 

atomar ist? Eine Antwort gibt der Hauptsatz (2.12) dieses 

Kapitels, der besagt, daß der Zerlegung von T^ bzgl. der 

Bandzerlegung £Tr(E) = ( E E ) 1 1 0 <*F(E) 6 ^F CE) 

(E = LP(G), G nicht diskret) aus Kapitel 1 gerade die 

Zerlegung von y in absolut-stetigen, singulär diffusen 

und atomaren Anteil entspricht. 

Durch die Wahl spezieller Maße erhält man Beispiele von 

Operatoren mit interessanten Eigenschaften. So wird z.B. 

2 

ein kompakter, positiver Operator T auf E = L (G) ange-

geben, der in oC^(E) liegt. Insbesondere läßt sich T 

nicht durch Operatoren R von endlichem Rang mit o < R ^ T 

in der Operatornorm approximieren, obwohl E die positive 

Approximationseigenschaft (Schlotterbeck (1974)) besitzt. 

Speziell auf kompakte Gruppen G angewandt liefert der 

Hauptsatz eine Verallgemeinerung der von Akemann (1967) 
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gegebenen Charakterisierung der kompakten Operatoren 

Tp auf L1(G). 

Um eine einfache Darstellung zu ermöglichen, wird generell 

die Voraussetzung gemacht, daß G amenabel ist. Dann näm-

lich ist Mb(G) über die Abbildung y T^ isomorph zum 

Raum derjenigen regulären Operatoren auf L P ( G ) j die mit 

allen Translationen kommutieren (Satz 2.3). Diese Iso-

morphie wird in Kapitel 3 grundlegend für Anwendungen 

auf die Spektraltheorie sein. Hier allerdings bringt die 

Voraussetzung der Amenabilität lediglich technische Ver-

einfachungen . 

Sei-G eine lokal-kompakte Gruppe. Ist y €M^(G) und 

f € L P(G) (1 S p ^ ®)s so wird durch 

y*f (s) = | f(t"1s) dy(t) (s€G) 

ein Element y*f von LP(G) definiert. Es gilt 

Ilu*f||p * ||u|| ||f||p 

(siehe Hewitt-Ross (1963) V 2o.l2). Somit definiert 

jedes y € M b ( G ) einen Operator T auf LP(G) durch M >P 

T f = V*f (f € LP(G)) . U »P 
Die Operatoren T , y € M^(G), wollen wir Faltungs-H >P 
Operatoren nennen. Ist p fest, so schreiben wir auch 

T statt T, ^ wenn kein Mißverständnis auftreten kann. V P ,P 
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Offensichtlich ist T positiv, wenn y positiv ist. 
M 5 P 

Da sich jedes beschränkte Maß auf G als Linearkombina-

tion von positiven beschränkten Maßen schreiben läßt, 

sind die Faltungsoperatoren regulär. 

Man kann leicht sehen, daß für y £ Mb(G) gilt 

(T ) ' = TV (1/p + 1/q = 1) 
u>p u>q 

(T 9 )* = T * 0 y>2 y, 2 

Jedes Element a von G definiert auf LP(G) (1 $ p £ 00 ) 

einen Translationsoperator R durch R f(s) = f(sa) (a€G) a a 

iur alle f £ LP(G). Die Faltungsoperatoren vertauschen 

mit den Operatoren R a (a e G) . Sei nämlich y £ Mb(G) , 

a £ G. Dann gilt für f e LP(G), s £ G 

R T f (s) = T f (sa) = y*f(sa),= f f(t"1sa)dp(t) a y y J 

= (y * R f)(s) = (TR f)(s). a y a 

Diese Eigenschaft charakterisiert die Faltungsoperatoren 

unter den positiven linearen Abbildungen für 1 £ p < 

falls die Gruppe G amenabel ist. Das ergibt sich aus den 

folgenden beiden Sätzen. 

2.1 Satz (siehe Brainerd-Edwards (1966)). 

Sei T ein positiver Operator auf LP(G) (1 < p $ 00) , 

so daß R T = TR für alle a € G gilt. — a a 

Dann gibt es ein positives Maß y auf G, sc) daß 

Tf = y*f für alle f £ C (G). 
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Man sieht leicht, daß für jedes Maß y€M b(G) + 

| |T I | = ||»|| für p = l,co ist. Für 1 < p < « gilt y > p 

der folgende Satz (siehe Gilbert (1968) und Reiter 

(1968) ch.8). 

2.2 Satz. Für jedes p, 1 < p < sind die folgenden 

Bedingungen äquivalent: 

(i) G ist amenkbel 

(ii) Es ist | |T I | = M u H für jedes y € Mb(G) y , p T 

(iii) Ist y £ M(G)+, so daß y*f 6 LP(G) für alle 

f € Cc(G) und | |y*f | | S c| |f | | p (c € IR+fest) , 

so ist y beschränkt. 

Jede kompakte und jede lokal-kompakte abelsche Gruppe 

ist amenabel. Für kompakte Gruppen folgt das trivialer-

weise aus (iii). Ist G abelsch, so kann man das 

aus (ii) für p=2 folgendermaßen sehen: 

2 2 ~ 
Sei J-: L (G) + L (G) die Fourier-Plancherel-Transformation. 

Der zu T 0 konjugierte Operator S = T 9 7 1 auf y , L y, ̂  

L2(G) hat die Form Sg = yg für alle g e L2(G). Somit 

ist I|TVs2lI = I|S|| = ||y| L = |ty||, da y * o. 

Was weitere Beispiele und die eigentliche Definition von 

"amenabel" anbetrifft, sei auf die Bücher von 
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H. Reiter (1968) und F.P. Greenleaf (1969) verwiesen. 

Hier wird der Begriff "amenabel" im Sinne von 2.2 (i) 

und (ii) verwandt. 

Um die Faltungsoperatoren unter den regulären Operatoren 

zu charakterisieren, definieren wir die folgenden Räume. 

FP = { T € ^ r(L p(G)) | R T = TR für alle a € G}, 
a a 

(1 ^ p < «) 

F°° = { T € ^r(L°°(G)) | R T = TR& für alle a £ G, 

T ordnungsstetig} 

2.3 Satz. Sei 1 < p ^ 03. Der Raum FP ist ein abgeschlos-

sener Unterverband und eine volle Unteralgebra von 

^ r(L P(G)). Somit ist FP bzgl. der von ^ r(L P(G)) 

induzierten Struktur eine Banachverbandsalgebra. 

Ist G amenabel, so ist die Abbildung 

t: Hb(G) - FP Cy T ) 
P 5p 

ein isometrischer Isomorphismus von Banachverbands-

algebren . 
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Beweis. 1. Es ist unmittelbar klar, daß Fp eine abgeschlos-

sene Unteralgebra von dtlV (LP (G)) ist. 

2. Fp ist ein Unterverband. Sei nämlich T € Fp. 

Da R^ (a G G) ein reeller Operator ist, gilt 

R (ReT) = Re(R T) = Re(TR ) = (ReT)R . Somit ist 
a a a a 

ReT G F p, genauso ImT. 

Da R a (a € G) ein Verbandsisomorphismus ist, gilt 

Ra|T|"= |RAT| = |TRA| = |T|RA nach 1.19. 

Also ist |T| € Fp. 

V V 

3. Es gilt <f,y> = y* f(e) für f G Cc(G) , und y * f 

ist stetig. Deshalb ist T injektiv, und es gilt 
T £ o genau dann, wenn y £ o ist. y,p 

4. T ist surjektiv. Für 1 ^ p < » folgt das aus 2.1 und 

2.2. Sei T G F°°. Da T ordnungsstetig ist, gibt es 

S G ^ r(L 1(G)), so daß S' = T (1.2o). 

Da (R S)1 = S'(R )f = T A(a-1)R -1 = A(a~1)R -1 T = (SR )' a a a a a 

(A bezeichne die Modularfunktion von G), ist R S = SR, a a 

für alle a G G, d.h. es ist S G F1. Daher gibt es 

y G Mb(G), so daß S = T ,. Dann aber ist T = Sf = TV . 
V J ^ P j 

Aus 2., 3. und 4. folgt, daß T ein Verbandsisomorphismus ist. 

5. Die Isometrie von T folgt aus 2.2. Es ist nämlich 

l ! T y 5 p M r = II I T p 5 p l 11 = M T | y | , p N = M ü l l • 

6. F p ist voll in <*Fr(LP(G)). Sei T G FP invertierbar in 

<^r(LP(G)). Es ist R T^1 = T_1TR T _ 1 = T _ 1R TT"1 = T _ 1R . a a a a 

(a G G). Also ist T"1 G FP (Benutze 1.2o für p = «0. 
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Bemerkungen. 1. Für p = l ist T ein isometrischer Iso-

morphismus für jede lokal kompakte Gruppe. 

2. Sei FP = {T G o*?(LP(G)) | R T = TR für alle a £ G} . 
a a 

Es ist. F1 = F 1, jedoch ist i.a. FP % FP. 

Beispiel. Sei G = Man sieht leicht, daß T G 2 U ) ) 

~ 2 
genau dann m F liegt, wenn für die Matrixdarstellung 

(t ) von T gilt: t __ m . = t m für alle n,m,p G L. nm ° n+p,m+p nm ' 

Sei b = t (n G Z), dann ist b = (b ) € 1 2 ( Z ) , und es n n ,o ' n ' 

gilt für x G 12(£) TX = b * x. Sei ^:L 2(D + 12(£) 

die Fourier-Plancherel-Transformation (T ist die Kreis-

gruppe). Der zu T konjugierte Operator S = J ^ T ? ist durch 

Sf = f-(^ _ 1b) für f G L 2 ( D gegeben. Daher ist ^ b G L°°(r). 

Umgekehrt definiert jedes b G 12(Z) mit 5r~1b € L°°(r) 

einen Operator € F2 durch Tbx = b*x für x G 1
2(£). 

Somit ist F2 = {Tb | b G 12(Z), G L°°(D}. 

1 

Nach 2.1 ist T^ genau dann regulär, wenn' bG 1 (Z) ist. 

Es ist also F2 = {Tb | b G 11(Z)} eine echte Unteralgebra 

von F . 

Die folgenden Sätze gelten für jede lokal kompakte Gruppe. 

Ist die Gruppe nicht amenabel, so gibt es auch unbeschränkte 

positive Maße p, die einen Operator f \i*f auf LP(G) 

(1 < p < oo) definieren. Um die Darstellung zu vereinfachen, 

wollen wir jedoch nur beschränkte Maße betrachten. 

Daher setzen wir von nun an voraus, daß G eine lokal 

kompakte amenable Gruppe ist. 
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Es soll nun die Frage geklärt werden, welche Faltungsope-

ratoren Kernöperatoren sind. Sei u ^ ^ C G ) absolut stetig 

i 

bzgl. des Haarmaßes m. Dann gibt es ein h £ L (G), so daß 

y = hm. Für f6 LP(G) ist dann 

y*f (s) = Jf(t _ 1s) h(t) dt = Jf(t) hCst"1) A(t_1).dt 

für fast alle s £ G. Nach Schaefer (1974) IV 9.8 ist also 

p ein Kernoperator auf LP(G) (1 ^ p 3 «0 mit dem Kern 

k(s,t) = h(st~1)A(t_1) (s,t e G). 

2.4 Satz. Sei E = LP(G) (1 ^ p $ » ) , y6M b(6). 

M genau dann singulär zum Haarmaß, wenn 

T 6 (E'g) E)X ist. 
y »P 

Beweis. Sei T^ € (E T&> E)"1". jm besitzt eine eindeutige Zer-

legung y = + P2i wobei y, 6 IB4-4- und u o £. m"1* ist. Nach 

obiger Bemerkung ist T £ (E'(g> E^4* .Da ]T | $ T ,,ist 
M u i ]y| 

T = o, also auch ui = o. 
Hl 

Sei umgekehrt y singulär zu m. 

a) p i Da IT^I = T|^| ist, können wir annehmen, daß 

^ positiv ist. Man muß zeigen, daß 

IT' ̂  T = o für alle T £ E !<g) E ist. 
P 

1. Es reicht zu zeigen, daß T A T^ = o ist, für T = f g) g 

mit f,g e Cc(G)+. 
n 

Denn sei T = 21 f̂ GD g^ 6 E '<£) E. Dann ist 
n_ i = 1 

I f. I<g)sup Ig. 1= f <g> g mit f£L q(G) g£L P(G) 
i = l 1 i 

Es gibt Folgen (f ) und (g ) in C (G) , so daß 
° ö n ön c + 

lim f = f in LP(G) und lim g = g in Lq(G). 
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Da für n £ IN gilt: 

| |f 0 g - f n ^
 gn ' 'r * M f ® § " f n ® g I I r

 + M f n ® ^ 

- f n ® gn||r * ll|f-f nl<S>g|| + l l f ® ! g - g n l l l = 

I |g| I + I |f I I I Ig - g I I , i i n , , q , l f o M p . 11 n 1 1 p ' 1 & Bn ' 1 q ' 

ist f <S) g = lim f n <2> g R in (E) . Aus T f n ® g = o 

folgt also T^ ] T I ' S T /\ f ® g = o. 

2. Seien f,g€C c(G) +. Da Cc(G) dicht in L
P(G) liegt, 

reicht es zu zeigen, daß (T s\ f (g) g)h = o für alle 

he Cc(G)+ ist. Für h £ Cc(G) + ist (T^f<gig)h = inf H 

mit H = {y*u + <v,f>g | U , V 6 L P ( G ) + , u + v = h} . Sei 

Hq = {y*u + <v,f> g I u,v£C c(G) + , u + v = h} .Da 

H QC H ist, reicht es zu zeigen, daß inf H q = o in 

LP(G) ist. 

3. Es gilt inf HQ(S) = o in IR+ für alle s^G. 

Sei nämlich s^G. Für u <£C (G) sei LuCt) = u(t_1s) c 

für t e G , L ist ein Verbandsisomorphismus auf Cc(G) . 

Sei k(t) = f(t_1s) g (s) (te.G) . Nach Voraussetzung ist 

y A km =o. Also ist 

o = (y a km)Lh = inf { ju'(t) dy (t) + jv'(t)k(t)dt I 

u', v' £ C (G)+, u' + v
? = Lh} 

= inf { J Lu(t) dy(t) + J"Lv(t)k(t)dt ILu, Lv£C c(G) + , 

Lu + Lv = Lh} 

= inf {Ju(t'_1s)dy (t) + jv(t_1s)f (t_1s)dt g(s) | 

u,v ̂ C c(G) + , u + v = h} 

= inf { y * u ( s) + ^ v C t) f (t) dt g(s)| u,v£C c(G) + , u+v = h} 

= inf H (s). 

4. Sei H^ die Menge der endlichen Infima von Elementen 

in Hq. Dann ist H^ eine (O - gerichtete Teilmenge von 



- 47 -

C (G) , und es gilt inf H^s) = o für alle s£G nach 3. 

Nach dem Satz von Dini ist die Konvergenz gleichmäßig 

auf jeder kompakten Teilmenge K von G. Ist also k < HQ 

in L P ( G ) , so ist auch k ^ H^ in L P ( G ) , also kjK < o 

in L P ( G ) . Da K c G eine beliebige kompakte Teilmenge 

war, ist also k ^ o. Damit ist die Behauptung für 

p 4 « beweiesen. 

b) p = ®. Nach a) gilt T„ . -L K für alle K6L°°(G) ® L1 (G) . 
P i J-

Somit gilt (T„ j, K' für alle K£L°°(G) ® L1 (G) nach 
r1 

1 . 2o. Also ist T^ (L^G) ® L"(G)) . Da T y jCO ordnungs-

stetig ist, gilt T ^(EjL ® L°° (G) ) , wobei FJ das zu 
1 » 

E^ = L (G) othogonale Band in L (G) bezeichnet. Wegen 
JL 

E' = E' e E' ist also T £(E' <3 E) . Damit ist alles 
os s p j00 

gezeigt. 

2.5 Korollar. Sei E = LP(G) (1 ^ p ^ ») , p6Mb(G). 

Äquivalent sind: 

(i) T * (Ef g> E) J"t 
y ^ 

(ii) y ist absolut stetig 

Beweis, (ii) ==> (i) wurde in der Bemerkung vor 2.4 

gezeigt. 

(i) ==> (I) y besitzt eine eindeutige Zerlegung 

y = yi + y2 j wobei P! absolut stetig und P2 singulär 

ist. Nach 2.4 ist T £(E f ® E)"". Da |T | S |T |, folgt 
P 2 y 2 P 

T = o, also p2 = o. 
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Tst y = (t£.G) ein Dirac-Maß, so ist T^ ein Verbands-

isomorphismus auf E = LP(G) (1 ^ p $ oo). Für g£L P(G) 

-1 
ist nämlich <5t * g (s) = g(t s) (s£G). 

Ist y atomar, so gibt es (c^)^l (G) , so daß 

y = X c. 6.. Damit ist T = I c, T, ^ (E) . 
•t€G t * y t £ G t öt a 

Es stellt sich die Frage, ob es noch andere Maße y gibt, 

so daß T^ ein Verbandsisomorphismus (oder -homomor-

phismus) ist, bzw. T in X? (E) liegt. Wir benötigen y a 

zwei Hilfssätze: 

2.6 Sei X lokalkompakt, K c X kompakt. C(X,K) sei der 

Raum der stetigen Funktionen auf X, deren Träger 

in K liegt. Ist y: C(X,K) C ein Verbandshomo-

morphismus , S£ gibt es ein t € K und ein c € IR +, so 

daß <f,y> = c f(t) für alle f£C(X,K). 

Beweis. 1. Sei I ein Ideal in einem Vektorverband E 

und y: I IR ein Verbandshomomorphismus. Dann ist die 

minimale positive Fortsetzung y von y auf E auch ein 

Verbandshomomorphismus. 

Für x £ E + ist nämlich y(x) = sup y([o,x]nI). Ist 

x a y = o, so ist y(a)A y(b) = o für alle a £ [o ,x] n I, 

b C Cö,y]r\ I. Daher ist y(x) y(y) = o. Die Behauptung 

folgt aus Schaefer (1974) II 4.4. 

2. C(X,K) läßt sich identifizieren mit dem Ideal in C(K) 

derjenigen stetigen Funktionen auf K, die auf 6K ver-

schwinden. Sei y die minimale positive Fortsetzung von y 
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auf C(K). Mach 2. ist y ein Verbandshomomorphismus auf 

C (K) . Daher gibt es t £K und c6iR+, so daß 

< f , y > = c f(t) für alle f £C(K). Daraus folgt die Be-

hauptung. 

2.7 Sei X lokal kompakt, y: Cc(X) C ein Verbandsho-

momorphismus . Dann gibt es t £ X , c£lR+, so daß 

y = c 6t. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus 2.6, da C <X) 

die Vereinigung der C(X,K), K c X kompakt, ist. 

2.8 Satz. Sei y£ Mb(G), 1 ^ p S Ist T^ ein Verbands-

homomorphismus auf LP(G) , ££ ist y = c • für ein 

t £ G und c£|R+. 

Beweis. Für f€CQ(G) gilt l<f,y>| = !y-f (e) | = 

\ t J (e) | = |Ty£l(e) = T | f | (e) = <|f|,y>. Also ist y 

ein Verbandshomomorphismus auf und die Behauptung 

folgt aus 2.7. 

2.9 Sei E ein ordnungsvollständiger Banachverband. Zu 

x, x^£E, o ^ x^ ^ x, gibt es genau einen Operator 

M 6 Z(E) , so daß Mx = x 1 und My = y für y l x, 

. Es gilt o $ M $ I. 
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Beweis. Es gibt einen kompakten Raum X, so das E x * C(X). 

Dabei entspricht x der Funktion und x^ einer Funktion 

h, o S h S 1'. Definiere NeZ(C(X)) durch Mf = h-f 

für alle f 6C(X). Jedes z £ E + besitzt eine eindeutige 

•LI 
Zerlegung z = z^ + z^ mit z^ £ x und z ^ / x = o. Dabei 

ist z1 = sup z A nx. Definiere M auf E durch 
neiN 

Mz = sup NXzAnx) + z ?. Die lineare Fortsetzung von M 
n£lN 

auf E erfüllt die gewünschten Eigenschaften. 

Eindeutigkeit. Seien M.£Z(E) (i = l,2) Operatoren mit 

den geforderten Bedingungen. Es ist M- = M. £ Z(E ) 
1 i|lx x 

(±=1,2). Da N 11 X = N 21 x, ist N^ = N2« Da M i ordnungs-

J-X 

stetig ist (i=l,2), ist M^y = M^y für alle y€ x und 

daher M. = M_. 

2.1o Sei E ein Ordnungsvollständiger Banachverband, 

x € E und (xn) eine Folge in E mit 

o ^ x n ^ xn + l ^ x n € IN, ££ daß 

x = sup x . Sei M der nach 2.9 existierende 
n£lN n n 

Operator in Z(E) mit M nx = X r (n£IN), M y = y 

JL 
für y ^ x . Dann gilt 

M ^ M . (n£lN) , sup M = I. 
n n + 1 n 

Beweis. Es gilt M^ £ M n + i nach Konstruktion. 

Sei M = sup M . Dann ist Mx = sup M x = sup x = x 
n n r n 

und My = y für alle y £ x"*". Da M außerdem im Zentrum von 

E liegt, folgt aus der Eindeutigkeit in 2.9, daß 

M = I ist. 
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2.11 Satz. Sei E = LP(G) (1 * p S «), 

Ist y GM b(G) diffus, so gilt | t J A T = o für alle 

Verbandshomomorphismen T auf E. 

Beweis. Man kann annehmen, daß y positiv ist. Sei T ein 

Verbandshomomorphismus auf E und sei 

R < T, T . Sei f £ C (G) , . Wir zeigen Rf = o. 5 y C + 

Für IN sei u = Tf nlP & L
P (G) n L" (G) . Sei M der Zent-

n G n 

rumsoperator auf E mit MnTf = uR und Mng = g für g€ Tf . 

Es gilt sup M = I nach 2.1o. Sei R = M R ^ M T ö t n n n. n 

Mit ir: o^°°(G) -*-Lw(G) bezeichnen wir die Quotientenabbil-

dung. Sei p: L°° (G) + °° C G) ein starkes Lifting (sie-

he Ionescu Tulcea (1969) 111,2). p ist insbesondere eine 

lineare Abbildung, so daß 

TrpTTg = 7Tg für alle g£^T(G) 

lp7rg|= p Ug| für alle g££,"(G) 

P7rg = g für alle g £ C b(G) . 

Wir identifizieren daher ug und g, falls g£ Cb(G) ist. 

Sei h£C c(G). Dann ist (pT h)(s) = y*h (s) = 

J h ( t _ 1 s ) dy (t) für alle s € G , da y*h € Cb(G) ist. 

Sei s £ G fest, K = supp(f), J das von f in C(X,K) erzeugte 

Ideal. Durch g + (pMRTg)(s) wirdein Verbandshomomorphis-

mus von J nach C definiert. Daher gibt es ein t £ K und 
o 

ein c£|R+, so daß (pMnTg)(s) = c g(t ) für alle g € J 

(das sieht man wie in 2.6). 

Für g,h£C c(G) + mit g + h = f gilt: 

(pRnf)(s) = CpRng)(s) + (PRnh)(s) ̂  (PMnTg)(s) +'( PTh)(s) 

= c g(tQ) + J*h(t~
1s)dy(t). 
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Daher ist 

(pRnf)(s) * inf { c g(tQ) + Jh(t _ 1s) dp(t)1 g,h£C c(G) + , 

g + h = f} 

= o, da die Abbildung h Jh(t ^s) dy(t) von 

C (G) nach € ein diffuses Maß auf G definiert, 
c 

Also ist R f = o in LP(G), und somit auch Rf = sup R f = o. n ' ^ n 

Da f €C c(G) + beliebig war, folgt R = o, falls p i «. 

Sei p = Da R S T^ ist, ist R ordnungsstetig. Also 

gibt es S £ ÄfCL1 CG) ) + , so daß S' = R. 

Sei g6L 1(G). Für alle f 6C (G) gilt nach dem oben Be-

wiesenen <Sg,f> = <g,Rf> = o. Also ist Sg = o. Da g be-

liebig war, ist S = o, also auch R = S' = o. Der Beweis 

ist damit beendet. 

Der Banachverband E = LP(G) (1 ̂  p ̂  00 ) ist genau dann 

diffus, wenn G nicht diskret ist. Ist das der Fall, so 

läßt sich X,L (E) nach Kapitel 1 in drei Bänder zerlegen: 

^ r ( E ) = (Ef <£>E)X-L 0 c£s(E) <£> ifa(E). 

Andererseits ist 

Mb(G) = L1(G) <§) M (G) <&M (G) , 
s a 

wobei M (G) das Band der singulären, diffusen Maße in 

Mb(G) und M CG) das der atomaren bezeichnet. Die voran-
a 

gehenden Ergebnisse zeigen, daß diese beiden Zerlegungen 

in eineindeutiger Beziehung stehen. Das heißt genauer: 
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2.12 Theorem-. Sei E = LP(G) (1 < p $ ») , y£M b(G). 

Es gilt: 

a) T^ £ (E' ® E)"1"1 genau dann wenn y £ L1(G) 

b) T y £ (E) genau dann wenn y 6H g(G) 

c) T (E) genau dann wenn y £M (G) y a a 

2.13 Korollar. Sei_ T^ = T 1 +. T ? + T 3 die Zerlegung 

von T mit ^ £ (E' ® E) ̂  , T 2 £ (E) , Tg £ (E) , 

1 
und sei y = y x + y 2 + y 3 , wobei y j £ L (G) , 

y 2£M s(G) und y3 £M a(G) . Dann gilt 

T. = T für i = 1 , 2 , 3 . I y . ' ' 

Ist G eine kompakte Gruppe, so läßt sich 2.12 a) ver-

schärfen (Satz 2.14) . Speziel für p = 1,® lassen sich 

eine Reihe von Bedingungen an den Operator T^ ^ ange-

ben, die alle dazu äquivalent sind, daß y absolut ste-

tig ist (2.15). Die Äquivalenz von 2.15 (ii), (iii) 

und (v) wird auch von Akemann (1967), allerdings mit 

ganz anderen Mitteln bewiesen. 

2.14 Satz. Sei G eine kompakte Gruppe, E = LP(G) 

(1 S p $ ®). Für y£M(G) sind die beiden fol-

genden Bedingungen äquivalent. 

(i) y ^ V t G ) 

(ii) T £ E 
y ,p ve 
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Beweis, (ii) ==> (i) folgt aus 2.5. 

(i) = = > (ii) Es gibt ein f6L 1(G), so daß y = fm. 

1. f = Tai.. für ein asG, i,j G{1. . .n aKT a i^ £ C(G) sei 

eine Koeffizientenfunktion der Darstellung T a e a (siehe 

Kapitel o) . Dann gilt für g£L P(G) 

Tyg (S) = f * g (s) = J~g(t
-1s)f(t)dt = Jg 

= j* g(t) T^.^(st"1)dt 

(t)f(st_1)dt 

' n r 

k=l J 

«13 
;(t) T . (s) T ^(t" 1) dt 

aik ak3 

= j g ( t ) Takj ( t ) d t Taik ( s ) m" f" ü-

Somit ist Ty = f « T;kj ® T a i k £ E- <g E. 

2. Aus 1. folgt, daß 0 E ist, wenn f ein trigo-

nometrisches Polynom ist (d.h. f ist Linearkombination 

von Funktionen wie in 1.). 

3. Sei f beliebig. Es existiert eine Folge (f^) von 

trigonometrischen Polynomen, so daß f = lim f in 
n-»* n 

L (G). Nach 2.2 ist mit » = f . m Cn€lN) Hn n 

N T - T J | r = ||(fR - f) * m | | = ||fn - f|tl für alle 

n£»N. Daher ist T = lim T in (E) und somit gilt 
y u 

T^ £ E ' ©eE nach 2 . 

2.15 Satz. Sei E = L1(G), G eine kompakte Gruppe. Für 

y€M(G) sind die folgenden Aussagen äquivalent. 

(a) E'g^E (a<) T ^ ^ E ' ^ E ' 

y i i£t kompakt (b') ist kompakt (b) T 

(c) T „ ist tf-kompakt (c1) T ist er-kompakt 
y ,1 4 

(d) T , 6 (EV8 E) A X (d') T € ( E " ® E')iX 

y, J- " ? 

(e) y £ La(G) 
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Beweis, (a) ==> (b) ==> (c) trivial. 

(c) ==> (d) folgt aus Schaefer (1974) IV 9.9 

(d) ==> (e) 2.5 

(e) ==> (a) 2.14 

(e) <==> (a') 2.14 

(aT) ==> (b') ==> (c') trivial 

(cf) <==> (e) Nach Schaefer (1974) Kor. zu II 9.4 

ist T = (Tv .)' genau dann a-kompakt, wenn y y , 1 & ^ 

T 1 a-kompakt ist d.h. wegen der Äquivalenz von (c) y »J-

und (e) y 6 L1(G). 

(d') <==> (e) 2.5 

2.16 Beispiel. Sei G = {z6Cj |z| = 1} die Kreisgruppe. 

Nach Hewitt-Zuckerman (1966) existiert ein singuläres 

(diffuses) Maß y auf G, y £o, ||y|| = 1, so daß 

y+y 6 L2(G) C La(G) ist. Nach 2.12 ist also 

T = T (E) (E = L2(G)), jedoch T 2 = T . ist 
y,2 s y*y , 2 

m (Ef 8 E) . (E) ist also keine Unteralgebra von 
e s 

2 

Tatsächlich ist T sogar ein Hilbert-Schmidt Operator 

auf L2(G). Sei nämlich S = ¥ T der zu T konjugier-

te Operator (3?: L2(G) 12(£) sei die Fourier-Plan-2 
cherel-Transformation). Dann ist S gegeben durch 

S2x = y2. x = (y(n)2x ) ^ „ für alle x£l 2(Z). Da 

y 2£l 2(2), ist S2ein Hilbert-Schmidt Operator, also 

auch T2. 

Das Beispiel zeigt noch mehr: Da y£co(Z), ist S 
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kompakt, also auch T. Somit ist T ein positiver, kom-

pakter Operator, der senkrecht auf den Kernoperatoren 

steht. 

Aus Theorem 2.12 läßt sich das folgende Ergebnis für 

Maße auf kompakten Gruppen ableiten (siehe Rudin (1966) 

5.6.9 für den abelschen Fall). 

2.17 Sei y ein Maß auf einer kompakten Gruppe G, so daß 

P£C Q(G) ist. Dann ist y diffus. 

Beweis. Ist y cQ(G) , so ist der Operator T = T^ ^ kom-

pakt (der zu T konjugierte Operator S = T J""1 auf 

<£2(G) ist durch S$ = (y(a)$ ) ~ für alle 
a a € G 

* = ( < V a e G S e S e b e n ' wobei 3^:L2(G) + c^2(G) die 

Fourier-Plancherei-Transformation bezeichnet; da 

Y£ CQ(G) ist, ist S kompakt, also auch T). 

Nach 1.26 ist also T 9 € (E)X (E = L2(G)) und y , l a 

somit ist y diffus nach 2.13. 



3. Das Ordnungsspektrum. 

Der Raum (E) der regulären Operatoren auf einem komple-

xen Banachverband E ist eine Unteralgebra von E). Im 

allgemeinen jedoch ist o£r (E) keine volle Unteralgebra, 

d.h. das Inverse in o*f(E) eines regulären Operators braucht 

nicht regulär zu sein (siehe Schaefer (1977) und Beispie-

le in diesem Kapitel). Somit ist das Spektrum a
0(T) eines 

regulären Operators T in der Banachalgebra 

<^X(E) i.a. 

größer als sein Spektrum in ^(E). Es stellt sich die Fra-

ge, ob es Klassen von Operatoren gibt-, für die beide 

Spektren zusammenfallen. Der Hauptstz dieses Kapitels be- ' 

sagt, daß die Operatoren, die in E' liegen, eine sol-

che Klasse bilden. 

Die Ergebnisse werden auf die in Kapitel 2 behandelten 

Faltungsoperatoren angewandt. Aus 2.3 erhält man, daß das 

Ordnungsspektrum a 0(
T
y) von und das Spektrum von y 

in der Banachalgebra Mb(G) übereinstimmen (G amenabel). 

Als eine Anwendung des Hauptsatzes wird das Spektrum der 

Elemente der Banachalgebra L (G), G eine kompakte Gruppe, 

mit Hilfe der Fourier Transformation berechnet. 

Auf der anderen Seite läßt sich durch die Wahl eines ge-

eigneten Maßes y ein positiver, kompakter Operator T = T^ 

2 

auf L (G), G die Kreisgruppe, angeben, dessen Ordnungs^ 

spektrum a (T) echt größer als sein Spektrum a(T) ist. 

Der Hauptsatz läßt sich also nicht auf die kompakten Ope-

ratoren verallgemeinern. 
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3.1 Definition. Sei E- ein komplexer Banachverband. Das 

Spektrum eines regulären Operators T _in der Banach-

algebra (E) heißt Ordnungsspektrum und wird mit 

o (T) bezeichnet. o 

Offensichtlich ist o(T)Ca Q(T) und es ist 

o (T) ̂  o(T) = (X £ o(T)l (X - T)"1 ist nicht regulär}. 

Aus der Formel für den Spektralradius sieht man, daß 

r (T) = r(T) für T £ o ist, wobei rQ(T) den Spektral-

radius von T bzgl. c^fr(E) bezeichnet. 

Der topologische Zusammenhang zwischen o(T) und aQ CT) 

(3.5) wird in Schaefer (1977) (für E ordnungsvollstän-

dig) geklärt. Das Ergebnis soll hier etwas allgemeiner 

formuliert werden. 

3.2 Satz. Sei A eine Banachalgebra mit Einselement e 

und sei B eine Unteralgebra von A mit e £ B, die 

bzgl. einer feineren Norm eine Banachalgebra ist. 

Sei x € B und D / 0 eine in aß(x) offen-abgeschlos-

sene Menge. 

Dann gilt a^{x) r\ D i 0. 

Beweis. Sei x £ B und 0 i DCar)(x) offen-abgeschlossen 
n in an(x). Dann ist D kompakt in (C, und es existiert D 

0 1 C (C offen, so daß D = aB(x)r\01. 

Angenommen: Dna^(x) = 0. Dann gilt auch D = aR(x).n 0 

für 0 = .0̂  \ oA(x). Es existiert eine Menge G, 

deren Rand 9G Bild eines rektifizierbaren Weges ist, 
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so daß D c f i c G c O (siehe z.B. Bonsall-Duncan (1973) I §6). 

Daher ist 3G C [og(x), und die Abbildung X R(X,x) ist 

stetig von 3G nach B. Sei X Q £ D . ES existiert 

l/2iri ( R (X , x) / ( X - X )dX £ B. Da Oc(V Ä(x) ist, gilt J a G o 

R(X Q,X) = 1 / 2TT i J R (X ,X) / ( X - X q) dX £ B, woraus 

Xq £ Og(x) folgt, VJiderspruch. 

3.3 Korollar. ög(x) enthält keine isolierten 

Punkte. 

3.4 Korollar. Ist aß(x) 4 q^(x) , so ist öß(x) \ oA(x) 

überabzählbar. 

Beweis. Sei X £ o_, (x) \ a. (x) . Es existiert ein r > o, 

O D A O 

so d a ß K ( r Q , XQ) = { X ! |X - X q | £ r Q } C ( \ A ( X ) . 

Angenommen, s <^(x) ist abzählbar. Dann existiert 

o < r ^ r , so daß o' 

S(r,XQ) = { X I jX - Xq| = r}c^a ß(x). Sei 

D = { X£CT D(X) | |X - X | < r } = { X € a n ( x ) | |X - X L ^ r} . 
D O D O 

Es ist Dna A(x) = 0 im Widerspruch zu 3.2. 

3.5 Korollar. Sei E ein komplexer Banachverband, T £ (E). 

Dann gilt: 

a) Ist D C a
0(T) offen-abgeschlossen in aQ(T), dann 

ist D r\ o(T) 4 0. 
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b) ö (T) \ a(T) enthält keine isolierten Punkte. o 

c) Ist a Q(T) 4 CT(T), SO ist a Q(t) \ a(T) überab-

zählbar.. 

3.6 Theorem. Sei E ein komplexer Banachverband. Es gilt 

a (T) = o(T), falls T £ E'<3 E ist. 

Zum Beweis werden zwei Hilfssätze benötigt. 

• r 
3.7 Lemma. Sei T = T~ © Y? £ E E (n£/N), wobei 

n i J i ^ ' 

^YI^ n £ IM
 e i R e Cauchyfolge in E bildet (i = 1.. .r) . 

Dann ist m eine Cauchyfolge in oC (E) . 

r 
Beweis. Für n,m£IN ist T r - Tm .= 51 ® (y? - y™) , 

r 
daher ist I T r - T m I ^ 2 Z !x|! ® !y? - y™!, 

und somit ||TN - T M | | R S J L H X I M ' M " V ™ I I -

i = l 

Daraus folgt die Behauptung. 

3.8 Lemma. Sei T£E'g) E. Ist (S ) lM eine Folge regulä-e n n t; iw - —•—̂  • • 

rer Operatoren, | | S J | r ̂  M (n€lN) für ein M£ IR+, 

so daß eine Cauchyfolge bzgl. der Operator-

norm bildet, dann ist eine Cauchyfolge 

in 
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Beweis. Sei e >o. Es existiert ein Operator von endlichem 
r 

Rang T Q = 1 x! ® x . , so daß ||T - TO||R < E A M . 

Nach 3.7 existiert ein n 6 IN, so daß für alle n,m £ n o ' ' o r 
M S T - S T II = \\ jZ x ! ® S x . - } x! ® S x.|| I 1 n o m o1 1 r 11 rj^ I n I RR\ 1 m I 1 1 r 

< e/2. Für n,m £ n gilt dann: ' o 

IIS T - S T M M | S T - S T |l + M S T - S T I | II n m M r M n n o 1 1 r 11 n o m o 1 1 r 

+ I I S T - S T|I 1 1 m o m 1 1 r 

$ 2 M I | T - T ||S T - S T |I < e. >' o 1 1 r 11 n o m o'1r 

Beweis von Theorem 3.6. 

Sei A = {s£o£ r(E) | ST = TsJ . A ist eine abgeschlossene 

Unteralgebra von o£r(E) mit €A„ 

Da (X - T 2) _ 1T = T( X - T2)"1 .für X £ aQ(T
2),gilt 

? 2 
a (T ) = gA(T ). Daher gilt nach o.2 auch 
o /\ 

a Q(T
2) = er (R) , wobei R :A + A durch R(S) = ST2 für alle 

S€ A definiert ist. 

Der Beweis ist beendet, wenn gezeigt ist, daß R ein kom-
2 

pakter Operator ist. Dann nämlich ist a(R) = aQ(T ) ab-

zählbar und damit auch aQ(T), weil aQCT)
2 = aQ(T

2) nach 

dem spektralen Abbildungssatz, und die Behauptung folgt 

aus 3.5 c). 

Sei <Sn)n'G (N eine* Folge in A mit I |SR| | r ^ 1
 für alle 

' n€\N. Es ist zu zeigen, daß eine konvergente 

Teilfolge besitzt. Sei U die Einheitskugel von E. Die 

Menge K := TU (Normabschluß in E) ist kompakt, da T ein 

kompakter Operator ist. {S •v I n£'IN} ist eine relativ n | 
kompakte Teilmenge von C£(K), dem Raum der stetigen, 
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E-wertigen Funktionen auf K, versehen mit der sup-Norm. 

Das folgt aus dem Satz von Arzela-Ascoli, da gilt: 

1. ^ s
n| K I nClN } ist gleichstetig. Für x Q , x £ K gilt 

nämlich ||SRX - S nx ol| «• | |Sn| | ||x - XQ|| S 

||Sn||r | |x - x Q| | * I I x - xo|! für alle n6'N. 

2. {Snx
 1 n£ iN} ist relativ kompakt in E für alle x£ K. 

Wegen STU = TS1J C TU C K gilt nämlich S K C K für alle 

S £ A mit | |S| | S 1. 

Also besitzt (sn|}<^ne:IN
 n e ^ n e konvergente Teil-

folge (S^ Ik^1€IN" D a n n e:*-ne Cauchyfolge 

in <£f(E) . Nach 3.8 ist (S^ e:>-ne Cauchyfolge in 

1/7 p i 
cC (E)j also auch in A, was zu beweisen war. 

3.9 KoroHar. Sei T ein regulärer Operator auf einem 

komplexen Banachverband E, £0 daß für ein n£ IN 

gilt T ^ E ' ^ E . 
e 

Dann ist a (T) = aCT). 

Beweis. Nach 3.6 ist (o (T))n = o (Tn) = a(Tn). Also ist 
o o 

crQCT) abzählbar. Die Behauptung folgt aus 3.5 c). 

Die folgenden Sätze geben Eigenschaften des Ordnungs-

spektrums spezieller regulärer Operatoren an. 

Sei T ein positiver Operator auf einem komplexen Banach-

verband E. Das Ordnungsrandspektrum von T ist die Menge 

ra CT) = {X £ a (T) I ! x I = r(T)} . 
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3.1o Satz. Sei T ein positiver Operator auf einem kom-

plexen Banachverband E, so daß gilt: 

T n A T m = o für alle n,m€ IN u {o} , n i m. 

Dann ist ^CToCT) = {A € <C I | X | = r(T)} . 

00 
Beweis. Für * X * > r(T).ist R(X,T) = T L T n/X n + 1 

n = o 
(in £ (E)). Man sieht leicht, daß 

| R( X ,T)| = sup {Re e~10R(X,T)| e e t o , 2*]} existiert, 

und daß gilt |R(X,T)<= 2_ T n/|xj n + 1 = R(|x|,T). 
n=o 

Es gibt eine gegen r(T) konvergente Folge 

r n > r(T) (n £ IN) , so daß lim ||R(r ,T)|| = ~ 

(das folgt aus der Definition von r(T)). 

Sei |X| = r(T) , a = X/r(T). Dann ist X = lim r a I I 5 n n-»-» 

und 1 j.m ||R(rn*,T)||r = l^m ||R(rn,T)|| = Da 

y R(y,T) stetig auf C°0(
T) ist, ist also X£a Q(T), 

Der obige Satz in Verbindung mit 3,6 zeigt, daß es 

keinen positiven Operator TG E ' ^ E mit disjunkten Po-

tenzen gibt. 

3.11 Satz. Verbandshomomorphismen und fast intervaller-

haltende Operatoren auf einem Ordnungsvollständigen 

Banachverband haben zyklisches Ordnungsspektrum. 

Beweis. Da E ordnungsvollständig ist, ist o£>T(E) ein 

Banachverband. Ist T ein Verbandshomomorphismus, so ist 
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der Operator : ̂ r ( E ) <^r(E) (S + ST) inter-

vallerhaltend (1.19), der adjungierte Operator ist also 

ein Verbandshomomorphismus (o.l). Ist T fast intervaller-

haltend, so ist Rrp ein Verbandshomomorphismus. 

Verbandshomomorphismen haben zyklisches Spektrum 

(Scheffold (1971), siehe auch Schaefer (1974) V 4.4). 

Die Behauptung folgt aus aQ(T) = o(RT) = adR^)'). 

Es wird nun das Ordnungsspektrum der Faltungsoperatoren 

untersucht. 

3.12 Satz. Sei G eine lokal kompakte Gruppe. 

Ist G amenabel, so ist o(y) = ) für 

jedes y€M b(G) (1 S p S «). 

Gibt es umgekehrt ein p (1 < p < »), derart daß 

o(y) = o (T ) für alle y €M b(G) gilt, so ist o y ,p 

G amenabel. 

Beweis. Sei 1 S p 3 E = LP(G). 
Der Raum (siehe die Definition nach 2.2) ist eine volle 
Unteralgebra von ^fr(E) (2.3). Es stimmt also a (T ) o y 
mit dem Spektrum von T in fP überein. Aus 2.3 folgt 

daher Oq(T^) = o(y), wenn G amenabel ist. 

2. Sei 1 < p < «. Ist G nicht amenabel, so gibt-es nach 2.3 

ein y € Mb(G) , so daß N T II < I I v I I . Somit ist ii y 5 p 1 1 11 
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r o ( T y , P
) = r ( Tu,p ) * l | T y , P M l l u M = r ( p ) u n d d a h e r 

3.13 Satz. Sei G eine lokal kompakte abelsche Gruppe 

mit dualer Gruppe G. Sei y€Mb(G). 

Ist D C a(y) offen-abgeschlossen in o (y) , dann 

gibt es ein ££ daß y(Y)£D. 

f 2 2 ~ 
Beweis. Mit J~: L (G) L (G) bezeichnen wir die Fourier-

Plancherel-Transformation. Sei T = T 0 und 
y >2 

— 1 2 Ä 
T = vJ^T^" der zu T konjungierte Operator auf L (G) . 

Es gilt Tf - Ü-f für alle f £ L 2 (G) . . Daher ist 

o(T) = a(T) = {y(y) | y £ G } . Aus 3.5 a) folgt, daß 

o(T)nD i 0 ist. Da D offen in a(y) ist, existiert 

O C C offen, so daß D = a(y)/r\0. Es ist 

{ y ( y ) | Y € G } 0 = {y ( y ) | Y £ G } r\ D i 0. 

Da 0 offen ist, ist 

{ y ( Y ) | = ( y ( Y ) | Y £ G } n O i 0. 

3.14 Korollar. o(y)^ {y(Y) I Y £ G} enthält keine iso-

lierten Punkte. Ist a(y) abzählbar, so ist 

a ( u ) = { y ( Y ) | Y € G } . 

3.15 Beispiele. 1. Sei G die Kreisgruppe. Nach Varopoulos 

(1966) (siehe auch Rudin (196o)) existiert ein Maß y 
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auf G mit folgenden Eigenschaften: 

y £ o, | |w| | = 1, y = y*~, tf £ c Q U ) 

yn /\ y m = o für alle n,m£iN, n i m. 

Sei T = T der zu y gehörende Faltungsoperator. T hat y, z 
dann folgende Eigenschaften: 

a) T £ o, T n T m = o für alle n,m£lN, n i m 

b) T = T* 

c) T ist kompakt 

d) o(T)C IR, {z I Izl =l}do o(T) . 

Beweis, a) ergibt sich aus 2.3 und b) aus der Bemerkung 

vor 2.1. 

c) Der zu T konjungierte Operator T = -jF T f a u f 12(£) 

2 2 
( L CG) + i ^ a ) ist die Fourier-Plancherel-Transforma-

tion) ist durch Tx = (y(n)x ) ^ ~ für x = (x ) _ 
n n £ Z n n£ 2 

A 

gegeben. Da y £C q(20, ist T, also auch T kompakt. 

d) a(T)C IR gilt, weil T hermitesch ist. Aus 3.1o 

folgt die zweite Aussage. 

2. Es gibt ein Maß y auf einer kompakten abelschen Grup-

pe G, so daß CT(y) die Einheitskreisscheibe ist, während der 

Wertevorrat von y eine Teilmenge von jR ist (Rudin (1967) 

5.4.4). Der Operator T^ 2 auf t^CG) hat also reelles 

Spektrum, sein Ordnungsspektrum ist jedoch die ganze Ein-

heitskreisscheibe. 

Die folgenden Resultate betreffen die Spektraltheorie 

in der Gruppenalgebra L (G) einer kompakten Gruppe G. 
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Es handelt sich um Aussagen, die im abelschen Fall aus 

der Tatsche folgen, daß die Gelfandtransformation von 

L^(G) gerade die Fouriertransformation ist. 

Sei A eine Banachalgebra ohne Einselement. Man definiert 

für x £ A := aA ' ^ie durch Adjunktion 
e 

der Eins zu A entstandene Albebra ist. Eine involutive 

Banachalgebra heißt symmetrisch, wenn a(x)clR für jedes 
* . . • 

X = X ist. 

A = L^(G) ist eine involutive Algebra , wobei die Invo-

• ~ -i — 
lution durch f (s) = f(s ) (z sei das konjugiert 

1 
Komplexe von z€(C) gegeben ist (f£L (G)). Ist G kompakt 

und nicht endlich, so hat A = L^(G) kein Einselement. 

A kann man mit dem Band L^CG) <J> C6 in M(G) identifi-
e e 

i + 1 
zieren. Sei f £ L (G) mit f = f . Da L (G) ein algebraisches 

Ideal in M(G) ist, sind das Spektrum o(y) von y = fm'in 

M(G) und das von f in L̂ " (G) gleich. Nach 2.14 ist 

T E (E = L2(G)), somit ist nach 3.6 y , 2 e 

er (T = a(T 0). Da T „ ein hermitescher Operator auf 
O y , 2 y,2 y,2 ^ 
o 

L (G) ist, ist er (T n)C IR. Wir haben also 
y ,2 

a Ll ( G ) (f) = „(„) = a0(T(i>2) = .(T^ICIR, 

Damit ist der folgende (bekannte) Satz bewiesen: 

3.16 Satz. Sei G eine kompakte Gruppe. Die Banachalgebra 
\ 

L (G) ist symmetrisch. 

Aus der Gleichheit von a(f) und erhält man noch 
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mehr: Das Spektrum von f€L 1(G) läßt sich ganz analog 

zum kommutativen Fall über die Fourier-Transformierte 

von f berechnen. 

Es sei G der Dual von G. Die Fourier-Transformierte von 

f soll mit f bezeichnet werden, d.h. es ist f = (f ) r ' a a fc ' 
wobei f eine n xn - Matrix ist (a£G). Die Meng« der o a a • 
Eigenwerte von f wird mit a(f ) bezeichnet. 

3.17 Theorem. Sei G eine kompakte Gruppe. Das Spektrum 

1 
a(f) von f 6 L (G) ist die Menge 

a (f) = . a(f ) \J {o} . 
a 6 G a 

2 AI " 

Beweis. Sei J :L (G) Jo (G) die Fourier-Plancherel-Trans-

formation, T = T f m 2 € ^(L 2(G)) und T = ̂ T ^ *" 1 der zu 

T konjugierte Operator auf <j£2(G). Es ist T* = 
für alle $ = U ) , «. Da nach 3.6 und 2.14 gilt a a fc G ö 

a(f) = a (T) = a(T) = a(T), ist zu zeigen, daß 

o(T) = a(f ) U {o} . 
a € G 

"Z>" Es ist o£a(T), da T kompakt ist. 

Sei S: ̂ 2(G) (G) ein Operator, der durch 

SV = U Y ) ^ ~ für alle ¥ = .(¥) ~ definiert ist, oi a a £ G a a £ G ' 

wobei (4> ) ^ n G oC°° (G) ist. Ist S invertierbar, so ist a a *=. b 

$ invertierbar in c?£(H ) für alle a£G. a a 
2 ~ 

(Beweis. Sei P^ die kanonische Projektion von (G) 

auf {Y € <*?2(G) I «p = o für alle ß i a} « j£(H ) . Es 
3 a 

gilt P S = SP , und somit auch ° n n ' 
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P S 1 = S 1SP S 1 = S 1P SS"1 = S 1? . S 1 läßt also a a a a 
2 ~ 

^ = invariant, d.h. die Einschränkung 

Sq von S auf ^(H^) ist invertierbar. Es gilt 

SaA = AV für alle A € «*J(Ho). Nach o.2 ist Sa genau 
dann invertierbar, wenn Y invertierbar ist.) 7 cx 

Somit gilt: Ist A £ CT(T), so ist auch A 

alle et <£ G. 

" c " Sei A <£- V_/ o(f ) V {o}. Da f £ c (G), gibt 
a £ G a . 

es A c G endlich, so daß für a ^ A gilt | | f Q | | < 1/2|a|. 

Sei H. = {$ £ *£2(G) I $ = o für a A} und 1 a 

H0 = (4> £ <£2(G) I $ = o für alle a £ A} . 
z a 

2 ~ 
Dann ist <£ (G) = H^ © H2 (im Hilbertraumsinn) und 

T läßt H , H? invariant. Sei T. = T.p (i=l,2). 
Ä i 

Da | |T | | < 1/21 A.| ist A o(T2> . 

Da = ^ a (f ) , ist A & aCT.). Es ist aber 
1 . et <=A Ä . 

a(T) = a(T1) u o(T2), daher ist A <£ a(T). 

Ist G eine kompakte Gruppe, so ist auch LP(G) bzgl. der 

Faltung als Multiplikation eine involutive Banachalgebra 

(1 < p $ oo). Da LP(G) ein Ideal in L1(G) ist, erhält 

man aus 3.16, 3.17: 

3.18 Korollar. Sei G eine kompakte Gruppe, 1 ^ p ^ 

LP(G) ist eine symmetrische Banachalgebra. 

Für f € L P ( G ) ist ° L P ( G ) = K J . ct(f) ^ {o}. 
a £ G 
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3.19 Korollar. Sei G eine kompakte Gruppe, \i = fm 

mit f£ L1(G). Es gilt 

o(T ) = L A o(f )'^{o} (1 * p S «). 
a € G 

Insbesondere ist cr(T̂  ) unabhängig von p. 

Beweis. Es ist a(T ) = a(y) = KJ * cr(f ) \J {o} 
a £ G 

nach 3.6 und 3.17, 
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4. Das Spektrum von Verbandsisomorphismen 

In diesem Kapitel werden Spektrum und Ordnungsspektrum 

von Verbandsisomorphismen untersucht. Dabei wird folgende 

Methode benutzt: Der Verbandsisomorphismus T wird mit 

Hilfe von Bandprojektionen in Komponenten zerlegt, die 

wieder Verbandsisomorphismen sind und "einfaches". Spektrum 

haben. 

Im ersten Teil des Kapitels werden keinerlei Vorausset-

zungen an den zugrunde liegenden Banachverband gestellt. 

Es wird folgendes bewiesen: Läßt sich a(T) durch einen 

Kreis um den Nullpunkt in zwei offen-abgeschlossene Teil-

mengen zerlegen, so sind die zugehörigen Spektralprojek-

tionen Bandprojektionen. Daraus folgt, daß |X| € a(T) ist, 

falls X £ QQ(T) ist. Das Hauptresultat des ersten Teils 

besagt, daß o(T) = er (T) ist, wenn a(T) PI (R+ kein offenes 

Intervall enthält. 

Im zweiten Teil des Kapitels setzen wir voraus, daß der" 

zugrunde liegende Banachverband ordnungsvollständig ist. 

Der Verbandsisomorphismus wird in Komponenten T^ zerlegt, 

die disjunkte Potenzen bis zur Ordnung n-1 haben und deren 

n-te Potenz im Zentrum liegt (n € IN). Die Operatoren T n 

haben "rotationssymmetrisches Spektrum der Ordnung n". 

Unter der Voraussetzung, daß die "aperiodische Komponente" 

von T Null ist, gilt a(T) = o (T) (4.19). 
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Mit den hier betrachteten Zerlegungen ist ein Irredu-

zibilitätsbegriff verbunden. Irreduzible Verbandsiso-

morphismen haben sehr einfaches OrdnungsSpektrum: Es 

ist der Kreisring {z £ <C jrCT-1)"1 £ |z| S r(T)}, das 

Ordnungsspektrum ist also schon durch die Spektralra-

-1 

dien von T und T bestimmt. 

Am Ende des Kapitels werden Anwendungen besprochen. 

Eindeutig ergodische Homöomorphismen auf einem kompak-

ten Raum X lassen sich dadurch charakterisieren, daß 

die Verbandsisomorphismen f -»-.h'foip einen Kreis als 

Spektrum haben, wie auch immer der Multiplikator h 

gewählt wird. 

Schließlich werden Verbandsisomorphismen T auf LP(X,L,y) 

( (X,E , y ) sei ein endlicher Maßraum) betrachtet, 

die durch eine maßtreue Grundraumtransformation und 

einen Multiplikator definiert sind. Für diese Opera-

toren gilt o(T) = a (T). Es wird bewiesen, daß das 

Spektrum unabhängig von p ist. 

Bei allen Beweisen spielt eine zentrale Rolle, daß man 

jedem Verbandsisomorphismus T einen Markoffschen Ver̂ -

bandsisomorphismus T auf Z(E) = C(X) zuordnen kann. 

Die zu T gehörende Grundraumtransformation auf X 

spiegelt eine Reihe von Eigenschaften von T wider. 

Invariante Projektionsbänder entsprechen unter ^ in-

varianten offen-abgeschlossenen Teilmengen von X. Die 

Disjunktheit von Potenzen von T läßt sich einfach durch 

Eigenschaften von ^ ausdrücken. In Spezialfällen (4.7) 

ist es möglichjVom Spektrum von T direkt auf das Spektrum 

von T zu schließen. 
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Alle Banachverbände in diesem Kapitel sind komplex. 

Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem Banachver-

band E. Wir benutzen des öfteren die Tatsache, daß 

gilt: |A| 6 o(T) , wenn A £CJ (T). 

(Das folgt aus der Zyklizität des Spektrums (siehe 

Schaefer (1974) V 4.4), läßt sich aber leicht auch 

folgendermaßen sehen: Sei a£O(T). Ist | A | <£o(T), so 

so gibt es y£9a(T) c ACT(T) mit | y | = . | A | . Zu jedem 

E > o gibt es also x £ E mit | |x| | = 1, so daß 

||yx - Tx|| < e. Somit ist |||y||x| - T|x| || = 

lllluxl - |Tx|||'| S |||yx - Tx||| < e. Also ist 

auch [A| = |y|£Aa(T), Widerspruch!) 

Aus dem spektralen Abbildungssatz folgt, daß 

oCT) C CTO(T) C ( z e X | r t T " 1 ) " 1 S |z| S r(T)}. 

Gibt es also ein s € (r (T*"1) , r(T)) mit s a(T), 

so zerfällt a(T) in zwei Spektralmengen, wie es der 

folgende Satz beschreibt. 

4.1 Satz. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem 

Banachverband E. Das Spektrum a(T) von T zerfalle 

in zwei Mengen oi und a2 dergestalt, daß ein 

s > o existiert, so daß gilt 

| A | < s für A £ er i und | A | > s für A £ cf 2 

Dann sind die zu a\ und o2 gehörenden Spektral-

proj ektionen Bandproj ektionen. 
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Beweis. Sei Rg = {z£<C | |z| = s} und P = 1 / 2TT i J R (X ,T) dA 

p 

die Spektralpro]ektion zu ai, Es sei E^ = PE , 6 

E 2 = (I-P)E und T^ bezeichne die Einschränkung von T 

auf Ei ( i= 1 , 2 ) . Dann ist aCT^) = ax und a(T2) = a2 • -1 -1 

Insbesondere ist r(T^) < s < r(T2 ) 

Sei x 6 E, Dann ist 
R(s ,T)x = R(s,T1)x = ^T(T^/s n + 1)x = X (T n/s n + 1)x, 

« n=o. n=o 
und es ist | | Tx | |/sn 1 < Da T ein Verbandshomo-

n = o 
morphismus ist, gilt für |y| $ |x| und X £ 

I j | T n y / X n + 1!| * 21 I |Tnx/sn+1| | < Daher ist die 
n=o ^ n=o 

Reihe X T ny/X n + 1 für X 6 r und jy| $ |x| gleich-s 
n = o 

n + 1 mäßig konvergent, und es ist (X - T)2Z Tny/A 

, . , rpm+1 , m + 1. , _ . ^ = ° 
lim (y - T y/x ) = y, d.h. es ist 

üö -1 
R(X,T)y = 2 1 T ny/X n . Somit ist für y £ E mit |y| $ ]x| 

n= o 

Py = 1/2-rri f X " T ny/X n + 1 dX = J1 1/2*1 ( 1/X R + 1 dA T ny 
J
T n=o n=o Jrs 

=y, da die Reihe gleichmäßig für X € konvergiert. 

Also ist y 6 E 1 für jedes y £ E mit |y| $ |x|, d.h. E^ 

ist ein Ideal. 

Sei x 6 E v Für X er ist 2 s 

R(X, T2)X = i -XnT " < n + 1 ) x = J T -X nT" ( n + 1 )x, 
n=o n=o 

n. |rr-(n+l) und es ist IIT x | | < ® . 

-1 n=o 
Da T ein Verbandshomomorphismus ist, ist für |y| ^ |x| 

± ||-X nT- ( n + 1 )y|| S s n||T" ( n + 1 )x|I für alle X 6 r . 
n=o n=o s 
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Somit ist R(X , T) y = 2 1 -X nT" ( n + 1 )y und daher 
N ~ ° OO r 

Py = 1 / 2TT i j R ( X ,T) y dX = X I 1 / 2 TT i J -Xn dX T~ ( n + 1 )y = o. 
r? n= o rs 

Also ist y wenn |y| ̂  |x|. Damit ist bewiesen, daß 

E2 ein Ideal ist. 

Da E die direkte Summe von E^ und E ? ist, sind E^ und 

E 2 Projektionsbänder und P ist eine Bandprojektion 

(Schaefer (1974) II 2.7). 

4.2 Definition. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf 

einem Banachverband E. 

a) Wir sagen: Eine Bandproj ektion P reduziert T, 

wenn gilt TP = PT. Ist das der Fall, so sei ^ 

die Einschränkung von T auf PE und T 2 die Einschrän-

kung von T auf (I-P)E. T^ und T^ sind Verbandsiso-

morphismen . Wir sagen: T ist die direkte Summe 

von T 1 und T 2. 

b) T heißt bandirreduzibel, wenn es keine Band-

pro j e ktion gibt, die T reduziert. 

Sei P eine Bandprojekton auf E^ = PE. Dann reduziert 
-1 

P genau dann T, wenn gilt TE^ C E^ und T E^ c E^. 

Ist T die orthogonale Summe von T^ und T^, so ist 

offensichtlich o(T) = o(T1) u o(T?) und 

ctq(T) C u g q ( T 9 ) ; ist E ordnungsvollständig , 

so ist o (T) = o (T.) u o (T0). o O l O l 
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Z.B. ist jeder Verbandsisomorphismus auf C(X), X kom-

pakt und zusammenhängend, bandirreduzibel. 

4.3 Korollar. Sei T ein bandirreduzibler Verbands-

isomorphismus . Dann ist a(T)n iR = CrCT-1)"1, r(T)], 

4.4 Korollar. Sei T ein Verbandsisomorphismus. 

Ist X € a (T) , so ist |X\go(T). 

Beweis. Sei X £ OQ(T) . Angenommen, es ist |x| <h a(T). 

Dann ist T nach 4.1 die orthogonale Summe von zwei 

Verbandsisomorphismen T^ und T^ mit 

r(T1) < |X| < r(T2"
1)"1. Daher ist 

X £ o (T. ) o (T0) , und somit ist A <£. o (T) , 
o 1 o 2 o ' 

Widerspruch. 

Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem Banachver-

band E. Ist M £ Z(E), so ist TMT"1 6 Z(E). 

(Sei nämlich M reell. Dann gibt es ein n £ IN, so daß 

-nl ^ M ^ nl. Damit ist aber auch 

-nl £ TMT - 1 S nl, da T £ o. Also ist TMT"1 6 Z(E). 

Ist M beliebig, so ist ReM , ImM £Z(E). 

Da T(ReM)T_1 = ReCTMT"*1) und T(ImM)T"1 = Im (TMT_1), 

ist also TMT"1 = ReCTMT"1) + ilmCTMT"1) £ Z(E),)' 



- 77 -

Da für M,NeZ(E) gilt TMNT"1 = (TMT 1)(TNT 1), ist 

-1 
die Abbildung M + TMT ein Automorphismus auf Z(E). 

4.5 Definition. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf 

einem Banachverband E. Der Operator 

T: Z (E) + Z (E) (M TMT-1) heißt der zu T asso-

ziierte Automorphismus auf Z(E) . 

Identifiziert man Z(E) mit C(X), so gibt es einen 

Homoomorphismus auf X , so daß Tf = f ° ^ 

für alle f € C(X). tpT heißt der zu T assoziierte 

Homoomorphismus. 

Der kompakte Raum X in 4.5 ist bis auf Homöomorphie ein-

deutig bestimmt. Der Homoomorphismus p̂̂  ist in ent-

sprechender Weise eindeutig. 

Beispiel: Sei T ein Verbandsisomorphismus auf E = C(X). 

Dann gibt es einen Homoomorphismus ip auf X und ein 

strikt positives h £ C(X), so daß Tf = h fcCp für 

alle f € C(X). Es ist T _ 1f = (l/ho^"1) f ^ ' 1 für 

f £ C(X). Sei C(X) + Z(C(X)) (k + M k) der natürliche 

Isomorphismus, wobei MRf = k'f (f £ C(X)) für k £ C(X). 

Dann ist TM kT
_ 1f = T(k(l/htf"1) f ^ " 1 ) = h ko^>(l/h)f 

= koip-f = M f (f € C(X)). Es ist also = . 
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4.6 Lemma. Sei E ein Banachverband. Durch die Zuordnung 

Q(T) = T wird ein Gruppenhomomorphismus Q von der 

Gruppe der Verbandsisomorphismen auf E in_ die Gruppe 

der Automorphismen auf Z(E) definiert. 

Ist E ordnungsvollständig, so ist , 

Kern Q =. (T € Z(E) | T > cl für ein ;c > o}. 

Beweis. Seien S,T Verbandsisomorphismen. Für M € Z(E) 

ist (Q(S)Q(T))(M) = STHT""1S"1 = Q(ST)(M). Somit ist 

Q multiplikativ. 

Sei T € Z(E). Aus 1.8 folgt, daß T genau dann ein Ver-

bandsisomorphismus ist, wenn es ein c > o gibt, so daß 

T > cl. Ist das der Fall, so ist Q(T) = I, da Z(E) kom-

mutativ ist. 

Sei umgekehrt T ein Verbandsisomorphismus mit Q(T) = I. 

Seien x,y € E mit x A y = o. Die Bandprojektion P auf das 

von x erzeugte Band liegt im Zentrum. Also ist TPT = P, 

und daher Tx = TPx = PTx, d.h. es ist Tx € x 1 1 und somit 

Tx A y = o. Aus 1.11 folgt T G Z(E). Damit ist alles ge-

zeigt . 

Wir benötigen den folgenden Satz, der in Schaefer et al. 

(1978) bewiesen wurde. Hier soll ein anderer Beweis ange-

geben werden, der sich auf 4.6 stützt. 
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Zuvor ein Spezialfall: 

Ein Markoffscher Verbandsisomorphismus T auf C(X) mit 

a(T) = {1} ist die Identität. 

(Man kann das folgendermaßen einsehen: Es gibt einen 

Homoomorphismus <p auf X, so daß Tf = f für alle 

f € C(X). Ist T i I, so gibt es ein s e X mit ip (s) i s. 

1. Fall: Es gibt ein n > 1, so daß tj>m(s) i s für 

1 < m £ n-1 und <^n(s) = s. 

Sei et = el27T/n. Setze H = T" a~k<su5kr >k • D a n n i s t 

r kTo f ( s ) 

T1 y = ay und somit ot €a(Tf) = o(T). 

2.Fall: Es ist ^ n(s) i s für alle n €1N. 

Sei S = (ij)n(s) | n C Z}. 11(S) ist ein unter T' und 

_ -i 

(T') invariantes Band in M(X). Sei R die Einschränkung 

von T* auf 11(S). Definiere x € 1°°(S) durch 

x(^ n(s)) = (-l)n (n € iN) . Dann ist R'x = -x und somit 

ist (-1) € o(R') = o (R) c o(T') = <j(T). 

In jedem Fall ist also a(T) i {1}.) 

4.7 Theorem. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem 

Banachverband mit q(T) e IR+. Dann liegt T im Zentrum. 

Beweis. Da T genau dann im Zentrum liegt, wenn T1 im Zen-

trum liegt, kann man annehmen, daß E ordnungsvollständig 

ist. Seien L, R: ̂ (E) <5£(E) gegeben durch 

L(S) = TS und R(S)=ST"1 für alle S € s£(E) . Sei K = L O R. 
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Da L o R = R o L , ist o(K) c a(L)-a(R) = a(T)a(T 1 ) c |R+. 

Es ist K(Z(E)) c Z(E) und K| Z ( £ ) = T. Da T ein Markoff-

scher Verbandsisomorphismus ist, gilt a(T) c r. Es ist 

also a(T) = Ao (T) <= Aa (K) c |R . Daraus folgt 

a(T) c |R+ n r = {1}. Nach obigem Spezialfall ist also 

T = I und daher T € Z(E) nach 4.6. 

4.8 Theorem. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem 

Banachverband, so daß o(T) fl IR+ kein offenes Inter-

vall enthält. Dann ist a(T) = aQ(T). 

Beweis. Angenommen, es gibt X £a (-T) \ c(T). Dann gibt 

es ein t >o, so daß K(X , e ) fl a(T) = 0, wobei K(X,e) = 

{ z € ( ü | | X - z | < e } . Aus der Voraussetzung und 4.1 

folgt, daß es ein 6 E (o,e) gibt, so daß T die orthogo-

nale Summe zweier Verbandsisomorphismen T^ und T^ ist, 

so daß o(T1) e {z G C | |x|-6 $ |z| S |x| + 6}, 

O(T2) n {z E C | |x| - ö S |z| ^ |x| + <S} = 0. 

Da K(X,e) n a(T1) = 0 und o(T1) zyklisch ist, gibt es 

ein n€IN, so daß A(T1)
N C |R+. Also ist ACT^) C /R+, und 

somit ist T^ im Zentrum nach 4.7. Aus 1.8 folgt 

o (T.n) = a C Ti
 n ) , und somit ist a (T.)n c (R . Daher ist o l l ' o l + 

die Menge D ={z € Ö q(T 1) | z = rx/|x| für ein r € IR+} 

offen-abgeschlossen in Aber es gilt X £ OQCT^) und 

D c K(X,e) c: (\j(T.). Das ist ein Widerspruch zu 3.5a). 
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Im Beweis von 4.8 wurde die volle Zyklizität des Spektrums 

eines Verbandsisomorphismus ausgenutzt. Es soll nun ein 

von 4.7 und 4.8 unabhängiger Weg beschritten werden, bei 

dem weder die Voraussetzung über die Menge IR+ n a(T) 

noch die Zyklizität des Spektrums benutzt wird. Den Zykli-

zitätsbegriff ersetzen wir vielmehr durch eine schärfere 

geometrische Eigenschaft, die in der folgenden Definition 

erklärt wird. 

4.9 Definition. 1. Eine kompakte Teilmenge o von C heißt 

rotationssymmetrisch der Ordnung n (n G IN), wenn gilt: 

Eine komplexe Zahl X ist genau dann Element von o, 

wenn |x| £ G ist und ein k 6. {o,l,..,n-l} existiert, 

so daß X = | x | . e 2 l T i k / n ist. 

o heißt rotationssymmetrisch der Ordnung «, wenn gilt: 

X £ a ist äquivalent zu |X| G o. 

2. Wir sagen, ein Homöomorphismus auf einem kompak-

ten Raum X hat die strikte Periode n (n€ IN), wenn gilt: 

a) = idx 

b) (s G X | f mCs) = s) ist rar für 1 $ m S n-1. 

heißt aperiodisch, wenn die Menge 

(s G X | f m(s) = sj für alle m G IN rar ist. 

3. Wir sagen, ein Verbandsisomorphismus T auf einem 

Banachverband E hat die strikte Periode n (nG (N), 

wenn gilt: 
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a) T n € Z(E) 

b) I A T m = o für 1 S m $ n-1. 

T heißt aperiodisch, wenn I A T m = o für alle M € IN. 

U.lo Lemma. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf C(X), 

X kompakt, gegeben durch Tf = h f c. , wobei 

h € C(X)+ und tp ein Homoomorphismus auf X ist. 

a) Genau dann ist I A T = o, wenn die Menge 

A = { s e x | tf(s) = s} rar ist. 

b) T hat genau dann die strikte Periode n, wenn 

f̂ strikte Periode n hat. 

o 
Beweis. a) Sei A i 0. Es gibt 6, o < 6 $ 1, so daß 

h(s) £ 6 für alle s 6 X, da T ein Verbandsisomorphismus 
o 

ist. Da A i 0 ist, gibt es g € C(X)+, g i o, so daß 

g S Ö1A. Sei Mf = gf für alle f € C(X). Dann ist M i o 

und o ^ M ^ T , I. 

Sei umgekehrt A = 0 und SSI,T. Sei k€C(X)+. Zu s^A gibt es 

g € C ( X ) , ' o < g < k y so daß g(s) =k(s) und g( vp(s) ) = o. 

Somit ist Sk ( s) = Sg(s) + S( k - g)(s) ^ Tg(s) + 

(k - g)(s) = o. Daher ist S M s ) ^ o für alle s € A. 

Da CA dicht in X ist, ist Sk S 0. Also ist S ^ o. 

b) ergibt sich, indem man a) auf T (1 ^ m ^ n-1) anwendet. 
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11 Lemma. Sei tp ein Homöomorphismus auf einem kompakten 

stoneschen Raum X. Die Menge A = {s € X | = s ) 

ist offen-abgeschlössen. 

Beweis. l.Fall: A ist rar. Zu zeigen: A ist leer. 

Sei Tft = (0 c x offen | 0 n <p(0) = 0). Wie man leicht 

sieht, ist W- bzgl. der Inklusion induktiv geordnet und 

nicht leer, da $ € W, . Nach dem Lemma von Zorn existiert 

ein maximales Element 0 von ftfc. Da X stonesch ist, ist 

0 abgeschlossen. Weiter ist X = ^>_1(0) U 0 U vf>(0) . 

(Die Menge Y = X v. ( cp~1(0) U 0 U if(0)) ist nämlich 

offen. Wäre Y i 0, so gäbe es eine offen-abgeschlossene 

Teilmenge C^ i 0 von Y, so daß 0 1 fl ^(C^) = 0- Dann ist 

aber 0 U €73t im Widerspruch zur Maximalität von 0.) 

Angenommen, A ist nicht leer. Sei s € A. Ist s £ ^ (0)> 

so gibt es t € 0, so daß s = ̂ p(s) = t, d.h. es ist 
_ -i 

(t) = t und somit ^p(t) = t, Widerspruch! Da nach 

Konstruktion von 0 s € 0, ist s € lp(0), d.h. es gibt 

t € 0, so daß ^>(t) = s = ̂ (s). Damit ist s = t € 0, 

Widerspruch! Also ist A = 0. o 
2. Fall: A ist beliebig. A ist offen-abgeschlossen und 

o 
invariant unter ij? , somit auch Y:= X ^ A. Nach Definition 

ist B = {s € Y | s = ^p(s)} rar und nach 1. leer, d.h. 
o 

es ist A = A. 
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Aus 4.11 ergibt sich, daß ein Homoomorphismus <p auf einem 

kompakten, stoneschen Raum X genau dann die strikte Peri-

ode n hat, wenn cpn = id^ und <pm(s) i s für alle s € X 

und m 6 IN mit 1 £ m < n-1. ist genau dann aperiodisch, 

wenn ^ m(s) i s für alle s € X und m € IN. 

Wir werden im folgenden wiederholt zur Untersuchung eines 

Verbandsisomorphismus T den zu T assoziierten Markoff-

schen Verbandsisomorphismus T auf Z(E) heranziehen (4.5). 

Dabei identifizieren wir oft stillschweigend Z(E) mit 

C(X). Die Operatoren in Z(E) bezeichnen wir daher auch 

mit Buchstaben f,g. Der Operator T ist gegeben durch 

-1 

Tf = TfT = f c wobei der zu T assoziierte Homo-

omorphismus auf X ist. 

Sei P eine Bandprojektion auf das Band E^. Es gibt eine 

offenabgeschlossene Teilmenge A von X, so daß 

P = 1 A € C(X) = Z(E). P reduziert genau dann T, wenn 

TP = PT ist, d.h. wenn TPT"1 = P gilt, und das bedeutet, 

daß = A i s t* S e i T1 = T|E * Identifiziert man 

Z(E^) mit C(A) , so ist der zu T assoziierte Markoffsche 

Verbandsisomorphismus T^ gegeben durch T^f = f c ^t | A 

( f € C ( A ) ) , d . h . e s i s t = < ? T | A ' 

Ist E ein ordnungsvollständiger Banachverband, so ist 

Z(E) ein Projektionsband in ££r(E). Das Bild unter der 

zugehörigen Bandprojektion eines positiven Operators S 
ist der Operator S = sup S A nl G Z(E). 

n«N 
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4.12 Lemma. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem 

ordnungsvollständigen Banachverband E. 
Sei T = sup nl A T. 

nGN 
Dann ist T = TP = PT, wobei P = sup (nT A I) = 

nQN 

sup (nT A I) eine Bandprojektion ist. 
nW 

Ist Z(E) = C(X) und <f>T der zu T gehörende Homöo-

morphismus auf X, sjo ist P = 1 A mit 

A = { s € X I 4>t(S) = s} . 

Beweis. Sei f = I A T € Z(E) = C(X). 

Setze C = {s € X | f(s) > oi . C ist offen-abgeschlossen. 

Man sieht leicht, daß lr - sup nf A 1 y in C(X) ist. 
L n€(N A 

Daher ist P = sup (nT A I) = sup (n(T A I) A I) = lp 
nQN nGN 

eine Bandprojektion, genauso Q = sup (nT A I). 
nGN 

Es gilt für x € E: Px = o * (T A I)x = o •• 

T - 1(T A I)x = (I A T _ 1)x = o Qx - o. Also ist 

Kern P = Kern Q, d.h. P = Q. Ferner ist 

PT = sup (nT"1 A I)T = sup (nl A T) = T nach 1.17. 
nÖN n0N ° 

Genauso TP = sup T(nT A I) = T . 
n8N 

Bleibt zu zeigen, daß P = 1A ist. Sei B c X offen-abge-

schlossen. Dann ist Igl^T = l A n ß T = T T * 1 ^ ßT = 
T ^ n B 0 ^ 1 = T l A n ß = T1a1b = 1 AT1 B, da T1A = T l ^ T 

= 1 A® T = 1aT. Somit vertauscht l^T mit allen Band-

projektionen, d.h. es ist 1AT € Z(E) nach.111, und damit 

ist 1AT $ PT = T q, also ist 1A $ P = 1 Q und somit A E C. 

Angenommen, es ist A i C. Dann folgt aus der Definition 
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von A, daß es eine offen-abgeschlossene Teilmenge D 

von C \ A gibt, so daß <p,j,(D) i D ist. Dann aber ist 

1 D 1 C T = 1 D T * T l p r t = T 1 D = T1 c1 d = 1 C T 1 D . Somit 

ist l^T = PT nicht im Zentrum, Widerspruch. 

Sei Z(E) gleichzeitig dargestellt als C(X) und C(Y), 

und seien und ijj ̂  die bzgl. dieser Darstellungen zu 

T gehörenden Homöomorphismen auf X bzw. Y. 

Sei A = { s € X | (pT(s) = s } und 

B = { t £ Y | ̂  T(t) = t }. 4 .12 zeigt, daß 1 A und l ß 

die gleichen Bandprojektionen auf E definieren. 

4.13 Korollar. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf 

einem ordnungsvollständigen Banachverband E. 

Sei Z(E) = C(X) und cpT der zu T assoziierte 

Homoomorphismus auf X. 

T hat genau dann die strikte Periode n (n e IN), 

wenn ^ die strikte Periode n hat. 

T ist genau dann aperiodisch, wenn (pT aperiodisch 

ist. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus 4.12 und 4.6. 
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4.14 Definition. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem 

ordnungsvollständigen Banachverband E. Es sei 

P1 = sup (mT AI), 
1 mQN 

P . = sup (mTn+1 A I) A (I - (P. v ... v P )) 
n + 1 m€N 1 

(n eiN, n M ) , 

P«, = I - sup P . 
nQN n 

Für n e IN sei E = P E, und T € ) sei die 
n n n . n 

Einschränkung von T auf E . 

Sei M =. (n € jN U {«} | E r i o} . 

Die Menge I n € M} heißt die 

kanonische Zerlegung von T. Ist n £ so nennen 

wir T^ die Komponente von T mit strikter Periode n. 

T a heißt die aperiodische Komponente von T. 

Die vorangehenden Lemmata zeigen, daß die Definition 

sinnvoll ist: Die Bänder E sind invariant unter T n 
-1 

und T . Ist n € IN, so ist T^ ein Verbandsisomorphismus 

auf E^ mit strikter Periode n, T m ist ein aperiodischer 

Verbandsisomorphismus auf Ea. (Natürlich kann E^ = o 

sein für gewisse n € WU{®}.) 

Man sieht leicht, daß M c {l,...,n} ist, wenn T n € Z(E). 

Sei Z(E) = C(X). Es gibt offen-abgeschlossene Teilmen-

gen A von X, so daß P = 1. gilt für n € INU{«}. 
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Lemma 4.12 zeigt, daß gilt: 

A1 = {s € X | <fT(s) = s} , 

A n = {s € X | <fTn(s) = tfT(s) * s für 1 $ m < n}, 

n € IN, n £ 2 , 

A = X W A = (s € X | f T
nCs) i s für alle n € IN}°. 

n€N n 

Zunächst wollen wir das Spektrum der Komponente mit strik-

ter Periode n (n € IN) bestimmen. Zuvor zwei Lemmata. 

4.15 Lemma. Sei ein Homöomorphismus mit strikter 

Periode n (n € IN) auf einem kompakten, stoneschen 

Raum X. Dann existiert eine offen-abgeschlossene 

Teilmenge A von X, so daß 

A 0 f m(A) = 0 (1 S m S n-1), 
n-1 
\J p̂ (A) = X. 
m=o 

Beweis. Sei Tft = (0 c X offen | 0 n tfm(0) = 0 für 1 S m S n-1}. 

Es istflfltfo, da 0 € W . Man sieht leicht, daß % bzgl. der 

Inklusion induktiv geordnet ist. Nach dem Lemma von Zorn 

existiert ein maximales Element A von t(t~ . Da X stonesch 

ist, ist A abgeschlossen. Angenommen^es ist 
n-1 

Y := X ^ LZ Y (A) i 0. Da die strikte Periode n hat, 
m=o 

gibt es dann Ö c Y.offen, 0 i 0, so daß (0) n 0 = 0 

für 1 S m < n-1. Dann aber ist A U 0 € Qf)t im Widerspruch 

zur Maximalität von A. 
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4.16 Lemma. Sei X ein kompakter stonescher Raum und <p ein 

Homöomorphimus auf X mit strikter Periode n (n € IN). 

Sei a eine n-te Einheitswurzel. Dann gibt es ein 

g € C (X) mit |g| = so daß g o cp = ag. 

n-1 

Beweis. Sei A die Menge aus 4.15. Setze g = a 1! m , A V VN J 
m = o 

4.17 Satz. Sei E ein ordnungsvollständiger Banachverband 

und T ein Verbandsisomorphismus auf E mit strikter 

Periode n (n € IN) . Dann gilt: 

a) a(T) ist rotationssymmetrisch der Ordnung n. 

b ) a ( T ) = CF Q(T) . 

c) r(T) = ||Tn||1/n. 

Ji§L gibt paarweise orthogonale Projektionsbänder 

J (m=o..n-1), so daß E = J ..SJ . und TJ =J ,. Cm mod n), 
m — o n-1 m m+1 

Beweis, a) Sei Z(E) = C(X) , 4>T der zu T gehörende Homöomor-

phismus. Nach 4.13 und 4.16 existiert g€C(X) mit -|g|=l^, so 

daß goi^ofg. Daher ist g"1Tg=g~1TgT~1T=g"1go^T=aT, also a(T)=aa(T). 

b)Sei XeaQ(T). Dann ist A=ot|A| mit an=l, da a o(T)
n = CTQ(T

n) = 

a(Tn)aR+. Nach 4 .4 ist |\| €aCT) ; aus a) folgt A€a(T) . 

c) Da T n €Z(E) , folgt aus 1.8 rCT)=r(Tn)1/n=| |Tn| | 1 / n . 

d) Sei AcX die Menge aus 4.15. Setze J = 1 -m,A.E Co<mSn-l). 
n-1 m

 m ^T ( A ) 

Dann gilt Jq<£ . . S J ^ ^ E , da { J tpT(A) = X, und es ist 
1 m=o 

TJm = T V < a > T _ TE = ( V ( A ) ° V T E = V m + 1 ) C A ) E = Jm+1 

(m mod n), womit d) bewiesen ist. 
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Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem ordnungsvoll-
ständigen Banachverband E, I n e M} seine 
kanonische Zerlegung (4.14) . 
Sei Ti = T| T-,1 . Dann ist a(T) = o(T ) U a(T1) und 

^ I CO OO 1 OO o (T) = o (T ) U o (T1), falls E i o und E 1 i 0. O O OO O 00 OO OO 

Man kann also die Spektren von T^ und T^ getrennt 

untersuchen. Der nächste Satz macht eine Aussage 

über a(T1). 00 
Sei T^ die Einschränkung von T auf das Band F R := 

(E, + ... + E ) 1 n E 1 (n E IN) . 1 n oo 

4.18 Satz. Sei E ein ordnungsvollständiger Banachverban< 

und T ein Verbandsisomorphismus auf E mit aperio-

discher Komponente T^ = o. 

Sei {(Tn,En) | n € M} die kanonische Zerlegung 

von T. 

Ist M endlich, so ist a(T) = a(T ). 
n€M n 

Ist M unendlich, so ist 

a(T) = \ J a(T ) \j a(T1) und 
n€M n n€W n 

die Menge r \ ö (T1) ist rotationsinvariant der 
nQN n 

Ordnung 00. 

Beweis. Die Behauptung ist klar, wenn M endlich ist. 
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Sei M unendlich. Für alle n G IN ist 

a(T) = K U a ( T
m )

 u cKT1). Daraus ergibt sich der 
m GM 
m 

Ausdruck für a(T). Sei K = O o(T1). 
nGN n 

Es bleibt zu zeigen, daß K rotationssyrametrisch^der. Ord-

nung 00 ist. 

Ist A £ K, so ist |A| G K, da T^ ein Verbandsisomor-

phismus ist für alle n € IN. 

Angenommen, es gibt s G K n iR und <x G I\ so daß 

sa £ K. Dann gibt es ein m Q G M, so daß sa $ ^^m"^* 
o 

Sei e > o. Es gibt ein m^ £ m Q, m^ G M , so daß für 

alle ß G T und alle m G IN mit m £ m. ein ß G T mit 1 m 

ß™ = 1 existiert, so daß | ßm - ß | < e/2 | |T | | -

Da a(T^ ) c o(T^ ) ist, ist r <fc ) m. m s T m. 
1 o 1 

(T = {z G <E | |z| = s> ). Somit gibt es 

A G aa(T^ ) c A a ( t > mit |A| = s. 

Setze ß = as/A. Sei für m £ M, m £ m 1, ßm € T 

mit ß™ = 1, so daß |ß - ß j < e/2||T||. 

Sei Z(E) = C(X). Sei A m c X offen-abgeschlossen, so daß 

die Bandprojektion auf E m ist (m £ M). 
m 

Da <PT[A für jedes m £ M die strikte Periode m hat, 
' m gibt es nach 4.16 für jedes m £ M ein g m € > 

lgiJ = > s o d a ß g m ( ( p T ( s ) ) = ß m g m ( s ) f ü r a l l e s 6 A m ' 
m 

Da X stonesch ist und \J A = X, gibt es g £ C(X) 
meM m 

mit g(s) = g (s) für alle s £ A (m £ M). Es ist Igl = iv. m m 1 1 A 
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Da X €Ao(TjJj ) ist, gibt es ein x€Fm mit ||x|| = 1, 

so daß ||Xx - T 1 x|| < e/2. . M ^ 

Setze y = gx.Es ist |y| = |gx| = |x|,.und daher 

| |y| | = 1. Nun gilt: 

Ilasy - T^ y|| = ||ßXgx - T(gx)|| 

$ ||3g(Xx - Tx)|| + ||3gTx - T(gx)|| 

S e/2 +||3gTx - TgT'^Txl| 

= e/2 •+ || (3g - g o (p̂ ,)Tx| | S e, denn es ist 

| |(3g - go cpT)Tx| | = | |<0g- go <p )lßTx| | (B ={J A m) 
m€M 

S sup sup | 3g (s) - g(«PT(s)) | | |T| | m>m 
m€M s€A 

* sup | 3 - 3J | IT | | * e/2. 
m>m̂  ^ 

Da e >o beliebig war, ist as € Aa(Tm ), Widerspruch! 
o 

4.19 Korollar. Sei E ein ordnungsvoIiständiger Banach-

verband und T ein Verbandsisomorphismus auf E mit 

aperiodischer Komponente T^ = o. 

Dann gilt a(T) = aQ(T).. 

Beweis. Sei ^ T
n > E

n ) | n € M} die kanonische Zerlegung 

von T. 

1.Fall: M ist endlich. Dann ist 

o (T) = \J o (T ) = a(T ) = a(T) nach 4.17b;. o o n n n6M n€M 

2.Fall: M ist unendlich. Sei X ^a(T). Dann gibt*es 
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nach 4.18 ein nQ € M, so daß |Xf £ cr(T
1 ). Daher ist 

, ° 

nach 4.4 Ä ( a 0 ^
T D a wegen 4.17b) 

o 

n^n 

o o 

ist X £ aQ(T). 

4.2o Beispiel. Ist T ein Verbandsisomorphismus mit 

aperiodischer Komponente T w = o, so ist i.a. 

A(T) echt größer als \J CT(T ). 
n<^ n 

Wir konstruieren ein Beispiel. 

Sei I eine Menge, tp : I + I eine bijektive Abbildung, 

k € 1°°(I) sei strikt positiv (d.h. es ist k(i) £ e > o 

für alle i Gl). Dann wird durch 

Tf = k f o <p für f € 1P(I) 

ein Verbandsisomorphismus T auf E = 1P(I) (1 ^ p ^ «) 

definiert. Es ist | |T | | = | |K | |^ und T""1 ist gegeben 

durch T~1f = l/(k o tp""1) fotp"1 für alle f € E. 

Sei I = {(2n, 1) | n € IN, 1 S 1 S 2n} c IN x £N und 

E = 1P(I) (1 £ p ^ ») . (p: I I sei definiert durch 

<P(2n,l) = (2h,1 + 1) für 1 U < 2n, und 

vp(2n,2n) = (2n,l) (n € IN) . 

Sei h € 1°°(I) definiert durch 

h(2n,1) = 1 für 1 $ n, und 

h( 2n, 1) = 1/2 für 1 > n (n € IN). 
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T sei der durch Tf = h f o <p für f € E definierte Ver-

bandsisomorphismus. Sei {(T^jE^) | n € M} die kanoni-

sche Zerlegung von T. Es ist M = {2n | n € iN} und 

E2n = € I f(2m,l) = o für alle m J n} (n G <N) 

Da T 2£ G Z(E2n) ist, ist ^(T^) = ||T2£||1/2n nach 4.17. 

Es ist Tmf = h-h°<Pv. . .-h o tpm_1-f (f G E) für m G IN. 

Sei I2 = {(2n,1) | 1 = l,...,2n}. Es ist 

IIT^M = ||h-hocp...ho^2n-1
|l 1 2n 

Für 1 < 1 S 2n ist 

(h-h o cp. . .h o (p2n_1) (2n,l) = (1 /2 )n , somit ist 

r(T2n) = ||T
2£||1/2n = (1/2)1/2 = 1/^7. 

Ganz analog ist 
1 1 ( T2n ) 2 n' 1 = IU/(hoq,-1.1.hfllp"

 2 n •h)|l | | ̂  = 2n. 
2n 

Somit ist rCT^1) = V7 9 also ^T*
1)" 1 = l/v?. 

Damit ist cr(T2n) c= {z G C | |z| = l/\/7} für alle n G IN. 

Jedoch ist für m G IN 

| |Tm| | = sup { | (h-h o <p. . -h o cpm_1) (2n,l) | | n G |N , 1 S 1 ^ 2n} 

^ |(h-... *ho(p m"1)(2m,l) | = 1 . 

Also ist r(T) £ 1. Wir haben also, daß 

{zfeC| | z j = 1/V7} = W a ( T ) + a(T) ist. 
nQN n 

Es sollen nun aperiodische Verbandsisomorphismen unter-

sucht werden. Das sind gerade die Verbandsisomorphismen, 

die disjunkte Potenzen haben. Nach Definition 4.9 ist 
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nämlich I A T n = o für alle n € IN. Somit ist für m,n € Z, 

m ^ n, T m A T n = o (sei z.B. m > n, dann ist 

T m A T n = (Tm"n A I)Tn = o nach 1.19). 

4.21 Satz. Seji T ein bandirreduzibler Verbands isomor-

phismus auf einem ordnungsvollständigen Banachver-

band E. Dann gilt: 

Entweder ist T aperiodisch oder E ist endlich-

dimensional. 

Ist dim E = n, so gibt es eine Vektorraumbasis 

{e , . . . , e } von E mit e, A e-, = o für o n -L K _L 

k + 1, £0 daß 

Te = e für m = o,...,n-2 und 
m m+1 

T e
n_l

 = c e
0 ein c > o. 

Beweis. Sei E t o. Ist T nicht aperiodisch, so hat T 

die strikte Periode n für ein n G (N. Sei Z(E) = C(X) 

und tp,p der zu T assoziierte Homoomorphismus auf X. 

Nach 4.15 gibt es A c X offen-abgeschlossen, so daß 
n-1 

A n q£(A) = 0 für m = l,...,n-l und tp™(A) = X. 
m=o 

A enthält genau ein Element. (Angenommen, A enthält 

mehr als ein Element. Dann gibt es eine offen-abgeschlos-
n-1 

sene Teilmenge B von A, B ^ 0, A. Sei Y = {J U>T(B) . 
m=o 

Dann ist Y eine echte, nicht leere- offen'-abgeschlossene 
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Teilmenge von X mit ^ ( Y ) = Y. Somit wird T von P = 

reduziert, obwohl P ^ o, I ist, Widerspruch!) 

Sei also A = {tQ}. Setze- t m = V ^ ^ o * (m=l , . . . ,n-1) . 

Dann ist X = {TQ, . . . , T ^ } . Sei P M = 1 { J M = P ME 
m 

(m = o,...,n-1). Dann ist E = J Q ..© u n d e s i s t 

dim J m = 1 (1.15). Da = j (m mod n) , 

ist TP T - 1 = P ^ , und somit m m+1 

TJ = TP E = P ATE = J ^ (m mod n). m m m+l m+1 

Sei e € J , e > o. Setze em = T
me^, m=l...n-l. o o o m o 

Dann ist (e , ... ,e eine Basis von E, die die Be-o n-1 

hauptung erfüllt. 

M-. 2 2 Lemma. Sei <p ein Homöomorphimus auf einem kompakten 

stoneschen Raum X, so daß eine offen-abgeschlossene 

Teilmenge A von X existiert, derart daß 

<pm(A) n A = 0 für alle m € iN und 

tpm( A) = X. 

Dann gibt es zu jedem a£<E mit |a[ = 1 ein f € C(X) 

mit | f | = l x, so daß f o ip = af. 

Beweis. Sei |a| = 1 . Setze B = tpm(A) . Definiere 
mCZ 

die stetige, beschränkte Funktion g auf B durch 

g (s) = a m, falls s € ipm(A) (s € B). Da B = X die Stone-

- ^ech-Kompaktifizierung von B ist, besitzt g eine stetige 

Fortsetzung f auf X, die die Bedingungen erfüllt. 
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4.2 3 Lemma. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem 

Ordnungsvollständigen Banachverband E. E_s gebe ein 

Band J in E, so daß gilt 

TmJ c J 1 für alle m 6 IN und i^J T mJ) 1 = o. 
m €2 

Dann ist cr(T) rotationssymmetrisch der Ordnung «. 

Beweis. Sei P = 1 A die zu J gehörende Bandprojektion 

(1A € C(X) = Z(E)). Nach Voraussetzung gilt 

PTm A TmP = o für alle m € IN. Daher ist auch 

T-m p Tm a p = T-m ( p Tm a Tm p ) = q f ü r a l l e ^ £ (N ( l i l g ) > 

D.h. es ist cp^(A) n A = 0. Nach 4.22 gibt es zu jedem 

a € C, |a| = 1, ein f € C(X) mit |f| = so daß 

f o tpT = af. Daher ist 

f _ 1Tf = f ^ T f T ^ T = f _ 1f o tpT T = oT. Also ist 

o(T) = a(f"1Tf) = aa(T). 

4.24 Satz. Sei E ein atomarer ordnungsvoIiständiger 

Banachverband und T ein aperiodischer Verbands-

isomorphismus auf E. 

rotations symmetrisch der Ordnung 

Beweis. Sei {e^ | i € 1} ein maximales Orthogonalsystem 

von Atomen, ||e^|| = 1 (i € I). Da T Atome in Atome ab-

bildet, gibt es eine bijektive Abbildung ip : I I 
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und ein h € 1°°(I)+, so daß Tei = h i
 e

tp
_1(i) (i € I). 

Durch i ~ j « i £ (<pm(j) | m € Z} wird eine Äquivalenz-

relation auf I definiert. Sei I c I eine Menge, so daß es 

für alle i€I genau ein iQ £ I Q gibt mit i ~ i . 

Das von {e^ | i € I Q} erzeugte Band erfüllt die Voraus-

setzungen von 4.23. 

4.2 5 Theorem. Sei T ein Verbandsisomorphismus auf einem 

ordnungsvollständigen atomaren Banachverband. 

Es gilt a(T) = a0(T). 

Beweis. 1. Ist T = T b, so folgt die Behauptung aus 4.24. 

Sei nämlich X £ aQ(T). Nach 4.4 ist |X| € a(T) und 

nach 4.24 dann X £ a(T). 

2. Für T = T 1 ist a(T) = a (T) nach 4.19. 
oo O 

3. Ist T T O \ o und T 1 ^ o, so ist 

a(T) = a(T ) U a(T1) = a (T ) U a (T1) = er (T) 
OO OO Q OO Q CO O 

nach 1. und 2. 

4.2 6 Satz. Sei T ein aperiodischer Verbandsisomorphis-

mus auf einem ordnungsvollständigen Banachverband. 

a (T) ist rotationssymmetrisch der Ordnung 00. 
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Beweis. Wir bezeichnen mit A das von {Tn | n € Z} 

in o&V(E) erzeugte Band. Nach 1.22 ist A eine volle Unter-

algebra von ^ r(E). Sei L: A + A definiert durch L(S) = TS 

für alle S G A. J bezeichne das von T in A erzeugte Band. 

L ist ein Verbandsisomorphismus auf A, der bzgl. dem Band J 

die Voraussetzungen von 4.23 erfüllt. Somit ist 

aQ(T) = a^CT) = a(L) rotationssymmetrisch der Ordnung 

4.26 in Verbindung mit 4.3 impliziert insbesondere, daß ein 

bandirreduzibler Verbandsisomorphismus auf einem ord-

nungsvollständigen Banachverband E Cdim E = «») den Kreis-

ring (z € C | rCT"1)"1 ^ |z| «s rCT) } als Ordnungsspektrum 

hat. 

Da für die im folgenden Korollar genannten Räume ^fCE) 

mit ££rCE) übereinstimmt (Schaefer (1974) IV 1.8), 

erhält man: 

4.27 Korollar. Sei E ein Raum vom Typ C(X), X kompakt und 

stonesch, oder vom Typ L1(X,E,M). 

a) Ist T ein aperiodischer Verbandsisomorphismus auf E, 

so ist a(T) rotationssymmetrisch der Ordnung 

b) Ist T ein bandirreduzibler Verbandsisomorphimus auf E 

und E unendlich-dimensional, so ist 

a(T) = {z € (C | r(T"1)"1 S |z| $ r(T)}. 
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Wir wollen im folgenden einige Anwendungen diskutieren. 

Als erstes untersuchen wir Verbandsisomorphismen auf Räumen 

vom Typ C(X). 

Sei X ein kompakter Raum. Jeder Verbandsisomorphismus T 

auf C(X) hat die Form 

Tf = h-focp (f € C(X) ) , 

wobei <p ein Homöomorphismus auf X und h € C(X) strikt 

positiv ist (d.h. h(s) > o für alle s € X). 

Sei T, definiert durch <p und h, für das Folgende fest vor-

gegeben. 

Wir setzen h = (h -hotp . . . . «h o <pn ( n £ IN) . n 

4.2 8 Lemma. 1. Für die Spektralradien von T und T 1 gilt: 

r(T) = lim sup h (s) 
s€X n 

r ( T-l )-l _ l i m i n f h ( s ) > 

n-«o s€X n 

2. a(T) n IR+ = {r € IR+ | V e>o V m€(N 3 l£m, 

so daß h1(X) n (r-£,r+e) \ 0} . 

Beweis. 1. Die Formeln ergeben sich leicht aus der Formel 

für den Spektralradius. 

2. Sei M die in der Behauptung genannte Menge. 

Es gilt cr(T) fl |R+ c M. 

Sei nämlich r ^ M, r > o. Dann existiert e > o und nQ £ IN, 



- lol -

so daß für alle ra * n Q H [r-e,r+e] = 0. 

Sei n > n Q so groß, daß 

(r-e)[(max h(t))/(min h(t))) 1 / n < r und 
tex tex 

(r+e)[(min h(t))/(max h(t))] 1 / n > r. 

tex tex 

Sei X± = {t e X |'hn(t) * r-e} = {t € X | h R(t) < r} 

X 2 = {t e X | h n(t) > r+e} = {t € X | \ ( t ) > r}. 

Da h^ stetig ist, sind X^, X^ offen-abgeschlossen. 

Es gilt: X = X 1 U X 2, Xx D X 2 = 0. 

Ferner ist (p(Xi) c X i (i=l,2). 

(Sei nämlich t € X. Dann ist 

h (<p(t)) = [h(cp(t)) • . . . -h((pn(t))]1/n 

n 

= hn(t).[h(cp
n(t))/h(t)]1/n. 

Somit ist hn(<p(t)) < r, wenn t € X^ und 

hn(<p(t)) > r, wenn t 6 X^ nach Bestimmung von n. 

Also ist <p(t) e X i 5 wenn t € X i (i = l,2).) 

Das Projektionsband I 1 = {f € C(X) | f(t) = o für alle t € X2> 

— 1 ist isomorph zu CiX^) und invariant unter T und T , 

genauso wie I 2 = Sei TV = T ^ (i = l,2). 

- 1 - 1 
Dann ist r(T1) S r-e und r(T2 ) 1 > r+e nach 1 und der 

Definition von X 1 und X 2 (es ist nämlich 

r C T ^ S ||Tj||1/n = l'|hn|X II, * r-e, ähnlich ist 

r(T"1)"1 £ inf h (t) £ r+e). 

tex2
 n 

Somit ist r $ crCT^) U a(T?) = a(T). 

Sei umgekehrt r £ a(T)flR+. Ferner sei r(T""
1)"1 < r < r(T) 

(sonst folgt r^H aus 1.). Nach 4.1 gibt es ein 
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unter T und T 1 invariantes Projektionsband I, so daß 

• für T1 = TjI und T ? = Tjjl gilt: 

-1 -1 

r(T^) < r < r(T2 ) .Es gibt eine offen-abgeschlossene 

Teilmenge X^ von X, so daß 

I = {f G C(X) | f(t) = o für alle t f X ^ . 

Sei X2 = X ^ Xa. Dann ist 

I I = {f G C(X) | f(t) = o für alle t { X2>. 

Es ist nach 1. 
r(T1) = lim sup h (t) < r und 

1 n-M» t€Xx
 n 

r(T9"
1)"1 = lim inf h (t) > r. 

Z n-*" tGX2
 n 

Sei o < E < min Dann gibt es ein 

n G IN, so daß für alle m £ n gilt 

sup h (t) < r-e und inf h(t') > r+E. 
tGXa

 m tGX2
 m 

Damit ist n (r-e,r+e) = 0 für alle m £ n, also 

ist r ( M. 

4.29 Satz, a) Hat T (äquivalent tp) die strikte Periode n 

(n € IN), so ist 

a(T) = {(e2lTik/n)h (t) | t G X, k=o...n-l}. 
n 

b) Ist T (äquivalent tp) aperiodisch, so ist a(T) 

rotations symmetrisch der Ordnung 00. 
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Beweis. Es gibt einen kompakten stoneschen Raum Y, so daß 

C(X)'' = C(Y). Sei Q: C(X) C(Y) die kanonische Einbettung. 

Es gibt eine surjektive stetige Abbildung q: Y X, so daß 

Qf = fcq für alle f G C(X). 

Setze S = T''. Es gibt ein strikt positives k G C(Y) und 

einen Homöomorphismus auf Y, so daß Sg = k«go\J; für alle 

g G CCY). Man prüft leicht nach, daß gilt: 

kn= hnoq und tpn° q = q°ij>n für alle n G IN (k = (k-koijj. . .Jw[in"1)1/n-

Setze: Xa = {s G X | tp(s)=s}, Y 1 = {tGY | i|j(t)=t}, 

X = {sGX | ipn+1(s)=s}^(X,U. .UX ), n+l 1 n ; 
Y r + 1 = {tGY | 4in + 1(t)=t}^(Y1U. .UYn) (n G tN) , 

I = {fGC(X) I f(s)=o für alle stx }, n 1 r n 
J'n = (gGC(Y) | g(t)=o für alle t ^ } , 

T = T . T ; S = S, T (n G IN) . | l n |Jn 

Man sieht leicht, daß q(YR) c {X u. ..^Xn> (n G IN) ( * ) . 

a) T habe die strikte Periode n. 

1. Wir zeigen, daß a(T) rotationssymmetrisch der Ordnung n 

ist. Nach 4.17 ist rotationssymmetrisch der Ordnung n. 

Da aCS^) c= a(T) ist, reicht es zu zeigen, daß 

a(T) n IR+ c a(S ) gilt. 
Sei r G a(T) n IR . Sei e > o, m G IN. Dann gibt es 1 > m, 

-1 
so daß h 1 (r-e,r+e) / 0. Aus der Voraussetzung folgt, daß 

X r dicht in X ist. Also ist h^Cr-e ,r+e)" n X n i 0. 

Da q surjektiv ist, gilt auch 
0 i q'^h"1(r-e,r+e) n q"1(X ) c kT1(r-e,r+e) n Y 1 n 1 n 
(beachte (*)). Da e>o, mGlN beliebig waren, ist r G a(S ). 
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2. Die in der Behauptung unter a) angegebene Identität 

ergibt sich aus 1. so: Da |X| € a(T) ist, wenn X € a(T) ist, 

ist a(T) n IR+ = {X > o | X
n € a(Tn)}. Es ist T n £ Z(CCX)) 

mit Tnf = hn•f für alle f € C(X) . Also ist 
n 

a(Tn) = h^J(X) . Daraus folgt cr(T) n IR+ = hR(X) . 

b) Sei T aperiodisch. 

Setze S 1 = S,T mit L = (g€C(Y) | g(t)=o für t$Z } , n |Ln n n 

Z = Y\(Y.U..UY ) (nGN) (vgl. die Definition vor 4.18). n 1 n 

Die Menge (S"1") ist rotationssymmetrisch der Ordnung 00 

n€iN n 

(4.18) und in a(T) = a(S) enthalten. Es reicht also zu 

zeigen, daß a(T) fl IR+ c a(S^) für alle n € IN gilt. 

Sei also r € a(T) fl IR+ und n € IN. Sei E >o, m € IN. 
-1 

Dann gibt es ein 1 > m, so daß h 1 (r-E,r+E) ^ 0. 

Aus der Voraussetzung folgt, daß W:= X^CX^-.UX ) dicht 

in X liegt. Somit ist W n h"1 (r-E ,r+E) i 0. Also ist 

0 i q_1(W) D q"1h^1(r-e,r+e) c: Z r n k^1(r-£,r+e) 

(beachte (* )). Da e >o, m 6 IN beliebig waren, folgt aus 
4.28, daß r € a(S1) . J n 

Im obigen Satz ist a(T) schon durch die Menge a(T) D IR+ 

bestimmt. Der in 4.2.8 gegebene Ausdruck für diese Menge läßt 

sich vereinfachen, wenn es ein k € C(X) gibt, so daß (h^^GN 

gleichmäßig gegen k konvergiert. Dann nämlich ist 

a(T) fl• IR = k(X) , wie man leicht sieht. 
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Ist a(T) n |R+ = (r} (d.h. a(T) liegt auf dem Kreis um o mit 

dem Radius r), so konvergiert gleichmäßig gegen 

rl^. (Angenommen, das ist nicht der Fall. Dann gibt es 

e > o und eine Folge (n ) in (N mit n < n.,, (mQN) m mtN m m+1 

und eine Folge (s in X, so daß für alle mQN ° m mQN 

Ih (s ) - r| > e. Sei c ein Häufungspunkt von (h ('s )) 1 n m 1 r n m mQN m m 

Dann ist c € a(T) n (R+ nach 4.28, aber r i c, Widerspruch). 

n-1 
Wir setzen für f € c (X) M f = 1/n 2 Z fo<pm (n € IN). 

. n — m=o 

(p heißt- eindeutig ergodisch, wenn für alle f£C(X) die Fol-

ge ( M j ^ j ^ gleichmäßig gegen eine konstante Funktion kon-

vergiert (siehe Walters (1975)). Man sieht leicht, daß 

ein eindeutig ergodischer Homoomorphismus aperiodisch ist, 

falls X unendlich ist. 

4.3o Theorem. Sei ip ein Homoomorphismus auf einem kompakten 

Raum X. Äquivalent sind: 

(i) ^ ist eindeutig ergodisch. 

(ii) Für jeden Verbandsisomorphismus T^ gegeben durch 

Thf = h-fotp (f € C(X)), h € C(X) strikt positiv, gilt 

a(Th) c {z € <T | | z | = r(Th)}. 

Beweis. Setze PR(h) = (h-hotp. . . .-hcxp
11"1) 1 / n (h€C(X) + , nGN) . 
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Es gilt exp(M^f) = pn(expf) für alle reellwertigen 

f G C(X) (n G IN). Aus der Vorbemerkung folgt somit 

für. f G C(X), f reell, und c G (R 
lim M f = clv •• lim p (expf) = (exp(c))lY n X , n A 

~ a ( Texpf ) n ® + = { e xP ( c ) }-

Daraus folgt die Behauptung. 

Eine weitere Anwendung bieten Verbandsisomorphismen auf 

Lp(X,E,y) von folgender Art: 

Sei (X,E,y) ein endlicher Maßraum, <p:X + X eine bijektive 
_ \ 

Abbildung, so daß <p und tp meßbar sind und <p maßtreu ist. 

Ferner sei h G L (X,Z,y)strikt positiv (d.h.es existiert 

ein 6 > o, so daß h(s) ^ 6 für fast alle s G X). Durch 

Tf = h-f o tp (f G LP(X,E,y)) 

wird ein Verbandsisomorphismus auf L^(X,E,y) (1 ^ p < 00) 

definiert. 

Wir wollen voraussetzen, daß die zum Maßraum (X,E,Y) 

gehörende Maßalgebra nicht endlich ist (d.h. gerade, 

daß die Räume L^(X,E,]J) unendlich-dimensional sind). 
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4.31 Satz. Sind die Mengen (s e X | ipn(s) = s} (n € IN) 

Nullmengen, so ist A(T) rotationssymmetrisch der 

Ordnung 00. Insbesondere ist CT(T) = CTQ(T). 

Beweis. Angenommen, es gibt r €o(T) H lR+, so daß 

r p £ o(T) (Tr = {z € <E | |z| = r}). Dann existiert 

X € 3a(T) c Aa(T) mit |X| = r. 

Wir zeigen, daß aX € a(T) ist für jede Einheitswurzel a. 

Das ist ein Widerspruch zur Annahme. 

Sei also n€ IN, a eine n-te Einheitswurzel. 

Sei e >o. Dann gibt es f € LP(X,E ) mit ||f||p = 

so daß | | Xf- Tf||p < E/2. Es existiert ein 5 > o, so daß 

daß ||lDTf|| < E/8 für alle meßbaren Teilmengen D von X 

mit y(D) < 6 (das folgt aus dem Satz von Lebesgue). 

Nach Haimos S.71 existiert eine meßbare Teilmenge A von X, 

paar 
n-1 

so daß A, ip(A) , . . . ,cpn ^(A) paarweise disjunkt sind 

m, rur u = A S r 

n-1 
X 
m=o 

Dann ist g e L*5 (X, £ ) mit |g| = lx> Es ist 
n-1 

gocp = X a V _ 1 ( A ) + V 1 ( C ) 

und p(C) < E gilt für C = X ^J (pm(A) . 
m=o 

Setze g = 2_ a m l(pm(A) + ic. 

m=o 

n-2 m + 1 

8 £ a 1((,m<A) + l i p " 1 ( A ) + v l ( c ) 

= ag - ora""1 U - l ( f t ) - al c + V V ) + V l ( C ) 

= a g + V ^ A j V ^ C A ) " V^CAJvp^CA) + V ^ C ) 
- alC" 



- l o 8 

Setze k = g-f. Dann ist k € Lp(X,I,y) mit ||k|| = 1 . 

Es gilt: 

| | aXk - Tk||p S ||aAg.f - goTf||p + | | aghf o ip - hgo<pf*<p| 

= | |Xf - Tf| | p + | |(ag - gocp)Tf| | p 

e/2 + ||(Tf) V 1 ( A ) ^ - 1 ( A ) H p 

ll ( T f ) V- 1(A)^- 1(A ) H p + 

I |Tf"1tp'1(c)1 Ip + H ^ ^ c l l p + 

3 e. 

Es ist nämlich 

y(C) < <5, u(ip_1(C)) = y(C) < 6 und 

y(tpn_1( A) ^ ^(A)) = y(ipn(A) v A) < 6, da <pn(A) x A c C. 

und schließlich y(<p_1(A) v cpn_1(A)) = y(A ^ ipn(A)) 

= y(A) - y(A D ipn(A) ) = y (tpn( A)) - y(A fl <pn(A)) 

= yüpn(A) ^ A) < 6. 

Damit ist bewiesen, daß a(T) rotationsinvariant der Ord-

nung « ist. Aus 4.4 folgt dann a(T) = aQ(T). 

4.32 Theorem. Sei (X,E,y) ein endlicher Maßraum, 

ljj : X X eine bijektive Abbildung, ijj und ip * 

seien meßbar und lfi sei maßtreu. Ferner sei 

h € L°°(X,E,y) strikt positiv. Für 1 £ p S » 

sei T der Verbandsisomorphismus auf LP(X,E,y), 

der durch Tpf = h-f o ijj (f € L
p(X,E,y)) definiert 

ist. Dann ist a(T.) = a(T ) = CT (T ) = a(T. ) 1 p O p °° 

(1 < p S co) , 
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Beweis. Sei Y der Stoneraum der zu (X,E,y) assoziierten 

Maßalgebra. Dann gibt es einen Verbandsisomorphismus 

j: L°° (X,E,p) C(Y) mit j(lx) = l y. 

Durch v(g) = | j~1(g) dy (g € C(Y)) wird ein Maß auf 

Y definiert, so daß j eine eindeutige Fortsetzung zu einem 

Verbandsisomorphismus j p von L
P(X,E,y) auf LP(Y,v) 

besitzt. Nach Konstruktion ist L^CYjV) $ C(Y). 

Sei S p = jp Tpjp
1 (1 * p S «>) . Da S p C(Y) invariant 

läßt, und die Einschränkung von S p auf C(Y) unabhängig 

von p ist, gibt es einen Homöomorphismus tp auf Y und 

ein strikt positives k € C(Y), so daß 

Spg = k-go<jp (g € LP(Y ,v)) für alle p, 1 $ p $ oo. 

Dabei ist <P maßtreu bzgl. v. 

Da a( S ) = cr( T ) und o (S ) = o (T ) ist, können wir den 
p p o p o p 

Beweis für S führen. 
P 

Man kann Z(Lp(Y,v)). mit C(Y) identifizieren, indem jedem 

f € CCY) der Operator (g + f-g) (g € Lp(Y,v)) auf 

Lp(Y,v) zugeordnet wird. Der zu S -assoziierte Operator 

Sp ist dann durch S f = f © tp für alle p gegeben. Also 

ist tp̂  = <P unabhängig von p. 
P 

Jede offen-abgeschlossene Teilmenge Z von Y definiert 

ein Projektionsband J P = {f € LP(Y,v) | fCt) = o für t f Z } 

und alle Projektionsbänder sind so definiert.(wir iden-

tifizieren f € Lp(Y,v) mit einer R-wertigen stetigen 

Funktion auf Y (siehe Schaefer (1974) III 9.4)). 

j£ ist genau dann unter S und S 1 invariant, wenn 
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<P(Z) = Z ist. Somit ist j£ genau dann unter S und S 1 z, P P 

invariant, wenn J^ invariant unter S^ und S^" ist 

(1. * p,q * «). 

1. Es gilt: r ( S ) = lim sup k (t) 
P N-N» T ^ Y N 

r(S"1)"1= lim inf k (t) 
P n-» t€Y n 

wobei k = (k-ko<p-. . . -k o tp11"1)1 / n (n IN) . 
n 

Der Spektralradius von Sp ist also unabhängig von p. 

(1. folgt aus der Formel für den Spektralradius.) 

2. Sei o < p ,q < Für X > o gilt: 

X € a (S ) A G ct(S ) . 
p q 

Sei nämlich X > o und X £ ct(S^). Dann gibt es nach 4.1 

eine offen-abgeschlossene Teilmenge Z von Y, derart daß 

das Proiektionsband invariant unter S und S ist 

Z q q 

und für die Einschränkungen U und V auf JS D ZW . q q. Li Li gilt r(U ) < X < rCV"1)"1. 
q q 

S E I U
P = S P U ? U N D V = s m ? 

Aus 1. folgt, daß r(U ) = r(U ) und r(V 1) 1 = r(V 1 ) 1. 
P q P q 

Somit ist r(Up) < X < rCv"}"
1. 

Da a(S ) = a(U ) U o(V ) ist, ist also \to(S ). 
P P P P 

3. Sei Y1 = {t € Y | <p(t) = t} 

Yn+1 = { t 6 Y I = v ( Y! W u Y
n
} 

(n 6 IN, n ^ 1) und 

Y = Y ^ v ) Y OO N 
n€iN 

Wir wollen annehmen, daß M = {n € IN I Y * 0} unendlich 1 n 
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ist (sonst vereinfacht sich der Beweis allenfalls). 

Sei S = S I Tp (n € M, 1 ^ p S «) . p,n p|J£ 
n 

Dann ist {(S , J p ) | n G M} die kanonische Zerlegung 
n 

von Sp. Nach 4.18 ist 

o(S ) = U a(S ) U r \ a(S1 ) U a(S ) 
P n€M P' n nQN P' n P'~ 

(1 ^ p ^ «), wobei S^ n wie in 4.18 definiert ist. 

Ist Y ^ 0, so erfüllt S die Voraussetzung von 4.31, 00 p 

daher ist a(S^ ) = er (S ). Aus 4.19 folgt daher 
P , «> O P ,<» Ö 

a(S ) = a (S ) (1 S p < ») . p o p F 

Angenommen, es gibt p,q und X Ga(Sp) , so daß X ^a(S^). 

Wäre X G o(S 1 ), so wäre |Xj € a(S1 ), 
n*iN p> n n€N p' n 

also auch X € r \ cr( S_ ) nach 2. Dann aber wäre 
nGiN 

X € a(S ) nach 4.18. Genauso kann X G a(S ) nicht 
q P 

sein, da nach 4.31 a(S ) rotationssymmetrisch der Ord-q ,oo 

nung 00 ist. 

Also gibt es ein n € M, so daß X G a(S ). 
. P»" 

Dann ist X = a|X| für eine n-te Einheitswurzel a. 

Es ist |X| € a(S ) , also |X| G CT(S , ) nach 2. und 
p , n q n 

damit X = a|X| G a(S ) c a(S ), da a(S ) nach 4.17 
q,n q q,n 

rotationssymmetrisch der Ordnung n ist. Das ist ein 

Widerspruch! 
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4.3 3 Korollar. Sei zusätzlich zu den Voraussetzungen 

in 4.32 <P ergodisch (d.h. für jede meßbare Teil-
menge A von X mit <p(A) = A gilt y(A) = o oder 
y(X ^ A) = o). Dann ist 

o(T ) = {z € C | * |zl * r 2>, 
- 1 - 1 

wobei r^ = ) und r^ = unabhängig von p 

(1 ^ p ^ sind. 

Beweis. Da <p ergodisch ist, ist bandirreduzibel. 

Somit ist a (T ) = {z € <C | rCT"1) |z| < r(T )} o p 1 p P 
nach 4.27. Die Behauptung folgt daraus mit 4.32. 
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