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Ordnungsisomorphismen und vollstdndige Isomorphie-

Invarianten lokal kompakter Gruppen

van

Wolfgang Arendt

Eine wichtige Methode zur Erforschung eines mathematischen
Gegenstandes besteht darin, vollstdndige Isomorphie—lnvarian-
ten fir ihn anzugeben. Ich will am Beispiel der lokal kompak=-
ten Gruppen, von denen der vorliegende Aufsatz sprechen wird,
erldutern, was ich darunter verstehe. Eine Isomorphie-Inva-
riante besteht aus einer Klasse ( von Objekten zusammen

mit einem Isomorphismusbegriff und einer Zuordnung X, die
jeder lokal kompakten Gruppe G ein Objekt X(G) aus 0 zuora-
net, derart dah X(Gl) isomorph zu X(GZ) ist, wenn G1 und G2
isomorph sind. Ich spreche von einer vollstdndigen Isomorphie-
Invarianten, falls auch umgekehrt die Isomorphie von X(Gl)
und X(GZ) zur Folge hat, daB G1 und G2 isomorph sind.

Ein vollkommenes Beispiel einer vollstdndigen Isomorphie-
Invarianten fir lokal kompakte abelsche Gruppen liefert die

Dualité&tstheorie von Pontryagin. Bei dem Versuch jedoch,

[
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diese Theorié auf nicht abelsche Gruppen zu erweitern,

stdRt man auf Schwierigkeiten. Zwar existiert eine natlir-
liche Verallgemeinerung der dualen Gruppe, némlich'die

Menge aller irreduziblen unitdren Darstellungen, aber es
scheint keine Struktur auf dieser Menge bekannt zu sein, die
sie zu einer vollstdndigen Isomorphieinvarianten macht.

Auf der anderen Seite kann man jeder lokal kompakten
Gruppe auf kanonische Weise verschiedens Algebren zuordnen:
die Gruppenalgebra Ll(G), die Makalgebra M(G), die Fourier
Algebra A(G) und die Fourier-Stieltjes Algebra B(G). Es
stellt sich die Frage, bzgl. welcher Strukturen diese Rdume
vollstdndige Isomorphieinvarianten bilden. Bislang schenkten
die meisten Autoren der Banach Algebra Struktur ihre Auf-
merksamkeit. Jedoch tragen alle diese Rdume auch eine natlir-
liche Ordnungsstruktur, und J. De Canniére und ich unter-
suchten vor kurzem,inwieweit diese die Gruppe eindeutig be-
stimmen (siehe(2]Jund (3]). Im ersten Teil des Artikels wer-
de ich diese Ergebnisse zusammen mit einem kurzen historischen
Abrif darstellen. Im zweiten Teil werden dann einige neue
Ergebnisse fir abelsche Gruppen geszeigt. So werden im Ab-
schnitt 3 die duale Gruppe und die Fourier Transformation
ordnungstheoretisch gekennzeichnet. Im 4. Abschnitt wird ge-
zeigt, daR LZ(G) ~ aufgefaRlt als ein bigeordneter Raum - eine

vollstdndige Isomorphie-~Invariante ist.
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v1. Vollstidndige Isomorphie-Invarianten fir lokal-kompakte

Gruppen.

Sei G eine lokal kompakte Gruppe. Mit M(G) bezeichne ich
den Raum aller beschrinkten regulfiren BorelmaBe auf G. M(G)
~ist eine involutive Banachalgebra mit der Faltung als Mul-

tiplikation und der Involution

N
~(1.1) 41‘,}&“) 1= LE,p> (r & CC(G))-
Hierbei identifiziere man M(G) mit dem Dualraum von CC(G),
dem Raum aller komplexwertigen stetigen Funktionen auf G mit

‘kompaktem Triger, versehen mit der Supremumsnorm, und definie-

re

- ~

(1.2) (e) = £(¢ ) - (t € 06)

falls f eine komplexwertige Funktion auf G ist.

Es sei ein linksinvariantes HaarmaB auf G festgelegt, und
bzgl. diesem bildet man wie lblich die Riume Lp(G),

1€ p<oo, Ll(G) 1488t sich mit dem abgeschlossenen Teilraum
aller absolut stetigen MafRe in M(G) identifizieren. Bzgl.
der Faltung als Multiplikation und der von M(G) induzierten
Involution>ist Ll(G) eine involutive Banachalgebra und ein

algebraisches Ideal in M(G).

Beziliglich der Ublichen Definition der Positivitit eines MaBes
ist M(G) eine geordneter Banachraum (sogar ein Banachverband),
dessen positiven Kegel ich mit M(G)+ bezeichne. Der induzier~
te Kegel L'(6), := M(6),m L'(6) in L'(G) bestent aus allen
Funktionen in Li(G), die fast iliberall positiv =ind.Ich will von

der entsprechenden Qrdnungsrelation auf Li(G) und M(G) als der

_.3-.
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punktweisen Ordnung sprechen.

Eine andere Ordnung wird durch die Struktur einer involuti-

ven Banachalgebra definiert, d.h. durch den positiven Kegel

M(G), = o { e e noy baw.
W {ff et

TIch will diese die positiv-definite Ordnung nennen.

L (G)p

Die Menge der stetigen positiv-definiten Fuﬁktionen auf G
sei mit P(G) bezeichnet. P(G) ist der duale Kegel von

Ll(G)p in £7(6) = (Lh(e)) ' [5, 13.4.5]. Betrachtet man die
einhilllende C¥-Algebra c™(G) von Ll(G), so lassen sich also
auch die positiven Funktionale auf C®(G) mit P(G) identi-

fizieren. Unter dieser Identifikation ergibt sich somit
(1.3) C*¥(3)' = span P(G) := B(G)

Dabei bezeichnet span P(G) die lineare Hille von P(G)

in Cb(G), dem Raum aller komplexwertigen, stetigen, be-
schrinkten Funktionen auf G. Da P(G)-P(G) € P(G) ist,

ist B(G) eine Unteralgebra von Cb(G), und man kann bewei-
sen, daf die Dualnorm I | von C™(G) auf B(G) eine Banach-
algebranorm ist'[6]. Die Banachalgebra B{(G) heiBt die

Fourier-Stieltjes Algebra von G.

Ist G abelsch, so ist nach dem Satz von Bochner

A A
B(O) = {fi; M€ mb],

. ~ . . 3 - .
wobel G die duale Gruppe von G und P -die Fourler-Stieltjes
Transformation von M bezeichnet. Die Fourier-Stieltjes Trans-
formation » : M(@)-—% B(G) 1ist ein isometrischer Banach-

algebra-Isomorphismus.
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Die Fourier Algebra A(G) ist als Abschlu® von B(G) n CC(G)
in B(G) definiert. Somit ist also A(G) ein abgeschlosse-

nes algebraisches Ideal in B(G). Ist G abelsch, so ist
ae) =4 re @},

und die Fourier Transformation 4:L1(a) —=A(G) ist ein

isometrischer Banachalgebra-Isomorphismus.

Als Referenz fir alle Ergebnisse,die die Fourier- und

Fourier—Stieltjes Algebra einer (nicht notwendig kommu-

‘tativen) Gruppe betreffen, sei der grundlegende Artikel‘ifj

von P. Eymard genannt,

B(G) und A(G) tragen ebenfalls zwei verschiedene Ordnungs-

strukturen. Die punkiweise Ordnung sei durch den Kegel

B(G), :={ue B(G); u(t) » o fir alle t € G},
bzw. A(G), := B(G), " A(G)

definiert, die positiv-definite Ordnung durch den Kegel

B(G), = P(B), bzw.

A(G)p = A(G) M P(G).

Es sind nun vier Vektorridume

X(G); X =M, L, A, B
{ : §

definiert worden. In jedem der vier Fidlle ist X(G) eine
Banachalgebra und ein geordneter Vektorraum bzgl. zweil

verschiedener Kegel X(G)+ und X(G)p.
Seien nun G1 und G2 lokal kompakﬁe Gruppen. Eine lineare

Abbildung T: X(Gl)->X(GZ) heife positiv flir die punktweise
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(bzw. positiv-definite) Ordnung, wenn TX(Gl)+ C X(G2)+

(bzw. TX(Gl)pc; X(Gz)p). T heife Ordnungsisomorphismus

fiir die punktweise (bzw. positiv-definite) Ordnung, falls

T bijektiv ist und TX(Gi)+ = X(GZ)+ und TX(Gi)p = X(GZ)p'

Ist o : G2-—¥G1 ein topologischer Gruppen-Isomorphismus,

so sei \Q: X(Gl)->X(G2) durch Yf = foeo{ (f eX(Gl))
1

im Fall X =1, A, B und <g, Lp> = Lgood!, u>
(HE M(G,), g € C_(G,)) im Fall X = M definiert.

Es ist offensichtlich, daR | ein isometrischer Algebra-
Isomorphismus und ein Ordnungs-Isomorphismus fir die
punktweise und die positiv-definite Ordnung ist. Damit
ist also gezeigt, daR X(G) bzgl. aller oben genannten

Strukturen eine Isomorphie-Invariante ist.

Um nun {iber vollstindige Invarianz zu sprechen, nehme man
an, es existiere eine bijektive, lineare Abbildung

T : X(Gl)——>X(G2). Den oben definierten Strukturen ent-

sprechend kann man die folgenden Forderungen an T betrachten:

(1) T ist ein Algebra-Isomorphismus (Abk.: Alg)
(2) T ist eine Isometrie (Abk.: Iso)
(35 T ist ein Ordnungs-Isomorphismus fir

die punktweise Ordnung (Abk.: Pkt)
(4) T ist ein Ordnungs-Isomorphismus fir

die positiv-definite Ordnung (Abk.: Pd)

Das Problem der vollstdndigen Invarianz kann man dann
folgendermaBen formulieren: Welche dieser Forderungen an

T implizieren die Isomorphie von 3, und G.?

1 2
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‘In der Literatur interessierte man sich Uberwiegen fiir die
erste Bedingung, nimlich da® T ein Algebra-Isomorphismus ist,
und zwar zundchst einmal im Fallvder Gruppenalgebra (X = Ll).
Es istAjedoch leicht einzuseheﬁ, daf Bedingung (1) sicher-
lich nicht ohne weitere einschrinkende Voraussetzungen anv
die Gruppen hinreichend fiir die Isomorphie von G1 und G2
ist:
Man betrachte z.B. zwei endliche abelsche Gruppen H1 und HZ’
die gleiche Michtigkeit haben aber nicht isomorph sind.
Dann ist A(Hi) als Banachalgebra isomorph .zu Cb(Hi) (i-= 1,2).
Sei o : Hy —> H1 eine beliebige bijektive Abbildung.
Dann wird durch £ foX (fé}A(Hl)) ein Algebra-Isomorphis-
mus von A(Hl).auf A(Hz) definiert. Durch Transformation er-
hilt man einen Algebra-Isomorphismus zwischen Ll(ﬁl) und
und ﬁ

A
Ll(ﬁz). Jedoch sind H 5 nicht isomorph,

1

‘Setzt man jedoch voraus, dah G1 und G2 abelsch sind und 61

oder 62 zusammenhingend ist, so bewiesen Beurling und Helson
1953 [N], dag G1 und G2 isomorph sind, falls T ein Algebra-

Isomorphismus ist.

Betrachtet man beliebige Gruppen, so muB man zu (1) eine weitere
Bedingung hinzunehmen. Das erste Ergebnis in dieser Richtung

wurde von Kawada 1948 erzielt: Die Forderungen (1) und (3)

1

sind im Falle X = L~ hinreichend flir die Isomorphie von G

1

und G,. 1951 zeigte Wendel [1”}, dah man die Ordnungsbedingung
(3) durch die Normbedingung (2) ersetzen kann. Dieses letzte
Ergebnis wurde 1964 von B.E. Johnson [7] auf die MaBalgebra
bertragen. ‘

1

Diese Ergebnisse flr X = L~ und M liefern im abelschen Fall

duale Resultate fir X = A und B. Fir beliebige Gruppen zeigte



w
%]

Walter 1972 [14], daf im Fall X = A und B die Bedingungen
(1) und (2) fir die Isomorphie der Gruppen hinreichend

sind. Damit sind also die Wendelschen Bedingungen (1) und
(2) in allen vier Fillen X = LY, M, A, B hinreichend.

In [2] und [3] wurde dann gezeigt, daf die Normbedingung

(2) durch eine Ordnungsbedingung ersetzt werden kann,

1

und zwar sind im Fall X = L°, M (1) und (3) und im Fall

1

X = A, B (1) und (4) hinreichend. Fir X = L' ist das

der Satz von Kawada [9], das wohl #lteste Resultat in diesem
Themenkreis, wihrend das Ergebnis fiir X = M, A und B bisher

unbekannt gewesen zu sein scheint. Sind die Gruppen abelsch,

so sind die Falle X = L1 (bzw. M) und X = A (bzw. B)

dual zueinander. Dabei beachte man, daf die Fourier-
(Stieltjesy Transformation ein Algebra- und Ordnungsiso-
morphismus von (Ll(G), L1(G)+) (bzw. (M(G), M(G)+)

auf (A(G), A(G)p) (bzw. (B(G), P(G))) 4ist. Somit ent-

spricht Bedingung (3) fir X = Ll, M der Bedingung (4)

fUr X = A,B.

Das Hauptergebnis in (2] und [3] besagt, dah schlieBlich
auch die Bedingung (1) durch eine Ordnungsbedingung ersetzt

werden kann. Es gilt genauer:

Theorem 1.1 Sei X = A, B oder L-1 und T : X(Gl)-—ax(G2)

ein Ordnungsisomorphismus fiir die punktweise und die posi-
tiv-definite Ordnung. Dann gibt es einen topologischen

Gr - i G i
uppen-Isomorphismus o : G, —>Gl und eine Konstante c¢ > o,
so daf entweder TF{z) = ¢ f{x{t))

(t € G,, £ € X(G,))
oder ’ Tr{t)

¢ h(t) f(m(t_i)) (t € Gy, T é'X(Gl))

wobei h(t) =1 im Fall X = A,B und h =&~ im Fa1l X = .}

-8 -
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Dabei bezeichnet A die Modularfunktion auf G2.

Von besonderem Interesse scheint dieser Satz fiir X = B

zu sein, Derr"bigeordnete Vektorraum" (B(G), B(G)+, P(G))
ist ndmlich eine (nach Theorem 1.1) vollstdndige Isomor-
phie-Invariante, die sehr einfach zu definieren ist. Die
lokale Kompaktheit der Gruppe und das Haarmah sind fiir

die Definition nicht notwendig. (Allerdings geht das Haar-

mak stark in die Beweise ein).

Die nachfolgende Tafel stellt schematisch die oben ge-
schilderten Ergebnisse dar. Was die klassischen Sitze

von Kawada und Wendel angeht, se werden sie hier nicht in
ihrer stdrksten Faséung wiedergegeben. Tatsichlich lassen
sich die Bedingung der Bijektivitdt (des Algebrahomomor-
phismus von Ll(Gl) nach Ll(Gz)) und die Normbedingung (2)
abschwichen, und eine Reihe von weiteren Arbeiten beschif-
tigt sich damit. Auch wurden in der Literatur andere R&ume
wie z.B. IP(G) (1& p£w) oder C_(G) betrachtet. Es
sei hier auf die Literaturhinweise in [1o0] Seite 10, 11
und 89 verwiesen. In Abschnitt U4 dieses Aufsatzes wird

LZ(G) betrachtet.
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Erlduterungen zur vorangehenden Tafel.

E.= Alg. Unter Beachtung von [12; 4.6.4] folgt der Fall
X = M aus dem Fall X = L', Die Fille X = A, B

ergeben sich durch Dualtitét.

E = Pkt, X = A Seien Gl’ G2 abelsch., Sel T : A(Gl)——>A(G2)

ein Ordnungsisomorphismus fir die punktweise Ord-
nung. Dann existiert eine bijektive Abbildung

e G2—)G1 und eine Abbildung h: GZ—-? (0,2),

so daB Tf = h-feo fiir alle £ € A(G,) [2, u.2].
Aus der Bemerkung nach_[}, 5.1] ergibt sich, daR
Vf = fe&X einen Algebra-Isomorphismus von A(G,)
auf A(Gz) definiert. Damit folgt die Behauptung

aus dem Fall E = Alg, X = A.

E = Pkt, X = B Dieser Fall folgt mit [3, 5.3] und (12, 4.6.4]

aus dem Fall E = Hom, X = A.

E = Pd, X = 1! Dieser Fall ist dual zu E = Pkt, X = A

(siehe 3.2).

E=Pd, X =M Natiirlich erh4lt man eine zu E = Alg, X = B
duale Aussage. Diese entspricht aber nicht den hier
gemachten Voraussetzungen . Tatsdchlich ist ndmlich die
die Fourier-Stieltjes Transformation kein Ord-
nungsisomorphismus von ((M(G), M(G)p) auf (B(G),
B(G)+), wenn G abelsch und nicht diskret ist.

Trotzdem 148t sich obige Antwort geben. Fir die

dazu notwendigen Betrachtungen mufR jedoch auf eine

andere Arbeit verwiesen werden.

1"

E = Pkt & P4, X B In B(G) gibt es noch einen weiteren Kegel

B(G)gi= 36 { u-d ; u€ B(O} < B(O),. T.a. gilt

-11_
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jedoch B(G)@ ? B(G)+ (ef. E = Pd , X = M). Man
kann jedoch zeigen, daR Ordnungsisomorphismen bzgl.
dieser Ordnung auch Ordnungsisomorphismen bzgl. der
punktweisen Ordnung sind.

E = Pkt & Iso, X = A Diesen Fall fithrt man leicht mit Hilfe

der Bemerkung nach 5.1 in [3] auf den Fall E = Alg &

Iso, X = A zurlck.

2. Eine Charakterisierung der Kommutativitdt von G

Von besonderem Interesse sind Invarianten, wenn sie Eigen-
schaften der Gruppe wiedergeben. Im folgenden wird die Kom-
mutativitdt von G durch Eigenschaften der positiv-definiten

Ordnung in A(G) und B(G) characterisiert.

2.1 Satz. Sei G eine lokal kompakte Gruppe. Folgende Aus-
sagen sind #&quivalent.

(1) G ist abelsch

(ii) (A(G), A(G) P(G)) 1ist ein Verband

(iii) (B(G), P(G)) ist ein Verband

Beweis. 1Ist G abelsch, so ist die Fourier~(Stieltjes-)
Transformation ein Ordnungsisomorphismus von (Ll(a), L1(6)+)
(bzw. (M(G), M(E),) auf (A(G), A(G) A P(G)) (baw. (B(G),

P(G)). Daraus ergibt sich (ii) und (iii).

Umgekehrt gelte (ii). Bezeichne die linksregulire Darstel-
lung mit A : G *b‘x(Lz(G)). Der Dualraum von A(G) 1lH#Bt sich

mit der von {/\ t € GS erzeugten von Neumann Algebra

g3

_12_
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VN(G) identifizieren. Dabei entspricht der duale Kegel von
A(G) N P(G) dem positiven Kegel der C™-Algebra VN(G). Aus
(1i) folgt also, daB VN(G) eine verbandsgeordnete C*—Algebra
ist. Daher muf® VN(G) kommutativ sein, wie wohlbekannt ist.
Insbesondere ist Ast = AsAt = AtAs = Ats und somit st = ts
fir alle s,t € G. G ist also kommutativ.

Ein #hnliches Argument liefert die Implikation "(iii) = (i)".

Korollar 2.2. Seien Gl’ G2 lokal kémpakte Gruppen. Sei X = A
oder X = B. Es existiere ein Ordnungsisomorphismus fiur die
positiv-definite Ordnung von X(Gl) auf X(Gz).Dann gilt:

G1 ist genau dann abelsch, wenn G2 es ist.

Der geordnete Vektorraum (X(G), X(G)p) (X = A oder B) ist
eine Isomorphieinvariante filr die Gruppe G, aber sie ist

nicht vollsténdig. (Das kann man folgendermaRen sehen: Seien
G1 und 62 endliche, kommutative Gruppen, die nicht isomorph
sind aber gleiche Mdchtigkeit haben. Dann sind (X(Gl)’ X(Gl)p)
und (X(G2), X(G2)p) Banachverb&nde von der gleichen Dimension.
Daher sind -sie isomorph [13, II 3.9 Corollary 1].)
Bemerkenswert ist, daf die Invariante (X(G), X(G)p) dennoch
bzgl. der Eigenschaft der Kommutativitidt vollstindig ist

(was gerade das Korollar besagt).

—-13_
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3, Duale Gruppen

Satz 3.1 Sei G eine lokal kompakte abelsche Gruppe mit
dualer Gruppe 6 und Er: Ll(G) —»A(a) die Fourier Transfor-
mation. Es gilt:

(3.1) Frl), = ad

(3.2) File, = ad),

Beweis. (3.1) folgt unmittelbar aus dem Satz von Bochner,
pa F(r =% = \Fr|2  (re1r@) una F stetig ist,
gilt (}’L1(G')pc A(8),. Das ist eine Inklusion in (3.2).

Da die Fourier Transformation bijektiv und P(G) der duale

Kegel von Ll(G)p ist, reicht es wegen des Bipolarensatzes

zum Nachweis der anderen Inklusion in (3.2) zu zeigen, daB gilt:

k(3.3) Sei « € A(a)’ derart daB 3"? € P(G). Dann ist

<u,¢p> »o0 fir alle u € A(G),.
Nach dem Satz von Bochner existiert p € M(6)+, so dah
E”xf = Q . Seiué€ A(6)+. Dann existiert f €& Ll(G), so daB
u = Ff. Somit erhilt man mit Hilfe des Satzes von Fubini:

Cu,p> = <f, o> = £(t) fAct) at = FEY(r) dplp)
» A b fc o J.,G\ p) dple
= J,\ u(g) du(g) > o. Es gilt also (3.3).
G
Der folgende Satz zeigt, daB die in Satz 3.1 genannten Eigen-

schaften die duale Gruppe und die Fourier Transformation bis

auf Isomorphie eindeutig bestimmen.

- 14 -
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Theorem 3.2. Seien G1 und G2 lokal kompakte Gruppen und

F : Ll(Gl)-’A(GZ) eine bijektive, lineare Abbildung, so daB

(3.1) F(Ll(G1)+) = A(Ge)p . und

1
(3.5) F(L (Gl)p) A(G

2)+'

Dann sind G1 und (}2 abelsche Gruppen, und es gibt einen topo-
A

logischen Gruppen-Iomorphismus & : G, —> (}1 und eine Kon-

2
stante ¢ > o , so daB®

(3.6) ~ Ff(t) = e Flu(8) (te 6, re '),

wobei f die Fourier Transformierte von f & Ll(Gl) be-

zeichnet.

Beweis. Da Ll(Gl) bzgl. der punktweisen Ordnung ein Ve¥band
ist, folgt aus (3.4), daB A(Gz) bzgl., der positiv-definiten
Ordnung ein Verband ist. Also ist G2 abelsch nach Satz 2.1.
Sei 3;5 : Ll(;('}\z)—*A(GQ) die Fourier Transformation. Aus
3.1 und der Voraussetzung folgt, daB F-ln 3‘{2 ein Ordnungs--
isomorphismus filr die punktweise und die positiv-definite
Ordnung ist. Daher sind G, und @2 isomorph nach 1.1 (X = Ll).
Also ist G1 ebenfalls abelsch. Bezeichne .?1 : Ll(Gi)-—>A(ﬁ\1)
die Fourier Transformation. Aus 3.1 und den Voraussétzungen
folgt, daB auch Fﬂ}'ll A(al)—>A(G2) ein Ordnungsiso-

morphismus fiir beide Ordnungen ist. Also existiert nach 1.1

(X = A) ein topologischer Gruppen-Isomorphismus « : G2—->61
und eine Konstante ¢ > o, so daB (F ef’;l)u = ceu eot
(u € a@)). somit gile rur r € L(a,):

Ff = F 3—’;1 ?—';1 f=c }\;fuo(', was zu beweisen war.

_15—
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i, LZ(G) als vollstindige Invariante einer lokal kompakten

abelschen Gruppe

Sei G eine lokal kompakte abelsche Gruppe mit dualer Gruppe
6, und sei 3?: LZ(G)->L2(8) die Fourier-Plancherel
Transformation. Mit L2(G)+ sei der Kegel der fast Uberall
positiven. Funktionen in L2(G) bezeichnet, und‘mit LZ(G)p

der Kegel LZ(G)p = 3@,

Der folgende Satz zeigt, daf der "bigeordnete Raum"

(LZ(G), LZ(G)+, L2(G)p) eine. vollstindige Isomorphie-
Invariante ist. Dieses Ergebnis fiir L2(G) hat insofern beson-
deres Interesse, als man hier die Ordnungsstruktur nicht
durch die metrische und algebraische Struktur ersetzen kann.
Tatsichlich wurde zwar nachgewiesen, dak in Lp(G) fir p # 2
Norm und Faltung die Gruppe eindeutig bestimmen [11],Iaber
fiir p = 2 ist dies falsqh: Es gibt zwel nicht-isomorphe
kompakte abelsche Gruppen G1 und G2, so daR ein isometrischer
Algebra-Isomorphismus. von L2(Gi) auf LZ(G2) existiert (siehe

[8]).

Theorem 4.1. Seien G1 und 62 lokal kompakte abelsche Gruppen
und T : LZ(GI) —>L2(G2) eine bijektive, lineare Abbildung.

Folgende Aussagen sind &quivalent:
; 2 L2 206y y o 12
(1) T(L (G1)+) = L (GZ)+ und T(L (Gl)p) =L (G2)

(ii) Es existiert ein topologischer Gruppen-Isomorphismus

2 G2 —%»Gl und eine Konstante ¢ > o, so daR gilt:

- 16 -
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2
(u.1) Tf = c'fex (f € L (Gl))'

Bemerkung U4.2. Der analoge Satz fir Ll(G) ist in [2]
bewiesen worden. Der Beweis hier wird tber [ 3, 3.2]

(also den Fall E = Alg & Pd, X = B) gefihrt.

Es soll folgende Notation vereinbart werden: Sind Hl’ H2
lokal kompakte abelsche Gruppen, so bezeichne

g_i H LZ(Hi) - Lz(ﬁi)‘ die Fourier-Plancherel Transformation.
Sei S : LE(Hl)—* L2(H2) eine lineare Abbildung. Dann be-
zeichne § die konjugierte Abbildung 3 - 358 };1
Lz(ﬁl)-a-Lz(ﬁz). Positivitidt soll sich immer auf den Kegel
L2(Hi)+ (i = 1,2) beziehen. S heiRft also positiv

(s 2 0), wenn S(Lz(H1)+) < L?(H,),. S keiBt Verbandsiso-
morphismus, fallsVS bijektiv ist, und S = o und S_1> o.
Mit diesen Bezeichnungen ist (i) zu folgender Aussage &qui-

valent:

(i)’ T und T sind Verbandsisomorphismen.

Beweis von 4.1. Nehmen wir an, daf (ii) gilt. Dann ist T of-
fensichtlich ein Verbandsisomorphismus. Es bleibt zu zéigen,
dap auch T ein Verbandsisomorphismus ist. Aus der Eindeu-
tigkeit des Haarmafes folgt, daR eine Funktion f auf %ﬁgenau
dann in Ll(Gl) liegt, wenn fexX &€ Ll(Gz) und

(4.1) fG fx(t)) dt = df £(s) ds (f€ L1(G1))
G
1

-
<

fiir eine Konstante d > o. Uber Pontryagin—Dualitﬁt erhilt

—17..
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- . . S A
man einen topologischen Gruppen-Isomorphismus B: G~

2 Y
derart daf®
(4.2) (" Hs), 0 = (s, ple)) (s €6,, yeb,.
sei nun £ € 1L1(6,) N 12(6) und  Ff > 0. Damn gilt fir
alle daé;@z:
B : (4.1)
(T ?if)(p) = (d*2 TC) () = cj (t,0) f(x (£))dt =
EP

c-d (e (s),dt) f(s) ds = cd (s, A(g)) f(s) ds

Gy - G4

=cd 5:11‘(_/1:(3‘)) = 0.

Damit ist gezeigt, da®k $(L2(61)+ﬁ -gdl(Ll(Gl)))C L2(82)+.

2,4 1 s s 2.4 A R
Da L (G1)+r‘\ 3';(L (Gl)) dicht in L (G1)+ und T stetig ist,
folgt dap Gy positiv ist. Ersetzt man T durch T—l, so erhilt
a=-1 »

-
man, daf auch T positiv ist. Somit ist gezeigt, daR T ein

Verbandsisomorphismus ist.

Um nun die Umkehrung zu beweisen, nehmen wir an, daf T und
@ Verbandsisomorphismen sind.

Ist q € I”°(G;), so bezeichne M € ;Z(Lz(ci)) den Multipli-
kationsoperator, der durch qu = q f (f & L2(Gi)) defi-
niert ist (i = 1,2). Da T ein Verbandsisomorphismus ist,
gibt es einen Algebra-Isomorphismus V : Lm(Gl}——-»Lw(Gz)
derart daB®

-1
(u.3) THLT T = My (a € 1°(6,))

[1, 3.8 und 3.5.2]. Aus (U.3) ergibt sich durch Konjugation
mit der Fourier-Plancherel Transformation-

\ - Fay
(4.u) Tty (g € 17°(G.)).
Vq 1



43

. 1 A . .
Es sei fir 1 = 1,2 A?: Gi ———)(LZ(EE)) die links-
regulire Dérstellung, d.h. es ist (A;Lf)(?) = f(gflz)
N 2 A

(pyp €64, £ €L7(G))).
Ist M : LZ(Gi) —»LZ(Gi) eine lineare Abbildung, so ist
(4.5) M = Mq fir ein q € ﬂ”(Gi) genau dann, wenn

Aayio ia . PN

M/\.d\ = AG‘M fur alle y€ Gy
[10, 4.1.1}; und falls M = M, fir ein g€ £°(6;)), so

ergibt sich aus (4.5), [io, 3.6.1] und dem Satz von Eochner, dah

(4.6) ﬁ; > o0 genau dann, wenn q & P(Gi)
(i = 1,2). Nach Voraussetzung ist T ein Verbandsisomorphis-
mus. Daher folgt aus (U4.4) und (4.6), dan VP(Gi) = P(Gz).

Somit ist also auch VB(Gl) = B(Gz), und es folgt aus

C}, 3.2}, daR ein topologischer Gruppenisomorphismus

[» G G2-—>G1 existiert, dera?t daf Vq = qeX fir alle

q €.B(G1). Damit ergivt (4.3)

-1 _
(4.7) T M TT = Mo (a € B(G)).

2
Definiere nun U : L®(G,) —>L (G,) durch Uf = foc
(r € L?(G,)) und betrachte die Abbildung S := UlT

L2(G1)—*IF(G1). Sei q € B(Gi). Dann ist wegen (4.7):

-1 -1 -1 -1 ~1
= U TM_ = U~"TM T = = = .
Sl"‘[q a a T U cho( T MqU T MqS
Insbesondere gilt also
A
(4.8) - “SMy = Mrs (p & Gi)

. A . N 1 A .
Fir ¢€G, ist aber My = ’\d‘ . Somit ist (4.8) gleich-
bedeutend mit

231 oy 2. A

(4.9) S Ay = KpS (yre G

_19_
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Aus (4.5) folgt, daB es ein g €_LDQG1) gibt, so dak

A
S = Mq. Nach dem ersten Teil des Beweises ist U ein Verbands-

. . A A=A
isomorphismus, also auch S ='U "T. Daher folgt aus (4.6),

daB q € P(G,) und 1/q € P(G). (3, 4.57 zeigt, dap dies
nur sein kann, wenn q = c £ fir ein xge:é; und .eine
Konstante ¢ > o. Also ist S = ¢ Mh;' Da aber S positiv ist,
folgt j; = 1. Also ist S = ¢I, d.h. T = cU. Das war zu

zeigen.
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