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Ideale regulker Operatoren und Kompaktheit positiver Operatoren 
zwischen Banachverbgnden 

Von WOLFGANG ARENDT in Tubingen und HANS-ULRICH SCHWARZ in Leipzig 

(Eingegangen am 17.7.1985) 

Die Menge X ( E ,  F) aller kompakten Operatoren zwischen zwei BaNaCH-Riiumen E 
und F ist im Raum Y ( E ,  F )  aller stetigen Operatoren fiir gewisse Folgenraume aus- 
gezeichnet. 

1. Wenn E = co oder lp ist (1 2 p < oo), dann ist X ( E )  := X ( E ,  E )  das einzige 
nicht-triviale abgeschlossene Ideal in der BaxAcH-Algebra Y ( E )  := I ( E ,  E ) .  

2. Es gilt X(Zp, I,) = 2"(Zp, 1,) fur 1 2 q < p < co und X(cO, I,) = Y(c , ,  Zy)  fur 
l $ q < c m .  

Ziel dieser Arbeit ist es, ordnungstheoretische Varianten fiir diese Phiinomene ZLI 

geben. 
Sind E und F BANAcH-Verb%nde, so bezeichnet Yr(E, 3) den Raurn aller regukiren 

Operutoren von E nach F - das sind diejenigen Operatoren, die sich als Differenz 
linearer positiver Operatoren darstellen lassen. Unter der regulciren Norm 

l/Tllr:= inf {llTl + T2)j: T = TI - T2;  TI, T, L 0) = inf {IlUll: fT 5 V )  

wird P(3, P) ein geordneter BmacH-Raum ; Yr(E) ist eine BANAcH-Algebra (siehe 
SCHAEFER [13, Ch. IV] oder SCHWARZ [14, Ch. 1111). 1st F ordnungsvollstiindig, so ist 
Y'(E, F )  ein BmacH-Verband und IITllr = 1 1  [TI 11. Mit Xr(E,  F )  bezeichnen wir den 
AbschluB der endlichdimensionalen Operatoren in P ( E ,  F ) .  Es zeigt sich, da13 Xr(E,  F) 
fur  beliebige BmacH-VerbLnde P ein BmacH-Verband ist ([ 14,111.4.131). 

Ein h e a r e r  Teilraum 7 von Yr(E, F )  heil3t Ordnungsideal, wenn er positiv erzeugt 
ist und aus &T 5 U E 7 stets T E 7 folgt. Wenn Yr(E,  F )  ein Verband ist, dann 
sind Ordnungs-Ideale genau die Verbandsideale. 

Die oben zuerst genannte Eigenschaft ubertragt sich folgendermagen: Balls E = co 
oder l p  ist (1 5 p < cm), dann ist Xr(E)  das einzige nicht-triviale, abgeschlossene, 
algebr.aische und Ordnungs-Ideal in Yr(E).  Dieses Ergebnis verallgemeinert ein Resultat 
von ARENDT und SOUROUR [3]. 

Was die zweite Eigenschaft anbetrifft, so erhiilt manganz analog X r ( E ,  F )  = Yr(E, F )  
fur die oben angegebenen Fglle. Daneben existieren jedoch noch weitere Paare (E ,  F )  
von BaNacH-Verbanden mit dieser Eigenschaft, fur die aber X ( E ,  F )  $; Y ( E ,  F )  ist. 
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Ferner lassen sich durch die Gleichheit von Xr(E,  F )  und P ( E ,  F )  BANACE-Verbande 
E (oder F )  charakterisieren, wenn man fur den anderen Partner F (bzw. E )  nur gewisse 
Typen zulaBt. Diese Gleichheit tritt in allen von uns betrachteten Fiillen genau dann 
ein, wenn jeder positive Operator iron E nach F kompakt ist. So zeigen wir u. a. folgen- 
des: Ein BaNAcH-Verband F ist genau dann ein KB-Raum, menn X'(c,, F )  = Y7(cO, F )  
oder jeder positive Operator von ca nach F kompekt ist; F ist genau dann ein atomarer 
KB-Raum, wenn fur alle AM-Raume n/r stets X 7 ( M ,  F )  = f 7 ( N ,  F )  oder jeder posi- 
tive Operator von N nach F kompekt ist; F ist genau dann ordnungsstetig und atornar, 
wenn fur alle kompakten HAusDoItaF-Raume K stets Xr(C(K), F )  = Y7(C(R), F )  oder 
jeder kompakte Operator von C ( K )  nach F kompakt ist. 

Die vorliegende Arbeit entstand, als einer der Autoren (W. BRENDT) Gast am xatur- 
wissenschaftlich-Theoretischen Zentrum der Karl-Marx-Universitat in Leipzig war. Fiir 
die Gastfreundschaft sei an dieser Stelle herzlich gedankt. 

1. Der Raum X T ( E ,  P) 

Ein positives Element e eines BArracH-Verbandes E ist ein Atom, wenn das erzeugte 
Hauptideal E, eindimensional ist. I n  diesem Fall ist E, sogar ein Projektionsbnnd. 
Ein BaNacH-Verband wird atomar genannt, wenn er eine Teilnienge B = {ern :  i~ E A) 
von Atomen besitzt, so daB E = B" ist. Die RGunie Z,(A) und c,(A) sind fiir 1 5 p 5 cw 
und beliebige Indexmengen A atomar; die Einheitsvektoren e ,  = (dpo)aEA bilden ein 
maxiinales disjunktes System von Atomen. Ein BaNacH-T-erband .E heil3t ordnwngs- 
stetig, wenn jede nach unten gerichtete Familie (x~), fur die inf x, = 0 ist, gegen Null 
konvergiert. Die Raume c,(A) und ZJA) sind fiir 1 5 p < 00 ordnungsstetig. Es lafit 
sich zeigen, daB jeder ordnungsstetige atoniare BaNacH-\7erband zu einem Ideal E, 
in c,(A) (als Vektorverband) isomorph iat, das Z,(A) enthalt. Die Einbettungen Z,(A) c E,  
E, c c,(A) sind stetig, A ist dabei eine geeignete (nicht notmendig abzahlbare) Indes- 
menge. 

Wir geben zunachst einige Charakterisierungen von atomaren ordnungsstetigen 
BANACE-Verbanden (siehe dam auch [15] und [ I S ] ) .  

Sat2 1.1. Fur einen BANACH- Verband E sind folgende Bedingungen aquiualent. 
(i) E ist ordnungsstetig und atomar: 

(ii) Es gibt eine Familie endlichdimensionaler Bandprojektionen, die  stark gegen die 

(iii) Jedes Ordnungsintervall ist kompakt. 

Beweis. (i) impliziert (ii). Es sei B = {ea:  a E A} eine Menge von disjunkten Atoinen, 
so daB BLL = E ist, ferner sei Pa die Bandprojektion auf das Band { e a :  LY E allL 
= span {e,: LY E a} ,  wobei a c A eine endliche Teilmenge ist. Es ist klar, daB (PUx), 
fur jedes x E E, nach oben gerichtet und sup Pax = x gilt, wobei a alle endlichen Teil- 
mengen von A durchlauft. Da E ordnungsstetig ist, folgt lim Pax = x fur x E E, und 
somit (ii). 

(ii) impliziert (iii). Es sei [-u, u] ein Ordnungsintervall in E. Da fur eine Familie 
(P&) von Bandprojektionen gemal3 (ii) und 2 E [-u, u] stets 1x - P,xl 5 (I - Pa)  u 
gilt, konvergieren die Einschrginkuingen von Pa auf [-u, u] gleichmafiig gegen die 
Identitat. Folglich ist [ -u, u] relativ kompakt. Da Ordnungsintervalle abgeschlossen 
sind, folgt (iii). 

Identitcit konvergiert. 
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(iii) impliziert (i). Ein BmAcH-Verband ist ordnungsstetig, wenn alle Ordnungs- 
intervalle schwach kompakt sind. Es bleibt nachzuweisen, da8 E atomar ist. Wenn 
B = {ea : or E A} ein maximales System von Atomen ist, dann liefert die Bandzerlegung 
E = Eo @ BLL mit E, := B L  ein Band in E ohne Atome. Falls E, =+= {O} ist, gibt es 
ein Element 0 < u E E,, und der AbschluB El des von u erzeugten Hauptideals ist 
ein ordnungsstetiger BaAcH-Verband mit einer schwachen Ordnungseinheit. Nach 
[lo, l.b.141 kann man E,  identifizieren mit einem Ideal in &(Q, p)  uber einem Wahr- 
scheinlichkeitsraum (Q, p), so daB 

L ( Q ,  PI = El = Ll(Q, p)  und ll4ll 5 1141 5 2 ll% 
gilt. Das Ideal L,(Q, p)  kann keine Atome besitzen, folglich ist auch der MaBrauiu 
(Q,p) atonilos. Daher kann man jede meBbare Menge in zwei gleichgroBe disjunkte 
Nengen zerlegen (vgl. [6, (i 41 (2)]). Diese Eigenschaft erlaiibt die Konstruktion von 
RaDEMACHER-Funktionen r, in &(Q, p),  n = 1, 2, . . ., die den Abstand /It-,, - rm// 
2 /ITn - rmJJ1 = 1 fur n =# m haben. Andererseits liegen sie in eineni Ordnungsinter- 
vall von El, das nach Voraussetzung kompakt ist. Widerspruch. Also ist E, = {0}, 
d. h. E = BLL ist atomlos. 

Bemerkung. Durch die koordinatenweise Ordnung in einem BANAcH-Rauni niit 
einer unbedingten Basis wird dieser zu einem separablen BaxacH-Verband. Auf diese 
Weise erhalt man genau die separablen, atomaren und ordnungsstetigen BANACH- 
Verbande. 

Wenn M ein ordnungsvollstandiger AiV-Raum niit Einheit ist, dann gilt Y ( E ,  111) 
= Yr(E, i&f) isometrisch fiir alle BANacH-Verbande E. fixit Hilfe von Satz 1.1 kann 
man diese Isometrie auch fur beliebige AM-Rarime beweisen, sofern E atoniar und 
ordnungsstetig ist. 

# 

Korollar 1.2. Wenn E utomur und ordnungsstetig ist und ill ein AM-Riium, dann gilt  
Y ( E ,  iM) = Yr(E,  1M) und IlTll = llT\lr fiir T E Y(E,  M). 

Beweis. Fur 2 E E, ist [-2, z] nach dem obigen Satz kompakt - und somit auch 
T[-q  21. Dann existiert sup T[-z, z] ([14, 11.9.231) und definiert IT/ 2. AuBerdeni 
ist J,bI jTJ = IJ,TI ([14, 11.9.24]), wobei JlYI: &I + M" die kanonische Einbettung ist. 
Damit erhelt man fiir die Norm jlTll = llJ,LITll = 1 1  IJ,$,TI 11 = 11 IT\ 1 1  = 11T/1,. # 

Es gilt also insbesondere 

Y(C0, co) = Y' (C0 ,  c,) ,  

YP(lp, c,) = Y V P ,  c,) ,  

Y(c,, c )  = - T c o ,  c ) ;  

= w p ,  c )  = w p ,  c), 1 5 P < '=, 

und alle RBume sind B a ~ a c ~ - v e r b 6 n d e  (dabei bezeichnet c den BaxacH-Verband 
aller konvergenten Folgen). Nach ,XIONG [18] hat man auch Y(c, c )  = P(c, c), aber 
dieser Raum ist kein Verband (siehe Beispiel 2(g) dieser Arbeit). 

Im folgenden Satz charakterisieren wir den Raum Xr(E,  F )  fur den Pall, da5 F 
ordnungsstetig und atomar ist. 

Satz 1.3. Venn $' ein ordnungsstetiger und atomarer BANACH-Verband ,&, dann sind 
f i ir T E P ( E ,  F )  folgende Bedingungen dquivalent. 

(i) T E Xr(E,  F ) .  
(ii) IT1 E X ( E ,  F) .  
(iii) IT1 U fur ein U E X ( E ,  F ) .  
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Beweis. (i) impliziert (ii). Es f'olgt unmittelbar aus der Definition, daB Xr(E,  F )  

Aus (ii) folgt trivialerweise (iii). 
(iii) impliziert (i). Es sei IT\ (= U E X ( E ,  F )  und (Pa) eine Familie endlichdimen- 

sionaler Bandprojektionen in F gemal3 Satz 1.1. Dann gilt (I - P a )  x i-0 fur alle 
x E UB,, wobei BE die Einheitskugel von E ist. Da UB, relativ kompakt ist, ist die 
Konvergenz gleichmaBig in z E ZJB,, d. h. //(I - Pa) UIJ -+ 0. Wegen [(I- P.) TI 
< ( I  - Po) 12'1 5 (I - P,) U erhalt man IIT - PaTIlr 5 / / ( I  - Pa) Ulj -+ 0 und somit 

Dieser Satz zeigt insbesondere, claB fur spezielle F der Teilverband X r ( E ,  F )  sogar 
ein Ideal in P ( E ,  F )  ist. Das ist i. allg. nicht der Fall, selbst wenn F atomer und ord- 
nungsvollstgndig ist, denn die Implikationen (i) + (ii) + (iii) sind nicht umkehrbar. 

Man betrachte etwa T( tn)  := tnyn mit y, = (1, 1, . .., 1, -1, 1, 1, ...) als Operator 

von I ,  nach 1,. Offenbar ist T nich.t kompakt (folglich T 6 Xr), wahrend IT[ = e @ e 
sogar eindimensional ist. Ferner ist die Einbettung I, 4 I, positiv und nicht kompakt, 
wird aber von e @ e majorisiert. 

DODDS und PREMLIN [5 ]  zeigten, dal3 aus .&T 5 U E X ( E ,  F )  stets T E X folgt, 
sofern E' und F ordnungsstetig sind. Satz 1.3 liefert nun eine ahnliche Aussage, in 
der nur an einen der Raume Forderungen gestellt werden (siehe auch [16] fur einen 
anderen Beweis). 

E X ( E ,  F )  stets T E X ( E ,  F ) .  

c X ( E ,  F )  ist. Ferner ist Xr(E,  F) ein Teilverband von P ( E ,  P), also hat man (ii). 

F €  X'(E,F).  # 

m 

n = l  

Korollar 1.4. Wenn E' oder F ordnungsstetig und a t m u r  ist, dnnn folgt aus &7' 5 U 
# 

3. Ideale in Yr(E) 

CALKIN zeigte schon 1940, daB die kompakten Operatoren fur l2 das einzige nicht- 
triviale abgeschlossene Ideal in Y(Z, ) bilden. GOCHBERQ, MARKUS und FELUMAN konn- 
ten 1960 diesen Sachverhalt auch fur die Folgenraume I, (1 p < 00) und co be- 
weisen (vgl. PIETSCH [lo, 5.11). Weitere Raume mit dieser Eigenschaft sind nicht 
bekannt. Untersucht man die Struktur der BaNacE-Algebra 2"(E), so stellt man zu- 
nachst fest, da13 selbst in Yr(Zp) fur 1 < p < 00 mehrere nicht-triviale abgeschlossene 
Ideale existieren. Um dies zu sehen, betrachten wir neben Xr(Zp) das abgeschlossene 
Ideal 

X,,(Z,) := X(Z,) n Yr(Zp). 

Offenbar gilt Xr(1,) c Xo(Ip) c P ( Z , ) ,  wobei die zweite Inklusion echt ist, da die 
Identitiit von I, nicht zu X&) gehort. Um auch XT(Z,) =)= X&) zu belegen, kon- 
struieren wir einen reguliiren, kompakten Operator, in Zp, dessen Betrag nicht kompakt 
ist. Dam nehmen wir 2 58 < 00 an, der Fall 1 < p 5 2 verliiuft analog. Die Z k  x 9- 
Matrizen 

haben in 1:' die Norm IlAklIz = 2k/2 (vgl. [13, IV. 5 13 oder [14.11.1]) und in 2: die Pu'orm 
/lAkjlm = 2 k .  Aus dem RIEszschen Interpolationssatz ergibt sich die Norm llAk/lp 5 Zk'P' 
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in Zr, wobei l / p  + llp' = 1 ist (tatsachlich gilt sogar Gleichheit). Da lAkl = e @  e 
eindimensional ist, gilt ))lAklllp = 2k fur alle 2 I p < 00. Durch T:= ( 2 - k ~ 4 , ) , , ~  wird 
auf Z,(Zr) = I ,  ein kompakter Operator definiert, dessen Betrag 12'1 = ( 2 - k  lAkl)k aber 
nicht kompakt ist. 

Da auf I ,  und co die reguliire Norm mit der Operatorennorm zusammenfiiilt (Koroi- 
lar lA), bleibt das Ergebnis von GOCHBERG, MARKUS und PELDUN fiir P(Z1) = Y(Zl) 
und YT(co) = Y(co)  richtig. 

Das oben konstruierte Beispiel zeigt, daB fur die eindeutige Charakterisierung des 
Ideals XT(E)  noch Zusatzbedingungen notwendig sind. Es ist sinnvoll, nach Idealen 
zu suchen, die gleichzeitig Ordnungs-Ideale in Yr(E)  sind, oder - und das ist die 
Mininialforderung, die die Ordnungsstruktur in irgendeiner Weise respektiert - man 
betrachtet Ideale, die gleichzeitig Unterverbande von F ( E )  sind. Zumindest fur die 
Raume I ,  (1 < p < co) reicht die letzte Bedingung aus. Eine Inspektion des Beweises 
von ARENDT und SOUROUR [3] zeigt, daB YT(lp)  nur ein nicht-triviales, abgeschlossenes, 
algebraisches und Ordnungs-Ideal enthalt. Der nachste Satz liefert mit anderen Mitteln 
eime Abschwachung der Voraussetzung. 

Satz 2.1. Jedes nicht-trivicrle Ideal in YT(lp) ,  1 < p < 00, dm.9 ein Unterverband ist, 
ist in Xr(Ip) enthalten. 

Zuni Beweis di,eses Satzes benotigen wir folgendes Lemma, dessen Beweis man 
wortlich aus dem Buch von PIPTSCH [lo, 5.1.11 iibernehnien kann. Die zusatzliche 
Eigenschaft der Regularitat der auftretenden Operatoren B und X ergibt sic11 leicht 
aus deren Konstruktion. 

Lemma 2.2. Wenn E und F jeweils einer der Riiume I, (1 5 p < 00) ocler co sind und 
T E Y(E ,  F )  ein nicht-kompakter Operator, dann gibt es regulare Operatoren X E P ( E )  
und B E Y r ( F ) ,  so dap BTXe, = en fur n E N ist. 

Beweis  von Satz 2.1. Es sei 7 c Yr(E)  ein Ideal und Unterverband, iind es sei 
T E 7 ein Operator, der nicht in X7(E)  liegt. Dann gilt auch /TI E 7 und )TI 6 X ( E )  
nach Satz 1.3. Nun liefert das Lemma regulare Operatoren X und B auf E ,  so daB 
X IT) B = I ist. Das bedeutet aber, daB die Identitat I zu 7 gehort, d. h. 7 = Yr(E). # 

Als einfache Folgerung ergibt sich nun das folgende Theorem. Um hier und auch irn 
weiteren die Eezeichnungen zu vereinfachen, vereinbaren wir, daB wir unter einem 
Ideal in P ( E )  stets ein nicht-triviales abgeschlossenes (algebraisches) Ideal verstehen. 

Theorem 2.3. Fur 1 < p < co ist Xr(Zp) dns einzige Ideal in Yr(lp),  das auch ein 
Unterverband ist. 

Beweis. Ein Ideal 7 c Yr(Zp) enthiilt alle endlichdimensionalen Operatoren (vgl. 
[3]). Folglich ist Xr(Z,) das kleinste Ideal in YT(Zp) und Satz 2.1 liefert die Behaup- 
tung. # 

Die Aussage von Theorem 2.3 bleibt nicht richtig, wenn man auf eine der Voraus- 
setznngen verzichtet. Das zeigen die nachsten Beispiele. Dabei untersuchen wir auch 
die Idealstruktur uber anderen Raumen. 

(a) Wie das eingangs konstruierte Beispiel zeigt, ist die Forderung nach der Ver- 
bandsstruktur wesentlich. 

(b) Es gibt nicht-triviale abgesohlossene Verbandsideale in Yr(Zp), die verschieden 
von Xr(Zp) sind. Man nehme etwa das Zentrum 2(Zp), das sogar ein Band (aber kein 
algebraisches Ideal) ist. 

# 
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(c) Theorem 2.3 gilt nicht mehr fur nicht-atomare L,-Raume. Fur E = Lp(R) ,  
1 5 p < 00, bildet das Band = (E' @ E)IL der regularen Kernoperatoren ein 
Ideal in Y r ( E )  mit Xr(E) c d, c Yr(E) ,  siehe [13, IV 3 91. Die Inklusionen sind 
echt, da z. B. die Faltung mit einer L,-Bunktion (+ 0) einen nicht-kompakten Kern- 
operator definiert (AKEMANN [ 11) und die Identitat auf E kein Kernoperator ist. 

(d) Theorem 2.3 gilt nicht fur j Y  = I,. In  P ( Z , )  = Y(Z,) ist 

Xs(Z,) := {T c Y(Z,): (TI U fur ein U E X(I,)J 

ein von Xr(Zm) = X(Z,) verschiedenes Ideal, das gleichzeitig ein Verbandsideal ist. 
Es ist klar, daB Xs(Z,) ein IdeaJ mit X(Z,) c Xs(Z,) c Y(Z,) ist. Dabei gilt Xs(Z,), 

=+ Y(Z,), denn die Identitat gehort nicht zu Xs(Z,), da nach QLIPRANTIS und BURKIN- 
SHAW [2] T2 konipakt ist, wenn &T 5 U E X(Z,) gilt. Um X(Z,) =/= X8(Z,) zu sehen, 
bemerken wir zunachst, da13 1; nicht atornar ist (siehe dazu Bemerkung 2(a) zu Korol- 
lar 3.8). Es sei La der atomare Teil von ZA, dann liefert die Bandzerlegung 1; = L, @ L,I 
mit L,L einen atomlosen AL-Raum, d. h. L$ = L 1 ( p ) .  Man kann somit in La Rade- 
macher-Funktionen r n  mit lr,! = f E L l ( p )  finden. Diese konvergieren schwach, aber 
nicht in der Norm gegen Null. Daniit ist wegen r,' = ( r ,  + f)/2 

m 

To(t,) := C t,,r;, To: 4 + L , ( p )  4 ZQ 
I I  = 1 

ein positiver, schwach konipakter, aber nicht konipakter Operator, der durch den 
eindimensionalen U, = e 0 f ma,jorisiert wird. Die gleichen Eigenschnften besitzt 
dann auch die Einschrankung T von TA auf I,, d. h. T ist posit,iv, schwach kompakt, 
kompakt majorisiert, aber nicht kompakt. Diese Konstruktion findet man i. w. bei 
WICKSTEAD ([ 173). Das konkrete €leispiel stammt von w. SCIL4CHERivIAYER. 

(e) Das letzte Beispiel kann auf den Fall iibertragen werden, daB E ein ordnungs- 
vollstiindiger BANACE-Verband ist, in dem X ( E )  nicht saturiert ist (d. h. es gilt nicht 
X"(E)  c X(E) ) .  Dann sind X'(i9) und 7 := X S ( E )  (Abschlul3 bez. der regularen 
Norm) verschiedene Ideale, von denen X r ( E )  ein Unt.erverband und J ein Verbands- 
ideal ist. 

( f )  Fur E = l p  @ Z,, 1 p < q < 00, konnen wie im BaxAcH-Raum-FalI in P ( B )  
verschiedene Ideale konstruiert werden, die gleichzeitig Verbandsideale sind. 

(g) Wir geben noch einen BANacH-Verband E an, so da13 I ( E )  nur ein Ideal besitzt 
wahrend jedoch P ( E )  mehrere Icleale enthalt, die gleichzeitig Ordnungs-Ideale und 
VerbBnde sind (da I r ( E )  hierbei :kein Verband ist, kann man Ordnungs-Ideal nicht 
durch Verbandsideal ersetzen). EEI sei E = co @ c. Da co und c als BANAcH-Riume 
isomorph sind, enthalt Y ( E )  nur X ( E )  als Ideal. Andererseits sind 

- 

) LO> c )  Y(c, c )  ). - - ( l ( c o ,  c) X(c, c )  
X(C0, co) W C ,  EO) I ( c 0 ,  co) X(c,  Go) 

7 2  - 71 = 

und yo = 7 ,  n Yo verschiedene Ideale und Ordnungsideale in P ( E ) ,  wobei yo und Y2 
Verbande sind. Die Inklusionen 
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sind echt, rl und yz sind nicht vergleichbar. Zunilchst hat man nach Korollar 1.2 
Y(co) = Yr(co), Y(co, c)  = YT(c0, c )  und Y(c) = Y’.(c). In  Theorem 3.4 beweisen wir 
P(C, co) = Xr(c, co) = X(c, co), so dai3 der gesamte Operatorenraum P ( E )  die Block- 
gestalt 

hat. Daraus ergibt sich leicht die Idealeigenschaft fur yo, y1 und 7, .  Diese Feststellung 
ist der wesentliche Untetschied zur ,,ungeordneten“ BmAcH-Rauni-Situation. Da 
fur einen AM-Raum M stets X ( E ,  iV) = W ( E ,  &I) isonietrisch gilt (vgl. [ 14, IV.l.l]), 
sind X ( E ) ,  T o  und 2, Verbande. Schliefllich zeigt noch Korollar 1.4, dafl alle diese 
Ideale (einschliefllich TI) auch Ordnungs-Ideale sind. 

Wir zeigen noch, dao P ( c )  (und somit auch Y7(co @ c ) )  kein Verband ist. Fiir 
x = ( E n )  E c niit E = lim E,, seien positive Operatoren T,, T2 durch 

Tlx := ( E l ,  E ,  En, 6, Ea, ...I und T,x := (0, E ,  tl, E ,  E2, E ,  . . .) 
definiert. Dann ist T := TI - T,  regular, 

TX = ([I, 0, Er - E l ,  0, 63 - 62, 0, -. .) 

und der einzige Kandidat U fiir /TI, 

ux = ( E l ,  0,5, + E l ,  0,53 + E z , O ,  ..-) 

bildet nicht in c ab. 

3. 

Wir fiihren zunachst bekannte BANAcH-Rauni-Resultate an, denen wir anschlieoend 
analoge BaaAcH-Verbands-Aussagen gegeniiberstellen. 

Fur 1 5 q < p < co gilt Y(Zp, l ,) = X(lp ,  I , )  und Y(co, Z,) = X(c,, Z,). 

Die Gleichheit von Yr(E ,  P) iind Xr(E,  4) 

(1) (PITT’S Theorem) 

(2) Fur 1 2 q < 2 giZt 2‘(Zm, I , )  = X(Zm, Z,), aber Y(lm, I,) + X(Zm, Zp) fiir 2 2 q < co. 
(3) Pur einen BANAGR-Raum F gilt Y(co, F )  = X(co, F )  genau dann, wenn F keinen 

zu co isomorphen abgeschlossenen Unterraum enthalt. 
(4) Fur einen BANACH-Raum E gil t  Y ( E ,  11) = X ( E ,  Z1) genau dann, wenn E’ keinen 

zu co isomorphen abgeschlossenen Unterraum enth&lt. 
Der Beweis von (1) ergibt sich leicht aus Lemma 2.2, (2) wird in Bemerkung 2 zu 

Theorem 3.4 gezeigt, die Beweise von (3) und (4) kann man etwa bei LACEY und WHIT- 
LEY [7] finden. 

Das Analogon zu PITT’S Theorem ist 

Satz 3.1. Fur 1 2 q < p < 00 silt P ( Z , ,  I,) = Xr(Zp, 1,) und YT(co, I,) = Xr(co, l e ) .  

Beweis. Es sei T E Yr(lp,  1,). Dann folgt aus (l), daB 12’1 kompakt ist. Satz 1.3 

Als nachstes zeigen wir die (3) und (4) entsprechenden Aussagen fiir BANACH-Ver- 
liefert T E XT(Zp, Z,). Der gleiche SchluB beweist auch die zweite Gleichung. 

bande. 

# 
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Ein BaxacH-Verband E heiBt XB-Raum, wenn jede wachsende, normbeschriinkte 
Folge in E+ konvergiert. Genau d a m  ist E ein KB-Raum, wenn es keinen abgeschlosse- 
nen Unterverband (oder auch nur Unterraum) gibt, der zu c, isomorph ist. Jeder 
KB-Raum E ist ein Band in seinem Bidual E", mit P = PE: E" +- E bezeichnen wir 
die Bandprojektionen. KB-Raurrie sind ordnungsstetig, ein dualer BaNacH-Verband 
ist genau dann ein XB-Raum, nrenn er ordnungsstetig ist. Alle reflesiven BANACH- 
Verbande, AL-Raume und separa blen dualen BANAcH-Verbande sind I< B-Raume. 

Theorem 3.2. Fur einen BANACH- Verband F sind folgende Bedingungen uquivalent. 
(i) P ist ein KB-Ruurn. 
(ii) Jeder (positive) Operator von c, nach F ist kompakt. 

(ii*) Jeder (positive) Operator von c, nach F ist schwach kompakt. 
(iii) Y7(co, P) = XT(co, Ip). 

Beweis. Die Bquivalenz von (i) und (ii*) (fiir positive Operatoren) wird in [13, 
11.5.151 gezeigt. Da I, die Schur-Eigenschaft besitzt., ist jeder schwach kompakte Ope- 
rator von F' nach I, kompakt. Somit sind (ii) und (ii*) aquivalent. Aus der oben zitierten 
Charakterisierung von KB-Raumen folgt sofort die Iliiplikation von (iii) nach (i). 
Wir zeigen jetzt, wie sich (iii) aus (i) und (ii) ergibt. Wenn T E Yr(c0, F )  ein regulLrer 
Operator ist, dann ist wegeri (ii) dessen Betragkompakt. Dniriit gilt auch 12'1' E X ( P ,  Z,), 
und Sntz 1.3 liefert wegen i T '  5 IT'I I - 12'1' E X ( F ' ,  Zl), daW T' zu X' gehort. Daraiis 
folgt T" E Xr(lm, F") und auch T' = PT"J E X r ,  wohei P = PF die Bandprojelition 
von F" auf F ( F  ist KB-Rauni) und J die kanonische Einbettung von co in c" = I, 
ist. Wegen (3) gclten (ii) und (ii*) auch fiir nicht-positive Operatoren. # 

Theorem 3.3. Fur einen BANACH- Verband E sind folgende Bedingwagen aquiualent. 
(i) E' ist ordnungsstetig. 

(ii) Jeder (positive) Operator von 4 nach I, ist kompakt. 
(ii*) Jeder (positive) Operator von E nach 1, ist schwach kompakt. 
(iii) P ( E ,  ZI) = X r ( E ,  2,). 

Be w eis. IVegen der ScHuR-Eiganschaft von I, sind (ii) und (ii*) gl'eichbedeutend. 
Die Aquivalenz von (ii) und (iii) ergibt sich jetzt direkt aus Sntz 1.3. Wir zeigen nun, 
wie (i) aus (ii) folgt. Wenn E' nicht ordnungsstetig ist, dann gibt es einen abgeschlosse- 
nen Unterverband E, c E,  der isomorph zu ZI ist (vgl. [la, 11.7.31). Da I, die positive 
Fortsetzungseigenschaft besitzt (vgl. [ 13, II.8.9]), kann der Isomorphismus von E, auf I, 
zu einem positiven Operator von E nach I, fortgesetzt werden, der nicht kompakt ist. 
Das widerspricht (ii). SchlieBlich erhalt man die Implikation von (i) nach (ii) durch 
Dualisieren der entsprechenden Aussage von Theorem 3.2. Wegen (4) gelten (ii) und 
(ii*) ltuch fur belie bige Operatoren. 
Obwohl die Formulierungen der Theoreme 3.2 und 3.3 ((i) und (iii)) nahezu identisch 
init den eingangs zitierten BANACE-EGaum-Resultaten sind, gilt in beiden Fallen Y r  + Y 
und Xr += X ,  sofern nicht E oder F endlichdimensional ist (CARTWRIGHT und LOTZ 

# 

~41). 
Die folgenden Theoreme beschreiben Situationen, in denen i. a. Y(E, F )  =I= X ( E ,  F )  

ist. 

Theorem 3.4. Fur einen BANACH- Verband F sind folgende Bedingungen dpuivalent. 
(i) F ist atomar und ordnungsstetig. 
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(ii) Fur j eden  kompakten HAWSDORFF-Raum K sind alle positiuen Operatoren von C ( K )  

(iii) Fur jeden kornpakten HAUSDORFF-Raum K gilt Yr(C(K),  F )  = x r ( C ( K ) ,  F ) .  
nach F kompakt. 

Falls F ordnungsvollstiindig ist, dann sind d a m  auch nachfolgende Bedingungen 
iiquivaZent. 

(ii") Jeder positive Operator uon I ,  nach F ist kompakt. 
(iiio) Yr(ZW, F )  = X?(Zm, F) .  

F 
ein regularer Operator. Die Einheitskugel von C ( K )  ist [-e, e l ,  wobei e(t)  = 1 fur 
t E K ist. Somit ist 12'1 [ - e ,  el c [--/TI e ,  IT1 el relativ kompakt nach Satz 1.1, folglich 
ist /TI koinpakt und T E Xr nach Satz 1.3. Die Implikationen (iii) 3 (ii), (iiio) 3 (iio) 
und (iii) =$ (iiio) sind trivial. Wir zeigen noch (ii) =$ (i). Dam sei u F+. Das von u 
erzeugte Hauptideal F ,  wird mit [-u, u] als Einheitskugel ein AM-Ranm mit Einheit, 
ist also ein C(K)-Rnum. Damit ist die identische Einbettung kompakt, d. h., das Ord- 
nungsintervall [-u, u] ist kompakt, und F ist nach Satz 1.1 ordnungsstetig und atomar. 
SchlieBlich bleibt noch der SchiuGl von (iio) nach (ii), aber den findet man bei I. POPA 

Benierkung 1. Analog Theorem 3.4 gelten folgende Resultate von JIEYER-NIEBERG. 
Ein BAxAcH-Verband F ist genau dann ordnungsstetig, wenn jeder positive Operator 
von einem C(K)-Raum in F schwach kompakt ist ; ein ordniingsvollstandigcr BAXACH- 
Verband F ist genau dann ordniingsstetig, wenn jeder positive Operator von 1, in F 
schwach kompakt ist. 

Beweis. (i) impliziert (iii). F sei atomar und ordnungsstetig, und es sei T: C ( K )  

[121. # 

Bemerkung 2. Iiri Gegensatz zur Ba~sAcH-Raun~-Situation ( 2 )  liefert Satz 3.1 

(a) .Y(Zm, I , )  f X(l,, Z,) fur 2 5 p < m. Wir gehen einen nicht koiiipakten Operator 
Yr(Zw, Z,) = m(lm, 1,) fiir 1 5 p < 00. 

T E Y(Z,, 1,) rnit dem folgenden Diagranim: 

Dabei sind I2 und Bq die identischen Einbettungen, X ist ein Isomorphisinus, der nach 
PELCZYNSKI existiert (siehe z. B. [9, S. lll]), und P bildet f E L2(0, 1) auf (Pf)n 

= 
1 

f ( t )  cos 2nnt dt ab. 
0 

(b) Y(Z,, 1,) = X(l,, I,) fur 1 5 4 < 2. Das sieht man mit folgendein Argument, 
das wir H. JARCHOW und A. PIETSCH verdanken: Jeder Operator T E Y(Zw, I,) ist fur 
1 p < 2 absolut 2-summierend [ll, 22.421 und la5t sich daher durch einen HILBERT- 
Raum faktorisieren [ll, 17.3.71. Wegen PITT'S Theorem ist aber Y(B, I,) = X ( H ,  1,). 

fur 1 I; p < co, aber auch U(c, I,) =+= P ( c ,  I,) = X ~ ( C ,  Z,). 
Bemerkung 3. Da c und co als BANacH-Raume isomorph sind, gilt Y(c, 14) = X(c,  I,) 

Theorem 3.5. Fur einen BANACH- Verband F sind folgende Bedingungen ciquivalent. 
(i) F ist ein atomarer KB-Raum. 
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(ii) Jeder positive Operafor u r n  einem AM-Raum nach F ist kompakt. 
(iii) Fur jeden AM-Raum M gilt P ( M ,  F )  = X r ( M ,  F ) .  
(iio) Alle positium Operatoren uon co und I, nach F sind kompakt. 
(iiio) Yr(co,  F )  = X r ( c O ,  F) und P(l , ,  P )  = Xr(Zm, F ) .  

Beweis. (i) impliziert (iii). Es sei T E Y7(iM, F ) .  Wegen Satz 1.3 geniigt es zu zeigen, 
daS U = IT1 kompakt ist. Es sei BN die Einheitskugel von H. Dann ist die Menge 
C := { I  U x /  : x Bn[} nach oben gerichtet und normbeschriinkt. Da F ein KB-Raum 
ist, gibt es ein u E F,, so daB C c [0, u] gilt. Also ist UBiw t [-u, u] relativ kompakt 
nach Satz 1.1. Da die Implikationen (iii) 3 (ii), (ii) =$ (iio) und (iii) + (iiio) trivial 
sind, bleibt noch (iio) + (i). Das ergibt sich leicht durch Kombination der Theoreme 3.2 
und 3.4. # 

Bemerkung. Analog zu Bemerkung 1 gibt es auch zu diesem Theorem eine Variante, 
in der man kompakt durch schwach. kompakt ersetzt: Ein BANAcH-Verband F ist genau 
dann ein KB-Raum, wenn jeder positive Operator von einem AlW-Rauni nach F schwach 
kompakt ist. 

Fur einen AM-Raum M und einen AL-Rauoi L f5illt Yr(M, L )  niit dem Raum J(iM, L )  
der integralen Operatoren zusammen, wobei die entsprechenden Nornien gleich sind 
(siehe [13, IV.5.61 oder [14, 111.2.111). Da die nuklearen Operatoren N(M, L)  der Ab- 
schluI3 der endlichdimensionalen Operatoren in 3(M, L )  sind [(11, 3.17]), erhalt man 
unmittelbar das folgende 

Koroilar 3.6. Es gilt 3(H,  1 , )  = Ur(.M, 1 , )  = W ( M ,  1 , )  = N(N, I , )  fitr jeden AM- 

SchlieSlich zeigen wir noch die zu Theorem 3.4 duale Aussage. 

Theorem 3.7. Fur einen BANACE- Verband E sind folgende Bedingungen ciquivalent. 
(i) E' ist a t o m r  und ordnungsstetig. 

(ii) Jeder positive Operator uon E n.ach einem AL-Raum ist kompakt. 
(iii) Fur jeden AL-Raum L gilt Yr(.E, L )  = Xr(E,  L).  
(iio) Jeder positive Operator uon E nach 16 ist kompakt. 
(iiio) Yr(E,  Z&) = Xr(E, 1;). 

Raum &I, wobei alle Normen iibereinstimmen. # 

Beweis. (i) impliziert (iii). Es sei :T E P ( E ,  L).  Aus Theorem 3.4 folgt T' E Xr(L',E),  
also hat man T" E Xr(E", L"). Da L ein KB-Raum ist, ergibt sich wie im Beweis von 
Theorem 3.2 T E X'(E, L). Aus (i:ii) folgt trivialerweise (ii). Nun gelte (ii). Es sei 
x' E E'+. Dann ist die kanonische Abbildung &: E 3 (E ,  z') kompakt, wobei (E, x') der 
AL-Raum ist, der sich als Vervollstandigung von BIN, N := {x E E :  ( ] X I ,  2') = 0}, 
unter der Norm (Ix + N/j,  := (1x1, z'> ergibt - siehe [13, 11.8 Ex. 11 oder [14, 11.9.71). 
Der Dual von (E, x') kann auf natiirliche Weise niit ELj identifiziert werden, wobei Q' 
die Einbettung Ei, G E ist. Damit ist [-z', x'] kompakt, so daB E' atomar und 
ordnungsstetig sein muB. 

Es bleibt noch der nicht-triviale SchluB von (iio) nach (i). Der ergibt sich aber durch 
Dualisieren von Theorem 3.4. # 

Analog zu Korollar 3.6 haben wir 

Korollar 3.8. Es gilt 3 ( c o ,  L,) = Yr(co, L )  = Xr(cg, L )  = Jy (co ,  L )  f u r  jeden AL- 
Raum L,  wobei alle Normen iibereinstimmen. # 
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Bemerkung 1. Es gibt einen AM-Raum E ohne Atome, dessen Dual E’ atomar (und 
natiirlich ordnungsstetig) ist - siehe LACEY und WOJTASZCZYK [ 81. 

Bemerkung 2. Unter den Voraussetzungen von Theorem 3.7 gibt es i. allg. stetige 
Operatoren, die nicht kompakt sind. 

(a) Fur den AL-Raum I; ist der duale Operator T’ des in Bemerkung 2(a) zu Theo- 
rem 3.1 konstruierten Operators T: E m  -+ lp .  nicht kompakt von I, nach l& fdr 1 5 p 5 2. 
Dariiber hinaus liefert diese Konstruktion fur p = 1 (d. h. p’ = co) einen schwach 
kompakten Operator in l;, der nicht kompakt ist. Daraus folgt, daB 1; nicht atomar 
sein kann, denn ein atomarer AL-Raum ist von der Form Z,(A) und hat die SCHUR- 
Eigenschaft (jede schwach konvergente Folge konvergiert), so daB jeder schwach kom- 
pnkte Operator in Z,(A) kompakt ist. 

p 5 2 

definiert Tp(fn)  := 2 Enrn auf Grund der Cm6Ix-Ungleichung einen stetigen Operator 

von I, nach L. Offenbar ist T p  fur kein p kompakt, aber die Voraussetzungen von Theo- 
reni 3.7 (i) sind fur 1 < p 5 2 erfiillt. Dainit folgt insbesondere, daB T, nicht regular 
ist. Fiir p = 1 ist TI regular, somit ist IT,/ lronipakt (IT,l ist sogar eindimensional) - 
aber Satz 1.3 ist nicht anwendbar. 

(b) Es sei L = L,(O, l), und r ,  bezeichne die RADEXACHER-Funktionen. Fur 1 
m 

,=l 

Literntur 

[l] C. A. AKEMANN, Some mapping properties of the group algebra of a compact group, Pac. 

[2] C. D. ALIPRANTIS and 0. BVRRINSEUW, Positive compact operators on Bsnach lattices, 

[3] W. XRENDT and A. R. SOUROUR, Ideals of regular operators on 1 2 ,  Proc. Amer. Nath. SOC. 

[4] D. I. CARTWRIGHT and H. P. LOTZ, Some characterizations of AM- and AL-spaces, Math. 

[5] P. DODDS and D. H. FREMLIN, Compact operntors in Banach lattices, Israel J. Math. 34 

[6] P. HALJIOS, Measure theory, 5th ed., Princeton 1958 
[7] E. LACEY and J. R. WHITLEY, Conditions under which all bounded linear maps are com- 

[a] E. LACEY and P. WOJTASZCZYE, Nonatomic Banach lattices can have l1 as a dual space, 

[9] J. LINDENSTRAUSS and L. TZAFRIRI, Classical Banach spaces I, Sequence spaces, Berlin- 

J. Nath. 22 (1967) 1-8 

>lath. Z. 174 (1980) 289-298 

88 (1983) 93-96 

Z. 142 (1975) 97-103 

(1979) 287-320 

pact, Math. Ann. 158 (1965) 1-5 

Proc. Amer. Math. SOC. 57 (1976) 79-84 

Heidelberg-New York 1977 
[lo] -, Classical Banach spaces 11, Function spaces, Berlin-Heidelberg-New York 1978 
[ll] A. PIETSCH, Operator ideals, Berlin 1978 
[12] I. POPA, CaractArisations opbrationelles des espaces de Banach r6ticulbs discrets, Rev. 

Roum. Math. 23 11978) 437-443 
[ 131 H. H. SCEAEFER, Banach lattices and positive operators, Berlin-Heidelberg-New York 

1974 
[14] H.-U. SCEWARZ, Banach lattices and operators, Leipzig 1984 
[l5] B-WALSH, On characterising Kothe sequence spaces as vector lattices, Math. Ann. 175 

(1968) 253-256 

2 Math. Nachr., Bd. 131 



18 Nath. Nachr. 131 (1987) 

[16] A. W. WICKSTEAD, Compact subseits of partially ordered Banach spaces, Math. Ann. 112 

[17] -, Extremal structure of cones of operators, Quart. J. Math. Oxford (3) 32 (1981) 239-253 
[18] H.-Y. XIONG, On whether or not .Y(E, P) = Y7(E, 3') for some classical Banach lattices E 

(1975) 271 -284 

and F, Indag. Math. 46 (1984) 267-282 

i7fathemufisches lns t i tu t  Sektiox iVathendik 
der Universitat Karl-&Iarr- Universitut 
D -7400 Tiibingen 
BRD D D R  

$01 0 Leipzig 


