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Ideale regulirer Operatoren und Kompaktheit positiver Operatoren
zwischen Banachverbiinden

Von WorLrgane ARENDT in Tiibingen und Hans-Urrice ScEWARZ in Leipzig

(Eingegangen am 17. 7. 1985)

Die Menge JH(E, F) aller kompakten Operatoren zwischen zwei BavacE-Riumen Z
und F ist im Raum f(E, F) aller stetigen Operatoren fiir gewisse Folgenriiume aus-
gezeichnet.

1. Wenn B = ¢, oder [, ist (1 < p < o0), dann ist H(E):= H(E, E) das einzige
nicht-triviale abgeschlossene Ideal in der BawacH-Algebra f(E):= Z(E, E).

2. Es gilt Ky, 4) =L, 1) fir 1 <q<p<co und Ky, §,) = Ly, §,) fiir
1=¢g9 < oo

Ziel dieser Arbeit ist es, ordnungstheoretische Varianten fiir diese Phinomene zu
geben.

Sind Z und F Bawacr-Verbinde, so bezeichnet ¥7(¥, F) den Raum aller reguldren
Operatoren von E nach F — das sind diejenigen Operatoren, die sich als Differenz
linearer positiver Operatoren darstellen lassen. Unter der reguldren Norm

1Tl := inf Ty + Toll: T =T, — Ty; T, T, 2 0} = inf {|U)): £7 < U}

wird f7(E, F) ein geordneter BaANACH-Raum; ¥7(Z) ist eine Bawvacu-Algebra (siehe
ScHAEFER [13, Ch. IV] oder Scawarz [14, Ch. III]). Ist F' ordnungsvollstindig, so ist
£7(E, F) ein Bavacu-Verband und |7, = |||7'||l. Mit K&, F) bezeichnen wir den
AbschluB der endlichdimensionalen Operatoren in ¥7(E, F'). Es zeigt sich, daB X™(H, F)
fiir beliebige BanacH-Verbinde F ein Banacr-Verband ist ([14, I1I.4.13}).

Ein linearer. Teilraum 7 von £7(Z, F) heit Ordnungsideal, wenn er positiv erzeugt
ist und aus LT < U € 7 stets T € 7 folgt. Wenn Y7(E, F) ein Verband ist, dann
sind Ordnungs-Ideale genau die Verbandsideale.

Die oben zuerst genannte Eigenschaft iibertrégt sich folgendermaBen: Falls E = ¢,
oder 1, ist (1 < p < o), dann ist K7(E) das einzige nicht-triviale, abgeschlossene,
algebraische und Ordnungs-Ideal in ¥7(E). Dieses Ergebnis verallgemeinert ein Resultat
von ARENDT und SOUROUR [3].

Was die zweite Eigenschaft anbetrifft, so erhalt man ganz analog K"(E, F) = ¥7(E, F)
fiir die oben angegebenen Fille. Daneben existieren jedoch noch weitere Paare (£, F)
von Bawacu-Verbdnden mit dieser Eigenschaft, fiir die aber K (H, F) &= X (&, F) ist.
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Ferner lassen sich durch die Gleichheit von K7(&, F) und £7(E, F) BaxacH-Verbdnde
E (oder F) charakterisieren, wenn man fiir den anderen Partner ¥ (bzw. E) nur gewisse
Typen zuldBt. Diese Gleichheit tritt in allen von uns betrachteten Fillen genau dann
ein, wenn jeder positive Operator von ¥ nach F kompakt ist. So zeigen wir u. a. folgen-
des: Ein BaNacH-Verband F ist genau dann ein KB-Raum, wenn J7(cy, F) = £7(cy, F)
oder jeder positive Operator von ¢, nach F kompakt ist; ¥ ist genau dann ein atomarer
KB-Raum, wenn fiir alle 43/-Riume M stets K7(M, F) = Z7(M, F) oder jeder posi-
tive Operator von M nach F kompakt ist; F' ist genau dann ordnungsstetig und atomar,
wenn fiir alle kompakten Hausporrr-Riume K stets K(C(K), F) = £7(C(K), F) oder
jeder kompakte Operator von C(K) nach F kompakt ist.

Die vorliegende Arbeit entstand, als einer der Autoren (W. ARENDT) Gast am Natur-
wissenschaftlich-Theoretischen Zentrum der Karl-Marx-Universitit in Leipzig war. Fiir
die Gastfreundschaft sei an dieser Stelle herzlich gedankt.

1. Der Raum X™(E, F)

Ein positives Element ¢ eines BawacH-Verbandes E ist ein Atom, wenn das erzeugte
Hauptideal E, eindimensional ist. In diesem Fall ist E, sogar ein Projektionsband.
Ein BawacH-Verband wird atomar genannt, wenn er eine Teilmenge B = {e,: o« € A}
von Atomen besitzt, so dafl E = B** ist. Die Rdume [,(A) und ¢y(A) sind fiir 1 < p < o0
und beliebige Indexmengen A atomar; die Einheitsvektoren ez = (Jg ) ca bilden ein
maximales disjunktes System von Atomen. Ein Baxacr-Verband A heilit ordnungs-
stetig, wenn jede nach unten gerichtete Familie (z,), fiir die infz, = 0 ist, gegen Null
konvergiert. Die Réume ¢o{A) und 1,(A) sind fiir 1 < p < co ordnungsstetig. Es laBt
sich zeigen, daB jeder ordnungsstetige atomare BawacH-Verband zu einem Ideal Z,
in cq(A) (als Vektorverband) isomorph ist, das I;(A) enthilt. Die Einbettungen [,(A) — E,
Ey = cy(A) sind stetig, A ist dabei eine geeignete (nicht notwendig abzédhlbare) Index-
menge. ,

Wir geben zunichst einige Charakterisierungen von atomaren ordnungsstetigen
Banacu-Verbdnden (siehe dazn auch [15] und [16]).

Satz 1.1, Fiir einen BaNAcH-Verband E sind folgende Bedingungen dquivalent.
(i) E ist ordnungsstetiq und atomar.
(ii) Es gibt eine Familie endlichdimensionaler Bandprojektionen, die stark gegen die
Identitat konvergiert.
(iil) Jedes Ordnungsintervall ist kompakt.

Beweis. (i) impliziert (ii). Es sei B = {¢,: x € A} eine Menge von disjunkten Atomen,
so da8 B = E ist, ferner sei P, die Bandprojektion auf das Band {e,: « € a}**
= span {e,: « € a}, wobei @ —: A eine endliche Teilmenge ist. Es ist klar, daB (P,z),
fiir jedes = € E, nach oben gerichtet und sup P,z = « gilt, wobei a alle endlichen Teil-
mengen von A durchliuft. Da E ordnungsstetig ist, folgt lim P,z = z fiir x € £, und
somit (ii).

(ii) impliziert (iii). Es sei [—u, %] ein Ordnungsintervall in Z. Da fiir eine Familie
(P,) von Bandprojektionen gemiB (ii) und z € [—u, u] stets |z — Px| < (I — P.)u
gilt, konvergieren die Einschrinkungen von P, auf [—u, u] gleichmiBig gegen die
Identitét. Folglich ist [—u, u] relativ kompakt. Da Ordnungsintervalle abgeschlossen
sind, folgt (iii).
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(iii) impliziert (i). Ein BaNacH-Verband ist ordnungsstetig, wenn alle Ordnungs-
intervalle schwach kompakt sind. Es bleibt nachzuweisen, da E atomar ist. Wenn
B = {e,: x € A} ein maximales System von Atomen ist, dann liefert die Bandzerlegung
E = E, @ B** mit E,:= B! ein Band in E ohne Atome. Falls B, == {0} ist, gibt es
ein Element 0 < u € E,, und der Abschlull E, des von u erzeugten Hauptideals ist
ein ordnungsstetiger BaNacH-Verband mit einer schwachen Ordnungseinheit. Nach
{10, 1.b.14] kann man Z, identifizieren mit einem Ideal in L,(£2, ) iiber einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (£2, u), so daf

Lo(@Q, ) = By = Ly(2, p) und 2y < [l = 2 (2]l

gilt. Das Ideal L (£, 4) kann keine Atome besitzen, folglich ist auch der MafBraum
(2, u) atomlos. Daher kann man jede meBbare Menge in zwei gleichgroBe disjunkte
Mengen zerlegen (vgl. [6, § 41 (2)]). Diese Eigenschaft erlaubt die Konstruktion von
RapEMacHER-Funktionen r, in L (2,u), n =1,2,..., die den Abstand |jr, — r,ll
= |[ra — 7all; = 1 fiir » &= m haben. Andererseits liegen sie in einem Ordnungsinter-
vall von E,, das nach Voraussetzung kompakt ist. Widerspruch. Also ist E, = {0},
d. h. § = B** ist atomlos. #

Bemerkung. Durch die koordinatenweise Ordnung in einem Bawace-Raum mit
einer unbedingten Basis wird dieser zu einem separablen BaNacH-Verband. Auf diese
Weise erhilt man genau die separablen, atomaren und ordnungsstetigen BaNaCH-
Verbédnde.

Wenn M ein ordnungsvollstindiger AM-Raum mit Einheit ist, dann gilt #(E, M)
= f7(E, M) isometrisch fiir alle Baxvacu-Verbinde E. Mit Hilfe von Satz 1.1 kann
man diese Isometrie auch fiir beliebige 4 M-Riume beweisen, sofern E atomar und
ordnungsstetig ist.

Korollar 1.2, Wenn E atomar und ordnungsstetig ist und M evn AM-Roum, dann ¢ilt
Y(EB, M) = 2B, M) und |T\| = T, fiir T € 2(E, M).

Beweis. Fir z ¢ E, ist [—z, z] nach dem obigen Satz kompakt — und somit auch
T[—=, z]. Dann existiert sup 7[—z, ] ({14, 11.9.23]) und definiert |7} z. AuBerdem
ist Jy 1T} = |JuT| ([14, 11.9.243), wobei Jy;: M — M" die kanonische Einbettung ist.
Damit erhdlt man fiir die Norm |7 = ||/, T = ST = 1Tl = 1TY,. #

Es gilt also insbesondere

Z{co, Cg) = Z7{Co, o), £{cq, ¢) = £7{¢y, €);
Ll cg) = £7(Ly, o), Ly, c) = X, ¢), 1€y <,

und alle Riume sind Bawacu-Vecrbénde (dabei bezeichnet ¢ den Bawace-Verband
aller konvergenten Folgen). Nach Xrtowe [18] hat man auch f(c, ¢) = F(c, ¢), aber
dieser Raum ist kein Verband (siehe Beispiel 2(g) dieser Arbeit).

Im folgenden Satz charakterisieren wir den Raum JK7(Z, F) fiir den Fall, daB F
ordnungsstetig und atomar ist.

Satz 1.3. Wenn F ein ordnungsstetiger und atomarer BaANacH-Verband ist, dann sind
fir T € X7(H, F) folgende Bedingungen dquivalent.

(i) T € H(E, F).
(i) |T] € X(E, F).
(iii) |7 < U fiir ein U € K(E, F).



10 Math. Nachr. 181 (1987)

Beweis. (1) impliziert (ii). Es folgt unmittelbar aus der Definition, dal K" (E, F)
< K(E, F) ist. Ferner ist K7(E, F) ein Teilverband von £7(&, F), also hat man (ii).

Aus (ii) folgt trivialerweise (iii).

(ili) impliziert (i). Es sei |T'| < U € X(E, F) und (P,) eine Familie endlichdimen-
sionaler Bandprojektionen in F gemdl Satz 1.1, Danpn gilt (I — P,)z — 0 fiir alle
x € UBg, wobei By die Einheitskugel von E ist. Da UBj relativ kompakt ist, ist die
Konvergenz gleichmiBig in € UBg, d.h. (I — P,) U} - 0. Wegen ((I — P,)T|
< (I —P)IT £ —P,)U erhilt man [T — P,T|, < |{ — P,) Ul - 0 und somit
TeX(EF) #

Dieser Satz zeigt insbesondere, daB fiir spezielle ' der Teilverband K1(E, F) sogar
ein Ideal in #7(E, F) ist. Das ist i. allg. nicht der Fall, selbst wenn # atomar und ord-
nungsvollstdndig ist, denn die Implikationen (i) = (ii) = (iii) sind nicht umkehrbar.

Man betrachte etwa T(&,):= J &, mit y, = (1,1,...,1,—1,1,1,...) als Operator

n=1
von I; nach I . Offenbar ist 7' nicht kompakt (folglich T ¢ K"), wihrend |T| =e@e
sogar eindimensional ist. Ferner ist die Einbettung I, & [, positiv und nicht kompaks,
wird aber von e (P e majorisiert.

Dopps und Fremuiy [5] zeigten, dalB aus +7 < U € K(E, F) stets T' € K folgt,
sofern ' und F ordnungsstetig sind. Satz 1.3 liefert nun eine &hnliche Aussage, in
der nur an einen der Riume Forderungen gestellt werden (siehe auch [16] fiir einen
anderen Beweis).

Korollar 1.4. Wenn E’ oder F ordnungsstetig und atomar ist, dann folgt aus £1T < U
€ H(E,F)ystets T ¢ H(E, F). #

2. Ideale in £7(E)

CarxIv zeigte schon 1940, daB die kompakten Operatoren fiir /, das einzige nicht-
triviale abgeschlossene Ideal in #(l,) bilden. GocaBERG, MaRKUS und FELDMAN konn-
ten 1960 diesen Sachverhalt auch fiir die Folgenrfume I, (1 < p < o0) und ¢, be-
weisen (vgl. Prersca [10, 5.1]). Weitere Rdume mit dieser Eigenschaft sind nicht
bekannt. Untersucht man die Struktur der Bawacu-Algebra Z7(E), so stellt man zu-
nichst fest, dal selbst in ¥7(l,) fiir 1 < p < oo mehrere nicht-triviale abgeschlossene
Ideale existieren. Um dies zu sehen, betrachten wir neben K'(l,) das abgeschlossene
Ideal

Holly) = H(lp) 0 270,
Offenbar gilt K7(l,) <= Hy(l,) = £7(L,), wobei die zweite Inklusion echt ist, da die
Identitdt von I, nicht zu Jy(l,) gehort. Um auch H7(l,) == Hyo(l,) zu belegen, kon-

struieren wir einen regulidren, kompakten Operator, in 7, dessen Betrag nicht kompakt
ist. Dazu nehmen wir 2 < p < co an, der Fall 1 < p < 2 verlduft analog. Die 2¢F x 2k-

Matrizen
1 1 A4, Ay
A, = , Apy =
1 (1 _—1) k+1 (Ak —-Ak)

haben in 72" die Norm [|4,]l; = 2%/ (vgl. [13, IV. § 1] oder [14.11.1]) und in /% die Norm
14l = 2%. Aus dem Rigszschen Interpolationssatz ergibt sich die Norm ||d,ll, < 2+/7
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in Z;", wobel 1/p 4+ 1/p" = 1 ist (tatséchlich gilt sogar Gleichheit). Da |4, =e@Pe
eindimensional ist, gilt ||[d,||l, = 2* fiir alle 2 < p < co. Durch T':= (27%4,),y wird
auf lp(l;-’,") = I, ein kompakter Operator definiert, dessen Betrag |T'| = (27 |4,|); aber
nicht kompakt ist.

Da auf I, und ¢, die regulire Norm mit der Operatorennorm zusammenfillt (Korol-
lar 1.4), bleibt das Ergebnis von GocaBERG, MarkUS und FELDMAN fiir #7(,) = £(1)
und Z£7(cy) = £(c,) richtig.

Das oben konstruierte Beispiel zeigt, daf fiir die eindeutige Charakterisierung des
Ideals F1(E) noch Zusatzbedingungen notwendig sind. Es ist sinnvoll, nach Idealen
zu suchen, die gleichzeitig Ordnungs-Ideale in ¥7(¥) sind, oder — und das ist die
Minimalforderung, die die Ordnungsstruktur in irgendeiner Weise respektiert — man
betrachtet Ideale, die gleichzeitig Unterverbinde von £7(%) sind. Zumindest fiic die
Réume I, {1 < p < co) reicht die letzte Bedingung aus. Eine Inspektion des Beweises
von ARENDT und SOUROUR [3] zeigt, dall ¥7(l,) nur ein nicht-triviales, abgeschlossenes,
algebraisches und Ordnungs-Ideal enthélt. Der nichste Satz liefert mit anderen Mitteln
eine Abschwichung der Voraussetzung.

Satz 2.1, Jedes nicht-triviale Ideal in ¥7(l;), 1 < p < 00, das ein Unterverband ist,
ist in HK"(l,) enthalten.

Zum Beweis dieses Satzes bendtigen wir folgendes Lemma, dessen Beweis man
wortlich aus dem Buch von Pimrscr [10, 5.1.1] iibernehmen kann. Die zusitzliche
Eigenschaft der Regularitdt der auftretenden Operatoren B und X ergibt sich leicht
aus deren Konstruktion.

Lemma 2.2. Wenn E und F jeweils einer der Riume [, (1 £ p < o0) oder ¢y sind und
T € ¥(E, F) ein nichi-kompakter Operator, dann gibt es reguldre Operatoren X € £7(E)
und B € ¥7(F), so dafl BT Xe, = e, fiir n € N ist. #

Beweis von Satz 2.1. Es sei J < ¢7(E) ein Ideal und Unterverband, und es sei
T € 7 ein Operator, der nicht in X*(E) liegt. Dann gilt auch |T'] € 7 und |7| § K(&)
nach Satz 1.3. Nun liefert das Lemma regulire Operatoren X und B auf E, so daB
X |T| B = I ist. Das bedeutet aber, daf3 die Identitdt J zu 7 gehdrt, d. h. 7 = F7(H). #

Als einfache Folgerung ergibt sich nun das folgende Theorem. Um hier und auch im
weiteren die Bezeichnungen zu vereinfachen, vereinbaren wir, dal wir unter einem
Ideal in ¥7(E) stets ein nicht-triviales abgeschlossenes (algebraisches) Ideal verstehen.

Theorem 2.3. Fiir 1 < p < oo st H'(l,) das einzige Ideal in £7(1;), das auch ein
Unterverband ist.

Beweis. Ein Ideal 7 — ¥7(l,) enthilt alle endlichdimensionalen Operatoren {vgl.
[3]). Folglich ist HK7(l,) das kleinste Ideal in £7(I,) und Satz 2.1 liefert die Behaup-
tung. #

Die Aussage von Theorem 2.3 bleibt nicht richtig, wenn man auf eine der Voraus-
setzungen verzichtet. Das zeigen die nichsten Beispiele. Dabei untersuchen wir auch
die Idealstruktur iiber anderen Riumen.

(a) Wie das eingangs konstruierte Beispiel zeigt, ist die Forderung nach der Ver-
bandsstruktur wesentlich.

(b) Es gibt nicht-triviale abgeschlossene Verbandsideale in £7(l,), die verschieden
von HK'(l,) sind. Man nehme etwa das Zentrum & (I,), das sogar ein Band (aber kein
algebraisches Ideal) ist.



12 Math. Nachr. 131 (1987)

(¢) Theorem 2.3 gilt nicht mehr fiir nicht-atomare L,-Réume. Fiir E = L,(R),
1 £ p < oo, bildet das Band 4, = (B’ @D E)** der reguliren Kernoperatoren ein
Ideal in J7( &) mit K7(E) =, = £(E), siche [13, IV §9]. Die Inklusionen sind
echt, da z. B. die Faltung mit einer L,-Funktion (3= 0) einen nicht-kompakten Kern-
operator definiert (AKEMANN [1]) und die Identitét auf E kein Kernoperator ist.

(d) Theorem 2.3 gilt nicht fiir £ = I. In £7(l) = £(I,) ist
Hil) =T el ): T €U firein U e H(l,)}

ein von K(l,) = JH(l,) verschiedenes Ideal, das gleichzeitig ein Verbandsideal ist.

Es ist klar, daB H%(l ) ein Ideal mit H(,) = K¥(l,) = F(l,) ist. Dabei gilt K1),
= £(l,), denn die Identitdt gehdrt nicht zu K3(l ), da nach ArrpraNTIS und BURKIN-
sHAW [2] T2 kompakt ist, wenn +7 < U € K (I ) gilt. Um K(l) == K*(,) zu sehen,
bemerken wir zunichst, dafl I, nicht atomar ist (siehe dazu Bemerkung 2(a) zu Korol-
lar 3.8). Es sei L, der atomare Teil von I/, dann liefert die Bandzerlegungl;, = L, @ L}
mit L} einen atomlosen 4L-Raum, d. h. L} = L;(¢). Man kann somit in L, Rade-
macher-Funktionen r, mit |r,| = f € Ly(u) finden. Diese konvergieren schwach, aber
nicht in der Norm gegen Null. Damit ist wegen ry = (r, <+ f)/2

TO(En) = anr:_) TO: ll _>Ll(:u') — ltlao
a=1
ein positiver, schwach kompakter, aber nicht kompakter Operator, der durch den
eindimensionalen U, = ¢ f majorisiert wird. Die gleichen Eigenschaften besitzt
dann auch die Einschrinkung 7' von T auf I, d. h. T’ ist positiv, schwach kompakt,
kompakt majorisiert, aber nicht kompakt. Diese Konstruktion findet man i. w. bei
WicksTEAD ([17]). Das konkrete Beispiel stammt von W. SCHACHERMAYER.

(e) Das letzte Beispiel kann auf den Fall iibertragen werden, da8 E ein ordnungs-
vollstindiger BawacH-Verband ist, in dem J(E) nicht saturiert ist (d. h. es gilt nicht

HHE) = H(E)). Dann sind K7(Z) und J:= KE) (Abschluf bez. der reguliren
Norm) verschiedene Ideale, von denen K7(E) ein Unterverband und J ein Verbands-
ideal ist.

() Fir £ =1,P1l, 1 < p < g < oo, kénnen wie im BavacH-Raum-Fall in £7(%)
verschiedene Ideale konstruiert werden, die gleichzeitig Verbandsideale sind.

(g) Wir geben noch einen Bavacu-Verband £ an, so da8 f(F) nur ein Ideal besitzt
wihrend jedoch ¥7(%) mehrere Ideale enthilt, die gleichzeitig Ordnungs-Ideale und
Verbande sind (da £7(E) hierbei kein Verband ist, kann man Ordnungs-Ideal nicht
durch Verbandsideal ersetzen). Es sei ¥ = ¢y @ ¢. Da ¢, und ¢ als Bavaca-Riume
isomorph sind, enthdlt ¥ (&) nur K (%) als Ideal. Andererseits sind

y - Jf(co: CO) ‘(}c(c) (:0) ‘7 — ='Y’(C()z CO) JC(C: CO)
b (1’(00, ¢)  Llcc) )’ 2 <f(co, ¢) K, e) )

und J, = 7 n 7, verschiedene Ideale und Ordnungsideale in £7(%), wobei J, und 7,
Verbdnde sind. Die Inklusionen

xlEy e, ;’ >> £7E)

2
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sind echt, 7; und 7, sind nicht vergleichbar. Zundchst hat man nach Korollar 1.2
L(cq) = £7(co)y Llcoyc) = (¢, ¢) und L(c) = £7(¢c). In Theorem 3.4 beweisen wir
L7(c, ¢y} = HKr(c, ¢y) = H{c, ¢p), s0 dal der gesamte Operatorenraum £7(&) die Block-
gestalt

PME) = (f(co; Co) ?C(C: Co))
Zey,¢) Llc,0)

hat. Daraus ergibt sich leicht die Idealeigenschaft fiir 74, 7, und 7,. Diese Feststellung
ist der wesentliche Unterschied zur ,,ungeordneten’ BawacH-Raum-Situation. Da
firr einen AM-Raum M stets H(E, M) = K7(E, M) isometrisch gilt (vgl. [14, IV.1.1}),
sind H(E), 7, und 7, Verbdnde. SchlieBlich zeigt noch Korollar 1.4, dafl alle diese
Ideale (einschlieBlich 7,) auch Ordnungs-Ideale sind.

Wir zeigen noch, dal #7(c) (und somit auch ¥7(c, ®c¢)) kein Verband ist. Fiir

z = (£,) € ¢ mit § = lim &, seien positive Operatoren 7'y, 7', durch

Tlx = (51) '5; 52: E; 53) "') und T-”-x = (0’ E’ 5" ;‘:’ 52’ E’ .t )
definiert. Dann ist 7 := T, — T, regulér,

Tz = (£,0,& —&,0,& —&,0,...),
und der einzige Kandidat U fiir [T,

Ux = (El) 0) ‘E‘l + El: 0: 53 + 527 03 "')
bildet nicht in ¢ ab.

3. Die Gleichheit von £7(E, F) und KX"(E, F)

Wir fithren zundchst bekannte Bawacu-Raum-Resultate an, denen wir anschliefend
analoge BaNacH-Verbands-Aussagen gegeniiberstellen.

(1) (Prrr’s Theorem)

Firl £q<p<oogilt ¥(l,,1,) = H(l,, 1,) und £L(cy, Ly} = H(co, ).

(2) Firl <q<2gilt ¥y, 1) = Kl ly), aber L1, 1) = H(l,, L) fiir 2 < q < co.

(3) Fiir etnen BaNacH-Raum F qilt ¥ (cy, F) = HK{(cy, F) genau dann, wenn F keinen
zu ¢y tsomorphen abgeschlossenen Unterraum enthilt.

(4) Fir einen BaNacH-Raum E g¢ilt X (E,1,) = JH(&,1,) genau dann, wenn E' ketnen
2u Cq isomorphen abgeschlossenen Unterraum enthdlt.

Der Beweis von (1) ergibt sich leicht aus Lemma 2.2, (2) wird in Bemerkung 2 zu
Theorem 3.4 gezeigt, die Beweise von (3) und (4) kann man etwa bei Lacey und WHIT-
LEY (7] finden.

Das Analogon zu P117’s Theorem ist

Satz3.1. Fir 1 < ¢ < p < oo qilt L7(ly, Ug) = KLy, 1g) und L7(cq, Lg) = HT(cq, L)
Beweis. Es set T € ¥7(1,,1,). Dann folgt aus (1), daB |7'| kompakt ist. Satz 1.3

liefert T' € K(l,, ;). Der gleiche SchluB beweist auch die zweite Gleichung. #

Als néchstes zeigen wir die (3) und (4) entsprechenden Augsagen fiir Baxaca-Ver-
bénde.
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Ein Bawacu-Verband E heift KB-Raum, wenn jede wachsende, normbeschrinkte
Folge in E, konvergiert. Genau dann ist % ein KB-Raum, wenn es keinen abgeschlosse-
nen Unterverband (oder auch nur Unterraum) gibt, der zu ¢, isomorph ist. Jeder
KB-Raum Z ist ein Band in seinem Bidual E”', mit P = Py: E'" — K bezeichnen wir
die Bandprojektionen. KB-Riume sind ordnungsstetig, ein dualer Banacu-Verband
ist genau dann ein KB-Raum, wenn er ordnungsstetig ist. Alle reflexiven BanacH-
Verbidnde, AL-Riume und separablen dualen Banaca-Verbinde sind X B-Réume.

Theorem 3.2, Fir einen Banacs-Verband F sind folgende Bedingungen dquivalent.
(i) F ist etn KB-Raum.
(ii) Jeder (positive) Operator von ¢y nach F ist kompakt.
(ii*) Jeder (positive) Operator von ¢, nach F ist schwach kompakt.
(iif) £7(co, F) = H"(co, F).

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii*) (fiir positive Operatoren) wird in [13,
11.5.15] gezeigt. Da I, die Schur-Eigenschaft besitzt, ist jeder schwach kompakte Ope-
rator von F' nach I, kompakt. Somit sind (ii) und (ii*) dquivalent. Aus der oben zitierten
Charakterisierung von K B-Riumen folgt sofort die Implikation von (iii) nach (i).
Wir zeigen jetzt, wie sich (i) aus (i) und (ii} ergibt. Wenn 7' € £7(c,, F') ein regularer
Operator ist, dann ist wegen (ii) dessen Betrag kompakt. Damit gilt auch [T|" € H(F7, 1),
und Satz 1.3 liefert wegen + 7" < |7V < |1’ € K(F', 1;), daB 17 zu K gehort. Daraus
folgt T’ € HKr(ly, F'’) und auch 7' = PT"'J € K7, wohei P = P, die Bandprojektion
von F" auf F (F ist KB-Raum) und J die kanonische Einbettung von ¢, in ¢V = [
ist. Wegen (3) gelten (ii) und (ii*) auch fiir nicht-positive Operatoren. g

Theorem 3.3. Fir einen Bavacu-Verband E sind folgende Bedingungen dquivalent.
{iy E' ist ordnungsstetig.
(i1) Jeder (positive) Operator von E nach 1, ist kompakt.
(1i*) Jeder (positive) Operator von E nach 1, ist schwach kompakt.
(i) L7(E, L) = K*(E, L).

Beweis. Wegen der Scaur-Eigenschaft von [, sind (ii) und (ii*) gleichbedeutend.

Die Aquivalenz von (ii) und (iii) ergibt sich jetzt direkt aus Satz 1.3. Wir zeigen nun,
wie (i) aus (ii) folgt. Wenn £’ nicht ordnungsstetig ist, dann gibt es einen abgeschlosse-
nen Unterverband £, = E, der isomorph zu I, ist (vgl. [14, I1.7.3]). Da I, die positive
Fortsetzungseigenschaft besitzt (vgl. [13, 11.8.9]), kann der Isomorphismus von &, auf
zu einem positiven Operator von ¥ nach I, fortgesetzt werden, der nicht kompakt ist.
Das widerspricht (ii). SchlieBlich erhilt man die Implikation von (i) nach (ii) durch
Dualisieren der entsprechenden Aussage von Theorem 3.2. Wegen (4) gelten (ii) und
(ii*) auch fiir beliebige Operatoren. #
Obwohl die Formulierungen der Theoreme 3.2 und 3.3 ((i) und (iii)) nahezu identisch
mit den eingangs zitierten BANacH-Raum-Resultaten sind, gilt in beiden Fillen 47 4= ¥
und Kr % K, sofern nicht F oder F endlichdimensional ist (CARTWRIGHT und Lotz
[4)). | :

Die folgenden Theoreme beschreiben Situationen, in denen i. a. (&, F) = X(E, F)
ist.

Theorem 3.4. Fiir etnen BanacH-Verband F sind folgende Bedingungen dquivalent.
(i} F ist atomar und ordnungsstetig.
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{ii) Fiir jeden kompakien HAUSDORFF-Raum K sind alle positiven Operatoren von C(K)
nach F kompakt. ‘

(ili) Fiir jeden kompakten HaUSDORFF-Raum K gilt £(C(K), F) = H'(C(K), F).
Falls F ordnungsvollstindig ist, dann sind dazu auch nachfolgende Bedingungen
dquivalent.

(i1%) Jeder positive Operator von ly, nach F ist kompakt.

(i) L7, F) = K(l,, F).

Beweis. (i) impliziert (iii). # sei atomar und ordnungsstetig, und es sei 7'; C(K) — F
ein reguldrer Operator. Die Einheitskugel von C(K) ist [—e, ], wobei e(¢) = 1 fiir
t € K ist. Somit ist [T} [—e, e] = [—|T| ¢, |T| ¢] relativ kompakt nach Satz 1.1, folglich
ist {7'] kompakt und 7' € K" nach Satz 1.3. Die Implikationen (iii) => (ii), (iii®) = (ii%)
und (iii) = (iii®) sind trivial. Wir zeigen noch (ii) = (i). Dazu sei % € F,. Das von »
erzeugte Hauptideal F, wird mit [ —u, »] als Einheitskugel ein 4A/-Raum mit Einheit,
ist also ein C(X)-Raum. Damit ist die identische Einbettung kompakt, d. h., das Ord-
nungsintervall [ —u, ] ist kompakt, und F ist nach Satz 1.1 ordnungsstetig und atomar.
Schliefilich bleibt noch der Schlull von (ii%) nach (ii), aber den findet man bei I. Popa
[12]. #

Bemerkung 1. Analog Theorem 3.4 gelten folgende Resultate von MEYER-NIEBERG.
Ein BavacH-Verband F ist genau dann ordnungsstetig, wenn jeder positive Operator
von einem C(K)-Raum in F schwach kompakt ist; ein ordnungsvollstdndiger Ba¥acu-
Verband F ist genau dann ordnungsstetig, wenn jeder positive Operator von I, in F
schwach kompakt ist.

Bemerkung 2. Im Gegensatz zur Bavacu-Raum-Situation (2) liefert Satz 3.4
P(lor ly) = H(le L) fiir 1 < g < oo.

(8) Lo, Ug) == H(lo, 1) Tiir 2 < g < 0o, Wir geben einen nicht kompakten Operator
T € ¥(ly, {,) mit dem folgenden Diagramm:

loo A lg
xl 8~ ‘%
); - p
Lo (G1) £ (,(07) ————,

Dabei sind I, und B, die identischen Einbettungen, X ist ein Isomorphismus, der nach
PELCZYNSKI existiert (siehe z.B. [9, 8.111]), und P bildet f € Ly(0,1) auf (Pf),

1
= j f(t) cos 2nat dt ab.
0

) Ll ly) = H(ly, 1) fiir 1 < g < 2. Das sieht man mit folgendem Argument,
das wir H. JarcEOW und A. Prerscm verdanken: Jeder Operator T' € £(l, I,) ist fiir
1 < ¢ < 2 absolut 2-summierend [11, 22.42] und 148t sich daher durch einen HiLBERT-
Raum faktorisieren [11, 17.3.7]. Wegen P1r1’s Theorem ist aber ¥(H, 1) = HK(H,1,).

Bemerkung 3. Da ¢ und ¢, als Bavacy-Réume isomorph sind, gilt ¥(c, l,) = H(c, 1)
fiir 1 < g < oo, aber auch ¥(c, l;) &= ¥7(c, l;) = H"(c, Ly).

Theorem 3.5. Fiir einen BANACH-Verband F sind folgende Bedingungen dquivalent.
(1) F ist ein atomarer KB-Raum.
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(it) Jeder positive Operator von etnem AM-Raum nach F ist kompakt.
(iii) Flir jeden AM-Raum M gilt X7(M, F) = H*(M, F).

(ii%) Adlle positiven Operatoren von ¢y und I, nach F sind kompakt.
(iii®) X7(cy, F) = K7(co, F) und £7(l, F) = KL, F).

Beweis. (i) impliziert (iii). Es sei 7 ¢ #7(M, F). Wegen Satz 1.3 geniigt es zu zeigeh,
daB U = |T| kompakt ist. Es sei By die Einheitskugel von M. Dann ist die Menge
C:= {|Ux|: x € By} nach oben gerichtet und normbeschridnkt. Da F ein KB-Raum
ist, gibt es ein u € F,, so daBl C — [0, u] gilt. Also ist UBy, <= [—u, u] relativ kompakt
nach Satz 1.1. Da die Implikationen (iii) = (ii), (ii) = (ii®) und (i1i) => (iii?) trivial
sind, bleibt noch (ii%) = (i). Das ergibt sich leicht durch Kombination der Theoreme 3.2
und 3.4. #

Bemerkung. Analog zu Bemerkung 1 gibt es auch zu diesem Theorem eine Variante,
in der man kompakt durch schwach kompakt ersetat: Ein Bavacr-Verband F ist genau
dann ein K B-Raum, wenn jeder positive Operator von einem 4/ -Raum nach F schwach
kompalkt ist.

Fiir einen 4 M-Raum M und einen A L-Raum L fillt £7(M, L) mit dem Raum J(M, L)
der integralen Operatoren zusammen, wobei die entsprechenden Normen gleich sind
(siehe [13, 1V.5.6] oder [14, II1.2.11]). Da die nuklearen Operatoren (M, L) der Ab-
schluB der endlichdimensionalen Operatoren in J(M, L) sind [(11, 3.17]), erhilt man
unmittelbar das folgende

Korollar 3.6. Es qult J(M, 1) = L7(M, 1) = K(M, 1)) = N(M, ;) fiir jeden AM-
Raum M, wobei alle Normen tibereinstimmen. #
SchlieBlich zeigen wir noch die zu Theorem 3.4 duale Aussage.

Theorem 3.7. Fiir einen BaNACH-Verband E sind folgende Bedingungen dquivalent.

(i) B’ ist atomar und ordnungsstetig.

(i) Jeder positive Operator von E nach einem 4 L-Raum ist kompakt.
(iii) Fiir jeden AL-Rawm L ¢ilt ¥"(E, L) = K7(E, L).
(ii%) Jeder positive Operator von E nach I, ist kompakt.
(iii%) £7(E,1) = K(E,1.).

Beweis. (i) impliziert (iii). Es sei " € £7(#, L). Aus Theorem 3.4 folgt 7" ¢ K7(L',E'),
also hat man T’ € K7(E", L''). Da L ein K B-Raum ist, ergibt sich wie im Beweis von
Theorem 3.2 T € K7(E, L). Aus (iii) folgt trivialerweise (ii). Nun gelte (ii). Es sei
z' € B’ . Dann ist die kanonische Abbildung Q: E — (¥, =) kompakt, wobei (£, z') der
AL-Raum ist, der sich als Vervollstdndigung von E/N, N:={zx € E:(|z|,z") = 0},
unter der Norm |lx + N, := (||, 2’} ergibt — siehe [13, I1.8 Ex. 1] oder {14, I1.9.7]).
Der Dual von (Z, z’') kann auf natiirliche Weise mit £, identifiziert werden, wobei @’
die Einbettung E’, < E’ ist. Damit ist [—2’, z'] kompakt, so daB E’ atomar und
ordnungsstetig sein muB.

Es bleibt noch der nicht-triviale SchluB von (ii®) nach (i). Der ergibt sich aber durch
Dualisieren von Theorem 3.4. ##

Analog zu Korollar 3.6 haben wir

Korollar 3.8. Es qilt J(co, L) = £7(co, L) = K(cg, L) = N(cy, L) fiir jeden AL-
Raum L, wobez alle Normen tibereinstimmen. #



Arendt/Schwarz, Ideale 17

Bemerkung 1. Es gibt einen A M-Raum Z ohne Atome, dessen Dual E’ atomar {und
natiirlich ordnungsstetig) ist — siehe LacEy und Wosraszczyk [8].

Bemerkung 2. Unter den Voraussetzungen von Theorem 3.7 gibt es i. allg. stetige
Operatoren, die nicht kompakt sind.

(a) Fiir den AL-Raum I, ist der duale Operator 7" des in Bemerkung 2(a) zu Theo-
rem 3.4 konstruierten Operators T': I, — I,» nicht kompakt vonl, nach I/ fir1 < p < 2.
Dariiber hinaus liefert diese Konstruktion fiir p = 1 (d. h. p’ = o) einen schwach
kompakten Operator in I/, der nicht kompakt ist. Daraus folgt, da8l I, nicht atomar
sein kann, denn ein atomarer 4L-Raum ist von der Form [,(A) und hat die ScHUR-
Eigenschaft (jede schwach konvergente Folge konvergiert), so daB jeder schwach kom-
pakte Operator in [,(A) kompakt ist.

(b) Es sei L = L,(0, 1), und r, bezeichne die RapeMaCHER-Funktionen. Fir 1 <p <2

definiert T'(¢,) := J &,7, auf Grund der CHINCIN-Ungleichung einen stetigen Operator
n=1

von l, nach L. Offenbar ist T, fiir kein p kompakt, aber die Voraussetzungen von Theo-

rem 3.7 (i) sind fir 1 <p < 2 erfiillt. Damit folgt insbesondere, daB 7, nicht regulér

ist. Fiir p = 1 ist 7', reguldr, somit ist |T;| kompakt (|7} ist sogar eindimensional) —

aber Satz 1.3 ist nicht anwendbar.
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