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ABSTRACT. Let A be the infinitesimal generator of a continuous semigroup of
bounded linear operators T(z) on % ,(Q}). If the operators T(1) are submarkovian,
then A satisfies the «Kato inequalities»: fwAud,uS':<joU, Au>for ue D(A),
0<peD(A’) and wel'(Q,n) with w(x)edj(u(x)} p—a.e. X}, whered; is the
subdifferential of a convex function j: R— R with j(0)=0. We study the converse
statement which is false general. We also study the corresponding problem when
‘submarkovian’ is replaced by *homomorphisms”.

On peut formuler I'inégalité de Jensen en termes d’opérateurs: soient {) un
espace localement compact et T: %5()— %5(£)) linéaire; si T est sous-
markovien (c'est A dire positif et contractant), alors

') JoTu=T(jou) pour uc%,()

pour toute fonction convexe j: R—R avec j(0)=0. 1l est immédiat et bien
connu que l'inégalité (*) avec j{r)=|r| caractérise les opérateurs 7 positifs,
Nous montrerons que si 'inégalité (*) est satisfaite pour au moins une
fonction convexe j avec j(0)=0 qui n’est pas sous-linéaire, alors T est sous-
markovien.

Considérons maintenant un semi-groupe continu d’opérateurs linéaires
bornés (T(1)),>9 sur %,(Q) de générateur infinitésimal 4. On vérifie
facilement que linégalité (*) pour tous les opérateurs 7= T(z) implique
I'inégalité

(**) fwAu du==<jou, Au>
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pour ueD(A}, 0=pueD(A) et wel ((Lu) avec w(x)edj(u(x)) u-
p.p.x€{], ou 9j est ie sous-différenticl de la fonction convexe j et A" est
I'adjoint de A dans l'espace %5 () des mesures de Radon bornées sur ().

Dans le cas ou A est le Laplacien sur %, (R¥) et j(r)=|ri, I'inégalité (**)
est précisément l'inégalité classique de Kato

Au sign 1< A |ul au sens des distributions.

En prenant d’autres fonctions convexes j, on obtient ainsi une variété
d’«inégalités de Kator pour le Laplacien que nous étudierons (cf. [5] ou des
inégalités de Kato pour d’autres fonctions j sont utilisées).

La partie principale de cet article est consacrée au probléme réciproque:
les inégalités (**) pour le générateur 4 impliquent-elles que le semi-groupe
(T(1)) est sous-markovien? Nous verrons qu’en général ceci n’est pas vrai,
méme si (*¥) est satisfaite pour toute fonction convexe j avec j(0)=0. Par
contre sous des conditions supplémentaires, 'implication est vraie méme si on
ne sait pas a priori que 4 est générateur d'un semi-groupe. Par exemple on a
le résultat suivant: soit 4 un opérateur de %;(€2) & domaine dense tel que
(I—A A)~' soit défini sur %75 () et positif pour A >0 petit, alors 4 engendre
un semi-groupe sous-markovien si et seulement si les inégalités (**) sont
satisfaites pour au moins une fonction convexe javec j(0)=0 qui n'est pas
sous-linéaire,

Nous étudierons également les égalités correspondant 4 (**) et montrerons
que, sous certaines hypothéses supplémentaires, elles caractérisent les
générateurs de semi-groupes d’homomorphismes de I'algebre %, (Q).

Le plan de l'article suit exactement les paragraphes ci-dessus: dans la
Section 1, nous précisons le lien entre l'inégalité de Jensen et les opérateurs
sous-markoviens; dans la Section 2, nous donnons diverses versions de
I'inégalité de Kato; la Section 3 est consacrée A la réciproque et la Section 4
a la caractérisation des générateurs de semi-groupes d’homomorphismes.

Remerciements. Nous tenons & remercier M. G. Crandall pour des
discussions sur l'inégalité de Kato par rapport 4 une fonction convexe dans le
cadre abstrait. '

1. INEGALITE DE JENSEN ET OPERATEURS SOUS-MARKOVIENS

On se donne ) un espace localement compact et on note 47({}) 1'espace
des fonctions continues de {) dans R 3 support compact, muni de sa topologie
de limite projective usuelle; 57 () désigne l'espace des fonctions partout
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définies de ) dans R, muni de la topologie de la converge simple. Soit 7T une
application linéaire de _%/({)) dans & ({}).

On dit que T est positif (resp. sous-markovien) si pour ue %' (1)
(N uz=0 (resp.u=1)=>Tu=0 (resp. Tu=1).

Il est clair que tout opérateur sous-markovien est positif. Notons aussi que st
T est positif, il est alors continu de %(Q) dans Z (1). Enfin T est sous-
markovien si et seulement si il est un opérateur positif et contractant dans
I'espace de Banach %%, ({}) des fonctions numériques bornées sur (3, muni de
la norme de la convergence uniforme.

On note Jy le cone des fonctions convexes semi-continues inférieurement
JjiR—]—e0,+ 0] avec j(0)=0. Pour j€ J,, onpose D())={reR; j(r)<- oo}
Notons que £ (j) est un interval contenant O et que [a fonction f est continue
sur D (j), en particulier, si u€ %(0)) (resp. 7 (1)) prend ses valeurs dans
D (j), alors la fonction jou est dans 4(Q2) (resp. .Z (1)). On dit que T est
sous-invariamt par j si

(2) Jjo Tu=T(jou) pour uc % () avec u(M T D)

Il est clair que T est sous-invariant (et méme invariant) par toute fonction
linéaire j{r)=wr, ainsi d’ailleurs que par j= f, fonction indicatrice de {0}
définie par j(0}=0et j(rj=+c2° pour r#0. Il est bien connu d’autre part que
T est positif si et seulement si T est sous-invariant par j(r)=|r|. On peut en

fait remplacer la valeur absolue par n'importe quelle fonction sous-linéaire j,
c'est a dire de la forme

(&))] jry=arpour r>=>0, j(r)=br pour r<0, j(0)=0
avec —e0 = b <+ o0, —co{a=-+oc, h=<g, qui ne soit ni linéaire (correspondant

a g=b), ni de domaine D (j)= {0} (correspondant 4 a = —b =+ o), On notera
J.; Pensemble des fonctions sous-linéaires de la forme (3).

On a alors facilement la caractérisation suivante:

Proposition 1. Les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) T est positif,
(i5) T est sous-invariant par tout je J,,

(iii) Hexiste j& L, qui n'est ni linéaire ni de domaine réduir a {0}, tel que
T soit sous-invariant par j.
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Si je J\J,,, alors la positivité de T n’est plus suffisante pour que 7 soit
sous-invariant par j; elle n’est pas non plus nécessaire en général. Considérons
en effet R>0 et notons I la fonction indicatrice du segment [—R, + R]
définie par

Ia(r)=0si |[r| <R, Igfrj=+si|r|>R.

Il est clair que T est sous-invariant par fr si et seulement si T est
contractant dans %, (Q). Plus généralement considérons les fonctions j de la
forme ‘

4 jr)=wrsi R_<Sr=R,, j{r)=-+cosir<{R_our>Ry

avec we R, —ee < R_ <0< R, <<+, On voit facilement qu’il existe T sous-
invariant par j qut n’'est pas positif. On note J;; la réunion de 'ensemble des
fonctions de la forme (4), de 'ensemble des fonctions linéaires (correspondant
a la forme (4) avec Ry =R =) et de I, (correspondant a la forme (4)
avec R, =R_=0).

On a la caractérisation suivante;

Théoreme 1. Les assertions suivantes sont équivalenies:

(i) T est sous-markovien,

(ii) T est sous-invariant par tout j& J,,

(i)  H existe je J\{(J,,\UJ;\) tel gue T soit sous-invariant par j.

La propriété (i) du Théortme 1 est directement reliée a I'anégalité de

Jensen» pour une mesure de probabilités sur 1. En effet étant donné x€ (),
notons m, la forme linéaire sur _%({}) définie par
(5) m,(w)={(Tu)(x) pourue F(Q).
Il est clair que T est positif (resp. sous-markovien) si et seulement si pour tout
x €12, m, est une mesure de Radon positive (resp. et de masse totale << 1),
D’un autre coté T est sous-invariant par j si et seulement s1 pour tout x<(},
la forme linéaire m =m, vérifie

(6) J(<m u>)=<m, jou>pour ue 5 (Q) avec u(2)C D (j}

Les Proposition | et Théoréme 1 sont donc en fait des corollaires du
résultat suivant:
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Théoréme 2. Soit m une forme linéaire sur % (01},
a) Les assertions suivanies sont équivalentes:
(i) m est unie mesure de Radon positive (resp. et de masse totale = 1)
(i) il existe je J)\J;; (resp. Jy\(J;, U J;:y)) tel que (6) soit vérifide.

b) Lorsque (i)}-(ii) sont vérifi¢es, alors pour tout uc L1 (Q, m) et jEJ,,
resp. Jy), on a

7 Ffutx) dm))={ j(u(x)) dmix)

Notons que I'intégrale dans le deuxieéme membre de (7) a bien un sens puisque
j est minoré par une fonction affine (voir Remarque 1 ci-dessous). Ces
résultats sont relativement classiques, tout particulieérement la partie b) du
Théoréme 2 qui est essentiellement 'inégalité de Jensen. Nous en donnons
néanmoins ci-dessous une démontration compléte pour le lecteur. Mais
auparavant énongons le résultat suivant du méme type:

Théoréme 3. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i} T est un homorphisme d'algébre, cest a dire
(8) Tuwv)=(Tw)(Tv) pouru, veff(ﬂ),
(ii) T est invariant par tout jeJ, c'est a dire
9 joTu=T(jou) pour uc 4 (Q) avec u(QV)C D),

(iii) T est invariant par toute fonction j: B— R continue avec j(0)=0.

(iv) Hexiste jeJ\J;, avec D ()= telle que T soit invariant par j.

(v) [Hlexiste UCQ et ¢:U—Q tels que pour uc 5% (), la fonction Tu
soit donnée par

(10) Tu(x)=ufp(x)) si xe U, Tu(x)=0si xeO\U

Remarque 1. Avant de donner les démonstrations, rappelons qu’étant
donné jeJ, et relnt(D(j)), les dérivées a droite j (r+) et & gauche ;' (r—)
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existent et vérifient j (r—)<<j(r+), il est classique (et élémentaire) que
I'intervalle [/ (r—), j'(r+)] est exactement ’ensemble des réels w vérifiant

(11) J()= j(r)h w(s—r) pour tout s€R

D'une maniére plus générale pour r& D (j), on note dj (r) 'ensemble des réels
w vérifiant (11); la multi-application d; est le sous--différentiel de j. En
particulier on a wedj(0) si et seulement si j{r)= wr. Maintenant si jEJ, et
we R, les relations (3), (6), (7), (9) sont vraies pour ; si et seulement si elles
le sont pour la fonction r — j (r)—wr. Par conséquent, dans les démonstrations
des résultats, on pourra toujours se resteindre a des fonctions ;7 vérifiant soit
F=0 soit 3j (1) =2

Preuve du Théoreme 2.b). Considérons d’abord une fonction jeJ,
donnée par (3). Si > oo, remplacant J par j(r)-br (voir la Remarque 1 ci-
dessus), on peut toujours supposer #=0. Alors, supposant que m est une
mesure de Radon positive, on a pour u€ L' (), m)

( ux) dm ) <[ u(x)t dm(x)

et done (7). Le cas ¢ <{+ e se traite de maniére identique; le cas a=—b =00
est trivial.

Supposons maintenant m ((})=<1 et soit uc L {(Q,m). On peut toujouwfg
supposer

(12) u(x)eD{F) mppxefl
sinon le deuxiéme membre de (7) vaut +2¢ et le résultat est trivial. Posons
c=(1/m(Q) [ u(x) dm(x).
Puisque
iJu) dm(x))=j(m(@Q) J=m@) j(e)
il suffit pour vérifier (7) de montrer que
(13) JO=m@) [ (x) dm(x)
D apres (12), onace D (j), dans le cas ot ¢ =max D(j) ou c=min D(j), on

au(x)=c m-p.p.xeet(13)est trivial. On peut donc supposer ¢ € Int (D (j));
donnons-nous w&dj(c). Dapres (11), on a

Jlu(xj}= jle)+wu(x)j—c) pour x}

d’ont (13) en intégrant les deux membres. *
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Preuve du Théoréme 2.a). L'implication (i) => (i) résulte du b) démontré
ci-dessus. Considérons donc j€ Jy tel que (6} soit vérifié et donc en particulier

<m,u>e D) pour uc % () avec u(Q) C D).

Supposons d’abord que j¢ J;; et montrons que m est positive. Posons
Ry=sup D), R_=wmf D). Si R_=0, alors [0, ReTCDGIC[0, R¢] et
R.>0 (puisque D (j) n'est pas réduit a {0}); on a alors <m, u>=0 pour
ue () avec 0=u<R, et donc par linéarité pour tout uc % (Q) avec
u=0. Le cas Ry =0 se traite de maniére identique. Supposons donc
maintenant, R_ <0< R} ; compte tenu de la Remarque I ci-dessus, on peut
également supposer j=0.

Posons ay =sup{r=0; j=0sur [0,r]}, a_=inf{r=0; j=0sur[r, 0]}. Si
a_=+20, alors a, <+ o0 (puisque j n'est pas linéaire) et j(<m, u>)=<0 pour
u€ H () avec u=a,; donc <m, u> <a, pour uc ¥} avec u=<ay; ceci
implique que m est positive (et méme que m ()= 1 dans le cas o 2. >0). On
aura le méme résultat si @, =+, Supposons donc —o<a_<0=<g,<+ce.
Puisque j¢ J;;, on a R_<<a_ ou ay<Ry; supposons par exemple que
a:=a; <Ry et fixons b€]a, R[; la fonction j est strictement croissante sur
[a, b]. Etant donné ve %/(f) avec v=0, montrons que <m, v>2=(, par
linéarité, on peut toujours supposer v= j(b) Définissons
uy: K:=supp v—[a. b] par j(uy(x))=v(x); c'est une fonction continue sur le
compact K avec vy (x)=a pour x €4 K, la fonction 1 posséde un prolongement
u€ 5 () vérifiant 0 =<y <a sur O\K. Un tel prolongement u vérific jou=v
et donc d'apres I'hypothése, on a

<m, vo>=<m, jou>=j<mu>)=0.

Faisant un raisonnement identique lorsque R_<ag_, on a ainsi achevé de
démontrer la positivé de m. -

Supposons maintenant que j&¢ J;; UJ;. Nous savons déji que s est une
mesure de Radon positive; montrons que m ((2)= 1. Il suffit pour cela, atant
donné K un compact quelconque de (), de montrer que m (K)= 1. Appliquant
le Lemme l.a) ci-dessous avec c=m(K), il suffit, étant donné re Dj), de
montrer que j(m{(K)r)=m(K)j(r}. Or ceci résulte immédiatement de
I'hypothése: en effet, il existe une suite (1) dans () avec 0 <, <yp=1
telle que u, (x)— X & {x) lorsque n—co pour tout xe{}; posant f, (x)=j(ru,

{x}), on a

Ul = M X, avec Ko=supp wy, M =sup {|j(ir)|; 0=1=1} pour tout n
Ju(x)—j(r) X (x) lorsque n— o pour tout x&(};
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utilisant le théoréme, de convergence dominé, la propriété s.c.i. de j et
I'hypothese (6), on obtient donc

Jlrm(K)= j(lim<m, ru,>>)=
‘ liminf j(<m, ru,>)<lm<m, f,> = j{r) m(K).*

Lemme 1. Soienr jeJ,\J;; et c=0.
a) Sijler)=c j(r) pour tout re D), alors ¢= 1.

b) SiD@G)=Ret j{cr)=c j(r) pour tout reR, alors c=0ou c=1.

Preuve. Supposons j(cr)=cj(r) pour tout r€ D (j) et que ¢ > L. Puisque
D (j) nest pas réduit & {0} et cD ()T D(j) avec ¢>1, D(j) est soit R, soit
{0, 00, soit ]—eo,0]. Etant donné 0s4rc D(j) et wedj(r), on a (cf (10))

(c-D) jm)Z jler)—jr)=w(c-I)r

et donc j(r)= wr; mais j(r)<wr (cf. (10)), et donc w= j(r)}/r. En d’autres
termes, j est dérivable sur D ¢)\{0} et 7 (r)= j(r)/r; ceci implique jeJ,,, ce
qui est contraire 4 I'hypothése et démontre la partie a) du lemme.

Supposons maintenant j(cr)=c j{r) pour tout r& D (j)=TR. D’aprés a),
on a ¢=1. Si ¢%0, on a j(r/c)=j(r){c pour tout re D(j), et donc
appliquant a) 4 nouveau, on a (1/¢)=<1, d’ot ¢=1. Ceci démontre bien la
partie b).*

Preuve du Théoréme 3. Les implications (v) = (ii1), (iil) => (i1}, (11) =>(iv)
et (v)=>(i) sont immédiates; limplication (i)==>(iv) se voit en utilisant
Jj(r)=r% il reste donc 4 démontrer (iv)==>(v) ce que nous faisons. Etant
donné x €}, la forme linéaire m, définie par (5) vérifie par hypothese

J&m, u>)=<m,, jou> pour ue #(Q).

o :
Ona j¢ J; U J;y., et donc d’aprés le Théoreme 2, m, est une mesure de Radon
positive de masse = |. Etant donné K un compact de {1, on montre comme
dans la preuve du Théoréme 2,b) ci-dessus, que

Jrm (Ky=j(r) m(K)  pour tout re R,

et donc, d’apres le Lemme 1.b), m (K)=0 ou m,(K)=1. On en déduit que la
mesure m, est soit nulle soit une masse de Dirac. Notant U={x&{};m, 0},
et pour x€ U, ¢ (x) le pole de la masse de Dirac m,, I'opérateur T est bien
donné par (10). ¢
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2. INEGALITES DE KATO

Dans cette section, () est un espace localement compact et % () désigne
I'espace de Banach réticulé des fonctions continues de () dans R tendant vers
zéro A I'infini, muni de la norme de la convergence uniforme sur Q: avec les
notations de la Section 1, %, (1) est Padherence de %' () dans &, ().

Etant donné T: %, () — %5 (Q) linéaire, d’apres les résultats de la Section
1, les conditions suivantes sont équivalentes:

(14.Q) T est continue et la restriction de T a %/ (1) est sous-markovienne,
(14.i) T est positive et contractante,

(14iil) joTu=T(jou) poﬁr tout uc%(Q) et tout jeJ, avec
u(MC DG

Nous dirons alors que T est sous-markovienne. Pour simplifier, on appelle
semi-groupe sous-markovien sur %,((}), tout semi-groupe fortement continu
d’applications linéaires sous-markoviennes de % ((}) dans lui-méme.

On a facilement le résultat suivant:

Théoreme 4. Soit A le générateur infinitésimal d'un semi-groupe sous-

markovien (T(t)) sur £3()). On note A" le transposé de A dans l'espace
B0 Q) des mesures de Radon bornées sur ). Etant donné jeJ; on a

(15) Tw(x) (Auw) (x) du ()<< A'u, jou>

pour tout 0=pcD(A’), ucD(A) avec u(QM)C D) et well(Q},u) avec
wix)cdjluix)) u-p.p.xcll.

Preuve du Théoréme 4. DD’aprés le choix de w, on a
JeTu=joutw(T(t}u—u) p-p.p.x<€Q, pour tout =0,

Comme T'(7) est sous-markovienne, utilisant (14.iii), on en déduit pour tout
>0 '

' <<u, T)(jou)—jou>=
1<, jo T(hu— jou>= [ w(T(u-u/t du.

Le passage a4 la limite lorsque ¢ — 0 donne (15). =
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Considérons l'exemple suivant: Q=R et Au=Au avec D(A)={uc % (RY),
Auc %3 (RM} qui est le générateur infinitésimal du semi-groupe de Gauss sur
%5 (RM); le transposé A’ est défini par A'v=Av avec D (A’)={ve L' (R); Av
est une mesure de Radon bornée sur RV} (cf. par exemple [7]); par troncature
et régularisation - par convolution, on voit facilement qu'étant donné
ve D (AT, il existe une suite (£,,) dans & (RY)* telle que {,— v dans L' (RY)
et Al,— Av faiblement dans %,(R"). Le Théoréme 4 énonce donc exac-
tement le résultat suivant: étant donné j€.Jp, u€ %o(RY) avec Aue Ly (R et
u (YT D), et we L'(R¥) avec wedj(u) p.p. sur RY, on a

A (jou)=w Au dans (R}

Ce résultat peut se localiser: si ( est un ouvert de R¥, jcJy, ve £ ()
avec Aue E () et u(QCT D), ona
(16) A(jow)=w Au dans Z2'(Q) pour we L] (2} avec wedj(u) p.p.
En effet, remplacant u par u-r et j(r) par j(r+r)}—j(r)—sr avec s€dj(r), on
voit que l'on peut toujours supposer j=>0; soient alors @ un ouvert
relativement compact de £ et € ({)) avec 0=={=1 et {=1 sur w; on a
u={ucD(A), Au=Au sur w et A(fjow)=A (jouw) dans Z'(w); enfin,
compte-tenu de ;= 0, on peut trouver we L' (RY) avec wedj(u) p.p. sur RV
et w—w sur w; appliquant alors le Théoréme 4, A (jou)= wAu dans &’ (w);
ceci étant vral pour tout ouvert o relativement conpact dans (), on a bien le
résultat.

Dans le cas j(r})= |r|, en prenant w =sign u, (16) correspond exactement
a Iinégalité de Kato qui, comme cela avait €té prouvé initialement dans [10],
s’étend aux fonctions u€ L _(R") avec Auc L] (R"). Comme nous allons le
montrer ci-dessous, on peut effectuer cette extension avec une fonction je.J,

quelconque.

On peut aussi étendre le Théoréme 4 dans une autre direction. En effet,
sous les hypothéses de ce théoréme, donnons-nous jeJy, 0=ueD(A’)
ue %y avec u(QYC D), we L'(Q, p) avec w(x)<dj(u(x)) p-p.p. et
f:0—R borélienne avec wfe L' ({}, u); supposons w{x)=0 u-p.p. x(1.
Alors, appliquant le Théoreme 4, si uc D(A) et (Au)(x)= f(x) p-p.p. x€(},
on a

(17) Iweo f(x) du()=<A'n, jou>

Sous certaines hypothéses, on peut montrer la validité de cette inégalité
(17) pour u, f vérifiant la propriété «4u= f» en un sens plus faible (cf. [3]).
Nous ne développerons pas plus cette extension dans le cadre abstrait, nous
contentant ici de la préciser dans le cas concret de ['opérateur de Laplace en
utilisant une méthode directe pour sa démonstration.
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. ~
On a le résultat suivant:

Proposition 5. Soient O un ouvert de RY, jely, u, felLl (Q) et

] loc

w: O — R mesurable avec wcdj(u) p.p. sur Q et wfc L), (£). On suppose que
l'une des deux hypoyhéses (i) ou (ii} suivantes est satisfaite:

(i) Au= fdans Z'(Q).
(ii) Au= fdans Z'() et w=0 p.p. sur (.

Alors joue L' (Q) et A(jow)=wf dans F'(Q).

loc

Preuve de la Proposition 5. Montrons d’abord que le cas de 'hypothése
(i) est impliqué par le résultat dans le cas de ’hypothese (ii). Fixons r€ D (dj),
sEJj(r) et posons

A= jrrr)y—jr)—srt, wi=(w—39*, uy=u-—r,
Jar)=jr—r)—j)tsrt, wa=(w—5", ty=r—u,
Pouri=1,2 ona0=w;<dj;(u)p.p.et w; fe L:OC (€1); supposant Au = fdans
Z'(Q) et utilisant le résultat dans le cas de ’hypothése (i) on en déduit

Jre € Ly () et A(fio u) = w; Ay = (—1)¥ w; fdans Z’(£)). Notons maintenant
que

Jeu=jrewmt peuyt2j(t)+su—r)

On en déduit joue L) (Q) et

A(fe u)=(w; —wy) [+ sAu=wf dans &' (). CQFD

Démontrons maintenant le résultat dans le cas de 'hypothése (ii). Notons

d’abord que le résultat est immédiat si € £2(Q) et j€ £2(r): en effet, on a
alors jou€ %2(Q)), w=jou p.p. et

Ajerw)=(f o) Au—+(j"-u)|grad u|?=w Au=wf p.p.
Montrons que le résultat est vrai avec w (x)=j (u{x)-+ ), si l'on suppose
(18) D (j)="7, j croissante et lipschitzienne.
11 existe des suites (w,), (f,) dans %72(Q)) avec Au,=f, sur () pour tout r,

convergeant respectivement vers u, f dans L}OC {€1} (utiliser par exemple une
régularisation par convolution). D’un- autre coté, il existe une suite (j,,} de
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fonctions convexes croissantes de classe %2 uniformément lipschitziennes
avec j,, (0) =0 pour tout m, telle que jf, (r)- j'(r+) pour tout r€R (utiliser
par exemple j, (r)=jep (r)— jsp(0) o4 pe Z(r), p=0, fp=1,

supp pC[0,[/m]). On a

A (Jmo ) Z fr (1) f,  dans Z7°(1)
pour tout #, m1; le résultat s’obtient en passant 4 la limite d’abord en #, puis
en n.

Supposons toujours (18) (et donc jeue L] (£1)). On voit avec la méme

démonstration que le résulat est aussi vrai avec w{x)=j (u(x)—) et donc
A(jow)y=sup (j (ut)f, j(u—)f) dans Z'(Q).

Considérons maintenant w: 0 — R mesurable quelconque vérifiant weadj(u)
p.p. sur Q (et donc we L= (), wfe L ({})). On a

loc
sup (' (ut)f, j(u—)f)=wf p.p. sur {2
de telle sorte que A{(jou)= wf dans Z°(Q).

Démontrons enfin le cas général. Pour tout entier m, définissons la
fonction j, par

gu()= [ inf Om, 7 (s) ds si re DO,
Jm (F)=Jrn(a) s1 —eoyr<g=1inf D(j},
Jan (F)=J (D) m(r—5) si b=sup D{j)<lr<toe,
Il est clair que j, satisfait (18) et w,,=inf(m, w)€dj(u) p.p. Appliquant le
résultat précédent on a donc

(19 . A,ew)=w,, fdans Z°(Q) pour tout m.

Maintenant w,, /- wf dans Llloc(ﬂ) par convergence dominée; d’un autre
COté v, = ji,ot —fou p.p. sur {1, v, st minoré par une fonction localement
intégrable fixe, et —Av,, est majoré par une fonction localement intégrable
f_ixe_:il en résulte que j‘ouELi'UC(Q) et v, —jou d_ar_ls L,loc(ﬂ). Passant & la
limite dans (19), on achéve la preuve de la proposition. *

3. CARACTERISATION PAR LINEGALITE DE KATO

. Cette section.est consacrée au probiéme réciproque du Théoréme 4: étant
donné A .le générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu
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(T(1) sur £3( ), les inégalités (15) pour un ou tout j& J, impliquent-elles que
les opérateurs T(t) sont sous-markoviens 7 Contrairement 4 la situation
considérée au Théoréme 1, ceci est faux en général comme le montre
I'exemple suivant.

Exemple 1. Considérons (=[—1,0]. Pour 0==¢<{1 et ue % ([—1,0]),
définissons la fonction T(t)u sur [—1,0] par

T(u(x)=ufx+1)si x+t=0, T(u(x)=uf{x+1—D+u0)—u(—1)

(20) st x+¢>>0.

On a T(uc F([—1,00), || T(ju|| <3 jluil et T(t)u—u dans %" ([—1,0])
lorsque ¢t —0; aussi T(t+s)= T(r) T(s) pour ¢, s=0 avec t+s<]. On peut donc
prolonger (T(1) =< €n un unigue semi-groupe fortement continu (771))=0
d’opérateurs linéaires bornés sur & ([—1,0]). Il est clair que les opérateurs
T(t) ne sont pas sous-markoviens: ils ne sont d’ailleurs ni positifs ni contrac-
tants. On va montrer que pourtant le générateur infinitésimal A vérifie (15)
pour tout j&€ J,.

Plus précisément, on a le résultat suivant:

Proposition 6. Le générateur infinitésimal A du semi-groupe fortement
continu sur & ([—1, 0)) défini & partir de (20) vérifie pour tout jeJ,

1) Jw(x) (Au)(x) du(x)=<A'w, jou>

pour 0= pne D(A’), ue D(A) avec u{[-1,0])C D@G)et we LI ([—1, 0], u}avec
w(x)e dj(u(x)) p—p.p. xe[—1.0).

Avant de démontrer cette proposition, notons le lemme technique suivant
pour un espace localement compact () quelconque dont la preuve sera donnée
a la fin de cette section:

Lemme 2. Soient u, v des mesures boréliennes bornees sur (} avec u=0,
et u, v des fonctions boréliennes bornées sur (). Supposons que

(22) Jwx)v(x) du (x)=<[j(u(x) dv (x)

pour tout jeJ, avec D(j)=R et w fonction borélienne bornée avec w(éc)e
2 j(u(x)) pour tout x€ (). Alors l'inégalité (22) est satisfaite pour tout jeJ,
avec jouc LI (Q, |v]) et we LI(QY, u) avec wix)Edj(u(x)} p—p.p. xc ).

Notons que I’assertion reste vraie si I'on remplace dans {22) I'inégalité par
I’égalité ; il suffit de I’appliquer en remplagant v et v, respectivement par —v et
—1.
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Preuve la Proposition 6. On vérifie immédiatement que "opérateur A4 est
défini par ‘Au=uw avec D(A)={uc %' ([-1,0]); v’ (—1)=u'(0)}. On en
déduit alors que

D(A)={pu=hdx+ A(8—6_)); A\€R, h:[—1,0]— R a variation bornée }.

Etant donné 0=Xu& D(A’), on a u = hdx avec h:[—1,0]— R* a variation
bornée (et donc mesurable bornée).

Compte-tenu du Lemme 2, supposons D{ )= et considérons w:
[<1,0]—R borélienne bornée avec w(x)e€dj(u(x)) pour tout xe[—1,0].
Etant donné ue D(A4), puisque la fonction convexe f est localement lipschit-
zienne, la fonction jo u est lipschitzicnne sur [—1, 0] et donc p.p. dérivable sur
{(—1,0). Comme il est classique, on a

(23) o) (x)=w(x)u'(x) p.p. x&€(—1,0).
En effet, par définition du sous-différentiel, pour x&]-1,0[, on a

o) (xt8)—(jouw)(x)=wix)(ufx+8)— u(x)) pour tout & petit; si jou est
dérivable en x, divisant par 8§ >0 et §<C0 et faisant § — 0, on obtient bien (23).

En d’autres termes, on a donc

YT o) — o)) —w r’ p.p. sur {—1,0) lorsque 1 —0; on a aussi
[T @ Gew) =G| =2/ Gow) lly= p.p. sur (—1,0) pour 0<s<I,
d’ou par convergence dominée

<A, jouS=lim [ T)(jow)—(jou)) h dx=
' fwu’hdx:fwAudp.'

Revenons maintenant a I’étude de I'inégalité (15) dans le cas général. Nous
poserons la définition suivante:

Définition 1. Etant donné A : D(A)C %Gy (Q) linéaire avec D(A) dense
dans €, (), et j€Jy, nous dirons que A vérifie l'inégalité de Kato pour j si
on a

(15) o fw) (Auw(x) du (S < A, jous

pour tout 0=ueD(A’'), uc D(A) avec u(MCT DG) et we LI (), u) avec
w(x)edj(u(x)) u—p.p. xell.
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Nous ne nous restreignerons pas au générateur infinitésimal d’un semi-
groupe fortement continu sur %5 (£)); nous considérerons plus généralement
un opérateur linéaire A: D(4)C %, (Q) — %, (Q) vérifiant
(24) D(A)dense dans £3(Q) et il existe Ay >0, M <o0 tels que pour 0<TA<TA

J=(=A A€ (G (). 1A= M.

Rappelons que le généraﬁeur infinitésimal 4 d’un semi-groupe fortement
continu (7(2)) sur €, (0) vérifie (24); on a alors pour u € %, ({})

(25) b= T u e

et

(26) T(t)u=lm, ., u,(t) dans %;(Q)) uniformément pour =0 borné
ol

27 (M =u, wt)=L)Y'u pourte]l(n—DA, nA], n=1,2,...

Notons d’abord la caractérisation suivante:

Proposition 7. Soient A: D(A)C %, (Q) —~ %4 (QY) linéaire vérifiant (24),
JeJ,avec 0t D(j) et 0=pe D(A’).

a) Les assertions sont équivalentes:

(i) pourtout uc D{A)avec u(Q)C D), et we L' (Q), u) avec w€djfu)
u-p.p., on a l'inégalité (15),

_ (ii) pour tout u€ D(A) avec u(QYC Int D(j), il existe we L' (), p) avec
wedj(u) p-p.p., tel que l'on ait linégalité (15).

(iif) pour u€ %y (Q) et 0<A <Ay avec (L) (Q)C D(j) ona

(28) <p, jehu>=[ju) dux)+A<A'y, jo hu>.

b) Side plus A est générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement
continu (T(1)), alors les assertions (i), (ii), (iii) sont encore équivalentes a
lassertion suivante:

(iv) pour ue %6,(QY) et t=0 avec (T(s)u) (DT D) pour 0=s5=1t, on a

29)  <p, jo TWu>=[ j(u(x) dp (x}+£<z‘1’#, JeT(s)u>ds.
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Remarque 2. Etant donné jcJ, avec D(j)# R et uec%() avec
()Y D), il n'existe pas nécessairement we L! ({), p) avec w € djfu) u-p.p.:
c’est pour cette raison que nous avens di nous resteindre dans ’assertion (ii)
ci-dessus a4 des fonctions w€ D{A) vérifiant u (M CInt D). Sous les
hypotheses de la Proposition 7, it est clair que si 4 vérifie Vinégalité de Kato
pour J, alors il vérifie les assertions équivalentes (i), (i), (1i1); Ia réciproque est
évidemment vraie si D{G)="R, ou plus généralement st D(j) est ouvert, mais
elle est fansse en général. 11 suffit en effet de considérer pour j la fonction
indicatrice du segment ]—ee, 1]: les assertions équivalentes (1), (ii), (1) .sont
toujours vérifides alors que l'inégalité de Kato pour j s*¢crit:

pour uc DiA) avec u=<1 et 0= ue D(A’), Au=0 p-p.p. sur u—' (1),

qui n’est évidemment pas toujours vérifiée (considérer par exempie le cas d’un
opérateur de multiplication Au(x)=a(x)u(x) avec ac £»{(1)).

Preuve de la Proposition 7. Limplication (i)=>(ii) est immédiate.
Montrons Iimplication (ii) =3 (iii). Etant donné u€ %;(Q) et 0<<A <X,
supposons d’abord (4, «) (1) CInt D{f); appliquant (ii), il existe we L1 (£}, p)
avec wedj(f, 1) u-p.p., tel que l'on ait

fwALude=<Au, jodou>.

Utilisant la définition du sous-différentiel, on a
<pn Johu>=[ i+ w (huww) de=]jouw) du+w NAJ u du

d’ou (28). Ceci est encore vrai en supposant seulement {J, ) () C D(}; en
effet pour 0Tk <1, on a (J, (ku)) (V) =k (/, ) (V) Ck DG)C Int D), puisque
0<Int D(j); appliquant (28) 4 ku et passant a la limite lorsque k—1, on
obtient bien (28) pour w.

Montrons 'implication (iii) ==> (1). Etant donné u € D(A) avec u (1) Int
D), ona(J, w) (1) C Df) pour tout A >0 suffisamment petit: en effet d’aprés
(24), on a J, u—u dans %;,(Q) lorsque A —0. Si we L'(Q, u) avec wed j(u)
#-p.p-, on a par définition de d;:

fW(J,\u—u)dpS<p, Jodhu—jou

Utilisant (iii), divisant par A >0 et faisant A — (), on obtient bien (15) puisque
(S u-u)] A =J, Au— Au lorsque A — 0.

Supposons maintenant que A engendre un semi-groupe fortement continu
(Tft)). Montrons d’abord que (iii)=>(iv). Fixons u&%,(Q), =0, et
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raisonnant comme ci-dessus, supposons (T(s)u} (1) CInt D(f) pour 0<s=¢.
Posant A = ¢/ N et notant uy la fonction définie par (27), puisque uy (5)— T(s)u
dans %7 (Q)) uniformément pour 0 < s=<t, on aura uy (s)(2) C D(j) pour tout
0=s<t et N suffisamment grand. Supposant que (iii) est satisfaite et
remplacant # par (J,)"u dans (28), on obtient pour n=1,..., N—1

<p, o un{(ntN)— jo uy(m)>=

A< A, jo un(mn)>=[ LSAB o uy()>ds

{rr—1

Additionant, on a donc
g -
<wojo un()—jo uyN>= [ <A, jo uy()>ds

Passant a la limite on obtient (29).

Montrons enfin que (iv)==>(i). Etant donné u< D(A4) avec u(2)C Int
D), et we L' ({}, u) avec wedj(u) u-p.p., on a (11t)u)(2) C D(j) pour tout
1> suffisamment petit, et donc en utilisant la définition de dj et (iv):

[ (Tu—u) w dp=
< o TMu— jo u><t- L<A’,u, jo T(s)u>ds.

A la limite lorsque 1 — @, on obtient (15).*

Donnons maintenant quelques cas ol nous savons prouver que si A4
vérifie I'inégalité de Kato pour j, alors il est générateur d’un semi-groupe
fortement continu d’opérateurs sous-markoviens (7(¢)) sur %;({1). Notons
d’abord le cas ol

30 J, =0 pour 0<TA <Ay

Cette condition est évidemment nécessaire pour qu'un opérateur A
vérifiant (24) soit générateur d’un semi-groupe fortement continu d’opérateurs
sous-markoviens {7'(z)) sur %;({2). Remarquons qu’en général les conditions
{24} et (30) seules n'impliquent méme pas que 4 soit générateur d’un semi-
groupe fortement continu (cf. [2]). Mais on a la caractérisation suivante:

Théoreme 8. Soient A:D(A)C%E,(Q)— %,(Q) linéaire et jeJ)\
(L, UJ;) avec DG)=R. Alors A est générateur d'un semi-groupe sous-
markovien sur €,(Q) si et seulement si A vérifie (24), (30) et l'inégalité de
Karo pour j.
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Preuve du Théoreme 8. La condition nécessaire a déja €té prouvée, Pour
démiontrer la condition suffisante, il suffit de montrer que J, est sous-
invariant par j; en effet alors, d’aprés le Théordme 2, J, sera sous-markovien
et donc A sera générateur d’un semi-groupe sous-markovien sur %, (). En
d’autres termes, étant donné u< %;,(1), 0 <<A<IAget O=v e %, (), il suffit
de prouver que l'inégalité suivante est vérifiée:

<p, jo hur=<v, L({-w)>

Puisque 4, =0, la mesure pu=J v vérifie 0==ueD(A’) et on a
i —v=AA’u. Appliquant la Proposition 7.a}, (27} donne

<,u,jo.],\u-—jou>£<}.4—V,jOJ,\u>

Ly, fehu>=<p, jeur=<Kv , jouz=<y, S, (jouj>,*

Considérons maintenant le cas d’un operateur borné A€ ;9_6”{_(6’0 ().
Notans qu’'alors ‘A vérifie (24) avec Ay= || 4]|~!. On a le résultat suivant:

Théoreme 9. Soient A€ () et je NS, IJ;,) avec DG)=R.

Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) e't est sous-markovien pour tout 1= 0,

(ii) A vérifie l'inégalité de Kato pour j,

(iii) pour tout uc Ly((Y) et xcQ, ona

AfGou)(x)>= Aux) max 9j(u(x))

Avant de prouver ce théoréme, notons le corollaire suivant:

Corollaire 10. Soient A DIA)C 6o () — %o (Q) lindaire vérifiant (24)
et jeJ NI \JT) avee D()=R. Alors les assertions suivanies sont
équivalentes:

(1) A est générateur d'un semi-groupe sous-markovien,

(ii)  pour tour O<A<k,, lopérateur J,—1I vérifie l'inégalité de Kato
pour |J,
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(iii}  pour tout (<A< Ay, u€%5,(Q) et x€Q, on a

(3D Hiliew)(x)>Z jlu(x)+ (S u(x)—ulx)) max dj(u(x)).

Preuve du Corollaire 10, 11 résulte immédiatement du Théoréme 9,
puisque A vérifiant (24) est générateur d'un semi-groupe sous-markovien si et
seulement si e’“—% est sous-markovien pour tout 0<CA <A et 10, v

Preuve du Théoreme 9. L'inégalité de Kato pour j sécrit:

pour tout 4#€ %)), O<ue 5, (Q) et we L), u) avec wedj(u)
pp.p,ona<pu, A(jau)>2fwAu du.

L'implication (ii) =>(iii) est alors clair. L'implication (1) ==> (ii} résulte du
Théoréme 4; compte-tenu du Théoreme 8, il suffit donc de prouver
Iimplication (iii) ==>(30), ou de maniere équivalente que (iii) implique la
positivé du semi-groupe (e1),»y; or il est bien connu (cf. par exemple [13])
que cette positivé est équivalente 4 la propriété

(32) 0Sue % (), xeQ, u(x)=0 == Au(x)=0.

Pour prouver (iil)=>>(32), quitte a remplacer j(r) par Jj(rj-cr avec
¢ € dj(0), on peut toujours supposer j=0; dautre part puisque j& J |, quitte
a remplacer f{rj par j(—r), on a a=sup j—' (0)<+eo; la fonction j est une
bijection croissante de [a, +¢°[ sur [0, +2¢[. Donnons-nous 0 < u € % () et
x € (avec u{xj=0et montrons Au(x)=0. Pour tout £ >0 il existe v,€_#((})
tel que

Jeve=u  sur fu=e}, vw=0 sur fu<e/2}, w=0,

Jfow=esurfe/2=u=¢}.

On a clairement = jo v,— u dans %,(()) lorsque ¢ 0. Appliquant (iii)
avec v, (a la place de u), puisque v, (x}=0 et 0J;(0), on obtient A, (x)=0
et donc 4 la limite Au(x)})=0. »

Nous considérons maintenant un dernier cas ol nous savons prouver
I'équivalence entre 'inégalité de Kato pour j et la propriété sous-markovienne.
Notons d’abord le lemme suivant:

Lemme 3. Soient 0<Suc%,(Y), 620 et j=Jy avec 0cIntD(j) et
F(0=)=0<j (0+). Soit T une application linéaire de %, () dans lui-méme
vérifiant
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(33) fjoTu dus<u, jou> pour u€ %y(Q) avec u(@C Int D).
Alors Tu=0 p~p.p. sur Q pour tout 0=ue %,(Q).

Preuve du Lemme 3, Notons que I'intégrale dans (33) est bien définie
puisque d’aprés les hypothéses, on a j=0; en fait 'hypothése (33) incius que
Jo Tue LN, p) pour u€ %y(Q) avec u(MClnt D). Etant donné 0=y
e %5 (M), on a (—Auw) (M) C Int D(G) pour A >0 suffisamment petit; puisque
7 (0=)=0, on a par convergence dominée

FOH<p, (Twy->=lim,_g, [A" j(—ATw) dpu<
limy o, M j(A W) dp=0;

donc, puisque j(0+)>0, on a Tu=0 u-p.p.sur {} *

. Rappelons qu'une mesure de Radon p sur () est dite strictement positive
que 'on note u>>0, si

34 0SueX(),<p,u>=0 = y=0sur 0
ou de fagon équivalente si u=0 et
(35) ueZ(Q), u=0 p-p.p. => u=0surfd
Nous supposerons pour simplifier que la condition suivante est vérifiée:
(36) - il existe une mesure de Radon sur (} strictement positive et bornée;

ceci est le cas par exemple si {} séparable. On peut alors énoncer la
caractérisation suivante:

Théoreme 11. Supposons (36) et soient A: D(A)C %o(0)— Lo ()
linéaire vérifiant (24} et j& J\(J ;U J;; ) avec D()=R et j(0+)> j (0—)
Alors A engendre un semi-groupe sous-markovien sur 6y (Y) si et seulement
si A verifie linégalité de Kato pour jet il existe p € D{A’) strictement positive
et peR tels que A'u=pu.

Preuve du Théoreme 11. La condition nécessaire résulte du Théoréme 4
et de la Proposition C-11. 3.5 de [A3]. Pour prouver la condition suffisante, il
suffit d’aprés le Théoréme 8, de montrer que (30) est satisfaite, Remplagant
J{r) par j(r})—j (0—)r, on peut toujours supposer j (0—}=0 et donc j=0;
d'autre part, puisque J,=(1 —Ap)~! (I—A(A—p))~" avec A=A(l—Ap)~!,
remplagant 4 par A—p, on peul toujours supposer p=10, ¢'est a dire A" =0.
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On va montrer que T'=J, vérifie (33); appliquant le Lemme 3 et utilisant
#>>0, on aura bien J, =0, ce qui achévera la preuve du théoréme, Soit
ue %, (LY); puisque A vérifie I'inégalité de Kato pour j, il existe we L (£, u)
avec wedj (S u) u-p.p. et

fwAhudp=<Au,jo s u>;

puisque j=0et A'u<0,0na doncfw A J, udp=<0. On a alors, par définition
du sous-différentiel,

<p,fo hu>—<p, jo uS<[wihu—u)du=
NfwAdudu=0. e

Remarque 3.a) L’é¢quivalent du Théoréme 1] pour la caractérisation des
générateurs dun semi-groupe positif avec 'inégalité de Kato pour j{r)=|r| a
€té démontré dans [1] et [16], d’ailleurs dans le cadre abstrait d’un espace de
Banach réticulé (cf. B-It et C-11 dans [13]).

b) S5i(36) n'est pas satisfaite, on peut modifier Ia caractérisation comme
dans C-11 de [13].

c¢) Le Lemme 3 et donc le Théoréme 1! sont encore valables avec des
fonctions convexes j(r) dérivables en r =0; par exemple, avec des modifications
évidentes de la preuve, on peut utiliser la fonction j(r) donnée par j{r)=r?
pour r>>0 et j(r)=—r? pour r=0. Par contre le Lemme 3 est trivialement
faux pour la fonction convexe j(r)=r? pour tout r€R; nous ignorons si le
Théoréme 11 est vrai pour cette fonction convexe.

Achevons cette section par la preuve du Lemme 2.
Preuve du Lemme 2. Notons d’abord quappliquant (22) avec j(r)=ret
j(rj=—r,ona

[vx)du (x)=[u(x)dv(x).

Donnons-nous maintenant j€J, avec joue L'(Q,[v]) et we L'(Q}, u)
avec w(x)Edjfu(x)) p-p.p. x€{}. Pour tout entier m, définissons la fonction
JmEJy avec DG, )=7R par

o (r)=f0 inf (m, sup (—m, j'(s)) ds sireD@) ,

Jn(P)=jn(a)—m(r—a) si —e=<r<a=inf D{j),

Jm ()= jm(B)rmr—b) si b=sup D@G)<r<eo,
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On a j,(r)—j(r) lorsque m—o pour tout re D(j), et il existe des
constantes ¢y, ¢; telles que |j, (7)1 <5 |j(r)l ¢ tr) + ¢, pour tout m et tout
re D(j}; par convergence dominée, on a donc

[ Jntu(x) dv(x)—[ ju(x)) dv(x)  lorsque m—oe.

D’un autre coté, considérons w une fonction bor¢lienne avec w =w p-p.p.
et N un ensemble borélien p-négligeable tel que w(x)€dj(u(x)}) pour tout
x€ O\N. Pour tout entier s, définissons la fonction w, sur {} par

w,, =1inf (m, sup(—m, w)) sur O\N, w,, (x)=j, (u(x)+) pour x&N,;

c’est une fonction borélienne bornée et w,, (x)&dj, {u(x)) pour tout x€(2; de
plus |w,,| = |w| u-p.p. pour tout m, et w,, — w u-p.p. lorsque m— <. Appli-
quant (22) avec (j,,, w,,) ¢t passant A la limite, par convergence dominée on
a donc (22) avec (j, w). *

4. SEMI-GROUPES D’HOMOMORPHISMES

Un homomorphisme (d’algebre) de %, ({}) est une application linéaire T
de Z5(£)) dans lui-méme vérifiant T'(uv)=(Tw)(Tv) pour tout w, vE %5 ({2).
Si T est un homomorphisme de £ (), on a en particulier T (u?) ={(Tu)? pour
tout we %,(Q2), d'oli 'on déduit immédiatement que 7=0 et [|7]<1. llen
résulte qu'un homorphisme de %, () est le prolongement par continuite d’un
homomorphisme de () dans %5 (Q). D’aprés le Théoréme 3, une applica-
tion linéaire T de %3 () dans lui-méme est donc un homomorphisme si et
seulement si

(37 Jo Tu=T(jou) pour ue €y (Q) et j: R~ R continue avec j{(0)=0.
Dans cette section, un semi-groupe d’homorphismes de %;(}) désignera
un semi-groupe fortement continu d’homorphismes (7)) de %;({)). Notons

d’abord la propriété des générateurs de semi-groupes d’homaorphismes corres-
pondant au Théoré¢me 4 pour les semi-groupes sous-markoviens:

Théoreme 12. Soient A le générateur infinitésimal dun semi-groupe
d’homorphismes de Gy(Q) et u€ D(A). Alors les propriéiés suivantes sont
satisfaites: :

a) Pour tour j:R—TR de classe ! avec j(0)=0, on a

(38) joueD(A) et A(ew)=("u) Au.
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b) Pour toute partie N de R négligeable (au sens de Lebesgue)
(39) Au=0 |p|-p.p. sur u="{(N) pour tout uc D(A’).

¢) Pour tout peD(A’) et p:R—R localement intégrable (pour la
mesure de Lebesgue) tel que w=p-uc L/ (Q,|u]), on a

(40) <A'w, jou>=[fw Au du
ot j:re?ﬁ—»L p(s) ds.
Contrairement 4 la situation pour les générateurs de semi-groupes sous-

markovien, ces relations permettent de caractériser les générateurs de semi-
groupes d’homorphismes. On a en effet le résultat suivant:

Théoreme 13. Soir A le générateur infinitésimal d'un semi-groupe
Jortement continu d'opérateurs linéaires bornés (T(t)) de (). Les asser-
tions suivantes sont éguivalentes:

(i) T(1) est un homomorphisme de %, (1)) pour tout 1>>0.

(ii)  Pour tout uc D(A), on a les propriétés a), b) et ¢) du Théoréme 12.

(iii) Pour tout u,ve D(A), on a

4N uve D(A) et Auv)=u Av+v Au

(ivj Pour tour jeJy, us DA} avec u({YC D), ne D(A’) el
we LI (| 1)) aveec w(x)edju(x)) jul-p.p. x€Q, on a (40).

(v} Hexiste je J)N(J,; U J;,) avec D)= tel que pour tout uc D(A) et
e D(A'), il existe we L1 (Q, | u}) tel que wix)}<djlu(x)) |u|l-p.p. x<€ et gue
lon ait (40).

Pour la preuve du Théoréme 12 nous utiliserons le résultat suivant qui est
en fait un cas particulier d’un résultat abstrait que nous développerons en
appendice:

Lemme 4. Soit A: D(A)C €, (Q) — Zo() linéaire vérifiant (24) et (30).
St ueD(A) et we LI (2, |¢]), alors wues DA}

Preuve du Théoréme 12. La propriété aj est simple: appliquant (37) aux
homorphismes T(z) du semi-groupe engendré par A, on a
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(T (Gouw)— jou)=t"(jo T{t)u—j-u) pour tout >0, et donc par
dérivations des fonctions composées,

t=(T(t)(jou)— jou)—(j ou) Au dans %y(L1) lorsdue t—0, cest & dire (38).
Considérons maintenant

% ={p:R-[0,1] borélienne; pour tout €.D(A"), (40} est satisfaite avec
w=pouet j(r)= , PG ds}.

Draprés ce qui précéde, % contient les fonctions continues de R dans
[0, 1]; d’autre part d’apres le théoréme de convergence dominée, 5 est stable
par convergence simple ; donc % contient toutes les fonctions boréliennes de
R dans [0, 1]. '

Pour démontrer b), on peut toujours supposer que l'ensemble négligeable
N est borélien; appliquant ce qui précéde avec p = x, fonction caractéristique
de N, on obtient '

fu—um Au du=0 pour tout pe D(A"),
et donc pour tout u€ D(A’). Appliquant le Lemme 4 ci-dessus, on en déduit
vyl Au) dil =0 pour tout pe D(A’),
ce qui prouve le point b),

Pour démontrer ¢), notons d’abord que compte-tenu de b), on peut
toujours se testreindre & des fonctions p boréliennes; d’autre part, d’apres le
résultat ci-dessus la propriété est vraie pour les fonctions p boréliennes a
valeurs dans [0, 1] et donc clairement pour toutes les fonctions p boréliennes
bornées. Soient maintenant u € D(A’) et p: R— R localement intégrable tel
que w=pouc L'(N, |¢]); considérant w,=inf (n, sup(—~n, w)), ont a

<A, jpou>=[w, Au du

ot j, (r)= fo inf (1, sup (—n, p(s))) ds. Puisque j, (r)— ()= L p(s} ds unifor-

mément pour r borné, par convergence dominée on obtient bien (40) & la
limite. » '

Preuve du Théoréme 13, L’implication (i} = (ii) est I'tnoncé du Théoréme
12. La propriété (iii} est clairement équivalente a (38) avec j(r)=r2 les
implications (i) = (iii) et (iii) => {v) sont alors immédiates.



Inégalités de Kato er Semi-Groupes Sous-Markoviens 303

Limplication (ii)=>(iv) est simple: ¢tant donné jeJ;, ue D(A) avec
#({) C D), posons

E=f{re(Int DG u(Q) et j dérivable en r}
et définissons la fonction p par

pri=jtrisireE, pr)=0 si reR\E;
on vérifie facilement que p est localement intégrable et

A ufx)
(]uu)(x)zj; p(s) ds pour tout xe);
étant donné pe DA yet we LV, | 1)y avec w(x)edjuix)) |ul-p.p. x€ 1}, on
a wx)={(p-u)(x) iul-p.p. xeu ' (E), et donc utilisant b) et le fait que
N=u()\FE est au plus dénombrable, on a
w Au={(pou) Au |u|-p.p. sur 1;

utilisant b), on a bien (40).

Montrons l'implication (v) =>(i). Fixons j&Jy\(J,,UJ) avec DG)=R
tel que (v) seit satisfaite; appliquant le Théoreme 4, nous devons, 12>0 étant
fixé, montrer que

T(t)(jou)=je T(t}u pour tout uc %y(Y);
par densité, il suffit en fait, ue D{A} et p€ D(A’) étant fixés, de montrer que
<w, TO)Gew)>=<u, jeT(u>.
Pour 0=s5=/, posons
k(s)=<u, T=5)(GT()u)>=<T(t—5)p, jo T()u>,
et montrons k (t)=k (0).

La fonction k& est lipschitzienne sur [0,¢], puisque les applications
s—T(t—sYu et s— jo T(s)u sont lipschitziennes; en particulier k est p.p.
dérivable sur [0, f] et il suffit de montrer que &' (s)=0 p.p.s=]0,¢[.

Pour x€ (), la fonetion s — j((7(s)u) (x)}) admet en tout point s E]O f[ une

dérivée a droite s, X)=w+ (s, x)(T(s) Au)(x) et une dérivée a gauche
(s, x}=w_(s5,x ( (s)Au)(x) ou wy et w_ sont données par

wi (s, x)=J (T(s)u)(x)+), w_(s x)=J (T()w(x)—) si (T(s)Auw)(x)>0,
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wi (s, x)= J(T{s)u)(x)=), w_(s, x)= 7 (T (s}u)(x)+) si (T(s)Au)(x)<0,
wols, x)=w_(s, x)})=05si (T()Au)(x}=0.
Etant donné s [0, ] fixé, par utilisation du théoréme de convergence
dominée, la fonction s— <|T(t—s)n|, je T{s)u>admet en tout point
5€]0, ¢ une dérivée a droite

ff+(s, ) di T(t—s5)'g| et une dérivée & gauche ff_(s, J A\ Tie—s) 1l;

mais cette fonction est lipschitzienne et donc p.p. s ]0, 7 les dérivées A droite
et & gauche en s coincident; puisque fy= f_, on en déduit que

pour tout s€[0,7], p.p.s€]0,¢[, fi (s, x)=f (s, x) |T(1—8)u]-p.p-x€}.

Utilisant le fait que lapplication s— | T(r—s)ui est lipchitzienne, on
conclut qu'il existe une partie négligeable N de 0, ¢[ telle que

(42) pour tout s [0, rlet s 10, (NN, fols, x)=F (s, x) [T{—s)ul-p.p.xe
Maintenant, par dérivation d’un produit et application du théoréme de
convergence dominée, la fonction k admet en tout s€]0, {[ des dérivées a
droite et & gauche données par
(43) kyts)= [ f1(5,) dT(1—s)u —<T(i—s) A’u, jo T(s)u >,
k‘,:,(s):ff_ (5,) dT(t—s)fu —<Tft—s) A'u, jo TE)u >
Drapres 'hypothése, étant donné s€]0, 1] fixé, il existe
we L'(Q, | T(t—s) ]} avec wedj(T(s)u) | T(t—sju)-p.p- sur ) tel que l'on
ait
(44) fwAT(s)u dT(t—sfu=<A'Tli—syu, jo T(s)u>.
Par définition de /. et £, ona
S IZwATu= £ (s, 1 T{t—s)ul-p.p. sur Q
et donc, si s¢ N, d’aprés (42), (43) et (44), k est dérivable en s et k" (s)=0, »
Achevons celte section par une remarque sur la structure des semi-
groupes d’homorphismes de %75 (Q). Considérons d’abord UC O, ¢: U— (et
T I'homomorphisme de %, () dans 5 ({}) défini pour tout v & %; () par

(45) ATwix)=ulp(x)sixelU ,(Tw)(x)=0s xe O\
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On vérifie facilement que les assertions suivantes sont équivalentes:

() TueB,() pour tout ue % (Q)
(i) 7T est un homomorphisme de 6, ()
(iii) U/ est ouvert et ¢~'(K) est un compact pour tout compact K de {}.

En d’autres termes, compte-tenu du Théoréeme 3, un homorphisme de
5 (Q) est de la forme (45) ot U est un ouvert de () et ¢ une application de
U dans ) vérifiant
(46) »-1(K) est un compact pour tout compact K de Q.

Considérons maintenant [/C[0,o0[x(), ¢ : U— ) et supposons
(47y  pour tout =0, U,={xe}; (1, x)€ U} est un ouvert de £} et

Papplication ¢, : x € U, —¢ (¢, x) € (} vérifie (46).

Pour =0, notons T{1) ’homomorphisme de % (Q) associé a (U,,¢,). On
vérifie immédiatement que (7(1}),>¢ st un semi-groupe de %, (()), c’est 4 dire
T(0) est Iapplication identique de %,(Q) et T(t+s)= T(1) T(s) pour tout
t,5=0, si et seulement si (U, ¢) est un semi-flot sur (), c’est a dire vérifie
(48) Up=0,0(0,x)=x pour tout x€{} et pour £,s>0on a

Ui =07 (U), @ (t+5, )= (1, ¢ (s, x)) pour tout x€ U, 4,.

On a la caractérisation suivante:

Proposition 14. Soient UC[0,%0[xQ), ¢: U~ vérifiant (47), (48), et
(T (1)) le semi-groupe de %,(Q) associé. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes:

(i)  (T(t)) est un semi-groupe fortement continu de % ({1);

(ii} @ est continue sur U et pour rout compact K de (), il existe t>>0 tel
que [0, (|xKC U;

(iii} pour tout x€ (L, il existe 1>>0 tel que [0, ]x{x}CUer ofs, x)—x

forsque s — 0.

Preuve. L’implication (i) = (iii} est immédiate. La propriété (iil) implique
que
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(T () u)(x)—u(x)lorsque t—0 pour tout u€ %, () et x€{), c’est a dire
que

T(t)u— u faiblement dans %} (Q) lorsque —0 pour tout ue %,(£1), ce
qui est classiquement équivalent & (i) (cf. par exemple [8], Proposition 1.23).

Enfin supposons (i). Soient (1, x)& U et }V un voisinage ouvert de (7, x);
il existe ue % (V) tel que u (e (¢, x)) =1; utilisant la continuité de 'application
(s, )= (T'(s)u)(y), il existe un voisinage W de (1, x) dans [0,°c[x{} tel que
(T(s)u)(y)5%0 pour tout (s, ) € W, utilisant la définitton de T'(s),ona WC U
et (s, v)< V pour tout (s, v)€ W; ceci prouve bien la continuité de ¢ sur U.
Soit maintenant K un compact de (1 il existe u€ 4 (£1) tel que u=1 au
voisinage de K; utilisant la continuité de r— T(t)u, il existe 12>0 tel que
T(s)u#0sur K pour tout s<[0, ] et donc en particulier, d’aprés la définition
de T(s)u, KC U, pour tout s€[0,¢]. *

APPENDICE

Dans cet appendice, nous prouvons le Lemme 4 en Pintégrant dans un
énoncé plus général.

Donnons-nous £ un espace de Banach réticulé continu pour l'ordre, c'est
a dire tel que toute suite généralisée décroissante (x;) du cne positif £, avec
inf x;=0 converge en norme vers 0. Rappelons qu'un idéal de F est un sous-
espace vectoriel J vérifiant:

YEJ, x€E x| =|y|=>xc /.

Un opérateurilinéaire B: D(B)C E— FE est 4 résolvante positive, s'il existe
Ay tel que pour tout A=A, AFB est une bijection de D¢B) sur £ et
R(MN=(AL-B)~'=0, On a le résultat suivant:

Proposition A. Sovien: E un espace de Banach réticulé continu pour
{'ordre et B un opérateur linéaire & résolvante positive. Alors D(B) est un
idéal de E. :

Remarque A. Si I'espace de Banach reticulé E n’est pas continu pour
I'ordre, la conclusion de la Proposition A est fausse en général (cf. [9] pour un
contre-exemple).

Montrons d’abord que le lemme 4 est un corollaire de cette proposition:
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Preuve du Lemme 4. L'espace E= %,({}) est un espace de Banach
réticulé continu pour l'ordre. Un sous-espace J de E est un idéal si et
seulement si (cf. [15], 11.5.14)

peJetwell (0, |ul}=>wue J

Etant donné A: D (A)C 6,{Q)— %5 () linéaire vérifiant (24) et (30),
Vopérateur 8= A" est &4 résalvante positive. Le Lemme 4 est alors une
application immédiate de la Proposition A. *

Preuve de 1a Proposition A, Donnons-nous x, y € E avec 0= | x|<|y] et
montrons que yE€D(B) implique x&€ D{B); remplacant x par ses parties
positive et négative, on peut toujours supposer x>0 ce que nous faisons.

a) Supposons d’abord y€ D (B). Puisque
D(B)=R(AM E=R(\)ET—R(N E*, on a |y|<y avec ye D(B), on peut
donc supposer ¥ =0 ce que nous faisons. Fixons A > Ay et posons z=|Ay-By|.
On apour A=2 A

O=SARMXEARA)Y=ARMNRM)AJAVy-BY)I=A RN} RN z=
AMA=ANT(R(M)z-RN)2)=2R(MN)z.
Puisque E est continu pour 'ordre, on en déduit que A R{A) x; A= 2 )}

est relativement faiblement compact dans E (cf [15], 11.5.10); considérons
X< D (B} un point d’adhérence faible lorsque A — oo,

D'un autre coté, puisque 0= R{A}x=(2/A)R(A)z, ona R(A)x—0, et
done

RMARMNx=AA-NT"(R(MDx—R(A)x)— R(Mx lorsque A — co.
Il en résulte R(A)x=R(A) x et donc x=x€ D (B)

b) 1l résulte immédiatement de a) que pour ye D(B),ona |[y|€D(B). et
donc par continuité de la valeur absolue y€ D(B) implique |y € D(B).

¢) Soit maintenant y€ D(B). D’aprés b), on peut supposer y=0 ce que
nous faisons; soit une suite {(y,) de D{B) convergeant vers y; on a
0=x,=inf(ly,|,x)=|y,| et don¢c x,€PD(B) daprés a); d’autre part
x,~inf(ly|,x)=x et donc xe D(B}. =
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