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ABSTRACT. Let A be tIxe infinitesimal generatorof a continuoussemigroupof
boundedlinear operatorsTÚ) on i%&<,(t1). U the operators TÚ) are submarkovian,
then A satisfies the «Kato inequalities»:fwAudp=-cjoU, A’u>for ucD(A),
0=peD(A9and wcL’(flqi) with w(’x)c3j(u(x» p—a.e.Xcfl, wheredj is dxc
subdifferentialof a convex funetion j<B—R withj(O)=O. Wc studythe converse
staternentwhich is false general.Wc also study the correspondingproblem when
subnxarkovian’is replacedby ‘homomorphisms’.

Qn peut formuler1’inéga¡itéde Jensenen termesd’opérateurs:soientfi un
espaceIocaíementcompact et 7’: S~%(fl)—. £~(fl) lin¿aire; si T est sous.
markovien(c’est á dire positif et contracLant),aíors

(*) joTu=T(jou) pouruES=’0(fl)

pour toute fonetionconvexej:R—3\ ayee j(0)=0. II est immédiatet bien
connu quel’inégaíité (*) ayeej(r)= ¡rl caract¿riseles opérateursTpositifs.
Nous montreronsque si 1’inégalité(*) est satisfaite pour au moins une
fonction convexej ayeej(0) = O qui n’est pas sous-lin¿aire,alors T est sous-
markovien.

Considéronsmaintenantun semi-groupecontinu d’opérateursIin¿aires
bornés (T4))~>0 sur .1%(fl) de générateur infinitésimal A. Qn vérifie
facilement que I’inégaíité (*) pour tous les opérateursT= T(í) implique
l’inégalité

(**) fwAu dg=<jou, A’>r2>
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pour uED(A), 0=gcD(A’) et wcL1(fl,g) avec w(x)Edj(u(x)) ji-
p.p.xEfi, oú Oj est le sous-différentielde la fonction convexe j et A’ est
l’adjoint de A dans¡‘espace£4 (fi)’ des mesuresde Radon born¿essur fi.

Dansle casoú A est le Laplaciensurf=~(Y*N)et j(r)= ¡rl, ¡‘inégalité (**)
est précisémentl’in¿galit¿ classiquede Kato

Au sign u=A¡u¡ au sensdes distributions.

En prerxant d’autres fonctions convexesj, on obtient aínsi une variété
d’«inégalitésde Kato» pour le Laplacien quenousétudierons(cf. [5] oú des
inégalitésde Kato pour d’autres fonctions j sontutilisées).

La partie priricipale de cet article est consacr¿eau problémeréciproque:
les inégalités(**) pour le générateurA impliquent-ellesque le semi-groupe
(T<’¡» est sous-markovien?Nous verrons qu’en généralceel n’est pas vrai,
mémesi (**) est satisfaitepour toute fonetion convexej avecj(0)=0. Par
contresonsdesconditionssupplémentaires,l’implication estvraiemémesíon
nc saítpasa priori que A est générateurd’un semi-groupe.Parexempleon a
le résultatsuivant: soit A un opérateurde SC

0(fi) á domainedensetel que
(1—A A)—

1 soit défirxi sur 16% (fi) et positif pour A >0 petit, alors A engendre
un semi-groupesous-markoviensi eL seulementsi les inégalités (**) sont
satisfaitespour axa moins unefonction convexe j ayeej(0)=0 qui n’est pas
sons-linéaíre.

Nousétudieronségalementles éga¡itéscorrespondantá (~) et montrerons
que, sons certaines hypothésessupplémentaires,elles caractérisent les
générateursde semi-groupesd’homomorphismesde l’algebre 16%(fi).

Le plan de 1’article suiL exactement¡es paragraphesci-dessus:darís la
Section I, nousprécisonsle lien entre¡‘inégalité de JenseneL les opérateurs
sous-markoviens;dans la Section 2, nous donnons diverses versions de
l’in¿galité de Kato; la Section 3 est consacréeá la réciproqueeL la Section4
á la caractérisationdes générateursde semi-groupesd’homomorphismes.

Remerciements. Nous tenons á remercier M. O. Crandalí pour des
discussionssurlinégalité de Kato par rapportá unefonction convexedansle
cadre abstrait.

m. mNÉGALmTÉDE JENSENET OPÉRATEURSSOUS-MARKOVIENS

On sedonnefi un espacelocalementcompactet on note .St}fl) ¡‘espace
desfonctionscontinuesdefl dans3~ ásupportcompact,munide satopologie
de limite projeetive usuelle; 17(0) désignel’espace des fonctions partout
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définiesdell dans3\, muni dela topologiede la convergesimple. SoiL Tune
applicationIinéairede 3=’(fi)dans17(11).

Qn dit que Testposií<f (resp. sous-markovien)si pour ue$/(fi)

(1) u=0(resp.u=1)#~Tu=0(resp. TuS1).

II est clair quetout opérateursous-markovienest positif. Notonsaussiquesi
7’ est positif, il est alors continu de Á&(f1) daus.17(11). Enfin T est sous-
markoviensi et seulementsi il est un opérateurpositif et contractantdans
l’espacede Banach .S~(fi) des fonctionsnumériquesborrxéessur fi, munide
la norme de la convergenceuniforme.

Qn note J0 le conedesfonctionsconvexessemi-continuesinférieurement
j:T*~1—oo,±oc]avecj(0)=0.FourjE J0, on poseDO)=1 rE3Pt; j(r)<±oo}.
Notonsque DG) est un interval contenant0 eL quela fonction j est continue
sur DG); en particulier, si ue%’(f1) (resp. $r(fl)) prenésesvaleursdans
DG), alors la fonction jou est dansJ</(fl) (resp. 17(11)). Qn dit que Test
sous-invariantpar j si

(2) jo Tu=T(Jou) pour uc40(fl) avec u(fflC DG,).

II est clair que T est sous-ínvaríant(eL méme ínvaríant)par Loute fonction
linéaire j(r) = wr, ainsid’ailleurs que par j= l~, fonetion indicatrice de (0]
d¿finiepar j (0) = O eL ia,)= + = pourr# O. II est bien connud’autrepart que
Test positif si et seulementsi Test sous-invariantpar j(r)= ¡rl. Qn peuten
fait remplacerla valeurabsolueparn’importe quellefonci¡onsous-linéairej.
c’est á dire de la forme

(3) j(r)=arpourr>0 , j(r)=brpourr<0, j(O)=0

avec~oc<b< + oc,—oc <a =+ oc, b Sa,qui ne soit ni linéaire(correspondant
á a = b), nide domaineD (j)= {0j¡ (correspondantá a = —b= + oc). Qn notera
J51 1’ensembledesfonctions sous-linéairesde la forme (3).

Qn a alors facilement la caractérisation suivante:

Proposition 1. Lesassertionssuivaníes soní équ¡valen¡es:

(1) T ¿síposi¡if

(Y) 7’ ¿stsous-invariantpar tau! JE .J~ ,

(¡¡1,) II exLsiejC J~, quln ‘esí ni l¡néa¡re ni de domaineréduiíñ (O), tel que
T soií sous-¡nvarianipar j.
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Si jcJ0\J5¡, alors la positivité de Tn’est plus suflisantepour que 7’soit
sous-invariantparj; elle n’estpasnonplus nécessaireen général.Considérons
en effeL R>0 et notons ‘R la fonction indicatrice du segment[—R,+ R]
définie par

J5(r)—O si ¡r¡=R IR(r)=±oosi ¡r¡>R.

II est clair que T est sous-invariantpar l,~ si et seulementsi 7’ est
contractantdans3; (11). Plusgénéralementconsidéronsles fonctionsj de la
forme

(4) j(r)=wr si &. =r=R~,j(r)=+oc si r<Jt. ou r>R~

avec w EL, —~ < & <0< R+ < + oc Qn voit facilement qu’il existe 7’ sous-
invariantpar j qui n’est paspositifk Qn note J11 la r¿unionde l’ensembledes
fonctionsdela forme(4), de l’ensembledesfonctions linéaires(correspondant
it la forme (4) ayeeR+=—R =+co) et de Jo (correspondantit la forme(4)
avec = 1? = O).

Qn a la caractérisationsuivante:

Théor’eme1. Les asserrions suivantes sotE équiva/enhes:

(¡3 7’ esí sous-markov¡en,

(¡1) Tasi sous-¡nvarianípar iout jC J0,

(iii) II existejc J0\(J~ ¡ U J, ) tel que T soir sous-invariantpar 1.

La propriété (u) du Théoréme 1 est directementreliée it ¡‘«inégalité de
Jensen»pour une mesurede probabilitéssur fi. En effet étant donnéxdfl,
notonsmr la forme linéairesur S*1}fI) définie par

(5) mr4s)=(Tu) (x) pour tsE .40(11).

II est cláir que Testpositif (resp.sous-markovien)si et seulementsi pour tout
xEfl, m~ est une mesurede Radon positive (resp.et de massetotale =1).
D’un autrecoté Test sous-invariantpar j si et seulementsi pour tout xEfI,
la forme linéairem = mr vérifie

(6) j(<m. u>)=<m, jou>pour tsE .4<(fl) avec u(fl)GD~)

Les Proposition 1 eL Théoréme Y sont done en fait des corollaires du
résultatsuivant:
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Tbéoréme 2. Soil m uneforme /inéaire sur

a) Lesasseriionssuivantessoníéquivalenies:

(1) m en unemesurede Radonpositive (resp. a de masseiota/e=1)

(u) ¡1 existejeJo\JÍ, (resp. J0\(J5,UJ,1» tel que(6) soil vér¡fiée.

b) Lorsque(i)-(¡¡) sonívér4fiées,a/orspour buí u EL’ (fil, m) el j EJ5,
(resp. 4), on a

(7) j(fu(x) din(x))=fj(u(x)) dm(x)

Notonsquel’intégraledansle deuxiémemembrede(7) a bienun senspuisque
j est minoré par une fonetion affine (voir Remarque 1 ci-dessous).Ces
résultatssont relativementclassiques,tout particuliérementla partie b) du
Théoréme2 qui est essentiellementl’inégalité de .Iensen.Nous en donnons
néanmoinsei-dessousune démontration compléte pour le lecteur. Mais
auparavanténon9onsle résultatsuivantdu mémetype:

Tliéoréme 3. Les asseríions suivanies soní équivalentes:

(1) T esí un homorphLsme d’algébre, c’est 2, dire

(8) 7’ (uv)=(Tu) (Tv,) pour u, vcSt}ti),

(II,) Tesí invarianí par buí jEJ«, c’est a dire

(9) jo Tu= T(jo u,) pour ueSt’(fl) avec u(fl)G DG),

(¡¡1,) T est invarianí par íouíefoncí¡on j: ~ \ continue ayee j(O) = 0.

(iv) 1/ exLsie j E J0\J51 ayee DG) = 3\ lelle que T soil Invarianí par j

(y) 11 exLs le UCd el ep: U—fi teis que pour uESt’(f1), lafoncilon Tu
solí donnée par

(10) Tu (x)=u<~p (x)) si xE U, Tu(x)=0sixEfBU

Remarque1. Avant de donnerles d¿monstrations,rappelonsqu’étant
donnéj ej« eL rE mt (D (O)~ les dérivéesit droite j’ (r+) et it gauchej’ (r—)
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existent et vérifient fi (r—)=j’(r +); jI est classique(eL élémentaire)que
l’intervalle LI’(r—), j’(r±)] est exactemeniíl’ensembledes récísw vérifiant

(11) j(s)=j(r,)+w(s—r) pour tout sCl&

D’une maniéreplus gén¿ralepour rEDO), on note Oj(r,) l’ensembledesréels
it’ vérifiant (11); la multi-application Oj est le sous--différeníielde j. En
particulier on a wEOj(0) si et seulementsi j(r)=wr. Maintenantsi jCJ« et
WEJ\, les relations(3), (6), (7), (9) sontvraiespour j si eL seulementsi elles
le sontpourla fonction r — j (r)—wr. Parconséquent,dansles démonstrations
des résultats,on pourra toujours se resteindreit des fonctions j v¿rif¡antsoit
j=0soit c3>I(0)=0.

Preuve du Théor’enie 2.b). Considéronsd’abord une fonetion jCJ51
donnéepar (3). Sib>—oo, remplagant 1 par j~,)-br (voir la Remarque1 ci-
dessus),on peut Loujours supposerb=0. Alors, supposantque ni est une
mesurede Radon positive, on a pour uC L’ (fi, in)

(fu(x) drn(xj>~=fu(x)~ dm(x)

et donc(7). Le casa<+ocsetraite demaniéreidentique; le casa=~b=+oc
est trivial.

Supposonsmaintenantm(fl)=1 et soh uCL’(fl,mj Qn peut toujours
supposer

(12) u(x)ED~) m-p.p.xcfl

stnon le deuxiémemembrede (7) vaut + et le résultatest trivial. Posons

c=(1/m(fl)) 1 u(x) dm(x).

Puisque

j(fu (x) dm(x))=j(m (fi) c)=ni (fi) j(c)

il suffit peur vérifier (7) de montrerque

(13) j(c)=(l/m(fl))fj(u(x))dm(x)

D’aprés (12), on a cEDQ); dansle casoú c=max D~)ou c=nxin DO), on
a u (x) = e m-p.p.x~ II et (13) est trivial. Qn peutdonesupposercemt (D (1));
donnons-nousw63 j(c). D’aprés (II), on a

j(u(x))=j(c)+w(u(x)—c) pour xEfl

d’oix (13) en intégrant les deux membres.
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Preuvedu Théor~me2.a). L’inxplicaLion (i) =~z. (u) résultedu b) démontré
ci-dessus.Considéronsdoncj6J0 tel que(6) soit vérifié eL doneenparticulier

<ni, u>EDW pour ucJÓfI) ayeeu(O) C Da).

Supposonsd’abord que j~ J,, eL montronsque in est positive. Posons
R~=sup DO,), IL=jnf DO). Si R_=0 alors [0, R+[CD~,)C[0, R+] et
R~>0 (puisqueDG) n’est pas réduit á fOD; on a alors <ni, u>=0 pour
uES*’(fl) ayee 0=u<R±eL donc par linéarité pour tout uCSt}fl) avec
u=0. Le cas R+ =0 se traite de maniére identique. Supposonsdonc
maintenant,JC<0<R+; comptetenude la Remarque¡ ci-dessus,on peut
égalementsupposerj=0.

Posonsa÷=sup[r~0’ j=0 sur[0,r]], &.=inf[r<0 j=0 sur [r, 0]). Si
a_= + oc alorsa~ < + oc (puisquej n’est paslinéaire)et j(<ni, u>) SOpour
uC#’(fl) ayee uSa+; done<m, u> =a±pour ucJt}f2) ayeeu=a+;eeei
implíquequein est positive(et mémequeni (0)51 dansle casoú a~>0).Qn
aurale mémer¿sultatsi a+=+oc. Supposonsdone ...oc<aSO=a+<+oc
Puisque j~ J,1, on a &<a ou a+<R÷; supposonspar exemple que
a: = a+ < R±et fixons be] a, R+[; la fonction j est strictementeroissantesur
[a, b]. Etant donné yeiY<}f1) ayeey>~ montronsque <ni, v>=O;par
Iinéarité, on peut toujourssupposerv=j(bj Définissons
u0: 1<: = suppy — [a, b] parj (ti0 (x))= ‘a (x); c’est unefonction continuesur le
compactKavecuo(x)=a pourxe3K; la fonctionu0 possédeun prolongement
ueS#/(0)vérifíantOSu=asur 0\K. Un tel prolongemenLu vérifie jou=v
eL donc d’aprés l’hypothése,on a

<ni, y>=<nz, jou>=j(<m,u>)=0.

Faisant un raisonnementidentiquelorsque R <a., on a ainsi aclievé de
démontrerla positivé de ni.

Supposonsmaintenantque j4 J,,UJ~1. Nous savonsdéjáqueni est une
mesurede Radonpositive; montronsque in (fi) 5 1. mí suffit pour cela,átant
donnéKun compaelquelconquede fi, de montrerquem(K)=1. Appliquant
le Lemnie l.a) ei-dessousavec c=ni(K), il suffit, étantdonné reD Q,>, de
montrer que j (ni (K) r) Sm(K)j (r). Qr eeci résulte immédiatement de
l’hypotlxése: en effet, il existe unesuite (u0) dans£‘(0) ayee0=u~ 5 ti0 =1
telle que u0 (x) XK(’X) lorsquen—~oo pour tout xefl; posantf,4x)=j(ru,,
(x)), on a

L/flISMXKO ayeeK<>=supp u0, M=sup [IjQr)I; OS¡=1Ipourtoutn

f,jx)—j(r)XK(x) lorsqueti—oc pour tout xefl;
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utilisant le théoréme.de convergencedominé, la propriété s.c.i. de j eL
l’hypotl*se (6), on obtient done

Lemme m. Solení jcJ«\J~1 el c=O.

a) Si j(cr)=c j(r)pour íoui rEDQ), alors c=1.

b) SiDO,)=3\eíjftr,)=cj(r,)pourtoutreRalorsc=Oouc=I.

Preuve. Supposonsj ko=cj (U pour tout rE DG,) et quec> 1. Puisque
DG) n’est pas réduit it fOl et cDWCDQ,) ayee c> 1, DO) est soit R soit
[0,oc[, soit ]—oc,0]. Etantdonné0#rCDG)et we3j(r), on a (cf(10))

(c-]) j(r)=j(cr)—j(r)=w(c-1)r

et done j(r)=wr; mais j(r)=wr (cf. (10)), eL done w=j(r,)/r. En d’autres
termes,j est dérivable sur DQ)’\{0} et j’(r)=j(r)/r; ccci implique jEJ31, ce
qui est contraireit l’hypothéseet démontrela partie a) du lemnie.

Supposonsmaintenantj(cr)=c j(r) pour tout rGDO)=’R. D’aprésa),
on a c=1. Si atO, on a j(r/c)=j(r)/c pour tout rEDO), et done
appliquanta) it nouveau,on a (l/c)<1 d’oú c= 1. Ccci démontrebien la
partieb).

Preuvedu Théoréme 3. Lesimplieations(y) 4~(iii), (iii) =~‘ (u), (u) ~ (iv)
et (y) =~‘ (O sont immédiates;l’implieation (i) =~ (iv) se voit en utilisant
j(r)=r

2; il restedone it démontrer (iv) =#‘ (y) ce que nous faisons.Etant
donnéxc fi, la forme linéaire in, définie par (5) vérifie parhypothése

j(~m~, u>)=<m~, jou> pour uEJt(fl).

Qn a j~ ~I5~U J
1, et doned’aprésle Théoréme2, m~< est unemesurede Radon

positive de masse=1. Etant.donné K un eompaetde fi, on montre comme
dansla preuvedu Théoréme?,b) ei-dessus,que

j(rmjK»=j(r)rn~(K) pourtoutrcl\,

et done,d’aprésle Lemme Ib), mjK)=0 ou m~(K)= 1. Qn en déduil que la
mesure nir est soit nulle soit une masse de Dirac. Notant U= {xE fi; m,# 0],
et pour xc U, 9(x) le póle de la massede Dirac m~, l’opérateur Test bien
donnépar (lO).
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2. INÉGALmTÉs DE K4TO

Danscettesection,fi est un espacelocalementcompactet 16% (0) désigne
1’espacede Banachréticulédesfonctionscontinuesde fi dans3\ tendantvers
zéro it l’infini, muni dela normede la convergenceuniformesur fil: ayeeles
notationsde la Section 1, 14 (fIl) est l’adherencede kV(O) dansÁ%(fl).

Etant donné7’: 5% (11)—-% (fi) linéaire,d’aprésles résultatsde la Section
1, les conditionssuivantessont ¿quivalentes:

(14.i) Testcontinueet la restrictionde TáSt(O)estsous-markovienne

(14.ii) Test positiveet contractante,

(14.iii) jo Tu=TOou) pour tout uC14(fl) et tout jEJ« ayee
u(fl)G DG).

Nous dirons alors que 7’ est sous-markovienne. Pour simplifier, on appelle
semi-groupesous-markoviensur i% (fi), tout semi-groupefortementcontinu
d’applieationslinéairessous-markoviennesde 14(11) danslui-méme.

Qn a facilementle résultatsuivant:

Tbéorémc 4. Solí A le générateurinfinliésimal d’un seni¡-groupesous-
niarkoyien (T(í)) sur 14(11). Qn note A’ le transposéde A dans l’espace
S%(fl)’ des mesures de Radon bornées sur fi. Elaní donnéjcJ0 on a

(15) fw(x)(Au)(x)dji(x)=<A’p, jou>

pour íow O=gcD(A’), uCD(A) avec uffl)G DO) el wEL’ (fi, ji) avec
w @)Cdj(u(x)) g-p.p.xcfil.

Preuve du Tbéoréme 4. D’aprés le choix de w, on a

jo Tft)u= jou+w<’T(t)u—u) p-p.p.xC fi, pour tout i=0.

CommeT(i) est sous-markovienne,utilisant (14.iii), on en déduit pour tout

t—’<p, T(i)(jou)—jou»

t—

1<p,jo T(i)u—jou>=f w(T(t)u-u/t dji.

Le passageit la limite lorsqueí—0 donne(15).
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Considéronsl’exemplesuivant:fi=3~tÑ eLAu = Att ayeeD (A)={uC 14(W);
AucS6%(«fi/’)}qui est le générateurinfinitésimal du semi-groupede Gausssur
14CRN);le transposéA’ estdéfini parA’v= Av avec D (A9= {vE L’ (3RA); Av
est unemesurede Radonbornéesur3AN] (cf. parexemple[7]); par troncature
et régularisation par convolution, on voit facilement qu’¿tant donné
veD(.49k, il existeunesuite(4,) dansÑ (~~t telle que4,—y dansL’ (3RA)
eL A4,— Av faiblement dans 4(3RA)’. Le Théoréme4 énoncedonc exac-
ternentle résultatsuivant:étantdonnéjEJ

0, uES6%(‘AM) ayeeAuc14 (‘AM) eL
u(fl)C DO), et wEL’ (BM) avec wcOj(u)p.p. sur BM, on a

A (jou)=wAudans0’(RM)

Ce résultatpeut se localiser: si fil est un ouvertde ‘AM, jeJ«, uC Ef(a)
avec Aue Ef(o) eL u(fl)C DOY on a

(16) A(jou,)=wAudansPt(fi) pour weLk~(fl) ayeewE3j(u) pp.

En effet, rempla9antu par u-r eL ja) par j(r+r)—j<’9--sr ayeesCdjfr9, on
voit que 1’on peut toujours supposer j=0; soient alors en un ouvert
relativementcompactde II et CcQ(fi) avec0=~=]et 4=1 sur a>; on a
u=4uCD(A), Au=Au sur a> et A(joy)=A (jou) dans £‘(w); enfin,
compte-tenude j=0, on peut trouver weL’ (‘AM) ayeewCOj(y) pp. sur ‘AM

et w=w sur a>; appliquant alors le Théoréme 4, A(jou)=wAudans=
0’(w);

ceciétantvrai pour tout ouvert a> relativementeonpactdansfil, on a bien le
résultat.

Dansle cas j(r)= ¡rl, en prenantw=sign u, (16) correspondexaetement
it l’inégalit¿ de Kato qui, comme cela avait été prouvé initialement dans [10],
s’étendauxfonctionsu E L

0~ (3~M) ayeeAue LI00 (3RA). Commenous allons le
montrerci-dessous,on peut effectuercetteextensionayeeunefonetion jCJ«
queleonque.

Qn peutaussi étendrele Théoréme4 dansune autredireetion. En effet,
sous les hypothéses de ce Lhéoréme, donnons-nousjeJ«, 0=jicD(A’),
ucl6% (fi) ayee u(Il)CDQ,), weL’(fi,p) ayee w(’x)c3j(u(x)) ji-p.p. et
f:fl—3R borélienne ayee wfcL’(fll,ji); supposonsw(x)=0 ji-pp. xefl.
Alors, appliquantleThéoréme4, si ucD(A) eL (Au)(x)=f(x)p-p.p.xctl,
on a

(17) fw(x)f(x)dji(x)=<A’g, jou>

Souscertaineshypothéses,on peutmontrer la validité de cette inégalité
(17) pour u, f vérifiant la propriété«Au=f»en un sensplus faible (cf [3]).
Nous ne développerons pas Plus cette extension dans le cadre abstrait, nous
contentantici dela préciserdansle casconcretde l’opérateurde Laplaceen
utilisant une méthodedirecte pour sadémonstration.
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Qn a le r¿sultatsuivant:

Proposition 5. Solení fi un ouverl de 3M, jEJ
0, u, fGL~00(Q) el

it’: 11—IRmesura¿‘le ayeewe3j (u)p.p.surfi ci wfe ~ (fi). Qn supposeque
/‘une des deuxhypoyhéses(1) ou (it) suivanieses!saiLsfaiie:

(1) Auz=fdans=2’(fl).

(II) ¿Xu=fdans St(a) el w=Op.p. sur fi.

Alors jouEL~00(fl) el A(jou)=wfdans §$‘(fl)

Preuve de la Proposition 5. Montrons d’abord que le cas de l’hypothése
(i) est impliquépar le résultatdansle casde l’hypothése(u). Fixons rED (19j,),
scajft) et posons

j1 (#»)=jfr+r+)~jQj~~sr±, w¡ =(w—~ft, u, u—r,

12 O’3= jfr~r+)~jfr9+sr±, w2 (w—s~,u2= r~u,

Pour 1=1,2 on a 0< w,COj,(ujpp. eL w, fe LI00 (fi); supposantAu =fdans
St(a) et utilisant le résultat dans le cas de l’hypoth~se(ji) on en déduit
j,» u~ E LL (fi) eL A (fo u.)> w ZXu,= (—l)~ w~fdans9’(f1). Notonsmaintenant
que

jo u=j, » u, +j2» u2+2j(~+s(u—r).

Qn en déduit jouEL~0(fl) et

A(jou)=(w¡ —wjf+sAu=wfdans =t(fl). CQFD

Démontronsmaintenantle résultatdansle casde l’hypothése(u). Notons
d’abord quele résultatest immédiatsi u e1C2(fi) et jC 2~2 (r): en effet, on a
alors jo uc$2(fl), w=j’ o u p.p. et

ZX(jou)=Ci’»u) Au±(j”ou)Jgraduj
2=wAu=wfp.p.

Montrons quele r¿sultatest vrai avec it’ (x)=j’(u (x)+), si l’on suppose

(¡8) DQ)= IR, j croissante eL lipschitzienne.

mí existe des suites(u,,), Cf,,) dans=2(a)avec Au,,=f,,sur fil pour Lout n,
convergeantrespectivementvers u,f dansL~

00(fil) (utiliser par exempleune
régularisationpar convolution). D’un autrecoté, il existe une suite (ft,) de
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fonctions convexes croissantesde classeEf2 uniformémentlipschitziennes
aveejm(0)=0 pour tout m, telle que j~(r)—j’(r+) pour tout rEIR (utiliser
parexemplej~,ft,)=j*pfr,)—j*p(0) oñ pcO(r), p=0,fp= 1,
supppG[O,l/m]). Qn a

É(Jm»un)=fn(un)fn dansSt(a)

pour tout ti. m; le résultats’obtient en passantit la limite d’abord en ti, puis
en m.

Supposonstoujours(18) (et done jouGL~~(fil)). Qn voit avec la méme
démonstrationque le résulatest aussivra¡ avec w(x)z=j’(u(x)—) et done

¿X(jou)=sup(j’(u+)fj(u—)f) dans22$’(fi).

Considérons maintenant w: fi—IR mesurablequelconquevérifiant wCdj (u)
pp. sur O (et done ¡vcL»»(ffl, wfELI

00(fil)). Qn a

sup (/‘(u+)f j(u—)J)=wf p.p. sur fi

de telle sorte que á(jou)=wfdans=3~’(fl).

Démontrons enfin le cas général. Pour tout entier ni, définissonsla
fonetion j,, par

j0, (r)= f mf (ni, j’(s)~) ds si rC D (j),

j0, (r)=j,, (a) si —oo<r<a=infD(j),

j0(’r)=j0jb)+ m(r—b) si b=sup DÚ3<r<+oo.

11 est clair que L~ satisfait (18) et w,,,=inf (m, w)c3j(u) p.p. Appliquant le
résultatprécédenton a done

(¡9) . A(j01ou)=w»,fdans2
2’(fil) pour tout ni.

Maintenantw,uf—wfdans LL~(fl) par convergencedominée;d’un autre
coté ‘a,,, =1,» u—jou p.p. sur fi, x’,,, est minoré parune fonetion localement
intégrable fixe, et —Ay,,, est majorépar une fonetion localementintégrable
fixe:il en résulteque joueLL~(Lil) et y,, —jo u dans L~,

0(fl). Passantit la
limite dans (19), on achéve la preuvede la proposition.

3. CARACTERISATmoN PAR L’mNÉGALITÉ DE KATO

• Cette seetionest consacrée au probléme réciproque du Théoréme4: étant
donné A le générateurinfinitésimal d’un semi-groupefortement continu



Inéga/ités de Kato el .S’emi-GroupesSous-Marlcoyiens 291

(T(í)) surE6%(fi), les inégalités (15) pour un ou tout jEJ« impliquent-ellesque
les opérateurs T(í) sont sous-markoviens? Contrairement it la situation
consid¿rée au Théoréme 1, ceci est faux en général comme le montre
l’exemple suivant.

Exemple m. Considéronsfi=[—¡,0]. Pour 0=í<l et ucEc=’([—l,0]),
défxnissonsla fonction TWusur [—1,0] par

TQ)u(x)=u(x+t) si x+i<0 T(i)u(x)=u(x+t—l)+u(0)—u(—l)
(20)

si x+t>0.

Qn a T(i)uEEf([—1,0j), ITÚ)u1153 IIufl et T(i)u—u dansEf([—r,oj)
lorsque¡—0; aussiT(i+s) T(i) T(s)pour í, s=0avec i+s< 1. Qn peutdone
prolonger(T(t))«=,<,en un unique semi-groupefortementcontirxu (TÚfl~=0
d’opérateurs linéaires bornés sur EC([—l,0]). II est clair que les opérateurs
T(í) ne sontpassous-markoviens:ils ne sontd’ailleurs ni positifs ni contrae-
tants. Qn va montrer que pourtant le générateurinfinitésimal A vérifie (15)
pour touL jE I-0~

Pluspr¿cisément,on a le résultatsuivant:

Proposition6. Le généraleurinfínutésímalA du semi-groupefortemeni

continu sur Ef ([—1,0]) definí ñ partir de (20) vérfiepour buí jEJ0

(21) fw(x) (Au)(x) dp(x)<A’g, jou>

pour0=jicD(A9, uED(A)avecuff—I, 0])C DO)eíwCL’ff—¡, 0], ~4avec
w(’x)E Oj(u(x)) ¡j—p.p.xE[—J, 0].

Avant de démontrer cette proposition,notonsle lemmetechniquesuivant
pourun espaceloealementcompaetfi quelconquedontla preuveseradonnée
it la fin de cetteseetion:

Lemme2. Soieníji, y desmesuresboréliennesborneessur fil ayee

el u, y desfonchotisborélíennesbornéesSurO. Supposonsque

(22) fw(x)y(x) dg(x)=fj(u(x) dv(x)

pour íouí jcJ« ayee DO)=’A eí wfoncíion borélienne bornée avec w(x,)E
8j(u(x)) pour íouí xcfl. Alors l’inégaliíé (22) en satLsfaite pour buí jEJ0
ayecjoucL’ffl,¡v¡)eiwcL’(fil,p)ayec w(x)E9j(u(x))p—p.p.xefi.

Notonsquel’assertionrestevraiesi l’on remplacedans(22) l’in¿galité par
l’¿galité:il suffit de l’appliqueren rempla9ant‘a eL y, respectivementpar—vet
— u.
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Preuve laProposition 6. Qn vérifie immédiatementque l’op¿rateur A est
déftni par Au=u’ avec D(A)=IuEEf’([—l,O]); u}—l)=u’(0)}. Qn en
déduit alors que

D(A3={p=hdx+X(60—<3,); Xc’A, h:[—l,O]—-L it variation bornée1.

Etant donné0=pED(A9, on ap=hdx ayeeh:[--l,0]—-’A~ it variation
bornée(et done mesurablebornée).

Compte-tenu du Lenime 2, supposonsDg)=3’t el considérons w:
[—l,O]—3\ boréliennebornée avec w(’x)caj(u(x)) pour touL xe[—I,0].
Etant donnéu E D(A), puisquela fonction convexej est localementlipschit-
ziénne,la fonetion jo u estlipscliitziennesur[—1,0] eL donepp. dérivablesur
(—1,0). Commeu esí classique,on a

(23) (Jouy(x)=w(x)u’(x) p.p. xE(—I,0).

En effet, par définition du sous-différentiel, pour xe]—I,0[, on a

(jnu)(x+6)—(jou)(x)=w(x)(u(x+5)—u(x)) pour tout 8 petiL; su jou est

dérivableen x, divisantpar8>0 et 3<0 et faisant8—O, on obtientbien(23).

En d’autrestermes, on a donc

ft’(T(Q(jou)—<jou))—-w u’ p.p. sur (—1,0) lorsquet—0; on a aussi

Jt—’(TÚ)(jou)—(jou))¡ =2jI (Jou)’ [jp» p.p. sur (—1,0) pour 0<t<l,

d’oú parconvergeneedominée

<A’p, jou>=limf i-’(T(t)(jou)—4jou» /i dx=

fw u’h dx=f wAu dg.•

Revenonsmaintenantit l’étudede l’inégalit¿(15) dansle cas général.Nous
poseronsla définition suivante:

Définítion m. EzanídonnéA: D(A)GE6%(f2) l¡néaire avec D(A) ¿tense
datis 14(12), el jEJ<,, nousdirons queA vér<fle I7négalftéde Kaíopourj si
on a

(15) fw(x)(Au)(x)dp(x)=<A’g, jou>

pour buí OSpED(A), uCD(A) avec u(fl)CDO) el wCL’(fi,u) ayee
w(x)e8j(u(x)) ji—pp. xEfl.
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Nous ne nous restreigneronspas au générateurinfinitésimal d’un semi-
groupefortementcontinu sur Ef0 (11); nousconsidéreronsplus généralement
un opérateurlinéaireA: D(A)C 14(11)—14(11) vérifiant

(24) D(A,) densedans14(11)et jI existeA0 >0, M<oo telsquepourO<K< A0

JxÁÍ—ÁA)C.7 (5%(11)), ¡1411 SM.

Rappelonsquele générateurinfinitésimal A d’un semi-groupefortement
continu (T(i)) sur E% (12) vérifie (24); on a alors pour uE14(11)

(25) Jxu=f»»TGkt)ue—’ di

eL

(26) T(i)u=lim~,o ux(i) dans14(11) uniformémentpour i=0borné

(27) ux(0)=u, ux(i)=(J>j”u pour íC](n—l)X, nR], n= 1,2,...

Notonsd’abord la caractérisationsuivante:

Proposition7. SoleníA :D(A)G14(12)—14(12) /inéaire vér<fiani (24),
jEJ0 ayeeOcIni DO) el 0=jiED(A’j

a) Les asseri¡onssoní équivalentes:

(1) pouríoutucD(A)aveeu(fl)CJnIDW,el wEL’ (11,,u)avecwCOj(u)
ji-p.p., on a lYnéga/ité(15),

(Ii,) pourtout uED(A)avecu¡’113GIni DO,), ilex¡sie wEL’(11,Ñavec
wE3j<’u,) ji-pp., te/ quel’on alt lYnégal¡té(15).

(ñi)pour ucifo (12) el O<X<X0 ayee (J~u)(11)G DO), on a

(28) <ji, joJ~u>=f j(u(x)) dp(x)+X<A’p, j» ¿.u>.

b) Si deplusA estgénérateurinfinutésimald’un semi-groupeforiemeni
continu (T(t)), a/ors les asserlions(1), (II), (iii) sorn encore équiyalentes&
1 ‘asserlionsuivante:

(¡y) pour uc5%(fl) el i=0ayee(T(s)u) (11)GDO)pour0=s=i,on a

(29) <ji, jo T(í)u>=fj(u(x)) dji(x)+f <A’ji, jo T(s)u>ds.



294 Wol»fjgang Arent?r ant? Ph¡lippe Beni/at¡

Remarque 2. Etant donné jCJ
0 ayee DO)#3\ et uc14(11) ayee

u (12) G Da), il n’existepasnécessairementw EL’ (11, ji) ayeew caj(u) ji-pp.:
e’estpour cetteraisonquenousavonsdú nousresteindredansl’assertion(u)
ci-dessus it des fonctions uCD(A) vérifiant u(11)CIntDO). Sous les
hypoth’esesde la Proposition7, II est clair quesi A vérifie l’inégalité de Kato
pour j, alors il vérifie les as$ertionséquivalentes(i), (u), (iii); la réciproqueest
évidemmentyraiesi DIJ)=’B, ou plus généralementsi DQ) est ouvert, mais
elle est fausseen général.11 sulfit en effet de considérerpour ¡la fonetion
indicatricedu segment]—oc, 1]: les assertions¿quivalentes(i), (u), (iii).sont
toujours vérifiées alors que¡‘inégalité de Kato pour j s’éerit:

pour uCD(A) ayeeu=1 et 0=jieD(A9, Au=Oji-pp. sur u—’ (1),

qui n’est évidemmentpastoujoursv¿rifi¿e(considérerparexemplele casd’un
opérateurde multiplication Au(x)=a(x)u(x) ayee acEfb(12)).

Preuve de la Proposition 7. L’implication (i) #~ (u) est immédiate.
Montrons l’implication (iO=#(iii). Etant donné uE14(12) et 0<X<X0
supposonsd’abord (J~u) (11)C mt Da); appliquant(u), il existew eL’ (12, ji)
ayee wcaj(Jxu) ji-pp., tel quel’on ait

34 AJ~u dji=<A’ji, joJxu>.

Utilisant la définition du sous-différentiel,on a

<ji, joJ~u>=f{j(u)+w (J~u-u)j dji=f j(u) dp+fw XAJ~u ¿Ip

d’oñ (28). Ceci est encorevrai en supposantseulement(.4u)(fil) C DO); en
effet pour0<k <1, on a(i~ (lcu)) (11)= k(J~u) (11)CICDWC mnt Dgj puisque
Oemnt Do,); appliquant (28) it ku eL passantit la limite lorsquek— 1, on
obtient bien (28) pour u.

Montronsl’implication (iii)~> (i). Etant donnéu eD(A) ayeeu (12)C Int
DO,), on a(4 u)(11)C D~,)pour touL X >0 suffisammentpetit: en effet d’aprés
(24), on aJxu—udans14(11) lorsqueX—O. Si weL’(12,ji) ayee wE3j(u)
p-p.p., on a pardéfinition de dj:

fwcí~u-u)dp=<ji, joJ~u~~bou>.

Utilisant (iii), divisantparÁ>O eL faisantX—O, on obtientbien (15) puisque
(Jxu-u)/XJxAusAu lorsqueX—O.

SupposonsmaintenantqueA engendreun semi-groupefortementcontinu
(Tft)). Montrons d’abord que (iii)r=>(iv). Fixons ue14(fO, i=O, eL
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raisonnantcommeci-dessus,supposons(T~,)u,)(fl)GInt DO) pourOSs=í.
PosantX = ti N eL notantUN la fonetion définiepar(27), puisqueuN (s)— T(s)u
dans14(11)uniformémentpourO=s<í on aurauN(s)(12)GDO)pourtout
OSs=tet N suffisamment grand. Supposantque (iii) est satisfaite et
rempla9antu par (J~)nudans(28), on obtient pour n= 1 N—l

Additionant, on a done

<p,jo u~(í)—jo uM(X)>=f <A’ji, jo uM(S»)>ds.

Passantit la limite on obtient(29).

Montrons enfin que (iv)rz>(i). Etant donné ucD(A) ayee u(11)cmnt
DO,), et wEL’ (12, ji) avec wEOj(4)p-p.p., on a (T(i)u)(11)CDO) pour tout
i>0 suffisammentpetit, et doneen utilisant la définition de c3j eL (iv):

fi-’ (T(i)u—u) w dji=

í—’<ji ,jo T(i)u—jo u>=U
1 J<A’ii, jo T(s)u>ds.

A la limite lorsqueí—O, on obtient (l5).

Donnons maintenantquelquescas oit nous savonsprouver que si A
vérifie l’inégalité de Kato pour j, alors il est générateurd’un semi-groupe
fortement eontinu d’op¿rateurssous-markoviens(T(í)) sur 14(11). Notons
d’abord le cas oit

(30) Jx=0pour O<X<Xo.

CeLLe condition est ¿videmmentnéeessairepour qu’un opérateur A
vérifxant(24) soit générateurd’un semi-groupefortementeontinud’opérateurs
sous-markoviens(TÚ)) sur 14(11). Remarquonsqu’en généralles eonditions
(24) eL (30) seulesn’impliquent mémepas que A soit générateurd’un senil-
groupefortemcnt tontina (cf. [2]). Mais on a la caraetérisationsuivante:

Théor’eme 8. Solení A :D(A)G14(12)—14(11) linéaire eí jeJ«\
(i~

1 UJ11) ayec DQ)=Yt. Alors A esí généraleurd’un semi-groupesous.
markoviensur S=IJ(fi) si el seulemenísi A yér<fie (24), (30) el lYnégaliié de
Katopour j.
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Prcuve du Tbéoréme 8. La conditionnécessaireadéjáétéprouvée.Pour
déniontrer la condition suffisante, il suffit de montrer que .1>. est sous-
invanantpar j; eneffet alors,d’aprésle Théoréme2, 4 setasous-markoyien
eL doneA seragénérateur¿‘un semi-groupesous-markoviensur 14(11). En
d’autrestermes,¿tantdonnéuGE6%(11),O<R<X0 et Q=vE14(11)’, il suffit
de prouverquel’inégalité suivanteest vérifiée:

<1>, Jo J~u>=<v, J~~o u,)>

Puisque .4=0, la mesure ji=J>v vérifie 0=jieD(A’) et on a
ji—v=XA’p. Appliquant la Proposition7.a), (27) donne

<ji,joJxd—jou>«p— V,joJ~>

d‘oú

<v,joJ~i/>S<ji, jou>rz<J>r , jou><v, Jdjou)>r

Considérons maintenant le cas d’un opérateurborné AEY’(E6%(11)).
Notonsqu’alorsA yérif~e (24) ayeeX0= ¡!A¡[’. Qn a le résultatsuiyant:

Tbéoréme 9. SoleníAcS~Ef0(11)) et jeJ«\(J~1UJ,1)avec DO,)=IR.

Les asseriions suivaníessorn équivalenies:

(o e/A esí sous-markoyien pour buí i=O,

(11) A yér~fie /‘inéga/iíé de Kaío pour f

(iii) pour buí ucEf~11) el xefl, on a

A(jou)(x)>=Au(x)max Oj(u(x)).

Avant de prouverce tI-íéoréme,notons le corollairesuivanL:

Corollaire 10. Solení A : D(A) CEf« (12)—9% (12) /inéaire yér(fianí (24)
el jcJ0\(J01UJ,1) ayee DO»)= IR. A/ors les asseríions suivanies soní
équ¡valenres:

(1) A est générateurd’un semi-groupesous-markovien,

(Ii) pour buí 0<X<X«, /‘opéraíeur .4—I vérWelYnégallté de Kaío
pour j,
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(di) pour buí 0<Á<Á0, uE14(12) el xc12, on a

Preuve du Corollaire 10. II résulte imm¿diatementdu TIxéoréme 9,
puisqueA vérifiant (24) estgénérateurd’un semi-groupesous-markoviensi et
seulementsi e’C~x»’) est sous-markovienpour touL O<X<X0 et í=0..

Preuvedu Théor’eme 9. L’inégalité de KaLo pour j s’écrit:

pour Éout u614(12), O=jiE14ff2)’et wcL’fi),ji) ayeewE9j(u)

on a<ji, AOotO>=fwAu dji.

L’implication (u) ~ (iii) est alorsclair. L’implication (i) :#~. (ji) résulte¿u
Théoréme 4; compte-tenu ¿u Théoréme 8, u suffit donc de prouver
l’implication (iii) =~z~(30), ou de maniére ¿quivalenteque (iii) implique la
positivé du semi-groupe(etA),>0; or u est bien connu(cf. parexemple[¡3])
quecettepositivé est équivalenteit la propriété

(32) OSuE14(11),xE11, u(x)=0 =4’ Au(x)=O.

Pour prouver (iii) =4»(32), quitte it remplacer j(r) par j(r,)-cr ayee
CE 6j(0), on peut toujourssupposerj=0~ d’autrepart puisquej~ ~41,quitte
it remplacer j<’r) par j(—r), on a a=sup j—’ (O)<+oo; la fonction j est une
bijection croissantede [a, +oc[ sur [0,+oc[. Donnons-nousOSuE14(11)et
xC12 avecu(x)=0 et montronsAu(x)=0.Pourtoute>O ¡¡existey0c30(12)
Leí que

jov0=u sur {u=c}, i~=0 sur tu<e/21, i~=0,

Jo ve=csur{c/2=u=c].

Qn a elairement ¿¿~= Jo u—u dans14(11) lorsque e—O. Appliquant (iii)
ayee v~ (it la placede u), puisquey0<’x)=0 eL OG3j(0), on obtientAu~(x)=O
et doneit la limite ~4u(x)=O.

Nous considéronsmaintenantun dernier cas oCx nous savonsprouver
Féquivalence entre ¡‘inégalité de Kato pour jet la propriété sous-markovienne.
Notonsd’abord le lemme suiyant:

Lemme 3. Soiení O=jiC14(11)’,a>o ci jEJ0 ayec OEIniDÚ) er
j’<’0—)=0<j’(O+). Solí Tune appl/caiion linéaire de 14(11) datis lul-niénie
vér¿fiani
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(33) fio Tu dp=<ji,jou>pour uC14(11)avec u¿’11)GInl DO).

Alors Tu=Oji-pp. sur flpour buí 0=ucE6%(12).

Preuve du Lemme 3. Notonsque ¡‘intégrale dans(33) est bien définie
puisqued’aprés les bypothéses,on a j>0~ en fait l’hypotI-íése (33) inclus que
jo TuEL’(fi,p) pour u614(12) avec u(12)GInt Dg,). Etant donné 0=u
EE6%(12),on a (—Xu)(12)Glnt DO,) pour X>O suffisamment petit; puisque

on a par convergence dominée

j’(0+)<ji, (Tu)->=lim~...o+ fx’ j(—X Tu) dp=

lim>~0~ fi X—’ j(—Xu) dji=O;

donc, puisquej’(0+)>O, on a Tu=O ji-pp. sur 12.

Rappelonsqu’une mesure de Radonji sur 11 est dite siricienienr posirive
que Von note ji»O, si

(34) O=uESt(11),<p,u>=0 s~ u=Osur12

ou de fa9on¿quivalentesi ji=0 et

(35) uEEf (12), u=Oji-p.p. => u=Osur 12.

Nous supposerons pour simplifier que la condition suivante est v¿rifiée:

positive(36) jI existe une mesurede Radon sur 12 strictement et borrxée~

ceci est le cas par exemple si 12 séparable. Qn peut alors ¿noncer la
caractérisationsuivante:

Théoréme II. Supposons(36) ei soieni A: D(A)C14(11)—14(12)
/inéa¡re vérlfianí (24) el je Jo\U~,U1,,) ayeeDO)=’A el jj0+)>j’(0—).
Alors A engendreun semi-groupesous-markoviensurEf0(12) si el seu/emenr
siA vérifle I’inégaliré de Ka/opour jet ilexisie jieD(A’)síriciemeníposiíive
el pE’A rels que A’jiSpji.

Preuve du Tliéoréme II. La conditionnéeessairerésultedu TIxéoréme4
et de la PropositionC-II. 3.5 de [A3]. Pourprouver la conditionsuffxsante,il
suffit ¿‘aprésle TIxéoréme8, de montrerque (30) est satisfaite.Rempla9ant
j(r) par j(r)—j’(0—)r, on peut toujours supposerj’(0—)=0 et donc j=0;
¿‘autre part, puisque J~=(l —Xp)—

t (t—X(A»---p))—’ ayee X=K(I—Xp<’,
remplaqantA parA—p,on peuttoujourssupposerp=O, c’est it dire A’ji SO.
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Qn va montrer que 7’=~~ vérifie (33); appliquant le Lemme 3 eL utilisant
on aura bien .4=0,ce qui achéverala preuve du th¿oréme.Soit

uES=%(12); puisqueA vérifie l’inégalité de KaLo pour j, il existe wEL’ (12, ji)
ayeewE3j(J~u) ji-pp. et

JWAJAu dp=<A’p,jo 4,, u>;

puisquej=0et A’jiSO, on a doncjwA J~ u cJgSO. Qn a alors, par définition
du sous-différentiel,

<g,Jo J~u>—<p,jo u>=fw(Jxu—u)dg=

X fIvA J~u dpSO.

Remarque3.a) L’équivalent ¿u Théoréme 1 J pour la caractérisationdes
générateursd’un semi-groupepositif ayee l’inégalitéde Kato pour j(r)= ¡rl a
étédémontrédans[1] et [16], d’ailleursdans le cadreabstraitd’un espacede
Banachréticulé(cf. B-II et c-im dans[13]).

b) Si (36) n’est passatisfaite,on peut modifier la caractérisationcomme
dansC-ll de [13].

c) Le Lenime 3 et done le ThéorémeII sont encorevalablesavec des
fonctionsconvexesj(r)dérivablesenr=0; parexemple,avecdesmodifications
¿videntesde la preuve,on peututiliser la fonction j(r) donnéepar j(r)=r2
pour r>O eL j(r)=—r3 pour r=0.Par contre le Lemme 3 est trivialement
faux pour la fonction convexej(r)=r2 pour tout rE’A; nousignorons si le
Théoréme II est vrai pour cette foncLion convexe.

Achevonscettesection par la preuve¿u Lemme2.

Preuvedii Lemme2. Notonsd’abord qu’appliquant(22) avecj(r)=r et

j(r)=—r, on a

fv(x)dji (x)=fu (x)dv(x).

Donnons-nousmaintenant jCJ
0 avec jouEL’(12,~v¡) et wEL

1(12,g)
avecw(x)E3j(u(x)) ji-pp. xE12. Pourtout entierm, défínissons la fonction

J,nCJoavec b~J =‘A par

ima)f inf(m,sup(—m,j’(s))ds si rEDQ)

j~(r)=j~(’a)—m(r—a) si ...oc<r<ainf DQ),

jmft~Jm(b)±infrb) si b=sup DG)<r<oc.
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Qn a j, (r) —j(r) lorsque m — oc pour tout rE D O)~ et il existe des
constantes e0, c~ telles que ji,,, (r)j 5 jj (r)j + e0 jrj + e, pour tout m et tout
rED(j); parconvergencedominée,on a donc

f j,,(u(x)) dv(x)—fj(u(x)) dzjx) lorsque

D’un autre coLé, considérons w unefonction borélienneavec w= st’ ji-pp.
et N un ensembleborélien ji-négligeablete! que w(x)caj(u(x)) pour Lout
xEfl\N. Pourtout entierni, définissonsla fonction w,,, sur 12 par

w,,=inf(ni, sup(—m,w)) sur 12\N, w,,1(x)=j(u(x)+) pour xEN;

c’est unefoncLion boréliennebornéeet w, (x)G3j»,(u(x» pour tout xEfl; de
plus w,,¡=¡w)ji-pp. pour tout ni, el w,,,—w ji-pp. lorsquem—.oc. Appli-
quant (22) ayee(1v,. itt03) et passaní it la limite, parconvergencedominéeon
a done (22) avec (f w).

4. SEMI-GROUPESD’HOMOMORPHISMES

Un honiomorphLsnie(d’algébre)de ECo (12) esL une application linéaire T
de E6%(11) danslul-méme vérifiant T(uv)=(Tu) (Tv) pour tout u, vE14(12).
Si TestunhomomorphismedeE6%(12),on aenparticulier T(u

2)=(Tu)2pour
tout uE14(12),d’oú 1’on déduil immédiatementque T=0et ¡¡fi Sí. líen
résultequ’un IxomorpI-xismede 14(12)est le prolongementparcontinuited’un
homomorphismede St(12)dans14(11).D’aprésle Théoréme3, uneapplica-
Lion linéaire Tde E6% (12) danslui-mémeesí done un homomorphismesi et
seulementsi

(37) jo Tu= T~ou) pour ucE6%(12) et j:3A—IR continueayee j(O)=0.

Dans celLe section, un semi-groupet?ixomorphismesde [6%(12) désignera
un semi-groupe fortement continu d’homorphismes (T(i))de E6%(11). Notons
d’abord la propriétédesgénérateursdesenxi-groupesd’homorphismescorres-
pondantau Théoréme4 pour les semi-groupessous-markoviens:

Théoréme m2. Soiení A le généraieur infinués¡mal¿tun semi-groupe
d’homorphLsniesde E6%(12) el uED(A). Alors les propriétés suivaníessonr
saiisfaiíes:

a) Pour buí jíR—IR de e/asseEf’ ayee j<’0,)=0, on a

(38) joucD(A) eí AQou)=(j’ou,)Au.
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b) Pour touieparitie N deIR négligeabie(au setisde Lebesgue)

(39) Au=0 jji¡-p.p. sur ir’ (N)pour ¿oía pCD(A9.

e) Pour iout ¡iED(A’) el p:IR—IR /oealemeni iniégrabie (pour la
mesurede Lebesgue)leí quew=pouEL’(12,[p[), on a

(40) <A’p,jou>=fwAudji

oír j:rEYl—f p(s) ¿It.

Contrairementit la situationpour les générateursde semi-groupessous-
markovien, ces relations permettent de caractériser les gén¿rateurs de semi-
groupesd’homorphismes.Qn a en effet le résultatsuivant:

Théor’eme 13. Saií A le généraleur infinulésimal d’un semi-groupe
foríenieníeonuinud’opéraíeurs/inéaires bornés(T(í)) de 14(12). Les aster-
tiotis suivaniessoníéquivalentes:

(i) Tft) es¿un honwmorphismede14(12)pour tout ¿>0.

(u) Pour buí uCD(A), on a lespropriélés a), b) etc) ¿tu Théoréme12.

(iii) Pour buí u, ycD(4), on a

(41) uycD(A) el A(u4=uAv+vAu

(iv) Pour buí jEJ«, uCD(A) ayeeu(fi)G Da), jiED(A’) el

wCL’ (12, ¡ji¡) ayeew(x)E3j(u(x)) ¡ji-pp. xE12, on a (40).

(y) Ii exLsiejE J«\(J51U .1,9 ayeeDO»)= IR leí quepourbuí uCD(A)el
jiE D(A’), II exLsle wC L’ (12, ¡4) leí que w(x)c8j(u(x)) ¡ ji¡-p.p. xE fi el que
Pon oit (4Q>.

Pourlapreuvedu Théoréme12 nousutiliseronsle résultatsuivantqui est
en fait un cas particulier d’un résulLatabstraitque nousdévelopperonsen
appendice:

Lemnie4. Soit A: D(A)C £4(12)—14(11) linéaire vér<fiant (24)el (30).
SipED(A’) el wEL’ (12, ¡¡4), alors wpCD(A’).

Preuve du Théoréme 12. La propriété a) est simple: appliquant (37) aux
homorphismesT(í) du semi-groupeengendrépar A, on a
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r’(Tft)(jou,)—jou,)=í--’(jor(’Qu-—jou) pour LouL 1>0, eL done par
dérivationsdesfonetleuscomposées,

í—’(T(í)(jou)-—jou)—(j’ou)Au dans14 (12) lorsque¿—O, c’est it dire (38).

Considérons maintenant

jY= {p : IR — [0, 1] borélienne; pour tout ji ED(A’), (40) estsatisfaiteavec

w=pou et j(r)=f p(s) ds}.

D’apr~s ce qui préc’ede, 5’ contient les fonctions continuesde IR dans
[0, 1]; d’autre part d’aprésle théorémede convergencedominée,Yest stable
par convergence simple; donc Ycontient toutes lésfonctions boréliennes de
IR dans[0,1].

Pourdémontrerb), on peut toujourssupposerquel’ensemblenégligeable
N esL borélien;appliquantcequi précédeavecp= XM~ fonctioncaract¿ristique
de N, on obtient

.k’(M) Au dji0 pour tout ¡icD(A9,

eL doncpour tout jie D(A’j Appliquant le Lemme4 ci-dessus,on en d¿duit

fu-IrM)¡Au¡ d¡g¡=O pourtout gGD(A’3,

ce qui prouve le point b).

Pour démonLrer c), notons d’abord que. compte-tenude b), on peut
toujours se restreindre it des fonctionsp boréliennes; d’autre part, d’aprés le
résultat ci-dessus la propriété est vraie pour les fonctions p boréliennes it
valeursdans[0,1] eL done clairementpourtoutesles fonctionspboréliennes
bornées.Soient maintenant~ eD(A’) et p IR— IR localemeñtintégrabletel
quew =400 ueL’ (12, ¡ í’!); considérantw0 mf (n, ~up(—ti, w)), on a

<A’ji,j0ou> =1w,, Au dji

oñ j,,(r)=f inf(n, sup(—n,p(s)))¿Is. Puisquej,,(r)—j(r)=j’ p(s)dsunifor-

mémentpour r borné, par convergencedominée on obtient bien (40) it la
limite.

Preuvedii Tbéoréme13. L’implication (i) zz> (u) estl’énoncé¿uThéoréme
12. La propriété (iii) est clairement équivalente it (38) ayee j(r)=r

2: les
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L’implication (ii)~(iv) est simple: ¿Lant donné jeJ0, uED(A) avec
u(fl) C DO,), posons

E={rC(Int D~,>)flu(fil) et j dérivable en r]

eL définissonsla fonctionp par

p(r)=j’(’r) si rEE,p(r)=0 si rEIR\E;

on vérifie facilementquep est localementintégrableet

Uou)(x)=fp(s) ¿Is pour tout xcfl;

étant donné jiED(A9et wc L’ (12, ¡¡4) ayeew(x)E8j(u(x)) ¡¡4-pp.xcfl, on
a w(x)=(pou)(x) ¡¡4-pp. xeu—’(E), et donc utilisant b) et le fait que
N=u(12)\Eest au plus dénombrable,on a

w Au=(pou)Au ¡¡4-pp. sur 11;

utilisant b), on a bien (40).

Montrons1’implication (y) =4(i). Fixons jeJ«\(J5~UJ,) avec DO)=IR
tel que(y) soit satisfaite;appflquantle Théoréme4, nousdevons,¿>0 étant
fixé, montrer que

TÚ)(jou)=jo Tft,)u pour touL UEE14(fl);

pardensité,jI suffít en fait, ucD(A)et jicD(A’)étantfixés, de montrerque

<ji, T(i)(jou)>z<ji, joTfr)u>.

Pour0=s=¿,posons

k(4=<ji, T(i—s)<jo T(s)u)>=< T(t—s)’ji,jo T(s)u>,

et montronsk(i)=k(0).

La fonction k est lipschitzienne sur [0, i], puisque les applications
~ T(t—s)’ji eL s—jo T(s)u sont lipschitziennes;en particulier k est p.p.

dérivablesur [0,1] eL il suffit de montrerque k’(s)=O p.p.sE]0,í[.

PourxE 12, la fonetions—j((T(s)u) (x)) admetentoutpointsE] 0, í[ une
dérivée it droite /4(s, x) = w+ (s, x) (T(s)Au) (x) eL une dérivée it gauche
f—(s,x)=w4s,x)(T(s)Au)<’x), oCx w.~. eL it~ sontdonnéespar

w~ (s, x)= j’((T(s)u)(x)+), w (s,x)= j’((T(s)u)(x)—) si (T(s)Au)(x)>O,
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w.> (s, x,)= f ((T(s,)u,) (x)—), w (s, x,) = f ((T(s,)u,) (x) +) si (T(s,)Au,)(x)<0,

w±(s,x)=w(s,x)=0si (T(s,)Au)(x,)asO.

Etant donné SE [O, r] fixé, par utilisation du théoréme de convergence
dominée, la fonction s— < ¡ T(r—s)’ji¡ , jo T4Qu>admet en tout point
sC]O, t[ une dérivée it droite

.ff±(s,.)d~ TÚ—sj)’ji¡ et une dérivée it gauchefJL<’s,.) d¡ T(t—4)’p¡;

maiscettefonctionest lipschitzienneet donepp.sc]O,¿[les dérivéesit droite

et it gauche en s coincident; puisque f±=Ji, on en déduit que
pour tout sE[0,í], p.p.sc]O,t[, f+(s, x)=f(s, x) ¡ T~—ffji¡-p.p.xE12.

Utilisant le fait que Papplication s— ¡ T(í—s9’ji~ est lipchitzienne, on
conclut qu’il existe une partie négligeable N de ]O, 4 telle que

(42) pour tout sE[0, í] et sej¡0, i[\N, Ji (s, x)=f (s, x) TÚ—4ji¡-p.p. xe12.

Maintenant,par dérivation d’un produit et applicationdu th¿orémede
convergencedominée,la fonction k admet en tout sEJO, 4 des dérivéesit
droite eL it gauche données par

(43) kk(s,)=Jji~ (s,.) dT(í—sYji —< TÚ—sY A’p ,j0 T(s)u >,

k,j(s,)= fir (5,.) dTft—syp—-<TÚ—s~A’p,jo T(s,)u >.

D’aprésl’hypothése,étantdonnésC]0, í[ fixé, u existe
wCL’ (12, TÚ—s)’¡4) avec wEdj(T<’s)u,) T(í—sjji¡-p.p. sur 12 tel quel’on
ait

(44) fwA T~,)u dT(i—s)’ji = < A’T<?—s)’ji, jo T<’s)u>.

Par définition de f±et Ji~, on a

fg-(s,j=WAT(s)u=f$s,.)
T(i—s%¡4-p.p.surll

eL done,si s~IV, d’aprés(42), (43) eL (44), k est dérivableen set k’(s,)=0.

Achevons cette section par une rcmarque sur la structuredes semx-
groupesd’hornorpl-xismesde Ef«(12). Considéronsd’abord UC12, g: U—U et
TI»homomorphismede Ef«(12) dans17(12) défxni pour Lout ueEf«(12)par

(45) (Tu,)(x)=u4p (xfl si xEU ,(Tu)(x)z=Osixc12\liJ.
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Qn vérifie facilementque les assertionssuivantessontéquivalentes:

(i) TuE14(12) pour tout uESt(12)

(u) Test un I-íomomorphismede E6%(12)

(iii) U est ouvertet ~—‘ (1<) est un compactpour Lout compactK de 12.

En d’autres termes, compte-tenudu Tiiéoréme 3, un bomorphismede
Ef0 (12) est de la forme (45) oCx U est un ouvertde 12 et ep une applicationde
U dans12 vérifiant

(46) Sr’ (K,) est un compactpour tout compaet1< de 12.

Considéronsmaintenant UC[0,oc[x12, ~ : U—fi et supposons

(47) pour tout 1=0,(J,={xEfl;(i, x)E U~ est un ouvert de 12 et

Pour í=O,notonsTÚ,) l’homomorplxismede E6%(12) associéit (U,,so,).On
vérifie immédiatementque(T(i,)),=0est un semi-groupede Ef~(12),c’est it dire
T(0) est l’application identiquede 14(12) et TÚ+s,)= T(r,) T(s,) pour tout
í s>0 si eL seulementsi (U,<p) est un semi-floí sur fi, c’est it dire vérifie

(48) U0=12,cp(0,x)=xpour tout xC12 et poúr i,s>O on a

• U,.,.5=~p;’ (U,), ep(i+s, x) =~p (¡, ~p(s,x)) pour tout xc U,÷~.

Qn a la caractérisationsuivante:

Proposition m4. Sojení UC[0,oc[x12, ~: U—12 vér¿fianr (47,), (48), el
(TÚ,),) le senii-groupede14(12)associé.Lesasseriionssuivaníessoníéquiva-

lentes:

(1,) (TÚ,),) esí un senii-groupeforíemeníeonuinude [6%(12);

(it) ~ ¿síeonrinuesur U er pour íoui compacíK de 12, u existe 1>0 re/
que[0, í]xKG U;

(iii) pour buí xE12, ¡¡existe í>0 ¿el que [0, i]xfx]C U e: so(s,x,)—x
lorsques—0.

Prern’e. L’implication (u) =~‘ (iii) est immédiate.Lapropriété(iii) implique
que
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(Te,)u,) (x)—u(x,)lorsqueí—O pour tout ucE4%(12) eL xE12, c’est it dire
que

TÚ,)u—u faiblementdansEf0(12) lorsque í—O pour tout ucE6%(12), ce
qui est classiquementéquivalentit (i) (cf. parexemple[8], Proposition1.23).

Enfin supposons(1). Soient(r,x)E Uet 1/un voisinageouvert de~(r.x);
il existeu e .$r’( lfl tel que u (ep(í, x)) = 1; utilisant lacontinuitéde l’application
(s,y)—(T(s,)u,) (y>), il existe un voisinage W de (í, x) dans[0,oc[x12 te) que
(T(s,)u,) (y,)# O pour tout (s,y) E W; uti¡isant ladéfinition de T(s>), on a WC U
ety(s,y)C y pour tout (s, v)C W; ccci prouvebien la continuitéde ~ sur U.
Soit maintenant K un compactde 12; il existe uEJ

0(12) tel que u=l au
voís~nagede K; utilisant la continuité de í— T(i,)u, il existe i>0 tel que
T(s,)u!=0sur Kpourtoutse{0,ti a donc en particulier, d’aprés la définition
de T(s,)u, KG ii~ pour Lout sE[0,t].

APPENDJCE

Dans eet appendice,nous prouvons le Lemme 4 en l’intégrant dansun
¿noncéplus général.

Donnons-nousE un espacede Banachréticulécontinu paur 1’ordre,c’est
it dire tel quetoute suitegénéraliséedécroissante(x,) du cónepositif E~ avec
infx,=O converge en forme yers 0. Rappelons quun idéal de Eest un sous-
espacevectoriel J vériflant:

yci, xE E, x¡ < ¡y¡ 4’xEJ?

Un op¿rateurlinéairefi: D(fi,)C E—Eest it résolvantepositive,s’il existe
X« tel que pour Lout X>X«, Rl-fi est une bijection de D(fl,) sur E et
R(X)=(Xl-fl)—’=0.Qn a le résultatsu~vant:

Proposition A. Solení E un espaeede Banaeh réiieu/é eonfinu pour
I’ordre el fi un opéraleur linéaire ,~ résolvanieposilive. Alors D(R,) esí un
idétil de E.

RemarqueA. Si l’espacede Banachréticulé E n’est pas continu pour
l’ordre, la conclusionde la PropositionA est fausseengénéral(cf. [9] poutun
contre-exemple).

Montrons d’abord que le lemme 4 est un corollaire de cate proposition:
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Preuve du Lemme 4. L’espace 12=14(12)’ est un espacede Eanach
réLiculé continu pour l’ordre. Un sous-espaceJ de E est un idéal si et
seulementsi (cf [15], 11.514)

jieJet WEL’(fI,¡ji¡)=>wpEJ.

Etant donné A: D (A) CE6% (12) —. 14 (12) linéaire vérifiant (24) et (30),
¡‘opérateur fl=A’ est it résolyantepositive. Le Lemme 4 est a¡ors une
applicationimniédiatede la PropositionA.

Preuve de la PropositionA. Donnons-nousx,yEEavec0=jx¡S¡yI eL
montrons que yeDfti) impiique xeD<iB,); remplaQantx par ses parties
positiveet négative,on peut toujourssupposerx=Oce que nousfaisons.

a) Supposonsd’abord yeD(fl,). Puisque
D(B3=R(X)E=R(X)S—R(A)S, on a ¡y¡Sy ayee yED(fl,); on peut
donesupposery =0ce quenousfaisons.FixonsX> X« et posonsz= ¡~y-By¡.
Qn a pour X=2X

0SÁ RQjx=AR(X)y=XR(A) R(4)®Q~y-By)=RRQt) RQ9z=

X(X—ft’ (RQy)z-R(X)z)S2RQ~)z.

PuisqueEesLcontinu pour l’ordre, on en déduit que[XRQQx; A=2X}
est relativementfaiblement compactdans E (cf [15], ¡<.5.10); considérons
xE D(B,) un point d’adhérencefaible lorsque>t—.oc.

D’un autre coté, puisqueOSR(X)xS(2/X)R(flz, on a R(X)x—O, et
done

RQt)X R(X)x=X(X—S)-’ (RQ})x—R(X)x)--- RQ9x lorsque A—co.

mí en résulte RQ9x= RQy)xet doncx=xCD(B,).

b) mí résulteimm¿diatementde a) quepouryED(B,), on a ¡y¡ ED(fl). eL
doncpar continuitéde la valeur ahsolueyED(B) implique ¡y¡ ED(B,).

c) Soit maintenantyED(B,). D’aprés b), on peutsupposery=0ce que
nous faisons; soit une suite (y,,) de D(fl) eonvergeantvers y; an a
OCx =inf(jy,,¡,x,)=¡y,,¡ eL done x,ED(B,) d’aprés a); d’autre part
x,,—inf(IyI,x)==x et doncxED(B).
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