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Aufgabe 1 (Wohlgestelltheit in der Supremumsnorm) (104-5*+5%45)
Welche der folgenden Probleme sind wohlgestellt (eventuell abhéngig vom angegebenen Parame-

ter |17

(a) Essei f € C?([0,1]) mit f(0) = f'(1) = 0. Das ARWP sei (fiir feste o, 3,7 € R mit a # 0)

ug(t, ) = Qugy (t, ) + Pug(t,x) + yu(t,z) , furt>0; z € [0,1]
ug(t,0) = ug(t,1) =0 , furt >0
u(0,2) = f(x) , fur = € [0, 1].

Hinweis: Uberlegen Sie sich, warum es reicht a € {1, —1} und v = 0 zu betrachten. Im Falle
a > 0 und ist das ARWP wohlgestellt (Hier kénnen Sie Lumer-Phillips benutzen). Ansonsten
ist dies nicht der Fall (Betrachen Sie hier das Spektrum des Operators).

(b) Es sei f € CQ([()? 1]2) mit f(m,()) = f(mv 1) = fwz(‘rao) + fyy(x70) + fy(.%',()) = fxas(-% 1) +
fyy(x, 1) + fy(z,1) =0 und f5(0,y) = fo(1,y) = 0 fiir alle z,y € [0, 1]. Das zu betrachtende
ARWP ist

ut(t, z,y) = gz (t, T, y) + Uy (t, 2,9) +uy(t,z,y) , fiir t > 0; x,y € [0,1]?

ug(t,0,y) = us(t,1,y) = 0 , fiir t > 0; y € [0,1)
u(t,z,0) = u(t,z,1) =0 , fiir t >0; y €0,1]2

Hinweis: Dies ist ein Tensorpodukt von ihnen schon bekannten Halbgruppen. Sie kénnen aber
auch Lumer-Phillips auf das Problem anwenden.
(c) Essei f € C%([0,1]) mit f£(0) = f(1) und f”(0) = f”(1). Das ARWP sei

ut(t, ) = ugz(t,x) , firt>0; z €[0,1]

u(t,0) = u(t,1) , furt >0
Ugg (,0) = Ugy(t, 1) , fiir ¢t >0
u(0,z) = f(z) , fiir € [0, 1].

Hinweis: Bearbeiten Sie zuerst die nichste Teilaufgabe! Hier wurde nur der Definitionsbereich
des Operators im néchsten Teil vergroflert. Deshalb kann nur einer von beiden eine Cjy-
Halbgruppe erzeugen.

(d) Essei f € C%([0,1]) mit f(0) = f(1), f/(0) = £/(1) und f”(0) = f”(1). Das ARWP sei diesmal

aber
u(t, ) = uge(t,x) , fiir t > 0; = € [0,1]
u(t,0) = u(t, 1) ,furt >0
ug(t,0) = ug(t,1) , furt >0
u(0,x) = f(x) , fiir x € [0, 1].

'Mit Wohlgestellt meinen wir hier, dass es eine eindeutige Losung gibt, derart, dass alle Ableitungen, die im der
Problemstellung auftauchen, klassisch existieren, stetig sind (inklusive ¢ = 0) und die im Problem angegebenen
Identitaten stimmen. Weiterhin soll die Losung gleichméfig vom Anfangswert abhédngen!

Bitte wenden!
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Hinweis: Betrachen Sie den Operator Af = f” mit Definitonsbereich

D(A) = {f € C*([0,1]) = f(0) = f(1), £/(0) = /(1) und f"(0) = f"(1)}

auf dem Raum der stetigen Funktionen f auf [0,1] mit f(0) = f(1).

Aufgabe 2 (Invarianz von konvexen abgeschlossenen Mengen) (5*4-5410%)
Es sei T eine Cy-Halbgruppe auf X mit Erzeuger A und es gelte

|7 < Me.

Weiter bezeichne C' C X eine abgeschlossene konvexe Menge.

(a) Falls T'(t)C C C fur alle t > 0 gilt, so gilt auch AR(\, A)C' C C fiir alle A > max{0,w} gilt.
Hinweis: Man benutze die Darstellung von R(\, A)z als ein uneigenliches Riemann-Integral
von T'(-)xz und benutze die Bemerkung zu Aufgabe 2 auf Blatt 2.

(b) Es gelte AR(\, A)C C C fiir alle A > 0 grof} genug. Man zeige, dass dann auch T'(¢t)C C C fiir
alle t > 0 gilt.

Hinweis: Man benutze die Hille-Approximation der Cy-Halbgruppe. Damit ist die Aussage
einfach zu beweisen (es reicht sogar, dass C' nur abgeschlossen ist; konvex wird hier garnicht
benotigt).

(c) AufBlatt 4 Aufgabe 2 (a) haben wir gezeigt, dass Af = f” mit D(A) = {f € C?([0,1]) :
Co((0,1))} eine kontraktive Cp-Halbgruppe T" erzeugt. Man beweise, dass (7'(t) f)(z)
alle x € [0,1] gilt, falls f(z) > 0 fir alle z € [0, 1] gilt.

Hinweis: Zeigen Sie, dass die Resolventen die konvexe abgeschlossene Menge C = {f €
Co((0,1)) : f(x) > 0 fiir alle z € [0, 1]} invariant lassen. Dazu miissen Sie die Resolventen
nicht berechnen.
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Aufgabe 3 (Fiir Interessierte: Anwendung in der Numerik 1) (5%+5%)
Diese Aufgabe ist eine Fortsetzung von Aufgabe 4 auf Blatt 5. Fiir die Notationen (insbesondere
Konvergenz und Stabilitét) sei auf dieses Blatt verwiesen. Sie diirfen in dieser Aufgabe wieder
den Aquivalenzsatz von Lax benutzen.

(a) Finden Sie eine stabile Finite-Differenzen-Methode welche gegen die von Af = f” mit D(A) =
{f € C?(0,1]): f" € Co((0,1))} erzeugte Co-Halbgruppe konvergiert.
Hinweis: Sie kénnen zum Beispiel die Methode aus Blatt 5 fiir den Dirichlet-Operator an den
Grenzbereichen abandern.

(b) Beweisen Sie, dass die von Thnen gefundene Methode in der Tat stabil und konvergent ist.

2Diese Aufgabe wird nur besprochen, wenn sich dafiir Zeit in der Ubung findet.
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