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Ubungsblatt 9

Lineare Algebra 1
Die Abgabe der Ubungsaufgaben ist einzeln am Mittwoch 16.12.2015 um spétestens 16c¢t.

Notwendige Daten auf dem Deckblatt: Name; E-Mail-Adresse; Namen der Teammitglieder; Tutor-
name; Tutoriumsnummer; Aufgaben fiir die Sie zustdndig sind

Ubungsaufgabe 1 (Gleichungssysteme losen) (84+8+7)
Entscheiden Sie (ohne die Losung explizit zu berechnen) im Teil (a) und (b) welche Struktufl] die
Losungsmenge hat und berechnen Sie danach die Losungsmengen aller Teile in Parameterformﬂ

(a) Gesucht ist die Losungsmenge von Ax = b fiir

1211 1 0 1
2111 0 O 1
A= 1110 1 1 b= 0
100 0 -1 -1 1

Geben Sie zudem eine Parametrisierung der ¢ € R* mit Lés(A, ¢) # () an?
(b) Gesucht sind alle p € P,(R) (fiir n = 2,3,4) mit p(0) = 1, p(1) = 1, p(—1) = —3 und
p(2) = 3. Schreiben Sie dabei die Bedingungen um in Gleichungen fiir die Koeffizenten von
p(z) = S F_gapr® (x € R).
(c) Gesucht sind die PageRanks wy (k =1, ..., 7; siehe Blatt 6) von folgendem Netz:

Vergleichen Sie dies auch mit der schlechteren Bedingung wy, = Y1 b an die PageRanks,
die in Blatt 6 Ubungsaufgabe 2 (c) erwéhnt wird.

Ubungsaufgabe 2 (Erneut: Summe und Schnitt von Untervektorrdumen) (7+5)
(a) Man berechne eine Basis von U; N Uy und U; + Uy der folgenden reellen Untervektorraume
von R6:
1 1 0 1 1 0 1 0 1 1
1 1 0 2 2 3 3 0 3 3
vi=soan [E L Lo b Lol oo f =g {0 10 L0 0 | ]
1 1 0 0 2 1 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 1 -1 0

st die Menge leer? Handelt es sich um einen affinen Raum? Wenn ja, von welcher Dimension?
Wir meinen mit einer Parametrisierung stets eine Parametrisierung affin in den Parametern mit minimaler
Anzahl an Parametern (also derart, wie Sie der GauB-Algorithmus berechnet).

Bitte wenden!
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Hinweis: Fir eine Basis von U; N Uy miissen Sie ein grofles Gleichungssystem 16sen.
(b) Es sei K ein Korper mit char K # 2. Man bestimme die Dimension der Untervektorrdume

Uy ={AcK™": AT = A}, Uy = {Ac K" : AT = — A}
von K"*™ und zeige Uy ® Uy = K"*".

Ubungsaufgabe 3 (Affine Abbildungen) (5+10%)
Es seien V, W zwei K-Vektorrdume fiir einen Kérper K mit char K # 2 sowie Ay = a1+ Uy CV
und Ay = a9 + Uy C W affine Unterrdume mit assoziierten Untervektorrdumen Uy, Us. Eine
Abbildung f: A; — Aj heifit affin, falls f(Az + (1 — N)y) = Af(z) + (1 — N) f(y) fiir alle A € K
sowie z,y € Ay giltﬂ

(a) Man zeige, dass (dies ist der lineare Teil von f)

Fu) = fla+u) = f(a)

fiir uw € U; unabhéngig von a € Aj ist, eine lineare Abbildung F': Uy — Us definiert und f
genau dann bijektiv (bzw. injektiv bzw. surjektiv) ist, wenn F' bijektiv (bzw. injektiv bzw.
surjektiv) istﬂ
Hinweis: Dies kann man direkt nachrechnen.

(b) Fiir welche X\ € R gibt es fiir jede reelle Folge (y,)nen und alle a,b € R genau eine reelle Folge

(xn)neN mit
Tpt2 = AZpt+1 + Tn + Yy fir alle n € N und x¢ = a, 21000000 = bﬂ

Hinweis: Man untersuche die affine (warum?) Abbildung f: A — R? definiert iiber f((z,)nen) =
(0, T1000000) auf Bijektivitat. Dabei ist (warum affin?)

A= {(xn)neN e RV : Tp+2 = Apt1 + Tp + Yy fiir alle n € N} .

Benutzen Sie den Teil (a), um (yn)nen los zu werden und um die Abbildung linear zu machen.
Danach muss man sich nur noch um die Injektivitit des linearen Teils F' kiimmern (warum?).

3Die Bedingung an die Charakteristik ist wieder nur deshalb gegeben, dass man nur zwei Summanden verwenden
muss. Die typische Anwendungen finden sich fiir R oder C, wo es dann von Vorteil ist, dass man nur zwei
Summanden hat.

“Man vergleiche dies mit Blatt 1 Tutoriumsaufgabe 2.

®Dies ist ein Randwertproblem fiir eine lineare Differenzengleichung. Randwertprobleme fiir gewohnliche Differen-
zialgleichungen, wie sie eventuell spater lernen werden, lassen sich mit derselben Methode behandeln. Solche
Randwertprobleme kommen auf natiirliche Weise in Physik, Partiellen Differenzialgleichungen, Finanzmathema-
tik, Ingenieurwesen, Kontrolltheorie ... vor.

Bitte wenden!



Tutoriumsaufgabe 1 (Zusammenfassung II) (0)
Man schreibe sich eine Zusammenfassung des Vorlesungs- und Ubungsstoffes bis zum 11.12. und
lerne alle relevanten Definitionen und Sétze. Falls dazu Unklarheiten bestehen sollten, dann
bereiten Sie dazu Fragen fiir das Tutorium vor.

Bemerkung: Zu dieser Aufgabe wird es keine Musterldsung geben. Sie sollten diese Zusammenfas-
sung selber erstellen.

Tutoriumsaufgabe 2 (Ldsbarkeit von Gleichungssystemen) (0)
Welche der folgenden Gleichungssysteme sind l6sbar? Ist die Losung eindeutig?
1 2 1 1 T
1 2 1\ (= 1 1 1 1| [z 2 1 2 1 0 3\ |a2 1
1 1 1 o | =12, 11 0 2 ol =111, 1 1 1 0 1 3| = |2
1 0 2/ \z3 1 1 1 0] \z3 1 101 0 3/ |24 0
111 1 5

Fiir welche anderen Inhomogenitéten gibt es Losungen? Sind die Lésungen dann auch eindeutig?

Tutoriumsaufgabe 3 (Darstellungsmatrizen) (0)

Berechnen Sie die Darstellungsmatrizen zu folgenden linearen Abbildungen und angegebenen

Basen.

(a) F:' V. — W mit F(p)(z) = ap(x) + p(z) (fir z € R), V = P3(R) = ({ep, e1,€2,€3)) und
W = P4(R) = <<€0, €1, €2,€3, €4>>.

(b) G: V — W mit G(p) = (p(0),p(1),p(2),p(3)), V = P3(R) = ({eg, e1,e2,e3)) und W = R* =
<<€1, €9, €3, e4)>.
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