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Zweite Klausur Lineare Algebra 1
Achten Sie auf vollstdndige, saubere und schliissige Argumentation! 100 Punkte sind 100%.

Aufgabe 1 (Gleichungssysteme) (10)
Man gebe eine Parametrisierung der x = (21, 2, 73, 74, z5) € R® an, fiir welche gilt:
1 + a2 + x3 4+ 34 + 5 = 4
201 + 229 — x3 + x4 + x5 = 2
r1 + x99 — 2x3 + 214 = 2
1T + x2 — 2x3 =0
Aufgabe 2 (Diagonalisierung) (15+-25)
11 1 1 1 =10 0 5 111 V2 1 -1 2
1 1 -1 1 1 1 0 0 03 2 2 1 = 1 1
A=loo 1 1" o 0o 1 <" M ooo 2 M1 53
00 1 1 0 0 1 1 00 0 1 2 1 3 1
(a) Welche der Matrizen A;, Az, As, A4 sind komplex, welche reell und welche orthogonal
diagonalisierbar?

(b) Man gebe eine konkrete Drehmatrix S € SO(3) und eine Diagonalmatrix D an mit B = SDS™!.
Dabei ist B gegeben durch
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Aufgabe 3 (Darstellungsmatrizen) (10+5+5)
Gegeben sei eine lineare Abbildung f: Ps(R) — R?*3 mit

Fp) = p(1) —p(=1) 2p(0) p'(0) — p(0)
p(2)+p(1)  p(=2)—p(1) p@3)-p0)

fiir p € P5(R). Weiter sei A = (e, e1, €2, €3, €4, €5) die Standardbasis von P5(R) definiert tiber
ex(x) = 2F fiir alle z € R und k = 0,1,2,3,4,5. Zudem sei die Basis

B_lOO 010 0 01 0 00 000 0 00
~\\o 0o 0o/’\0 0 0)’\0 0 0/’\1 0 0/’\0 1 0)’\0 0 1

von R?*3 gegeben.

(a) Man bestimme A = A#A(f). Begriinden Sie die Eintriige der Matrix!

(b) Fiir die Matrix A aus (a) gilt Los(A,0) = {0} (dies muss nicht bewiesen werden). Man folgere
aus dieser Aussage, dass f injektiv ist.

(c) Ist f ein linearer Isomorphismus? Begriinden Sie Thre Behauptung.

Aufgabe 4 (Lineare Unabhingigkeit von Eigenvektoren) (10)
Die folgende Aussage wurde in der Vorlesung und in einer allgemeineren Form in der Ubung
bewiesen. Sie sollen diese Aussage nun erneut beweisen. Verwenden Sie daher keine weiteren
Aussagen iiber Eigenvektoren und Eigenwerte als die Definition. Es sei A € K"*" eine quadratische
Matrix und vy, ..., vy, € K™ Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten Ay, ..., A, € K. Weiter sei
i # A, falls ¢ # j. Zeigen Sie, dass v1, ..., Uy, linear unabhéngig sind.

Bitte wenden!
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Aufgabe 5 (Matrizen mit vorgegebener algebraischer Identitdt) (20)
Es sei A € C™ ™ mit der Eigenschaft A" = A"*! fiir ein n > 1. Man zeige, dass A genau dann
diagonalisierbar ist, wenn A% = A gilt.

Aufgabe 6 (Multiple-Choice) (21)
Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben. Es kénnen mehrere Antworten pro Teilaufgabe richtig
sein. Markieren Sie mit einem Kreuz alle richtigen Aussagen. Sie erhalten die volle Punktzahl
der Teilaufgabe (3 Punkte), wenn Sie genau die richtigen Aussagen markiert haben. Je falsch
gesetzem oder fehlendem Kreuz wird Thnen ein Punkt von der Maximalpunktzahl der Teilaufgabe
abgezogen. Die Punktzahl einer Teilaufgabe wird auf Null aufgerundet, sollte diese negativ sein.
Die erreichte Punktzahl der Aufgabe entspricht der Summe der Punkte der Teilaufgaben.

Die Antworten sind auf ein gesondertes Antwortblatt fiir diese Aufgabe einzutragen.

(a) Es sei V ein endlich erzeugter R-Vektorraum und v, u € V' sowie A, u € R. Dann gilt:
O00-v=0 0Ov+v=0impliziert v=0 0O Au= 0 impliziert u = 0 oder A =0
O u+v=wvimpliziert u =0 O (Au)v =Auv) 0OV ist isomorph zu R™ fiir ein m € Ny

(b) Es seien A € K"™*™ und B € K"*™ gegeben. Welche Aussagen iiber den Rang sind richtig?
Org(AB)<rgA 0Org(AB)<rgB 0OrgA=rgA” 0OrgA=n,dann ist A invertierbar
O rg A =n =m, dann ist A invertierbar O rg A < min{n,m}

(c) Essei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum mit den Basen A und B. Weiter sei f: V — V
eine lineare Abbildung und A = A4(f), B = AE(f) und C = A#(f). Dann gilt:

O A, B sind dhnlich 0O A, C sind dhnlich O A, B sind dquivalent
OdetA=detB OrgA=rgC Ops=0pB
(d) Es seien Uy, U, verschiedene Untervektorriume der Dimension 3 von R®. Was ist unter den
Voraussetzungen moglich?
O dim(U; + Uz) =4 und dim(U; NUz) =1 0O Uy U U, ist ein Untervektorraum
O dim(U1 + UQ) =6 O dim(U1 + UQ) =2 und dim(U1 N UQ) =4
O U; NU; ist kein Untervektorraum 0O dim(U; + Usz) = 4 und dim(U; NUsy) = 2
(e) Essei A € R" ™. Dann gilt:
O Falls pa keine mehrfache Nullstelle hat, ist A reell diagonalisierbar.
O Existiert S € R™*" orthogonal mit ST AS diagonal, so ist A reell diagonalisierbar.
O Existiert S € R"*" invertierbar mit S~'AS diagonal, so ist A reell diagonalisierbar.
O Existiert S € C™" invertierbar so, dass S™'AS eine reelle Diagonalmatrix ist, dann ist A
reell diagonalisierbar.
O Gibt es eine Basis von R™ aus Eigenvektoren von A, so ist A reell diagonalisierbar.
0O Hat A € R3*3 einen komplexen nicht-reellen Eigenwert, so ist A reell diagonalisierbar.

(f) Essei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum endlicher Dimension n und ||-|| die induzierte Norm
auf V. Weiter sei f: V — V selbstadjungiert. Wir fassen R" als euklidischen Vektorraum mit
dem Standardskalarprodukt auf. Dann gilt:

0O Es gibt eine ONB von V' O Es gibt eine Isometrie g: V — R"™
a |lul|? + [|v]|? = ||v + ul)? fir alle w,v € V' O (f(v),u) = (v, f(u)) fiir alle u,v € V
O Es ist A74(f) symmetrisch fiir jede Basis A O Es ist A%(f) symmetrisch fiir jede ONB A

(g) Esseien A, B € R"*" zwei reelle Matrizen, die orthogonal dhnlich sind. Dann gilt:

O A ist diagonalisierbar genau dann, wenn B diagonalisierbar ist. O A und B sind &hnlich.
0 Es gibt S € O(n) mit A= SBST. 0O Es gibt S € SO(n) mit SBST = A.

O A ist symmetrisch genau dann wenn B symmetrisch ist. O Es gibt eine ONB A von R"
mit A4(Fa) = B.

Viel Erfolg! (X 121)



