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Zwischentest Lineare Algebra 1
Achten Sie auf vollstdndige, saubere und schliissige Argumentation! 100 Punkte sind 100%.
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Aufgabe 1 (Dimension und Basis bestimmen) (15)
Man betrachte die folgende Teilmenge von C*:

0 2 1—1 141
0 1—2 1 1

U=<a 91 i +p 1 + v ; +4 0 o, fB,7,0€C
241 1 1 0

Man bestimme eine Basis und die Dimension von U als C-Untervektorraum von C*.

Losung von Aufgabe 1: Man kann die Losung berechnen indem man die Vektoren in die Zeilen
einer Matrix schreibt und diese iiber elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform bringt.
Aus der Zeilenstufenform ist dann eine Basis ablesbar.

Es geht aber auch direkt eine Manipulation auf dem Aufspan. Genauer ist

0 2 1—1 142
0 1—1 7 1
U = span 9+l 1 , ; , 0
2+1 1 i 0
0 2 71 —1 1414
~ soan 0 1—14 1 1
=P N A A M
1 1 1 0
0 2 1—1 141
~ wra 0 1—12 7 1
i T S I O S N B
1 0 0 0
0 142 141 142
0 1 1 1
= span 1 ,(1—1) 0 ,1 0 , 0
1 0 0 0
0 142
= spa 0 1
PR ] o
1 0
Man erkennt nun, dass
0 141
0 1
1]’ 0
1 0

linear unabhéngig ist und U erzeugt. Damit ist dies eine Basis fiir U. Die Dimension des Raumes
ist also 2.
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Aufgabe 2 (Gleichungssysteme)

(20)
111 1021 -1 1131 -1 1
A=|1 3 1|,B=[1 101 -1|,c=l0o1 11 1]|,b=]-2
11 2 1111 -1 003 1 —1 1

(a) Man bestimme die Losung der Gleichung AX = B fiir X € R3S (Hinweis: rg A = 3).
(b) Man finde eine Parametrisierung der Losungsmenge von Bz = b fiir € R5.
(c) Handelt es sich bei Los(C,b) um eine Ebene (mit Begriindung!)?

Lésung von Aufgabe 2:

ad (a): Wegen dem Hinweis ist klar, dass A invertierbar ist (voller Rang). Es ist damit AX = B

dquivalent zu X = A~!B. Wir berechnen deshalb die Inverse von A (nur Zeilenumformungen
werden benutzt!):

1 1 111 00 1 11/ 1 00
(AlIEs) = 1 3 1|0 1 0 |—|020[-110
11 2(0 01 0 01]-1 01
1102 0 -1 2 2 0] 4 0 -2
—~1]1 02 0|-11 0 —~ 1 0 2 0 1 1 0
00 1]|— 1 00 2|-2 0 2
2 005 -1 -2
10 2 0]-1 1 0
00 2|-2 0 2
Es ergibt sich also
5 -1 -2
At==1-1 1 o0
-2 0 2
wir erhalten also
1 5 -1 -2 1 0 21 -1 1 2 -3 8 2 -2
X:A—le5 -1 1 0 1101 -1 =5 01 -2 0 0
-2 0 2 1111 -1 0 2 -2 0 O

ad (b): Wir berechnen die Parametrisierung der Losungsmenge tiber den GauB-Algorithmus (wir
verwenden nur Zeilenoperationen):

1021 -1]1 1111 -1]1
Bh=[1101 -1]-2]|—=[1101 —1]=2
1111 -1|1 1021 1|1

1 1 1 1 —-1|1 1 1 1 1 —-1|1

— 1 0 10 0|-3|~[0 -1 1 0 01]0

0 -1 1 0 010 0 0 —-10 0]-3

Die Matrix ist nun in Zeilenstufenform. Uber die Riickwirtssubstitution kénnen wir eine spezielle
Losung

-5

O O W w
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und genauso eine Basis der homogenen Losung

-1

_ o O O =
o = O O

Die Losungsmenge ist also in parametrisierter Form gegeben durch

-5 1 —1
3 0 0
3 |14+al0l+8] 0 |:a,86€R
0 0 1
0 1 0

ad (c): Wir konne ablesen (beide sind in Zeilenstufenform!):
rgC' =3 =1g(Clb)

Damit ist also

Los(C,b) #£ 0

und weiter auch Los(C, b) ein affiner Raum der Dimension 5 — rg C' = 2. Ein affiner Raum der
Dimension 2 ist aber eine Ebene und damit ist Ls(C, b) eine Ebene.
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Aufgabe 3 (Darstellungsmatrizen) (15)
Man betrachte eine lineare Abbildung F': V' — W zwischen den R-Vektorrdumen von Poly-
nomfunktionen V' = P3(R) = ((es, ea,e1,€e9)) und W = P5(R) = ((e1, e2, €3, €4, €5, €0)) definiert
iiber

F(p): x = a’p(x) +p(=1)2° + p(2) + p(-2).

Man berechne die Darstellungsmatrix A(F') beziiglich der Basen (mit angegebener Reihenfolge
der Vektoren!). Dabei gilt e;(z) = ¥ fiir alle z € R und k = 0, ..., 5.

Losung von Aufgabe 3: Es gilt fir alle x € R
Fe3)(z) =2° —2°+8—-8=0.

Damit ist
F(es)=0-e1+0-ea+0-e3+0-e44+0-e5+0-ep.

Genauso gilt fiir alle x € R auch
Fle)(z)=a*+2° +4+4 =242 +8.
Es folgt also wieder
F(ea)=0-e1+0-ea+0-e3+1-e4+1-e5+8-ep.
Ebenso folgt aus
Fle1)(x) =2® —2°+2—-2=—2° + 23 F(eg)(z) = 2® +2° +2
fir alle z € R. Es folgt also wieder
F(e1)=0-e1+0-ea+1-e3+0-e544+(—1)-e5+0-eg

und
F(eO):O'el+1'€2+0-€3+0-€4+1-€5+2-€0.

Die Koeflizenten miissen wir nun in der Reihenfolge in die Spalten der Matrix schreiben. Es gilt
also

00 0 0
00 0 1
00 1 0
AF)=1g 1 o o
01 -1 1
08 0 2
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Aufgabe 4 (Die Heisenberggruppe) (10)
Man zeige, dass die folgende Menge zusammen mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe bildet:

:a,b,e,d,e € R

o O O =
o O = Q
O = O
— 0 Q0

Lésung von Aufgabe 4: Fiir eine Gruppe miissen wir nachweisen: Abgeschlossenheit, Assoziativitét,
neutrales Element, inverses Element
Abgeschlossenheit: Es seien

1 a b ¢ 1 a b ¢

010 d 010cZ€G

001 e|l’]lOoO o0 1 ¢ ’

0001 000 1

dann gilt

1 a b ec\ /1 ab ¢ 1 a4+a b+b c+c+ad+bé
0104d||010d| |0 1 0 d+d G
001 elloo1 el o o 1 é+e '
000 1/\ooo01 0 0 0 1

Assoziativitdt: Die Assoziativitdt der Matrixmultiplikation ist klar (nach Vorlesung).

Ezistenz des neutralen Elements: Es ist E4 € G (offensichtlich). Weiter ist A = E4A = AE, fir
alle A € G. Deshalb ist F4 das neutrale Element.

Ezxistenz des inversen Elements: Es sei

e

SO O =
S O = Q
o~ O o
= 0 Q0

gegeben. Man kann nun entweder indem man die Inverse mit dem Algorithmus berechnet, oder
die Formel fiir das Produkt (siehe Abgeschlossenheit) benutzt, Folgendes feststellen:

1 —a —-b —c+ad-+be
o1 o —d
A7T=10 0 1 —e €G

00 0 1

und wegen A~'A = AA~! = E, ist A~! tatsichlich das gesuchte Inverse zu A.
Wir haben damit nachgewiesen, dass es sich um eine Gruppe handelt. Apropos diese Gruppe ist
nicht abelsch.
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Aufgabe 5 (Produkt von Vektorrdaumen) (10)
Es sei V = ((v1,...,vp)) und W = (w1, ..., wn,)) zwei K-Vektorrdume. Die Menge V' x W mit
(v,w) + (v,w) = (v+ V,w + @) und A(v,w) = (v, Aw) fir (v,w), (0,w) € V x W und X € K ist
ein K-Vektorraum (dies miissen Sie nicht zeigen).

(a) Man zeige, dass (v1,0), ..., (vy,0), (0,w1), ..., (0, wy,) € V x W eine Basis von V' x W ist.
(b) Man bestimme dim(V x W) (mit Begriindung!).

Lésung von Aufgabe 5:

ad (a): Wir miissen nachweisen, dass (v1,0), ..., (vp,0), (0,w1), ..., (0,wy,) € V x W erzeugend
und linear unabhéngig ist.

erzeugend: Es sei z € V. x W beliebig aber fest gegeben. Dann finde ich v € V und w € W mit
z = (v,w). Weil vy, ..., v, nach Voraussetzung eine Basis fir V ist, gibt es ap € K (k= 1,...,n)

mit
n
V= Z QL.
k=1

Genauso folgt aus w € W, dass es f; € K (I = 1,...,m) mit

m
w = Z Biwy.
=1

Dann ist aber

z": ak(vg, 0) + Zﬁl (0, w;) (Z QUL ) <0 Zﬁﬂm) (v,0) 4+ (0,w) = (v,w) = z.
k=1

=1

Da z € V- x W beliebig war, haben wir gezeigt, dass das System erzeugend ist.
linear unabhdngig: Es seien o € K (k=1,...,n) und 8; € K (I = 1,...,m) beliebig aber fest mit

m

z": (v, 0) + Y Bi(0,w;) =0

=1
gegeben. Wir miissen zeigen, dass a, = ;=0 flir Ll =1,...,m und k =1, ...,n gilt. Es ist

m

Z (vk,0) + Y B1(0, wy) <Z QU ) + (0,251105) = <Z akvk,Zﬁlwz>
k=1 =1 k=1 =1

=1

und damit ist (einzelne Komponenten betrachten!)

n
0= Z (07X
k=1

und .
0=">_ By
=1

Nun ist aber vy, ..., v, und wy, ..., wy, linear unabhéngig (weil Basis von V' bzw. W). Deshalb folgt
aus der ersten Gleichung oy = 0 fiir K = 1,...,n und aus der zweiten 5; =0 fur [ = 1,...,m. Wir
haben also gezeigt, dass das System eine Basis ist.

ad (b): Aus (a) wissen wir, dass (v1,0),..., (vp,0), (0, w1), ..., (0,w,) € V x W eine Basis ist.
Diese besteht aus n + m Elementen. Es ist damit dim(V + W) =n+m = dimV 4 dim W.
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Aufgabe 6 (Gleichzeitige Basisauswahl und Basiserginzung) (10)
Es sei V = (v1, ..., v,) ein K-Vektorraum und vy, ..., vy, (m < n) sei linear unabhéngig. Man zeige,
dass es eine Basis B C V' gibt mit

{vi,..;um} C B C{ug,...,vn}
Lésung von Aufgabe 6: Nach dem Basisauswahlsatz (vy,...,v, ist erzeugend!) gibt es eine
Basis B’ C {v1, ..., v, }. Der Basisaustauschsatz impliziert, dass man Vektoren aus B’ durch die

Vektoren vy, ..., vy, ersetzen kann (v, ..., vy, ist linear unabhéngig!). Wir finden also ein B mit
B c B'U{v1,...;um} C {v1,...,v,} mit B D {v1,..., v}, welches eine Basis ist.
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Aufgabe 7 (Annullierende Polynome) (20)
Es sei A € K"™*" gegeben. Wir setzen

p(A) =" apA¥,
k=0

fiir ein Polynom p = 31 ax X" € K, [X].
(a) Man zeige, dass es ein Polynom p € K, 2[X]\{0} mit p(A) = 0 gibt.
(b) Es sei p € K, [X] mit p(0) # 0 und p(A) = 0. Man zeige, dass A invertierbar ist.

Losung von Aufgabe 7:
ad (a): Es gibt mehrere Beweise dieser Aussage. Wir geben einen an:
Der Vektorraum K™*” hat die Dimension n?. Damit ist das System

2

E,, A, A2 A3, . A" AL A7

bestehend aus n? + 1 Vektoren linear abhiingig (Basiserginzungsatz). Es gibt also aj € K
(k=0,...,n?) mit

,n2
Z a AR =0,
k=0

wobei nicht alle «, Null sind. Damit ist

2

p=3 apX* € Ko [X1\{0}
k=0

und es gilt
,n2
p(A) = Z AP =0
k=0

wie verlangt.

ad (b): Es ist
p= Z ap Xk
k=0

mit ap # 0 und p(A) = 0. Damit ist

E, = —ao_l Z apAF = <—aal Z akAk1> A=A (—ao_l Z akAk1> .
k=1

k=1 k=1

Damit ist A invertierbar mit

m m—1

-1 —1 k—1 —1 k

A7 = - E apA = —q E ap1 AT
k=1 k=0
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Aufgabe 8 (Multiple-Choice) (21)
Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben. Es kénnen mehrere Antworten pro Teilaufgabe richtig
sein. Markieren Sie mit einem Kreuz alle richtigen Aussagen. Sie erhalten die volle Punktzahl
der Teilaufgabe (3 Punkte), wenn Sie genau die richtigen Aussagen markiert haben. Je falsch
gesetzem oder fehlendem Kreuz wird Thnen ein Punkt von der Maximalpunktzahl der Teilaufgabe
abgezogen. Die Punktzahl einer Teilaufgabe wird auf Null aufgerundet, sollte diese negativ sein.
Die erreichte Punktzahl der Aufgabe entspricht der Summe der Punkte der Teilaufgaben.

Fiir die Antworten steht Thnen ein gesondertes Blatt zur Verfligung.

(a) Es sei K ein Koérper und A, p € K, dann gilt
O (K,-) ist eine Gruppe O 1+1+14+1#0 0O Ap =0 impliziert A =0 oder =0
O (K, +) ist eine Gruppe O (K, —) ist eine Gruppe O charK ist eine Primzahl
(b) Es sei V ein R-Vektorraum und v, u € V sowie A\, u € R, dann gilt
Ol-v=v Ov+ov=0impliziert v=0 O ANu+v)=A A+
Ou+v=uvimpliziert u=0 O (A+p)v=>Av+puv 0OV ist endlich erzeugt
(¢) Wir betrachten ®: K™*" — L£(K" K™) definiert iiber ®(A) = F4 mit Fa: z +— Az wie in der
Vorlesung. Sei nun A € K™*" B € K®** und C € GL(n). Dann gilt
O & ist ein Isomorphismus O F)y injektiv < rg A=m 0O Fjy injektiv & rg A =n
OFap=Fso0Fg 0OFqc1=(Fo)"! 0O ® ist linear
(d) Essei A, B € K™*" und C € K"**. Dann gilt
OA+B)T=AT+BT o(AC)T = ATCT 0O Fyr =Fy!
OrgAT =rgA O0(ANYT =4 OrgA=1gFy
(e) Es seien Uy, Us verschiedene Untervektorriume der Dimension 3 von R”. Was ist unter den
Voraussetzungen moglich?
O dim(U1 + UQ) =6 und dim(U1 N UQ) =0 O dim(U1 + UQ) =7 O dim(U1 + UQ) =6
O dim(U; +Uz) =5 und dim(U; NUz) =2 0O dim(U; +Usz) =4 0O dim(U; + Uz) =3
(f) Es gibt injektive Abbildungen der folgenden Gestalt:
of:{1,2} > {1,2,3} of:{1,23)>{1,2} Of:Z—>N
Of:N—=Z of:PR)—-R 0oOf:R—-PR)
(g) Es seien V,W endlich erzeugte K-Vektorraume und f: V' — W linear. Gehen Sie ab der
zweiten Aussage davon aus, dass es eine Basis A von V' und eine Basis B von W gibt mit

Aé<f>:(]f{ 8)

O Man findet stets A und B wie oben. Or=rgf Of=idy<edmV=rundV =W
O f injektiv & dimV =r 0O f bijektiv & dimV =dimW 0O f surjektiv< dimW =r

Lésung von Aufgabe 8:

(a) Es sei K ein Korper und A, p € K, dann gilt
O (K,-) ist eine Gruppe O1+14+14+1#0 ® Ay =0 impliziert A =0 oder u =0
® (K, +) ist eine Gruppe O (K, —) ist eine Gruppe O charK ist eine Primzahl
(b) Es sei V ein R-Vektorraum und v, u € V sowie A\, u € R, dann gilt
Rl-v=v Kov+v=0Iimpliziertv=0 & ANu+v)=2Au+ v
®u+v=vimpliziert u=0 ® A+p)v=A+pv OV ist endlich erzeugt
(c) Wir betrachten ®: K™*" — L(K",K™) definiert iber ®(A) = F4 mit F4: z — Ax wie in
der Vorlesung. Sei nun A € K™*" B € K"** und C € GL(n). Dann gilt

X ¢ ist ein Isomorphismus O Fjy injektiv & rgA=m  ® Fj4 injektiv e rgA=n
R Fap=FaoFp R Fs1=(Fo)"! ® ®ist linear
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(d) Essei A, B € K™*" und C € K"*¥. Dann gilt

R (A+B)7T =AT + BT 0 (AC)T = ATCT O Fyr =Fy!
RrgAl =1gA ® (AT =A RrgA=rgFy

(e) Es seien Uy, Us verschiedene Untervektorriume der Dimension 3 von R”. Was ist unter den
Voraussetzungen moglich?

X dim(U1 + UQ) = 6 und dim(U1 N UQ) =0 O dim(U1 + UQ) =7 X dim(U1 + UQ) =6
O d1m(U1 + UQ) =5 und d1m(U1 N UQ) =2 K d1m(U1 + UQ) 4 0O d1m(U1 + UQ) =3

(f) Es gibt injektive Abbildungen der folgenden Gestalt:

x f:{1,2} - {1,2,3} oOf:{1,23} -{1,2} ®f:Z—>N
Xf:N—>Z oOf:PR) >R = f:R—=P(R)

(g) Es seien V, W endlich erzeugte K-Vektorrdume und f: V' — W linear. Gehen Sie ab der
zweiten Aussage davon aus, dass es eine Basis A von V' und eine Basis B von W gibt mit

AR(f) = (%EO : ) .

X Man findet stets A und B wie oben. Rr=rgf Of=idy<edmV=rundV =W
X f injektiv & dimV =r 0O f bijektiv & dimV =dimW R f surjektiv < dimW =r
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