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Ubungsblatt 1

Harmonische Analysis
Ubungsaufgaben sind abzugeben am Freitag 28.10.2016 um spétestens 10ct.

Aufgabe 1 (Banachriume) (10)
Es sei (X, ||-||) ein Banachraum und p € [1,00). Man betrachte die folgende Menge

05 = {(xn neny € XN ZHanp < oo}
neN

Wir definieren weiter .

(@0 )nenllen, = (lewnllp)

neN

Man zeige, dass (%, ”H(e&) ein Banachraum ist.

Aufgabe 2 (Nutzliche Formel fir LP-Normen) (10)
Diese Aufgabe ist in der Tat nicht so schwer. Die Formel ist aber wichtig flir die harmonische
Analyse, weswegen wir hier einen besonderen Wert darauf legen. Es sei dazu (€2, ¥, 1) ein Mafiraum
und p € (0,00). Weiter sei f: Q — [0, 00] eine ¥-messbare Funktion. Man zeige, dass

(0,00) 3 A = M ({f = A})

eine B((0, 00))-messbare Funktion ist und

/ fPdp :P/Oo N ({f = A)) da
Q 0
gilt.

Aufgabe 3 (Messbarkeit vektorwertiger Funktionen) (10)
Es sei X ein Banachraum. Fir 2 C K" offen betrachten wir den Mafiraum (€2, B(£2), A), wobei A
das Lebesgue-Borel-Maf ist. Es sei nun f: Q — X stetig. Man zeige, dass f messbar ist.

Aufgabe 4 (Bochner Integral) (10)
Es sei f:[0,1] — ¢ fir p € [1,00) eine Bochner integrierbare Funktion. Man zeige, dass jede
Koordinatenfunktion f, Lebesgue-integrierbar ist (d.h. f(t) = (fn(f))nen) und beweise

/01 F(tydt = (/01 () dt>n€N.

Aufgabe 5 (Separabilitit) (10%)
Es sei p € [1,00) und A das Lebesgue-Borel-Mafl auf B(Q2) fir  C K" messbar. Man zeige, dass
LP(Q,B(2), \) separabel ist.
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Zusatzaufgabe 6 (5*+5%)

(a) Man zeige, dass £°° nicht separabel ist.
(b) Es sei x € P fiir ein p € [1,00) gegeben. Man zeige, dass = € ¢4 fiir alle ¢ > p ist und

Il = lim ]
gilt. Die £°°-Norm passt also gut in die /P-Norm-Skala.

Zusatzaufgabe 7 (Messbarkeit vektorwertiger Funktionen IT) (5*+5%)
(a) Es sei (Q,%, u) ein Mafiraum und A C X’ eine abzéhlbare normierende Menge, d.h.

/
wp L)

= ||T|].
o T

Man zeige, dass f: 2 — X genau dann messbar ist, wenn f fast separabelwertig und (f, z’)
fiir alle 2/ € A bereits Y-messbar ist.

(b) Essei f:[0,1] — C(]0,1]) eine Funktion (C([0, 1]) ist der Banachraum der stetigen Funktionen
auf [0, 1] mit der Supremumsnorm). Man zeige, dass f genau dann messbar ist, wenn fiir jedes
t € [0, 1] die Funktion (f(-))(t) Lebesgue-messbar ist.

Zusatzaufgabe 8 (Bochner Integral II) (10%)
Es seien (Q1, %1, p1), (Q2, 39, u2) o-endliche Mafirdume, p € [1, 00], und X = 31 ® Xy. Weiter sei
f: Q1 — LP(Qg, X9, ug) derart, dass

(w1, w2) = (f(w1))(w2)

Y-messbar ist und die induzierte Funktion f: Q1 — LP(Q9, X9, u2) Bochner integrierbar ist. Man
beweise, dass fiir fast alle wy € {9 die Funktion

wr = (Flwn) we)

f]l—integrierbar ist und fir fast alle wy € Q9

[ () ) dpnfen) = (f 1 Fm) w2

gilt.

Bemerkung: Man kann zeigen (ist aber nicht verlangt), dass fiir beliebige messbare f: Q1 —
LP(Qq, X, 12) stets ein f: Q1 — LP(Qg, X, po) existiert, dz}ss die Eigenschaften in der Voraus-
setzung hat. Also, dass f(w1) ein geeigneter Vertreter von f(wj) fiir alle wy € €4 ist und

(wi,w2) = (f(w1))(w2)

Y-messbar ist.
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