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Übungsaufgaben sind abzugeben am Freitag 28.10.2016 um spätestens 10ct.

Aufgabe 1 (Banachräume) (10)
Es sei (X, ‖·‖) ein Banachraum und p ∈ [1,∞). Man betrachte die folgende Menge

`pX :=
{

(xn)n∈N ∈ XN :
∑
n∈N
‖xn‖p <∞

}
.

Wir definieren weiter

‖(xn)n∈N‖`p
X

:=

∑
n∈N
‖xn‖p

 1
p

.

Man zeige, dass (`pX , ‖·‖`p
X

) ein Banachraum ist.

Aufgabe 2 (Nützliche Formel für Lp-Normen) (10)
Diese Aufgabe ist in der Tat nicht so schwer. Die Formel ist aber wichtig für die harmonische
Analyse, weswegen wir hier einen besonderen Wert darauf legen. Es sei dazu (Ω,Σ, µ) ein Maßraum
und p ∈ (0,∞). Weiter sei f : Ω→ [0,∞] eine Σ-messbare Funktion. Man zeige, dass

(0,∞) 3 λ→ λp−1µ ({f ≥ λ})

eine B((0,∞))-messbare Funktion ist und∫
Ω
fp dµ = p

∫ ∞
0

λp−1µ ({f ≥ λ}) dλ

gilt.

Aufgabe 3 (Messbarkeit vektorwertiger Funktionen) (10)
Es sei X ein Banachraum. Für Ω ⊂ Kn offen betrachten wir den Maßraum (Ω,B(Ω), λ), wobei λ
das Lebesgue-Borel-Maß ist. Es sei nun f : Ω→ X stetig. Man zeige, dass f messbar ist.

Aufgabe 4 (Bochner Integral) (10)
Es sei f : [0, 1] → `p für p ∈ [1,∞) eine Bochner integrierbare Funktion. Man zeige, dass jede
Koordinatenfunktion fn Lebesgue-integrierbar ist (d.h. f(t) = (fn(t))n∈N) und beweise∫ 1

0
f(t) dt =

(∫ 1

0
fn(t) dt

)
n∈N

.

Aufgabe 5 (Separabilität) (10*)
Es sei p ∈ [1,∞) und λ das Lebesgue-Borel-Maß auf B(Ω) für Ω ⊂ Kn messbar. Man zeige, dass
Lp(Ω,B(Ω), λ) separabel ist.
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Zusatzaufgabe 6 (5*+5*)
(a) Man zeige, dass `∞ nicht separabel ist.
(b) Es sei x ∈ `p für ein p ∈ [1,∞) gegeben. Man zeige, dass x ∈ `q für alle q ≥ p ist und

‖x‖`∞ = lim
q→∞
‖x‖`q

gilt. Die `∞-Norm passt also gut in die `p-Norm-Skala.

Zusatzaufgabe 7 (Messbarkeit vektorwertiger Funktionen II ) (5*+5*)
(a) Es sei (Ω,Σ, µ) ein Maßraum und A ⊂ X ′ eine abzählbare normierende Menge, d.h.

sup
x′∈A\{0}

|〈x, x′〉|
‖x′‖

= ‖x‖.

Man zeige, dass f : Ω→ X genau dann messbar ist, wenn f fast separabelwertig und 〈f, x′〉
für alle x′ ∈ A bereits Σ̃-messbar ist.

(b) Es sei f : [0, 1]→ C([0, 1]) eine Funktion (C([0, 1]) ist der Banachraum der stetigen Funktionen
auf [0, 1] mit der Supremumsnorm). Man zeige, dass f genau dann messbar ist, wenn für jedes
t ∈ [0, 1] die Funktion (f(·))(t) Lebesgue-messbar ist.

Zusatzaufgabe 8 (Bochner Integral II ) (10*)
Es seien (Ω1,Σ1, µ1), (Ω2,Σ2, µ2) σ-endliche Maßräume, p ∈ [1,∞], und Σ = Σ1 ⊗Σ2. Weiter sei
f : Ω1 → Lp(Ω2,Σ2, µ2) derart, dass

(ω1, ω2) 7→ (f(ω1))(ω2)

Σ̃-messbar ist und die induzierte Funktion f : Ω1 → Lp(Ω2,Σ2, µ2) Bochner integrierbar ist. Man
beweise, dass für fast alle ω2 ∈ Ω2 die Funktion

ω1 7→
(
f̃(ω1)

)
(ω2)

Σ̃1-integrierbar ist und für fast alle ω2 ∈ Ω2∫
Ω1

(f(ω1)) (ω2) dµ1(ω1) =
(∫

Ω1
f̃ dµ1

)
(ω2)

gilt.
Bemerkung: Man kann zeigen (ist aber nicht verlangt), dass für beliebige messbare f̃ : Ω1 →
Lp(Ω2,Σ2, µ2) stets ein f : Ω1 → Lp(Ω2,Σ2, µ2) existiert, dass die Eigenschaften in der Voraus-
setzung hat. Also, dass f(ω1) ein geeigneter Vertreter von f̃(ω1) für alle ω1 ∈ Ω1 ist und

(ω1, ω2) 7→ (f(ω1))(ω2)

Σ̃-messbar ist.
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