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Harmonische Analysis
Ubungsaufgaben sind abzugeben am Freitag 10.2.2017 um spitestens 10ct.

Aufgabe 1 (Hormanderbedingung aus Gradientenabschdtzung) (10)
Es sei K: RN\{0} — C stetig differenzierbar. Weiter gebe es eine Konstante A < oo mit

VK (a)] < Alz[~1
fiir alle z € R%. Zeigen Sie, dass K die Héormanderbedingung erfiillt.

Aufgabe 2 (Faltungsoperatoren sind fir Calderon-Zygmund-Extrapolation geeignet) (10)
Es sei m € L®(RY) = Mo(R?), T: L*(RY) — L%(R%) der zu m gehorige beschrinkte Operator.

Weiter sei u = Fm derart, dass fiir alle ¢ € D(R?\{0})

(wd) = [ oKy

fiir eine lokal integrierbare Funktion K: R¥\{0} — R? gilt. Man zeige, dass dann fiir alle
dyadischen Wiirfel Q, fiir alle f € D(Q) und fast alle z € Q°

(Tf)(x) = /Q K(z ) f(y) dy

gilt.
Aufgabe 3 (Die Riesz-Transformation mit Calderon-Zygmund-Ezxtrapolation) (20)

Es sei m(z) = x4)z| 7! (i = 1,...,d beliebig aber fest). Zeigen Sie m € M, (RY) fiir alle p € (1,00)
gilt, indem Sie die Calderon-Zygmund Extrapolation benutzen.
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Zusatzaufgabe 4 (Multiplikatoren auf die man Calderon-Zygmund nicht anwenden kann)(10%)
Man zeige, dass 1, o) € Mp(R) fiir alle a € R und p € (1,00) gilt. Man zeige, dass fir u = Fm
und alle ¢ € D(R\{0})

(wd) = [ oKy

fiir eine lokal integrierbare Funktion K: R\{0} — R gilt. Fiir welche a € R erfiillt K die
Hoérmanderbedingung?

Zusatzaufgabe 5 (Kern fir die Riesz-Transformation - Symmetrieargumentation) (20%)
Es sei m(x) = z;|z|™! (i = 1,...,d beliebig aber fest). Wir wollen zeigen, dass es eine Konstante
¢ € C gibt mit

T

Fm:C'p.V.W.

(a) Definieren Sie p.v.
solche handelt.

(b) Zeigen Sie die Behauptung fiir d = 1. Im Folgenden sei nun d > 1.

(c) Zeigen Sie, dass m = |z|~! eine temperierte Distribution ist. Wir setzen fiir das folgende
K = Frn.

(d) Zeigen Sie, dass K rotationssymmetrisch und (1 — d)-homogen ist.

(e) Es sei ¢ € S(R) gerade mit f(O,oo) 1 = 0. Man zeige, dass

|x‘€qd als temperierte Distribution und zeigen Sie, dass es sich um eine

in S(R?) liegt und

in der Topologie von S (RY) gilt.
(f) Man zeige, dass (K, V) = 0 fiir ¥ wie aus der vorigen Teilaufgabe gilt.
(g) Man zeige, dass (K, ¢) nur von

[ olalalt4da
Rd

abhingt fiir alle ¢ € S(R?).
(h) Man folgere die Behauptung auch im Fall d > 1.

Zusatzaufgabe 6 (Elliptische Maximale Regularitit - ein Beispiel) (10%*)
Es sei p € (1,00). Man zeige, dass es eine Konstante C), > 0 gibt mit

1 w2 ray < Cpllf = AfllLoway

fiir alle f € S’(R%) mit f — Af € LP(R?) (Dabei sei auch die Behauptung eingeschlossen, dass
dann bereits f € W2P(R?) ist).
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