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Harmonische Analysis
Ubungsaufgaben sind abzugeben am Freitag 4.11.2016 um spétestens 10ct.

Aufgabe 1 (automatisch vektorwertige Erweiterung fiir L') (10)
Es seien (Q1,%1, 1) und (Q2, X9, o) Mafrdume und T: L'(Qq) — L'(€2) ein beschrinkter
linearer Operator. Man zeige, dass es fiir einen Banachraum X genau einen beschrinkten linearen
Operator S: L'(Qy, X) — LY(Qg, X) gibt, derart, dass

fiir alle f € L'(€;) und = € X gilt.
Bemerkung: Wir werden spiter sehen, dass dies nicht gilt, wenn man L' durch L? fiir p € (1, 00)
ersetzt.

Aufgabe 2 (Bochnerrdume und Produktriume) (10)
Es seien (1, %1, p1), (Q2, X9, po) zwei Mafirdume und p € [1,00). Man finde einen isometrischen
Isomorphismus

T: Lp(Ql X QQ) — Lp(Ql,Lp(Qg)).

Aufgabe 3 (homogene Wairmeleitungsgleichung) (10)
Es sei up € LP(R™, X)) gegeben (p € [1,00), X ein Banachraum). Man zeige, dass (dabei ist |-| die
euklidische Norm in R"™)

o1 |z — y|?
u(t,z) = W /R" exp < m up(y) dy

fiir festes ¢t > 0 und fast alle z € R™ definiert ist, auf (0, 00) x R™ eine glatte Funktion definiert,

die Gleichung u; = Au (dabei ist A = 83—;2 +- 4 %) auf (0,00) x R™ 16st, sowie u(t,-) — wug
1 n

fir ¢ — 0+ in LP(R™, X') und

u(t, ) Le@n,x) < luollLe@n, x)
gilt.

Aufgabe 4 (Existenz von Testfunktionen) (10)
Es seien B C R" offen und A C B kompakt. Man finde eine nicht-negative Funktion ¢ € D (R")
mit Werten in [0, 1] derart, dass ¢(z) = 1 fir alle z € A und ¢(x) = 0 fiir alle z ¢ B gilt.

Aufgabe 5 (Vektorwertige LP-Rdume) (10%*)
Es sei (©,3, u) ein Mafiraum und X ein Banachraum. Man zeige, dass LP(Q, X) wie in der
Vorlesung definiert ein Banchraum ist.
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Zusatzaufgabe 6 (Littlewood-Paley Partition der Eins) (10%)
Man zeige, dass es ¢: R — [0, 1] gibt mit ¢ € D(R), ¢ = 0 auBlerhalb von (—4,—1) U (1,4), und

> p2"x) =1

neL

fir alle z £ 0. Warum macht die Reihe auf der linken Seite Sinn?

Zusatzaufgabe 7 (Isometrische Kopie von ¢* in LP) (10%)
Bekanntlich (dies miissen Sie nicht zeigen) gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 3, P) auf
dem es eine Folge (X,,)nen von unabhingigen standardnormalverteilten Zufallsvariablen gibt.
Weiter sei cgp der Raum der Folgen mit endlichem Tréger (d.h. (x,)nen liegt in ¢gp genau dann,
wenn x, = 0 fiir fast alle n € N gilt). Man zeige, dass die Abbildung

Coo — LP(Q)7 (mn)nEN = Cp Z TnXnp
neN

fir ein geeignetes festes ¢, > 0 (abhéngig von p € [1,00)) sich zu einer isometrischen Abbildung
2 = LP(Q)
fortsetzt.

Zusatzaufgabe 8 (Inhomogene Warmeleitungsgleichung) (10%)
Es sei f € D((0,7) x R™) und p € [1,00) gegeben. Man zeige, dass (dabei ist |-| die euklidische

Norm in R")
_ |z — yl”
u(t,x) = /0 (dms) 2 /Rn exp (— " f(t—s,y)dyds

die Gleichung us = Au+ f (dabei ist A = 6‘9—; +- 4 %) auf (0,7) x R™ lost, dass u(t,z) — 0
1 n

flir t — 04 fiir alle  konvergiert und

lwll Lo (o,1)xrmy < ClLf Nl e (0,1 xRm)
fiir ein C' > 0 (unabhéngig von f) gilt. Man zeige weiter, dass es kein C; > 0 (unabhéngig von f)
gibt mit
uell L1 (0, xrr) < CillfllLrio,r)xrn)-
Bemerkung: Wir werden spater eventuell sehen, dass es aber Cp, > 0 fiir p € (1, 00) (unabhéngig
von f) gibt mit
Hut”LP((O,T)XR") < CprHLP((O,T)XR")‘
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