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Harmonische Analysis
Ubungsaufgaben sind abzugeben am Freitag 9.12.2016 um spitestens 10ct.

Aufgabe 1 (Distributionelle Ableitung ist der Limes des Differenzenquotienten) (10)
(a) Es sei u € S'(R% X) gegeben. Wir definieren 7ju iiber

(Thu, @) = (u, ¢(- = h)).

Man zeige, dass
The, U — U

lim

h—0 h - aku

in §'(R%, X) gilt.
(b) Man zeige weiter, dass u * ¢ € C°(R%, X) N Pol(R%, X) ist und

O(u* @) = ux (Ohd) = (Opu) * ¢

fiir alle k = 1,...,d und ¢ € S(R?) gilt.

Aufgabe 2 (Ableitungen und Fouriertransformation berechnen) (10)
Man zeige (Ableitung, Laplaceoperator und Fouriertransformation seien im Sinne der temperierten
Distributionen S’(R) zu verstehen):

(a) (—isgnz) = —2id
(b) F(—isgnz)= —p.v. =

Aufgabe 3 (Elliptische Differenzialgleichungen losen an einem Beispiel) (10)
Man finde alle A € C derart, dass fiir alle v € S'(R%, X) genau ein u € S'(R%, X) existiert mit

At — Au = v.

Man zeige zudem, dass fiir eben solche A und jedes v € L?(R?) die Losungen u der obigen
Gleichung auch in L?(R%) liegt und

[ull 2®ay < Callvll L2 (may
gilt, wobei C nur von A aber nicht von u und v abhéngig ist.

Aufgabe 4 (Sobolev-Riume auf R?) (10)
Fiir p € [1,00) definieren wir (| - |; bezeichne die 1-Norm auf R? und 9* die distributionelle
Ableitung)

WrE(R?, X) = {f € S(RY) : 0°f € LP(R?, X) fiir all a € N§ mit |al; <n}

Man zeige, dass dies zusammen mit der Norm

D=

HfHan(Rd,X) = Z HaafHIzP(Rd,X)

aeNg, |a1<n

einen Banachraum definiert.
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Aufgabe 5 (Aquivalente Beschreibung eines Sobolevraumes) (10%)
Man zeige, dass

WY X) = {f € SR : (1-4)"f e L}(R?,X)}
gilt und die Norm auf W2™2(R9, X) dquivalent ist zur Norm

f= (- A)anLQ(Rd,X) :

Dabei ist (1 — A)™ distributionell zu verstehen, d.h. (1 — A)"f,¢) = (f, (1 — A)"¢) fir alle
¢ € D(RY).

Zusatzaufgabe 6 (Fouriertransformation und Fourierreihe) (10%)
Es sei f € L_(R) gegeben. Man zeige, dass es eine eindeutige temperierte Distributionen u gibt
mit

(u, ¢) = /R F(2m2)b(x) da.

fiir alle ¢ € D(R). Man zeige weiter, dass

gilt.

Zusatzaufgabe 7 (Der Dirac-Kamm,) (10%)
Man zeige, dass

(I, ¢) = > o(n)

nezd

fiir ¢ € S(R?) eine temperierte Distribution IIT definiert und die einzige temperierte Distribution
mit den folgenden Eigenschaften ist:

(a) III ist 1-periodisch in jede Koordinatenrichtung, d.h. fiir alle k =1, ...,d gilt
(I, ¢(- — ex)) = (I, ¢).

(b) I multipliziert mit e?*** ergibt Il (k = 1,...,d), d.h. es gilt
(I, 2700 (1)) = (I, ).

(c) II ist die Delta-Distribution nahe 0, d.h. es gilt

lim (I, ¢(n-)) = ¢(0).

n—0o0

Zusatzaufgabe 8 (Der Dirac-Kamm und die Poissonsche Summenformel) (10%)
Es sei III die temperierte Distribution aus Zusatzaufgabe 7. Man zeige, dass III die Eigenschaften
hat, dass fiir alle ¢ € S(R?)

lim (I n (0 ") = [ ¢(a) da
gilt. Man folgere daraus und aus Zusatzaufgabe 7, dass FIII = III und damit

> fn)= Y (FH")

nezd nezd

fiir f € S(R?) gilt.
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