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Harmonische Analysis
Ubungsaufgaben sind abzugeben am Freitag 16.12.2016 um spétestens 10ct.

Aufgabe 1 (Einfache Manipulationen von Fouriermultiplikatoren) (10)
Es seien m,my, mg € L= (RY) Fouriermultiplikatoren auf LP(RY). Man zeige, dass auch am; +
Bma, mima, mexp(2mi(x,-)), m(- + z) und m(r-) Fouriermultiplikatoren auf LP(R?) sind fiir
o, €C, z € R%und r € R\{0}.

Aufgabe 2 (Faltungsoperatoren und translationsinvariante Operatoren) (10)
Es sei p, ¢ € [1,00]. Man zeige, dass es eine eindeutige lineare Abbildungen

K: MPYRY) — S'(RY)
M: MP1(RY) — S'(RY)

gibt derart, dass F(F¢ - M(T)) = ¢ x K(T) = T¢ fiir alle ¢ € S(R?) und alle T € MP4(R?) gilt.
Man zeige weiter, dass diese Abbildung injektiv ist, falls p < oo gilt.

Aufgabe 3 (Dualititsargument fiir Fouriermultiplikatoren) (10)
Es sei p,q € [1,00]. Es sei m € §'(R?) derart, dass

|6+ Fm)| <clol,
fiir alle ¢ € S(R?) gilt (d.h. m ist ein LP-LI-Fouriermultiplikator). Man zeige, dass auch

|6+ Fm)| , < cliel,

gilt, wobei p~ !+ p/ ' =1und ¢ + ¢ =1 sei.

Aufgabe 4 (Elliptische mazimale Regularitit an einem einfachen Beispiel) (10)
Man zeige, dass es fiir g € L2(RY) genau ein f € W22(R9) gibt mit
f-Af=g.

Man zeige weiter, dass es eine Konstante C' > 0 unabhéngig von g und f gibt, derart, dass

| fllw22@ay < CllgllL2may

gilt.
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Zusatzaufgabe 5 (Ein translationsinvarianter Nicht-Faltungsoperator auf L) (10%)
Der Satz von Hahn-Banach impliziert, dass es ein f € L>(R%) gibt mit

f(g) = lim pd /x|<r g(z)dx

fiir g € L°(R?), falls der Limes exisitiert. Man zeige dies und, dass
T: L®(R?) — L™(R?), Tg = f(g)1

ein translationsinvarianter Operator ist. Man folgere daraus, dass K und M aus Aufgabe 1 im
Fall p = ¢ = 0o nicht injektiv sind.

Zusatzaufgabe 6 (Anwendung einer gegebenen elliptischen mazimalen Regularitit) (10%)
Sie diirfen annehmen, dass fur p € (1, 00) die Gleichung

f-Af=yg

fiir alle g € LP(R?) genau eine Lésung f € W2P(R?) hat und es eine Konstante C, unabhiingig
von f und g gibt mit
1fllw2r@a) < CpllgllLrwa)-

Es sei p > d fixiert. Man zeige mit einem Banachschen Fixpunktsatz und der Sobolev-Ungleichung
1l oo ey < Cpllfllwrpway,
dass fiir alle g € LP(R?) die Gleichung

f=Af=g+0if-0uf
eine Losung f € W2P(R?) hat, falls ||g||, (abhiingig nur von C,, und Cp) klein genug ist.

Zusatzaufgabe 7 (Punktweiser Grenzwert von Fouriermultiplikatoren) (10%)
Es sei (my)nen eine Folge von beschrinkten messbaren Funktionen L>°(R?) und p,q € [1, 00).
Weiter seien m,, Fouriermultiplikatoren von LP(R") nach L(R™) und

sSup HTmn|’£(LP7Lq) <C < .
neN

sup ||map]| o, < 0.
neN

Weiter existiere

m = lim m,
n—o0

punktweise fast iiberall. Man zeige, dass auch m ein solcher Fouriermultiplikator ist und
”TmHE(LP,Lq) < C gﬂt.

Zusatzaufgabe 8 (Das Multiplikatorproblem fiir den Ball - ein einfacher Fall) (10%)
Es sei m = 101y € L>(R?). Man berechne

Fm.

Es sei p < 3/2 bzw. p > 3. Man folgere, dass m kein LP(R?)-Fouriermultiplikator ist. Ahnliches
kann man auf fir Dimensionen d > 2 zeigen (ist aber hier nicht verlangt).

Bemerkung: Charles Fefferman konnte dies iiberaschenderweise auch fiir p € [1,00]\{2} in
Dimension d > 1 zeigen (Dies hingt sehr eng zusammen mit der Bemerkung zu Aufgabe 4 auf
Blatt 5). Fiir p nahe an 2 ist der Beweis deutlich trickreicher und schwerer.
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