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1. Entscheideob es sich bei folgenden Mengensystemen um Algebren dzlgebren (tiberQ) [6]
handelt.

(@ Q:=[0,0) C Runde’ :={[0,a):ac[0,0)}.
Hierbei ist[a,b) fir a < b gegeben durcha,b) := {xe R:a<x < b}.

(b) Q:=Nunde’:={M C N:M oderN\M ist endlich}.
Eine Menge heil3t endlich, falls sie nur endlich viele Eletadresitzt.

() Q:=Rundges:={M CR:M oderR\M ist hdchstens abzahlbar
Eine MengeM heil3t hochstens abzahlbar, falls es eine injektive AhinigM — N gibt.

2. Zeigeanhand eines Beispiels, daf3 die Vereinigung zweididgebren keine Algebra sein mul3. [2]

3. Seieng eine Algebra tbe®, | =N oderl ={1,2,...,N} undA € & furi €| gegeben.

(a) Zeige dal es paarweise disjunkte Mendgre o gibt, so dald 2]
UE=UA.
iel iel

Die MengenE; miti € | heil3en paarweise disjunkt, falsNE; =0 furi,j €l,i # j.

(b) Zeige dal es eine monoton wachsende Folge von MeRgen gibt, so dal3 2]
R =UA
iel iel

Eine Folge von Menge(F )ic; heil3t monoton wachsend, fafsC F; firi,jel,i < j.

4. SeiQ =Nund« = Z£(Q) die Potenzmenge vaN. Bestimmaelrei verschiedene Erzeugenderj2]
systeme deo-Algebra<’.

5. Die Borelscheo-Algebra B

(a) Zeige daR jede offene und jede abgeschlossene MenBezinB gehort. 3]
(b) Zeige dalRo ({[a,»~):acR})=B. 3]
Hinweis:

Bei jeder Aufgabe mit dem WoEntscheiddozw. Bestimmenuss neben der 'Entscheidung’
bzw. der 'Bestimmung’ auch immer eine hinreichend auditine Begriindung angegeben
werden. Dies soll ab sofort fiir alle folgenden Aufgabenagel

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégénder Adresse verfiigbar:
http://www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/ana3



Dr. Gerhard Baur

Dr. Markus Biegert
I I l WS 07/08
Gesamt: 28 Punkte

ulm university unlver5|tat

Ubungen zZu Analysis 1 Blatt : 2
Abgabetermin : Donnersta@g.11.2007

6. Entscheideob es sich bei folgenden Abbildungen um auRere Mal3e bz®eMandelt.
(@ «:=2(R)undu: o — [0,] gegeben durch [2]

0, falls E endlich ist;
H(E) = : e
oo, falls E nicht endlich ist;

(b) o« :={M C R:M oderR\M hochstens abzahlbpatvgl. Aufgabel) unds : & — [0,00] [2]
gegeben durch

(E) = 0, falls E hochstens abzahlbar ist;
K== o, falls E Uberabzahlbar ist;

7. (a) Sei(an)n C R4 :=][0,) eine Folge nicht-negativer reeller Zahl@eige dalfu : Z(N) — [2]
[0,0] gegeben durch

E):= EEan: ian-ﬂa(n) 1)

ein Maf auf(N, 2(IN)) ist. Hierbei ist die charakteristische Funktiea der MengeE
definiert durchig (n) = 1 fallsn € E und1g(n) = 0 sonst.

(b) Zeige daR es zu jedem Maf auf (N, Z(N)) eine eindeutig bestimme Folde,), in  [2]
[0, 0] gibt, so daflu gegeben ist durcti(1).

(c) Fureine Mengd C Z undt € Z setzen witt + A:= {t+n: n < A}. Wir nennen ein Mal [4]
p auf(Z, 2 (7)) translationsinvariant fallg (t +A) = u(A) fur alleAe 2(Z) undt € Z.
Zeige Fur jedes translationsinvariante Mafauf (Z, #(Z)) gibt es einc € [0, ], so dafl}
U(A) = c|A| fur alle A C 7Z. Hier ist|A] € NoU {e} die Anzahl der Elemente voh.

8. Der 'Limes superior/Limes inferior’ einer Foldé\,)nex von Mengen ist definiert durch

limsupA, = {Xx:xe& A,flirunendlich vielen e N},
n
Iimniann = {x:xe A fur alle bis auf endlich vielen € N} .
(a) Zeigefolgende Identitaten [4]

IlmsupAn ﬂ UAk und liminfA, = | J () A
n=1k=n : n=1k=n
(b) Sei(Q, <) ein melRbarer Raum urd\,), C <7 eine Folges/-mel3barer MengerZeige [2]
daf liminf, A, und limsup A, auch.e/-mef3bar sind.

(c) Sei(Q,<,u) ein MalRraum undA,), C <7 eine Folges/-melbarer MengerZeigenun [2]
folgende Ungleichungen.

limsup, u(Ay) < p(limsup,An) falls u (U A,J < oo und

n=1

liminfau(Ay) > p(liminf,Ay).
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9. (Diea-Cantor-Menge)
SeiM die Menge aller Teilmengen vdR, welche sich als disjunkte Vereinigung nicht-entarteter
kompakter Intervalle schreiben ladt. Dabei heil3t einrim@ti nicht-entartet falls es mindestens
zwei verschiedene Punkte enthalt. lete (0,1/2) definieren wir den 'WischoperatoW, : M —
M durch

W (U[an,bn]> = U ([an,an + a(bn — an)] U [bn — a(bn — an), bn),

nel nel

wobei die auftretenden Intervalle,, b, disjunkt seien.
(a) Zeige JedesA € M st die hdchstens abzahlbavereinigung disjunkter nicht-entartetef2]
kompakter Intervalle.

(b) Wir setzerCq o := [0, 1] € M und definieren rekursiv die Meng€ly , € M durch [4]

Ca"n+l :Wa (Cam) fur ne N

Dann ist diear-Cantor-MengeC,, definiert durclC, :=N,,Cq n. Zeigefolgende Aussagen.
o C, ist Borel-meRbar.
e A(Cy)=0.
e C, ist Uberabzahlbar.

Bem: Die /3-Cantor-Menge wird in der Literatur auch als Cantor-Mehgeeichnet.

(c) Skizzieredie MengerC, 3 ; fur j € {0,1,2}. 2]
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11.

12.
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14.

15.

16.

Entscheideob die unten angegebenen Relationen reflexiv, symmetrideh teansitiv sind und 3]
gib zudem an, ob es sich jeweils um eitquivalenzrelation oder eine Funktion handelt.

1. Die RelationR; in R gegeben durcR; := {(x,y) e R xR :x<y}.
2. Die RelationR; in R? gegeben durcR; := {(x,y) € R x R? 1 Xy + X = y1+Y2}.
3. Die RelationRsz in [0,0) gegeben durcRz := {(x,y) € [0,00)? : x? =y}.

Vervollséindigeden Beweis von SafZ 5 indem Du die fehlenden Details Ubéspr” 2]

Seip*: Z(R) — [0,»] gegeben durch

N 0, falls E hochstens abzahlbar ist;
p(E) =

1, falls E Uberabzahlbar ist;
(a) Zeige daBu* ein aulBeres Mal ist. 2]
(b) Bestimmalas Mengensystewy,- der u*-melf3baren Mengen. 2]

(c) Zeigemit Hilfe der Definition, daf die Einschrankung van auf .7, tatsachlich (wie aus [2]
dem Satz von Caratheodory folgt) ein Maf3 ist.

Zeige dal fur das Lebesgue-Stieltjes auliere Mafit einer monoton wachsenden und stetigg2|
Belegungsfunktiory : R — R gilt:

A§ (b)) =g(b) —g(a) Va,be R,a<h.

BeweiseSatz 7 (i) der Vorlesung: Fir eine Lebesgue-meRbare Tedele desR" gilt: 2]
A(E)=inf{A(O): O c R" offen undE C O}.

Zeige, daR jede Geradgim R? eineAs-Nullmenge ist. 2]

Zeige dal jede monotone Funktidn: R — R Borel-melbar ist. 3]
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Relationen, Funktionen und Klasseneinteilung

Definition 1 Seien zwei Mengen A und B gegeben. Dann heifl3t jede Menga x B eineRelation
zwischen A und B. Isia,b) € R, so sagt maria steht in Relation zu”bund schreibt dafr auch &Rb.
Eine RelatiorR C A x A nennt man auch eine Relation in A.

Definition 2 Sei A eine Menge urid eine Relation in A. Dann heif3t die Relati@n
o reflexiv falls gilt: aRa fur alle a€ A.
e symmetrischfalls gilt: Fur alle a,b € A folgt aus &b stets Ra.
e transitiv falls gilt: Fur alle a b,c € A mit aRb und IRc folgt stets &c.

Eine RelationR in A heiBtAquivalenzreIation, falls sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Definition 3 Seien Mengen A und B gegeben. Dann heil3t eine Relatmvischen A und Bunktion
oder Abbildung, falls folgende zwei Eigenschafterilérind.

e Flralle xe A gibt es einy in B mitky. (linkstotal)
e Firalle xe A und yz € B folgt aus ¥y und ¥z stets y= z. (rechtseindeutig)

Anstatt ¥y schreiben wir in diesem Fall auch(k) =Y.

Definition 4 Sei A eine nicht-leere Menge. EiKéasseneinteilungvon A ist ein Mengensystef#f C
Z(A) mit folgenden Eigenschaften:

(K1) 0¢g #.
(K2) A=UZ :=Umear M.
(K3) Sind M,M; € 2 und My £ My, so ist M "My = 0.

Die Elemente der Klasseneinteilung heifejuivalenzklassen

Satz 5 Sei A eine nicht-leere Menge. JefiguivalenzrelatiorR in A definiert eine Klasseneinteilurgf
von A, und umgekehrt, jede Klasseneinteiluigron A bestimmt einAquivalenzrelatiorR in A.

Beweis. SeiR eineAquivalenzrelation irA. Dann definiert
Z ={{xeA:aRx}:ac A}
eine Klasseneinteilung voh.
Sei Z eine Klasseneinteilung voi. Dann definiert
R:={(xy) cAxA:IM € Z mitx,y e M}

eineAquivalenzrelation inA. |
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22.

23.

(Prinzip der guten Mengen)Sei (Q,.<7) ein mel3barer Raum. Wir zeigen daR eine Funktion

f : Q — R genau danry-mef3bar ist, wenn das Urbild jeder Borelmenge eifvenel3bare Menge

ist, d.h. f ist genau danny-meRbar fallsf ~1(A) = {x € Q: f(x) € A} € .« fur alle A € B.
(@) Zeige daB# :={AcB: f1(A) e &/} einec-Algebra ist.
(b) Zeige f ist o7-mel3bar genau dann wef#h= B.

(Verkniipfung meRbarer Funktionen) Sei (Q,.</) ein mel3barer Raunt, : Q — R eine </~
mefbar Funktion ung : R — R Borel-melbarZeige dalR¢ o f wieder.w/-melbar ist.

(Bildmaf3) Sei (Q, 7, u) ein MalBraum und : Q — R eine «Z-mefbare FunktiorZeige dald
v :B — [0,] ein MaR auf(R, B) definiert, wobeiv gegeben ist durchi(A) := u(f-1(A)).

(Approximation durch Treppenfunktionen) Sei(Q, /) ein mel3barer Raum urfde .# (Q, <7 )
eine.o/-meflbare FunktiorZeige daf es eine Folge von Treppenfunktionign), C .7 (Q, <)
gibt, so daf gilt:

|on| < |Pni1| <|f|furallene N;
e ¢n(X) — f(x) furn— oo furallexe Q.

Sei(Q, <7, 1) ein MalBraum und : Q — N eine.e/-mel3bare FunktiorZeige dafl

/. fdu= iu({xe Q: f(x) >n}).

Seiu das MaR aufN, Z(N)) aus Aufgabel{]7) assoziiert zu einer Folgg)n C [0, ).
(a) Zeige daB fur alle Folgerf : N — [0,] gilt: 57 ;anf(n) = [ f du.

(b) Gegeben sei eine Doppelfolgénn)mn € [0, %) und definierdy, := liminfy, fmn.
Zeigefolgende Ungleichung (mit Hilfe von Fatou):

8

b, < Iimminf Zl fmn

=]
[
!

SeiA das Lebesgue-Mal3 ali¥. Dann betrachten wir die Folgdiq .= n‘ljl[oﬁn] undgn = Ljn )
und setzer(x) := O fur allex € R.

(a) Zeige dalf, — hgleichméaBig aulR und [ f, dA 4 [hdA.
(b) Zeige gn konvergiert monoton fallend und punktweise gebeaber [ g, dA 4 [hdA.
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25.

26.
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28.

29.

Sei(Q, <7, 1) ein MalBraum und sdi € £ (Q, .o, 1). Zeige dald die Menge
M:={xe Q: f(x) # 0}

die abzahlbare Vereinigung mef3barer Mengen mit endlidiiafd ist.
Sei(Q,«, u) ein MaRraum und € .Z(Q, <, u). Zeigedie folgendeAquivalenz.

/ fdu>O0flrallekE € & <— f(x) > O fur fast allex € Q.
E

Sei(Q, <7, u) ein MaBraum und seiefy, f € £ (Q, <7, u). Zeigedie folgende Implikation.
/|fn—f|du—>0 — /fndu—>/fdu.

SeiA das Lebesguemald a&fund f : R — R gegeben durch

8

f(x):=$ n-2cognx).
n=1

Zeige dalf -1 5 auf (R, B, A) integrierbar ist undberechnedas Integralf, ; f dA.

Fur eine Funktionf : Q — IR setzen wir (beachte i) :=

[f], :=inf{ce Ry :|f|<cfi.}.

2]

2]

2]

[4]

[5]

Sei nun(Q, <7, 1) ein vollstandiger MaRraum sowje ein endliches MaR3. Wir betrachten nun

Funktionenf, € Z(Q, <7, u) und eine Funktiorf : Q — R so daf gilt:
[fn— floo — O (n— o0).
Zeige dalRf € £ (Q,.o/,u) istund daf3f f,du — [ f du.
(Verallgemeinerung des Satzes Uber die dominierte Keergenz von Lebesgue)

Sei (Q,.«7, 1) ein vollstandiger MaRraum und seien Funktiongng, € .2 (Q, .o/, 1) gegeben
mit den Eigenschaften:

|fn| < gnf.0.
e fy— fundg,— gf.0.
e limy[gndu=[gdu < co.
Zeige dal3f € £(Q, o/, u) und lim, [ fodu = [ f du.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégénder Adresse verfiigbar:
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30. Seien(Q,.«7,u) ein MalRraum und € 7. Dann setzen wir?’ := {ANB: A€ </}. Sei nun [1]
p': o/’ — R gegeben durcp’(C) := u(C). Zeige daB(B, <7, u’) ein Mafraum ist.

31. Seipu ein signiertes Maf? auf einem messbaren R&0m:7), d.h
(SM1) u(®)=0
(SM2) p:of — [—oo,0) 0dery : o — (—oo,+oo];
(SM3) u ist o-additiv.
() Zeige:SindPy, P, € & positiv, so ist auctiP := P, UP, positiv. 2]

(b) Seien(Ex)y_; eine Folge disjunkter?-messbarer Mengen so daRE) € R, wobeiE := [2]
Uk Ex. Zeige daf die Reihg y u(Ex) absolut konvergiert.

(c) Seien(Pi,N;) und (P, N2) Hahn-Zerlegungen vo(Q, .o/, u). Zeige Fir alleE € «7 gilt:  [2]

H(PLNE) = p(PNE).

32. Seig: R — R eine monoton wachsende und Lipschitz-stetige Funktiom. Wfrachten das|3]
Lebesgue-Stieltjes-Mak, und das Lebesgue-MaRauf dem messbaren RayiR, B). Zeige

Ag <A,

33. SeienA, 0 undv o-endliche MaRe auf dem messbaren Rg@mngy).

(a) Zeige:lstA < pundu < v soistA < v und es gilt 2]
dA _dA du y
v du v v-fast-Uberall
(b) Zeige:SindA,u < vsogitfura,BeR,: 2]
d dA du ,
av (aA +Bu) = ad—v + Bd—v v-fast-tiberall
(c) Zeige:lstA < pundpu < A so gilt 2]
dr  /du\ ? y
@ = (ﬁ) u-fast-tberall

34. SeiBdie Borelsches—Algebra aufR, u das MaR aufR, B) gegeben durcp(A) :=fA=Anzahl
der Elemente vori (= o falls A «o-viele Elemente hat) und das Lebesguemaf? a{iR, B).

(@) Zeige daBA ein g-endliches Mal ist und dalR < . 2]
(b) Zeige daR die Aussage des Satzes von Radon-Nikodym nicht gilbegéindewarum.  [2]
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35. Wir betrachten den Mafraufik, B, A ) wobeiA das Lebesgue-Maf} bezeichnet. Auf diesem Mal3-
raum betrachten wir Funktionefy := n1,, mit A, := [n~1,2n~1]. Zeigefolgende Aussagen.

(@) (fn)n konvergiert punktweise auR. [1]
(b) (fn)nist malRkonvergent. [1]
(c) (fn)n konvergiert nicht imp-ten Mittel fir jedesp € [1, ). 2]

36. (Verallgemeinerte Hildersche Ungleichung)
Sei(Q, <7, u) ein MalRraum.

(@) Seien K r < p< . Zeige Ist f € £P(Q, o7, 1), dannistu:= | f|" in 2P/ (Q, o7, u).  [2]

(b) Seien 1< p,q < oo undr € [1,0) mitr— = p~14q1. Zeige daB firf € £P(Q,o7,u) [3]
undg € £9Q, .o/, ) gilt:

f-ge Z"(Q &, ) und  |fgf, < |fll,-lldlly-

Hinweis: Wende die Holdersche Ungleichung aut= |f|" undv:= |g|" an.

37. Sei 1< p< o undq= p der zup konjugierte Index (d.hg*+ p~* = 1). Wir betrachten
einen MaRraunfQ, <7, ) und Funktionenf, f, € ZP(Q, <7, u). Zeige Konvergiert f, gegenf [2]
in £P(Q, o) (d.h. im p-ten Mittel) und istg € .£29(Q, o7, 1), so konvergiertf,g gegenfg in
LY Q, o).

38. (ZP-Inklusionen)

(@) Sei(Q, <, ) ein endlicher MaRraum und seierclp < g < «. Zeige daRZ%(Q, o7, u) C  [2]
ZP(Q, o, u). Hinweis:Hier istp < q.

(b) SeiQ =N, .o := Z(N) und u das ZahimaR aufQ,.«7). Zeige dal fir 1< g< p< o [2]
gilt: £9:=.29(Q, o, u) CLP:=LP(Q, o, u) und||f[|, < || ]|, Hinweis:Hier istq < p.

39. Sei(Q, <, ) ein endlicher MaBraum, und seie .# (Q, <7, u) eine reellwertigd-unktion.
(a) ZeigefolgendeAquivalenz: [2]

fe Qo u) < Ynu({xeQ:(n-1) <[f(X)|<n}) <o
n=1
(b) ZeigefolgendeAquivalenz: [1]

feP(Qo,u) — |[fIPc2YQ o, ).

(c) Seipe [1,). ZeigefolgendeAquivalenz: 2]

feZP(Q,o,u) inpu({er:(n—l) <|f(x)|<n}) <o
n=1

11 Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégdnder Adresse verfugbar:
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40.

41.

42.

43.

44.

SeiQ eine nicht-leere Menge und C #2(Q) eine Familie von Teilmengen vdd. Zeige dalRZ
genau dann ein Dynkin-System dafist, wenn folgende? folgende Eigenschaften erfullt:

1. 0e9;
2. Ac72=A=Q\Ac Z;
3. Ist(An)n C 2 undAyN AL =0 furn#m, soisty,An € 2.

Zeige dal’ es genau ein MaRauf (R, B) gibt so dafu((a,b)) =b—afiralleabe R,b>a
Hinweis: Die Existenz ist klar, denn das 1-dimensionale Lebesguerafillt dies.

Wir betrachten die Funktiofi : R?2 — R gegeben durch

FO6Y) i = Li0.00) (¥) - [Tjxxi 1) (Y) = Lraxi2) (V)]

sowie das 1-dimensionale Lebesguemaduf dem messbaren Rauii,B).
(@) Skizzieredie Mengenf—1({1}) und f~1({-1}).
(b) Berechnalas Integralf [ f(x,y) dA(y) dA(X).
(c) Berechneadas Integralf [ f(x,y) dA(x) dA(y).
(d) Entscheid€mit Begriindung), ob der Satz von Fubini hier angewandtiereikann.

Wir zeigen, daljy e dy= /71/2.
(a) Zeige daBl := [5° [ ye Y1) dy dx= 11/4.

2
(b) Zeige daRl = <f5’° et dt) und folgere die Behauptung

m
0
Hinweis: Benutze zuerst Tonelli und anschlieRend die Substituiorxy.

Wir definieren dersinus cardinaliswie folgt:

x!sin(x) fallsxe R\ {0}
1 fallsx = 0.

singx) := {

Zeige daB [y’ singx) dx= 11/2.
Hinweis: Benutze Fubini und die Identitat ! = [ e * dt.

[4]

[3]

[1]
[1]
2]
[1]

[1]
(3]

[4]

12
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45, Bestimmalie Losungx : R — R der folgenden Anfangswertaufgaben duitzerpiife mit Maple
ob die von Dir berechnete Losung korrekt ist.

e X=-2 und x(3)=1.

e X =-4x und x(3)=2.

e X =-10x+5 und x(3)=1.

e X =In(2)x*~In(2)x und x(0)=1/2.

Hinweis: In ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion.

46. Bestimmalie Losung der folgenden Riccatischen DGL mit Anfangswert
X =x—x4t?—t-1 mit  x(0) =2

Hinweis: Versuche zuerst eine Losung der DGL der Fogtt) = at + b zu bestimmen.

Hinweise:

1. So startet man Maple auf der theseus:

> ssh theseus
> xmaple &

2. So berechnet man mit Maple die Losung des Anfangswésatigmos

X —-2x—3=0 und  x(1) =4

> restart;

> Dgl:=diff (x(t),t)-2*x(t)-3;
> AnfBed:=x(1)=4;

> dsolve({Dgl,AnfBed},x(t));

[2]
[2]
[2]
[3]

[3]
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47. (Die exakte Differentialgleichung)
Prufe welche der folgenden DGLn exakt sind ubdstimmeggf. dazu eine Stammfunktio®®.

(@ X2+ (22+2)x =0. [1]
(b) 10t + (152x2)X = 0. [1]
(c) cogt)cogx)—sin(t)sin(x)x = 0. [1]

48. (Nicht-Eindeutigkeit von Losungen)
Findezwei verschiedene Losungen x, : R — R des folgenden AWP unbegriiindewarum dies [2]
nicht dem Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof wigeisht:

X = (3)Y3, x(5)=3.

49. Losefolgende Anfangswertprobleme.

(@) X =—4ty/x x(0) = 1. (Keine globale Eindeutigkeit) [2]
(b) X =+/2e*cogt), x(0) = 0. [2]
() 1+x>—tx =0,x(1) =1. [2]
50. (Die homogene DGL) dsedie Differentialgleichungx’ = ¥ (1+In(x) —In(t)), t,x > 0. 2]

51. (Eindeutigkeit von Losungen)
Untersuchewelche der folgenden AWPé = f (t,x), x(tp) = X0 eine eindeutige Ldsung besitzen.

(@ e f:[0,1)x (—m, ) gegeben durchi(t,x) := etzxcos(tx); (1]
o tp:=X:=0.

(b) e f:[1,0) xR gegeben durcli(t,x) :=v1+t+x? [1]
o fp:=X:=1.

(c) e f:[0,)x R gegeben durcti(t,x) :=t\/|x]; [1]
e fp:=Xxp:=0.

52. (Nicht exakte DGLn exakt machen)
Ist eine DGLf (t,x) 4+ g(t,x)X = 0 nicht exakt, so kann man vielleicht durch Multiplikatioritm
einer Funktionu = p(t,X) # 0 erreichen, daf3 folgende Differentialgleichung exakt ist

H(tX) F(£,%) + L (t,)g(t, X (£) = O. 7
Im Folgenden seM eine sternformige offene Menge iR und f,g € CY(M).

(a) Zeige:lst g+# 0 und hangt fx — g;)/g nur vont ab, so gibt es einen Faktpr= u(t) der [2]
nur vont abhangt, so daR die DG (2) exakt istise: (t + 1)x3 4 3tx>x = 0.

(b) Zeige:lsttf —xg+# 0 und hang(g; — fx)/(tf — xg) nur vonxt ab, so gibt es einen Faktor
u = p(xt) der nur vortx abhangt, so daR die DGI(2) exakt istise:(t +x) — (t2/x)X =0. [2]
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53. Seil C R ein offenen Intervall. Dann betrachten wirx p und p x n MatrizenA(t) und B(t)
gegeben durch

Alt)=(ajt))  und  B(t) = (bjk(t))

wobeig; j,bjx €C(I) furl<i<m 1< j<p 1<k<n,
(a) Zeige daft — A(t)B(t) differenzierbar ist mit 3]

%(A(t)B(t)) =A'(1)B(t) +A(D)B'(1).

(b) Zusatzlich gelten = p und detA(t)) # 0 aufl. Zeige daRA(t)~* differenzierbar ist mit  [3]

SAD) = A HAOA .

54. Lose das folgende System von DifferentialgleichungenHiife der Picard-Iteration. 4]

X/l = X1—X+2-1 Xl(O)
X, = Xo—X1+24+1  x(0)

1
0.

Hinweis: Die Folge der Picard-Iterierten wurde in Satz 4 der Vorlgsdefiniert.

55. (Homogene lineare Systeme und Wronski-Determinante)
Wir betrachten die Abbildung : R — R3*3 gegeben durch

0 1 t
Xty:=e*| 1 t 1+t3/2 |.
-1 1-t t—t?/2

(a) Zeige daf die Spalten voX Losungen des folgenden homogenen linearen DGLS sind3]

1
Xt =| 1
2

(b) Zeige daRX eine Fundamentalmatrix des homogenen linearen DGLS (3).stdaf die [2]
Spalten vorX ein Fundamentalsystem bilden.

BN R

1
0 ) X(t) = AX(t). (3)
3

(c) Berechndlie eindeutige Losung des AWP 3]
X (1) =Axt), x(1)=x:=(1,1,1)7.

(d) Berechne \t) :=detX(t) fur allet € R. [2]

15

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégdnder Adresse verfugbar:
http://www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/ana3



Dr. Gerhard Baur

Dr. Markus Biegert

I ' l WS 07,08

Gesamt: 20 Punkte

Ubungen zZu Analysis 1 Blatt : 12
Abgabetermin : Donnerstagl.01.2008

ulm university unlver5|tat

56. Bestimmein Fundamentalsystem fiir das DGL-Systém: Axfiir folgende MatrizerA:

(&) Hinweis:A hat drei verschiedene Eigenwefg A» undAzin C. 3]
2 1 1
A= 0O 1 1
-1 -1 0

(b) Hinweis:A hat zwei Eigenwertd; und A, in R mit geometrischer Vielfachheit 2 und 1. [3]

1 0 O
A= 2 1 -2
2 0 -1
(c) Hinweis:A hat nur einen Eigenwef;. Die geometrische Vielfachheit von ist 1. 3]
7 3 -1
A= -1 4 o0
o -1 7
57. Bestimmeein invertierbare$ € R**4, so dalS tASvon Jordangestalt ist, fiir 3]
1 000
0100
A= 1110
0111
58. SeienA,Bc RN*N,
(a) Zeige:Gilt AB=BA, so iste"e® = B, 2]
(b) Zeige: é ist invertierbar uno(eA) e A [1]
59. SeikE € CN*N die Einheitsmatrix.
(@) SeiA e CN*N mit A2 = —E. Zeige: 2]

A =cogt)E +sin(t)A  furallet € R.
BemerkungistN = 1, A=, so isté” = €' = cogt) +isin(t) = cogt)l +sin(t)A.
(b) SeiA e CN*N mit A2 = E. Zeige: 2]
&” = cosht)E + sinh(t)A.
BemerkungistN = 1, A= 1, so ist¢” = & = cosht) +sinh(t).
(c) Wir betrachten die MatrizeA, B € R?*? gegeben durch [1]

_ (01 o
A._<l 0>, B:=é\

Berechnalie Inverse vorB.

16 Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégdnder Adresse verfugbar:
http://www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/ana3



ulm university universitat Dr. Gerhard Baur

Dr. Markus Biegert
u l I r r ] WS 07/08
Gesamt: 20 Punkte

Ubungen zu Analysis Il Blatt : 13
Abgabetermin : Donnerstag7.02.2008

60

61.

62.

63.

64.

65.

(Gleichungen tbherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten)
Bestimmeein reelles Fundamentalsystem der folgenden Diffengatglingen:

(@) x® —2x? —x +2x=0. [1]
(b) x® —4x? 4 5¢ —2x=0. [1]
(€) x®-3x@ 4 x -3x=0. [1]
Berechnalie Losung des folgenden Anfangswertproblems: [4]
X' (t) — 3X (t) — 4x(t) = 4t, x(0) =3/4, X (0) = —1.
Bestimmalie Losungsmenge der DAY = X' + 2x+ cogt) + sin(t). [4]
(Die Inhomogene Schwingungsgleichung)

Wir betrachten die inhomogene Schwingungsgleichung 3]
mx’ +rx’ + kx= Acogwt), m,r,k,w,A > 0. 4)

BestimmeKonstanterB,® > 0, so dalk(t) = Bcogwt — ®) eine Losung der DGLL{4) ist.

Wir betrachten folgende homogene lineare DGL zweiter Ondnu

1

X' (t) + t}x’(t) — t—zx(t) =0

auf dem Intervalll = (0,). Wir prifen sofort nach, daf (t) =t eine Losung dieser DGL ist.
Wir wollen nun eine zweite (vowr; linear unabhangige) Losung bestimmen.

(a) Bestimmelie Wronski-Determinate(t) bis auf eine multiplikative Konstante+ 0. [1]

(b) Setzalie bekannte Losung in die Definition der Wronski-Determinante ein uberechne [1]

nunw(t) in Abhangigkeit vorx(t) undx(t).

(c) Folgerenun, dalx, der DGLX, = X»(t)/t + ¢/t? geniigt und lose diese DGL. 2]
Seienn,m e N und A € R™", B € R™™M invertierbare MatrizenZeige daf fur eine beliebige|[2]
Matrix C € R™" gilt:

. (A O
o= ( Ao >

ist invertierbar und die Inverse ist gegeben durch

A1 0
-1
o _< —BcAl B! ) ©)
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66. (Euler-Polygonzug) [4]
Gegeben sei das AWR = x, x(0) = 1 und eine Partition, =v-h,h=T/m>0,v=0,...,m
des Intervalld = [0, T]. Bestimmenun den dazugehorigen Eulerschen Polygonzug.

67. Untersuchalie Differentialgleichungd = Ax auf Stabilitat, wobeA € R*** gegeben ist durch [g]

0
0
A= 0

0

1

0
2

O L, OO

1

0

0
-1 0
Hinweis:

e Dies entspricht der Differentialgleichung® + 2x” 4+ x = 0.

e Untersuche auf Stabilitat bedeutet: Entscheide mit Bedming ob das System {i)stabil,
(i) stabil oder (iii) asymptotisch stabilist.

68. Es sei die MatrixA € R?*? gegeben durch

A::<:; _01).

(a) Finde eine positiv definite Matri® mit A'P + PA= —E (Lyapunov Gleichung). [4]

(b) Analysiere die MengeN. := {x € R?: XPx= c} fiur Konstanterc € (0, ). 8]

(c) Lose das Anfangswertproblexh= Axmit x(0) = (1,0)t. [4]
(*) Hinweise:

¢ Die Punkte dieses Blattes zahlen als Zusatzpunkte.

¢ Korrigiert werden nur die Losungen der Studenten, weldwehrkeine 130 Punkte in den Blattern
1 bis 13 erreicht haben.

e Die Bearbeitung der Aufgaben wird von allen Studenten wgtlaDie Abgabe der Losungen ist
nicht erforderlich sofern 130 Punkte in den Blattern 1-&r@ieht wurden.
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