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1. Welche der folgenden Mengen sind Normalbereiche vom Typt Wyp Il oder sogar Standardbereiche?

@ Mp:={(xy) e R2: 2 +y?<1}. [0,5]
(b) Mp:={(xy) e R?:xe[-1,1],0<y<1+x?}. [0,5]
(€) Mz:={(xy) eR?:ye[-1,1],0<x<1+y?}. [0,5]
(d) Ma:=1[0,3\(1,2)% [0.5]

2. Seiyeine geschlossene Kurve in der Ebene unath Vektorfeld. Dann ist deflu3 des Feldes durchy de-
finiert als das Kurvenintegrg],(v-n) ds wobeinin jedem Punkt von Sp(y) den aueren Normalenvektor
bezeichnet.

(a) Betrachte das Vektorfeldx,y) := (2x,—3y) und die Ellipsey(t) := (cogt),4sint)), t € [0,2r]. [2]
Berechne den Fluf} des Feldedurchy.

(b) Bestimme den FluR des Vektorfeldgs,y) := (x?,5y) durch den Rand des Quadrats mit den Ecké2j
(0,0), (1,0), (1,1) (0,1).

3. Berechne das Wegintegrglv- dzfur
(@) v(xy):= (X —xy,y?—2xy) undy:=9[0,2]? c R2 2]
(b) V(xy) := (ye", —2xy?) undy:=d[-1,1]> C R?. [2]

Hinweis: Der Satz von Green (27.4) kbnnte bei der Berechthilfreich sein.

4. Berechne das Riemannintegygalf fur
(@ f(xy):=x+y, B:= M, aus Aufgabe{lld). [2]
(b) f(xy):=2xy, B:=B(0,1):={(xy) e R?:x*+y?* <1} 2]

5. SeiB ein regularer Bereich der stiickweiSkist.

(a) Zeige: Fur das Vektorfeld: R? — R? gegeben durch(x,y) := (x? — y? —y, —2xy) gilt: [1]
|B| = / v-dx
oB
(b) Mit n: dB — IR? bezeichnen wir die auRere Normale. Zeige, daR [1]

|B|:/ xnlds:/ yrp ds
B B

(c) Seif :IR? — R gegeben durchi(x,y) := 3(3x? — 3y?). Zeige, daR die Lange der Kurd® gegeben [2]
ist durch

1(0B)= [ Of-n+1ds
oB

Was kann man hieraus iiber den Flu3 des GradientenfeldeS f durchdB sagen?

6. Berechne den Schwerpunkt bei folgenden, homogen mit Madsgten Bereichen.
(a) Das Dreieck mit den Eckgn-1,0), (1,0) und(0,2). [1]
(b) Der SinusbogeB := {(x,y) e R?:0<x< m, 0<y<sin(x)}. [1]



Definition: Als Massenmittelpunkt oder Schwerpunkt der FlaBHgezeichnet man den PurBt (xs, Ys),
welcher gegeben ist durch

xeim o [y ysi= o [y
S'*M BIJ 2 Y), yS*M By“ ,Y)-
Hierbei bezeichnet (x,y) die Massendichte unidl die Masse, alsM = [ L(X,y).
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10.

11.

12.

SeiK die KugelK := B(0,1) c R® mit Mittelpunkt 0 und Radius 1. Aus dieser Kugel schneidendeinn [4]
den ZylindeiZ := {(x,y,2) € R®: x*+y? < 3/4} heraus und wollen das verbleibende Volumen berechnen,
d.h. berechne das Volumen der offenen Mekbe= K\ Z.

Hinweis: Transformationsformel.

SeiB:=B(0,1) ¢ R? der abgeschlossene Kreis IR? mit Mittelpunkt 0 und Radius 1, d.h. [4]
B={(xy) ¥ +y?*<1}.
Berechne fiir die die Menge:= B2 = B x B ¢ R* das Integral

PP P2 P 2 dwy ).

Hinweis: Transformationsformel.

Betrachte die abgeschlossene Kuige: B(0,1) im R?, d.h.K = {(x,y,2) : X*+y?+ 7 < 1}. Die Mas- [4]
sendichtep sei gegeben durgh(x,y,z) := 1 — (x*+y>+2°) /2. Berechne nun die Gesamtmasse der Kugel.

Die Lange einer regularen Kurye [a,b] — R ist durch das Kurvenintegr@ldsgegeben. Analog dazu
ist die Fache eines regularen Flachensti®#ls das Oberflachenintegrll dO gegeben.

(@) SeiK :=B(0,1) c R3 die Kugel mit Mittelpunkt 0 und Radius 1 i3 unddK deren Oberflache. [4]
Berechne nun den Flacheninhalt v@n= {(x,y,z) € 9K : x> +y? < 1/2}.

(b) Fureine Meng® c R2 unda € R definieren wir die Menge'M durch 2]
aM = {a(xy,2) e R®: (x,,2) e M}.

Zeige, daR fur einen regularen BereBlkr R3 unda € R gilt:

/ 1d0= a2 / 1do.
JoaB JoB

Hinweis: Es kann hilfreich sein, zuerst ein regulareshénsticks zu betrachten.
(c) Seir >0 und die KugeB = B(0,r) gegeben durch [4]

B:={(xy,2) € R®: (x/r)*+ (y/r)*+(z/r)* <1}.

Berechne die Oberflache v@) d.h. die Flache vodB.
Hinweis:Man kann zuerst den Fall= 1 betrachten.

Wir betrachten den Zylindez := {(x,y,2) : xX*+y*> < 1, 0< z< 2} im R® und das Geschwindigkeitsfeld]4]
v(x,Y,2) := (3 - 1)Z, (Y +1)Z,2)" einer Flussigkeitsstromung. Berechne nun den Flaler Fiissigkeit
durch den Rand des Zylindezs(von innen nach auf3en).

Sei f : R® — R gegeben durcli(x,y,2) ;== x+y+zundg: R® — R gegeben durch(x,y,z) := e Y2 [4]
Zeige oder widerlege folgende Aussage: Fiir jeden regnlBereictB ¢ R? gilt:

of
—gdO=0.
B ang

Hier bezeichnen die aulRere Normale in den Randpunkten Bon

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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13.

14.

15.

16.

17.

Fur welche der folgenden Paareindv sind die Cauchy-Riemannschen Dgln. &uérfullt.
(@ Q:=R>%uxy):= ey cog2xy) undv(x,y) := ey sin(2xy).
(b) Q:=R?\{0}, u(x,y) = (x*~y*)/(¢+y?)? undv(xy) := —2xy/ (X +y*)*.
(©) Q:=R2\{0}, u(xy) = (€ +y?)/ (¥ +y*)? undv(x,y) := 2xy/ (¢ +y?)2.

SeiQ C C ein Gebiet und € .72°(Q) eine aufQ holomorphe Funktion.
(a) Zeige: Ist Réf) konstant auf2, dann ist aucH konstant auf.

(b) Zeige: Ist| f| konstant auf, dann ist auch konstant auf).
(c) Zeige:lIstf(z) e R furalleze Q, dannistf =ce R.

Wir betrachten die Funktionenreihe

[«

f(2):=Y (1-2)k
Bestimme die Meng® := {ze C: f(z) ist konvergerit und zeige, daff holomorph auf ist.

Bestimme den Konvergenzradius folgender Potenzreihen.

. (2= § 4R

Furz e C definieren wir

exp(2) :ki% cogz) = exp(iz)+2exp(—iz) und  sinz) i— exp(iz);iexqfiz).

(a) Zeige, dal? die Potenzreihe exp den Konvergenzrads.

(b) Zeige, dal3 exp eine ganze Funktion ist, d.h. dal3 exp ein® &olomorphe Funktion ist.

(c) Zeige, daf fur die komplexe Ableitung gilt: 5@ = exp(z) fur alleze C.
(d) Zeige, daf fur alle € C gilt: sin’(z) = cogz) und co4(z) = —sin(2).

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:

www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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18. Zeige, daR fir alle € C gilt: (cog2))? + (sin(z))? = 1. [1]

19. Berechne cgg) und sin(z) fur z= /2 —iIn(2) undz= m/2+iIn(2) und Uberprife die Werte mit der in[2]
Aufgabe [IB) gegebenen Identitat.

20. Bestimme alle Nullstellen von— zsin(z) in € und gib die jeweilige Ordnung der Nullstelle an. 2]

21. Bestimme mit kurzer Begriindung, welche der folgenden Merginfach zusammenhangend bzw. zusaia}
menhangend sind.

(@) C\ (—,0] (b){ze C: |7 > 1}
(©{zeC:Imz#£0} (d){ze C:|7 <2 oderjz—i| < 2}
22. Wir betrachten die Potenzreihe . X 3]
G(2) = z(—l)k“?
K=1

Bestimme nun den KonvergenzradRiglieser Potenzreihe und zeige, daf? es einen Zwelgs Logarith-
mus aufC \ (—, 0] gibt, so daff(1+2z) = G(z) furalleze B(O,R) = {ze C : |7 < R}.

23. (a) Berechne das komplexe Kurvenintegfal/ (72 — 3 — 4i) dzfur folgende Wege: [5]
Oy:ld=1 ()ye:lz=1=2 (i) y:|z+1 =2 (V) va:[Z4=3,
(V) ¥ 1= Yo Uys.
(b) Berechne folgende komplexe Kurvenintegrale. [6]
zZ'+1 ) Z7+1
0] / AT ) dz (i) / 22(z4+1) dz (iii) / +2
|2—2|=1 |z-1]=3/2 |Z=3
. cog1z) sin(z) N1 / 4z
(iv) 4s 21 dz (v) it 7 dz (i) o 739 dz

|z—1-2i|=5

24. Seif € s#(C) eine ganze Funktion, d.h. eine alifholormophe Funktion. Zeige: Ist der Realteil[Rg [2]
beschrankt, dann idt konstant.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

Wir betrachten die Funktiofi(z) := 1/[(z— 1)(z— 2)]. Bestimme alle moglichen Laurentreihenentwick-

lungen der Funktiori um folgenden Entwicklungspunkt:
(&) Um den Entwicklungspunkg = 1.

Hinweis: RinggebieteA; := {z€ € : 0 < |z— 7| < 1} undAy := {ze C: 1< |z—2|}.

(b) Um den Entwicklungspunlzy = 3.
Hinweis:Welche drei Ringgebiete/Gebiete sind gesucht?

Entwickle f(z) := 1/(z+ 2i)? in eine Laurentreihe die i := {z€ C : |2 > 2} konvergiert.

Entscheide ob die Funktiohauf Q eine Stammfunktion besitzt.
(@) Furf(z):=(2+2+1)/(Z2-32+2)undQ :=Ky(0):={ze C: |7 < 1}.
(b) Fiirf(z) :=1/zundQ := K1 (0) := Ky(0) \ {0}.
(c) Furf(z):=cogmz/2)/(z—1)undQ :=Ky(1) := Ky (1) \ {1}.
(d) Fiurf(z):=1/[(Z—2z+1)(Z—4z+4)]undQ :=Ky(1).

Bestimme fur folgende Funktionen Lage und Art der Singtdsen.

Hinweis: Gesucht sind hebbare Singularitaten, Pole mit Ordnungneségntliche Singularitaten.

z Z+i &—1 Z+182+9

1

@7 Oz Oz @ cog1/z) (e) 42(Z+9)

® sir?(2)

Seienmne N, Q C C offen,zp € Q, f,g€ H(Q\ {z}). Die Funktionf habe inz, eine Nullstellem-ter
Ordnung und die Funktiog habe inzy einen Poh-ter Ordnung. Von welchem Typ ist die Stefigfir

@f+g (b)f-g (©f-g (dg/f.

Hinweis: Nullstelle welcher Ordnung? Polstelle welcher OrdnungBlidéee Singularitat?

2]

(3]

2]

[1]
[1]
[1]
2]

[6x1]

[4]

Berechne das komplexe Kurvenintegfgll/z dzwobei y mit Anfangspunkt 1 und Endpunkiwie folgt [2]

gegeben sei:

3 —

2i —

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:

www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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31. Residuen-Berechnung:
(@) Bestimme Red,1) fur f(z) := cogzm/2)(z— 1)t
(b) Bestimme Regot 0) wobei cofz) := cogz)/ sin(z).
(c) Bestimme Red,/4) fur f(z) := sin(z)(z— r/4)~2
(d) Bestimme Red,0) und Res$f,1) fur f(z) :=z 14 (z—1)~2
(e) Bestimme die Polstellen, z,z3 von f(2) := (1+2*)/(1+2°) und Re$f,z), k=1,2,3.

32. Integralberechnung mit Hilfe des Residuensatzes

(a) Berechne das Integral
2n 1

————dt
0o 2+sint)
(b) Berechne das Integral
00 2X2
[ 2
o (X4 1)(X2+4)
(c) Berechne fuw e (0,1) die Integrale

()/“’ xsin(x de und (”)/ XZCOS(X

1x2

(d) Berechne das komplexe Kurvenintegral

sin(z)
/\z—n/zwzl (z—m/2)? dz

33. Berechne folgende Integrale vom Ty f(x) dxmit f(x) = f(—x).

00 1 0 X2*2
(a)./0 5 0 (b)/o e O

34. Zeigeoder widerlegefolgende Aussagen.

(@) Seif € 2°(C), zo € Cundf'(z) =0. Dann ist

f(2) _
/\z—zmzl (z—20)2 dz=0

(b) Istf € #(C\{2}) und Re$f,z) =0, dann istf € 7(C).

(c) Istf € (C)undz € C, dannist Ref,z9) =

(d) Sindf,ge s2(C) undg hat inz eine Nullstelle 1. Ordnung, dann hd{/gin z, einen Pol 1. Ord.
(e) Istf € 7(C\{z}), dann gilt fur aller >0

/ f(z) dz= Mdz
|z—z|=r lz-zl=r Z—2

(f) Istf e s2(C)undg:z— f(1/z) hat einen Pol irgy = 0, dann istf ein Polynom.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégdéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

Entscheide welche der folgenden Funktioneauf Q harmonisch sind und bestimme ggf. eine &uf
holomorphe Funktiorf, so dafli= Re(f).

(@) u(x,y) =x/(x+y?) aufQ={z=x+iye C:x>0}. [1]
(b) u(xy)=x2—y?+x+1laufQ=C. [1]
© uxy) =x>—y3+x2 -y’ +x—yaufQ=C. [1]

SeiB=B(0,1) = {z€ C: |z < 1} die offene Einheitskugel it unddB = {ze€ C: |z = 1} deren Rand. [1]
Gibt es eine irB holomorphe und auB stetige und nicht-konstante Funktibnso daRf aufdB reell ist?

Betrachte die aubB(0,1) = {z=x+iyc C: |z = 1} stetige Funktionp(x,y) = 2x> +x. Sei nunu: [1]

B(0,1) — IR stetig,u harmonisch inB(0,1) undu = ¢ auf dB(0,1). D.h. u ist die Lésung des Dirich-
letproblems mit der Randfunktiof. Berechne den Wert vamim Mittelpunkt, d.h.u(0).

Prufe welche der folgenden DGLn exakt sind und bestimmedayfu eine Stammfunktion.

(@) Y+ (2324 2)y =0. [1]
(b) 103+ (15x%2)y = 0. [1]
(c) cogx)cogy)—sin(x)sin(y)y = 0. [1]
Lose die folgende Anfangswertprobleme und Uiberprifia Begebnis:
(@) y +2y=e>mity(0) =3. 2]
(b) ¥ =x€& mity(0) =1. [2]
() Yy =xy?/(1+x%) mity(0) = 1. 2]
(d) (2y+x)y +y=0mity(0)=a> 0. 2]
(€) ¥ =—y*/x*mity(1) =1. [2]

(&) Seieny; undy, zwei (moglicherweise verschiedene) Losungen der infgemen linearen DGL [1]
y +a(x)y = f. Zeige, daR die Differenyg, := y; — y» eine Losung der dazugehdrigen homogenen
DGL ist.

(b) Seieny; undy, zwei Losungen der homogenen linearen D@k a(x)y = 0. Zeige, dal fua, B e R [1]
auchyy, := ay; + By» eine Losung der homogenen linearen DGL ist.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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41. Bestimme zwei verschiedene Losunggmndy, aufR des folgenden AWP: [4]
{YB¢W3
y(5) =3
Warum kann hier der Existenz- uindeutigkeitssatz (13.6) nicht angewandt werden?
42. Berechne die maximale Losurig|) des AWP [4]
{Y=vw—wy
y(0)=-1.
fur y, 8 > 0 und beantworte die in der Vorlesung gestellte Frage (3304 = (—oo, o) ist.
43. Wir betrachten die autonome DGL=y® — 6y + 11y — 6 und maximale Losungeyi, 1) und(yz, 1) mit  [4]

44.

45.

y1(0) = 3/2 undy,(0) = 5/2. Zeige, daf}; = I, = R und bestimme die Orbits

0O, = {yl(t) te Il} und Oy = {yz(t) te |2}.

Skizziere nun die Losungen der AWPe.

Fur welche Werte € R hat das Anfangswertproblem [4]
{ﬂ0=wmw$)
y(0)=yoe R

eine globale Losung, d.h. eine Ldsung auf ginz

Seig: R — R eine stetige und ungerade Funktion, djft) = —g(—t) fur allet € R. Desweiteren sei [4]
h € C1(R) eine stetig differenzierbare Funktion. Zeige, daR es eimeémeale Losundy,|) des AWP

{ Yy (t) =g(t)h(y)
y0)=yo R

gibtund daf¥/(t) = y(—t) furallet € 1.

Bem: | ist in diesem Fall von der Forin= (—a,a) mita > 0. Vgl. dazu Beispiel (13.9).

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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46. Wir betrachten das Anfangswertproblem

1 2 1
ut) = ( 00 )u(t):Au(t); u(0) =up=(1,1,-1)"
00

1
0
(a) Berechne”.
(b) Berechne die Losung des AWP.

47. Wir betrachten das Anfangswertproblem

at) = ( e 0 ) u(t)+< _e:a ) — AU(t)+b(); u(0)=uo=(1,~1)".

(a) Bestimme einen EigenweXtsowie einen dazugehdrigen Eigenvektoon A.

(b) Bestimme ein Fundamentalsystertt) obiger DGL.
(c) Berechne die dazugehorige Wronskidetermikfage).
(d) Berechne die Inverse van(t), alsoU (t) L.

(e) Berechne die Losung des AWP.

48. Wir betrachten das folgende Anfangswertproblem:

at) = ( Pl )u(t)+( te;z ) — AQUM) D), u(0) = o= ( : )

(a) Seiveine Losung der Differentialgleichung= Bv(t) +c(t) (Vgl. Aufgabd4Y) mit einer MatriB €
R™" und einer stetigen Funktiarn: R — RR?. Welche Differentialgleichung 0st(t) := v(t?) /2?

(b) Lose das obige AWMur zur Uberpriifung darf Maple wie folgt verwendet werden:

> with(linalg):

> sys:=[diff (ul(t),t)=-6*t*ul(t)-10*t*u2(t)+t*exp(-t~2),
diff (u2(t),t)=2*t*ul (t)+2*t*u2(t) ,ul(0)=1,u2(0)=1];

> dsolve(sys);

49. Wir betrachten das Anfangswertproblem

1 11
um( 1 2 O)U(t)Au(t), ud) = (1,1,1)".
-2 1 3

(a) Bestimme die Eigenwert(e) der Matix
(b) Bestimme ein zur obigen DGL gehoriges Fundamentasysi(t).
(c) Bestimme die eindeutige Losung des obigen AWP.

2]
[1]

[1]
2]
[1]
[1]
[3]

[1]

[8]

[1]
(3]

[1]

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
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50. Zeige: Es gibt ein nicht-konstantes Polyndimmit der Nullstellenmeng®\ := {aj,ay,...,an} und ein [1]
Yo < minN, so daf? fir die maximale Losurig | ) des AWPY' (x) = f(y(X)); y(0) = yo gilt: | = R.

51. Seif:[-1,1] — R eine stetige Funktion und;, R) gegeben durch(x) := f(sin(x)) eine Losung der DGL [1]
u”(x) 4+ aaU' (x) + agu(x) = 0.

Zeige, daf auclv,R) gegeben durck(x) := f(cogx)) eine Ldsung dieser DGL ist.

52. Wir betrachten die homogene lineare DGL zweiter Ordnung 3]
u”’(x) + )—1(u’(x) - X—lzu(x) =u"(x) +a1(x)u'(x) + ap(x)u(x) =0; x> 0.

Wir sehen, daRi;(x) := x eine Losung der DGL ist. Bestimme nun eine zweite Losungo dafl

N

W(x) det< Sigg 3}25? > #0 VYx>0.

53. Wir betrachten folgende homogene lineare DGLn mit konstaKioeffizienten:

(a) Dritter Ordnung: 2]
u” (x) — 6u” (x) + 11u'(x) — 6u(x) = 0.

Bestimme nun eine Basis des 3-dimensionalen Losungsrams

(b) Dritter Ordnung: [2]
u”(x) — u”(x) + U'(x) —u(x) = 0.

Bestimme nun eine Basis des 3-dimensionalen Losungsratyms
(c) Vierter Ordnung: [2]
u® (x) — 6u® (x) +13u@ (x) — 120/ (x) + 4u(x) = 0.
Bestimme nun eine Basis des 4-dimensionalen Losungsratyms

54. Lose durch Umschreiben in ein lineares System mit konstelibeffizienten folgendes AWP: [5]

u”(x) — 3uU'(X) — 4u(x) = 4x; u(0) =3/4, U(0) = —-1.

55. Lose das folgende AWP [4]

12



56. (a) Bestimme die Abszisse folgender Funktionen.

(i) t—e*

(i) t— e Cmiteinemce R.

(i) t+~— coq2t).

(iv) t— arctart).

(v) t—sin(t)/t.

(b) Berechne die Laplace-Transformation folgender Famieh.

(i) f(t)=siré(t).

(i) (1) =t

(iii)y f(t) =sin(t)/t.

2s-3

(c) Bestimme eine Laplace-transformierbare Funkfipgo dalRZ f (s) = Tz

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:

www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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57.

58.

59.

(a) Bestimme die Laplace-Transformatiéf{( f) sowie die Abszisse abk) der Funktionf (t) :=tcogwt). [2]
(b) Bestimme die Laplace-Transformatigfy( f) sowie die Abszisse abg) der Funktionf (t) = t°.

(c) Wir betrachten die Funktiof(t) := (¢ — 1)/t. Berechne nun die Abszisse abssowie.Zf.

(d) Berechne die Laplace-Transformation der Funkfih := X(o.1)u[2,3), wobei fur eine Meng# die

Funktionxu gegeben ist durch

X) = 1 fallsxe M.
XM= 0 fallsxg M.

(a) Seif eine stiickweise stetige updperiodische Funktion, d.H.(t) = f(t + p). Zeige, dal

p
Zf(s) = 17;)5/0 e S (1) dt.

(b) Seif(t) :=|sin(t)|. Zeige nun folgende Gleichheit

Z1(s) coth(1ts/2).

1
T 14&

Dabei ist furr # 0: coth(r) := cosHr)/sinh(r).

Berechne die Laplace-Transformatiéhf der Funktionf (t) := 1//mt.
Hinweis: Vergleiche dazu das Beispiel der Vorlesung: Laplace-Toansation der Wurzel.

60. Seienf(t) :=t undg(t) := t? sowie verallgemeinerten Funktiongn= f + & undw := g+ & gegeben.

(a) Berechne die Faltung«w.

2]
[4]
2]

[3]

[4]

[4]

[1]

(b) Berechne die Laplace-Transformatigf{v+w) mit dem aus Teilaufgabgi(a) berechneten Ergebnig]

(c) Berechne die Laplace-Transformation®w und_Zw.

(d) Berechne das Produl#v- £w mit den aus Teilaufgabgl(c) berechneten Ergebnissen.

(e) MussenZ(vxw) und.Zv- Zw libereinstimmen? Falls ja, Uberprife dies mit DeinereBrgssen.

61. Bestimme die verallgemeinerte Ableitung folgender Furkinf : R, — C.

@ ft):=t.

(b) f(t) :=4u(t), wobeiu die Heaviside-Funktion bezeichnet.

(© f(t):=x19().

(d) f(t) :=u(t>—2) —u(t® - 9), wobeiu die Heaviside-Funktion bezeichnet.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:

www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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62. Lineare DGL und Laplace-Transformation: — Im Tutorium wird.#(sinh) behandelt.
(a) Berechne die Laplacetransformatigtf fur f(t) := cosHt). [4]
[4]

(b) Lose mit Hilfe der Laplacetransformation folgendes RW
= 12", u(0)=u"(0) =1 undu'(0) =0.

u”(t) —6u’(t) + 11u'(t) — 6u(t) = =
63. Der Primzahlsatz (1896):
Bestimme mit Hilfe von Maple die Anzahl der Primzahlefn) zwischen 2 unah := 1000000 und ermittle [2]
den Quotientt(n)/ [n/log(n)].

> n:=1000000;
> p:=0: for i from 2 to n do if isprime(i) then p:=p+1l; end if; end do; p;

64. Euklidischer Algorithmus:
Berechne den groRten gem. Teiee ggT(a, b) und bestimmex,y € Z, so dafyy = xa+ yh.
2]

(a) Fura=17732 unc =4340.

Du kannst Dein Ergebnis wie folgt mit Maple Uberprifen:

> a:=17732; b:=4340;

> g:=gcd(a,b);

> isolve(x*at+y*b=g) ;
(b) Fura=2805undb=2461. [2]
(c) Fura=4641undb=2805. [2]

65. Modulo Rechnen:
Seib Deine 6-stellige Matrikelnummer (z.B.= 567890) unde Dein Geburtsjahr (z.tke = 1981). Gibt [4]

diese Werte auf Deiner Losung an und berechne
b* mod 13

d.h. welchen Rest erhalt man wenn nifrdurch 13 teilt? ZutJberpriifung mit Maple:

> 56789071981 mod 13;

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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66. Gruppen, Ringe, Korper
(@) Ist(M,+) furM :={xe R :x> 0} eine Gruppe? [1]
(b) Ist(M,-) fur M := {x € R : x> 0} eine abelsche Gruppe? [1]
() IstM:=Z+IiZ :={x+iy:xye Z} C C bzgl.4+ und- ein Ring? [1]
(d) Zeige, daRZ[x],+,-) ein kommutativer Ring mit Eins ist. [2]

(e) SeiM(C) die Menge aller meromorphen Funktionen &ufEine Funktionf heil3t meromorph, falls [3]
sie bis auf Polstellen holomorph ist. [3#1(C), +,-) ein Korper?

67. Der RSA-Code: Entschlisselung
Die offentlichen Schlussel= 2021027 uneé = 3001 seien gegeben. Ein Sender schickt die verschlisspgite
Nachrichtc = 603119= m® modn. Knacke (z.B. mit Maple— ifactor) den Coden = p-q mit p,q € IP
und bestimme die gesendete Nachritht

68. Der RSA-Code: Verschlusselung
Ich habe mir zwei Primzahlep undq gesucht und das Produkt= p- g berechnet. Desweiteren habe icly]
mir eine Zahle gesucht, so da@und(p— 1)(q— 1) teilerfremd sind. Diese dffentlichen Schliissel sind

= 1219326311370217952261850327527587257821510440881621703
= 731595786822130771357110196509885688032239597606889341

Sei nunm Deine Matrikelnummer. Berechne (z.B. mit Maple) den Code
c:=m® modn.

Der Codec dient zur Abfrage der Punkte in der Scheinklausur vor derieffen Bekanntgabe:
http://frechet.mathematik.uni-ulm.de/hme3/klausur

69. Berechne die Inverse von

(@) [5] € Zzund[7] € Z3 [2]
(b) [6] € 711. [2]
(©) [3] € Zaz. 2]

70. Bestimme in jeder Teilaufgabe die Menge aker 7 fur welche die Kongruenz erfullt ist.

(@ (5-7)x=1 mod3 — Aufgabe [GBR). [2]
(b) =2 mod11. [2]
(c) 7x=6 mod 13. 2]
(d) 3x=9 mod?23. 2]

71. Wir suchen die kleinste natirrliche Zahinit den Eigenschaften:

Xx = 1 mod3 Q)
= 2 mod5 )
= 3 mod7 3)

16



(a) Bestimme Zahler; (— Aufgabe [ZDR))e; undes so daid [6]

ee=1 mod3 e=0 modh ee=0 mod7

e=0 mod3 e=1 modh e=0 mod7
es=0 mod3 e=0 modh es=1 mod7

(b) Finde die kleinste natlrliche Zakmit den Eigenschaftefl(1L1(2) urid (3). [4]
72. Hat folgendes System von Kongruenzen eine Losuad.. Falls ja, bestimme eine Ldsung. 2]
= 2 mod6
= 4 mod15

73. (a) Inder Schule haben wir folgenden Satz gelernt: Einerfielhé Zahl ist genau dann durch 3 teilbar2]

(b)
()

n
wenn es auch ihre Quersumme ist. Sei @soNo undd = 5 a- 10¢ mit ay € {0,1,...,9}. Zeige,
k=0
dafi .
d=Y a mod3
2,

Zeige, dalR eine Zakllgenau dann durch 9 teilbar ist, wenn es auch ihre Quersunitme is 2]

Zeige, dal’ eine Zalllgenau dann durch 11 teilbar ist, wenn es auch ihre altemder@uersumme [2]
ist, d.h.

n n
> a 10 = > (—1)Xa, mod 11
o o

Beispiel: d = 61259 und alternierende Quersumie- 6—1+2—-5+9 =11, also istd = 0
mod 11, d.h. 11 teild.

74. Zeige, dal fuxk,y € Z undp € IP gilt: 2]

(x+y)P=xP+y? modp.

Hinweis: Fir welchek € {0,1,..., p} ist folgender Binomialkoeffizient durchteilbar?

pY P p(p=1)-(p—k+2)(p—k+1)
( )k!( &R

k p—K! 1.2 (k-1)-K

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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75. Bestimme die Fourier-Transforg f folgender Funktionerfi:
@ f:R—R,t— e sint). 2]
(b) g:R— R, t f(t)xg. (1) [2]
() f:R-R, t (1+1t3)71 2]

76. Seif : R — C eine Fourier-transformierbare Funktion. Zeige folgendesgagen:

(a) Konjugation: Es gilt: [1]
F () (w) = (F1)(—w).

(b) Symmetrie: Ist f gerade bzw. ungerade, so ist augif gerade bzw. ungerade. 2]

(c) Verschiebung im Zeitbereich:Fira e R undg(t) := f(t — a) gilt: 2]

(FQ)(w) = Z(f(t —a)(w) = e " (Ff)(w).
(d) Differentiation im Zeitbereich: Ist f € Co(R, C) stiickweise stetig differenzierbar ufitiFourier-  [1]
transformierbar, so gilt
(Z 1) (w) =iw- (Ff)(w).
77. (Parseval'sche Identiét)

Fura> 0 betrachten wir die absolut integrierbare Funkti¢) := e 3 xg, (t) und deren Fourier-Transformiation
F(w) := (#f)(w). Berechne nun

/ f(t)2dt  und / IF (w)[2 dw
und Uberprife damit die Aussage des Satzes von PlangBér).

78. (Der Umkehrsatz)

(a) Zeige mit Hilfe des Umkehrsatzes (31.3) folgende Idattiira > O: 3]
wcogwt) T 4
./o w2 dw= % e vt > 0.
(b) Zeige mit Hilfe der "Differentiation im Zeitbereich” fgende Identitat fiia > 0: 3]
" wsin(wt)

_ T A
.O m W—E'e vt>o.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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79. Die Situation:
Heiko und Silke schreiben gerade eine Scheinklausur. Dsth&iifgabe 12 eine Multiple Choice Aufgabe.

Es sind 8 Aussagen vorhanden die mit einem KreuzRiehtig oder Falsch bewertet werden kdnnen.
Fur jede richtige Bewertung gibt es 2 Punkte und fur jedecfee Bewertung der Aussage Punkte. Es

besteht die Moglichkeit eine Aussage nicht zu bewertenndgbt es 0 Punkte. Bei negativem Punktesaldo

gibt es dann fur die gesamte Aufgabe 0 Punkte.
(a) Heiko hat keine Ahnung. Er bewertet zufallig alle Augsa. Bestimme den Erwartungswert (der

Punkte fur Aufgabe 12) fur Heiko.
(b) Silke hatin der Vorlesung etwas mehr aufgepasst und fheinene Aussage richtig. Soll Silke jetzt

die anderen Aussagen zufallig bewerten?

Hinweis: Welche Verteilung und welche Transformatibsind hier sinnvoll?

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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