Ubungen zu HM3 fiir Elektrotechniker
Wintersemester 2005/06.

51



. Prof. Dr. W. Balser
U NIVERSITAT U LM Dr. Markus Biegert

Institut Angewandte Analysis WS 2005/06
Gesamt: 20 Punkte

Abgabetermin: Fr, 31.10.2005

Ubungen zu HMS fiir Elektrotechniker Blatt : 1

1. Seienry,r, > 0undgq, @2 € R. Zeigemit Hilfe der Additionstheoreme des Cosinus und des Sinafs fir 2]
die komplexen Zahlem undz, gegeben durchy = r1(cog¢1)+isin(¢1)) undz, =rz(cog ¢2) +isin(¢z))
gilt:
712 =r1r2(cog 1+ @2) +isin(¢p1+ ¢2)).

2. Wir betrachten die Kurvg gegeben durch die Parameterdarstellgig= €' mit 0 <t < 271,

(a) Entscheide oby ein Weg ist und ob dieser geschlossen ist oder nicht. 2]
(b) Berechnedie Lange der Kurve. [1]
(c) Berechnedie komplexen Kurvenintegralg 1/z dzund [, 1dz [4]
(d) Entscheide ob das obige Kurvenintegr#1/z dzin C\ {0} wegunabhangig ist. [1]

3. Wir betrachten die komplexen Zahlen=1+iundz = 0.

(a) Aufwelche Punkte werdena undz, durch die stereographische Projektion abgebildet? 2]

(b) Bestimmeden chordalen Abstand van undz,. [1]

4. Wir betrachten komplexe Zahlenb,c,d € C mit ad— bc# 0 und die Mdbiustransformation 3]
az+b
2~ 1(2) = cz+d’

Zeige, daf es komplexe Zahlenb; & undd gibt mit &d — bé = 1, so daR fir alle € C gilt:

_az+b
"~ &z+d

f(2)

5. Bestimmeeine Mdbiustransformatiofiso dai3f(1) = 1, f(—1) = —1 undf(0) =i. Stellenun die Mbbi- [4]
ustransformationeg:= f o f undh:= f~1in folgender Form dar:

az+b

ot d’ ad—bc+#0.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3

52



UNIVERSITAT ULM

Institut Angewandte Analysis

Prof. Dr. W. Balser
Dr. Markus Biegert
WS 2005/06

Abgabetermin: Fr, 04.11.2005

Gesamt: 22 Punkte

Ubungen zu HMS fiir Elektrotechniker

Blatt: 2

6.

10.

(Mobiustransformationen und Doppelvertaltnis)

(a) Bestimmeeine Mobiustransformatiofimit f(1) =i, f(i) = —1 undf(—1) = —i sowiedie Menge

M1 :={f(2):ze C,|7 < 1}.

(b) Bestimmenun mit Hilfe des Doppelverhaltnisses eine Mobiustransfationg mit den Fixpunkten

i und—i und mitg(1) = 0. Wie siehtM, := {z€ C : Re(g(z)) < 0} aus?

(c) Bestimmeden Mittelpunkt sowie den Radius des Kreises welcher dueRdnktez; =i,z =1+i

undzz = 2 geht.
(d) Bestimmedie MengeMsz allerze € mit |2 < |z+2|.

(Komplexe Differenzierbarkeit)
Wir betrachten die Funktiofi : C — C gegeben durch

_ [ eVHd fallsz+#0,
f(2):= { 0 sonst

Zeige, dal3f im Punktzy = 0 (komplex) differenzierbar ist.

Zeigemit Hilfe der Definition 2.2.1 daf? fir allee C gilt:

—Z
cosh(z) = e2+2e :

(a) Bestimmeallez=re'® ¢ C mitZ=1.
(b) Bestimmealleze € mitZ = 1.

(c) Zeige:Furqge N hat die Gleichung? = 1 genau gverschiedene Losungen.

(d) Wir betrachten den Hauptzweig von [@ymit — 71 < argz) < rrund die Funktionf : z+— z¥ mit

a € C. Berechneauf C\ (—, 0] die Ableitung vonf.

(Die Gamma-Funktion)Skizziere mit Maple den Betrag der Gammafunktion auf der ¢en

{ze C:Re&(2) € (1/2,3),Im(2) € (—1,1)}

sowie die Mengg (x,y) € R?:x € (—5,2),y=T(x) € (-5,5)}.
Hinweis: Fur Sinus kdnnte die Losung einer ahnlichen Aufgabefoligt aussehen:

> with(plots):
> plot3d(abs(sin(x+I*y),x=-1..1,y=-1..1);
> plot(sin(x),x=-5..2,y=-0.5..0.5);

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:

www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Fur welche der folgenden Paareindv sind die Cauchy-Riemannschen Dgln. &uérfullt?
(@ Q:=R>%uxy):= ey cog2xy) undv(x,y) := ey sin(2xy).
(b) Q:=R?\{0}, u(x,y) = (x*~y*)/(¢+y?)? undv(xy) := —2xy/ (X +y*)*.
(©) Q:=R2\{0}, u(xy) = (€ +y?)/ (¥ +y*)? undv(x,y) := 2xy/ (¢ +y?)2.

SeiQ c C ein Gebiet und € .77(Q), also eine auf2 holomorphe Funktion.
(a) Zeige:lst Ref) konstant auf, dann ist auchf konstant auf.

(b) Zeige:Ist|f| konstant auf, dann ist auch konstant auf.

(c) Zeige:lstf(z) e Rfuralleze Q, dannistf =ce R.

Bestimmezuu: R? — R gegeben durch(x,y) := 3x?y — y alle Funktionerv: R? — IR, so daff(z) :=
u(x,y) +iv(x,y) eine ganze Funktion ist.

Wir betrachten die Funktior : C — C aus Aufgabe 2, Blatt 2Zeige, daRf im Ursprungzp = 0 nicht
holomorph ist.

Skizzieremit Maple den geschlossenen Wegegeben durch die Parameterdarstellung

Z(t) ;== coqt)[20— (4rr—t)t] +isin(t) [(20— (4mr—t)t], te[0,4m).

Bestimmeden Index vory auf jeder Zusammenhangskomponente des Komplementgg von

Berechnedas Kurvenintegral
/ & dz
Jy
mit dem Wegy aus Aufgab&ls.
Wir betrachten die Weggs und y» gegeben durch die Parameterdarstellungérn := cogt) + isin(t),

t € [0, 71 undz(t) := codt) +isin(t), t € [mT,2m]. Berechnenun die Kurvenintegrale

fur

/f(z)dz, /f(z)dz und /f(z)dz
i Y2

tyz

@@ f(z:=2z () f@:=1 () f(2:=z1 @) f(z:=22

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:

www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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18. Bestimmedie Potenzreihenentwicklung um den Nullpunkt von 2]
(@(1+2)"L  (b) arctarz).
19. (Eindeutigkeit der holomorphen Fortsetzung)
SeiG C C ein Gebiet welches das Intervall= (0,) enthalt. Wir sagen: Eine aufdefinierte Funktiorf  [1]
besitzt eine holomorphe Fortsetzuhgn G, falls f in G holomorphist und || = f. Zeige, dal es zu jeder
Funktionf : | — C hochstens eine holomorphe FortsetzunGigibt.
20. Zeige Sind f undg holomorph in einem Gebies C C und istz € G, so dalf ¥ (z) = g (z) fir alle [2]
k > ko € N, so gibt es ein Polynomp € C[Z] vom Grade< kg — 1, so dal¥ =g+ pin G.
21. (Satz von Liouville versclarft) 2]
Seif € ##(C) eine ganze Funktion, so dafl’ (R¢ beschrankt istZeige, dal f konstant ist.
22. (Nullstellen holomorpher Funktionen)
IstQ C C eine offene Menge)) € 57 (Q) eine aufQ holomorphe Funktion und igh € Q, dann bezeichnen
wir mit Ord(¢, 2y) € NoU {eo} die Ordnung der Nullstellg bezuglichg.
Seienf,g € s(Q) holomorphe Funktionen auf einer offenen Merfge C und seizg € Q. Desweiteren
seih € 7#(0) eine auf einer offenen Mend@ D g(Q) holomorphe Funktion. Zeige folgende Aussagen:
(@) Ordf+g,20) > min{Ord(f,2),0rd(g,20)}. [1]
(b) Ordf +g,2) = min{Ord(f,z),0rd(g,2)}, falls Ord f,z) # Ord(g, z). [1]
(¢) Ordf-g,2p) =Ord(f,z)+Ord(g,z). 2]
(d) Ordho g,Zo) = Ord(h,g(zo)) . Ord(g - g(Zo),Zo) (wobei hier 0 «:= 0.0 := 0 gesetzt ist) [2]
23. BestimmeOrd(f.i) fur f(z) = sin((1+2)?). 1]
24. (Hebbarkeit von Singularitaten)
Bestimmedie Lage der isolierten Singularitaten umdtersuchediese auf Hebbarkeit: [4]
(1 sin(2) cogz) -1 Z+i
@sn(;) ©2 L @ih
25. Berechnefolgendes Kurvenintegral von Hand undt Hilfe von Maple: 2]

/ sin(z) dz
lZ=1 Z

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

(Mittelwertformel und Maximumprinzip) 3]
Sei f € #(K(2,R)) mit o € C und 0< r < R. Zeigemit Hilfe der Cauchy-Integralformel folgende

Mittelwertformel
] )—i/znf( +relt) dt
L) = 21t Jo Z

und benutze dies um folgende Variante Meximumprinzips zu zeigen:

|f(z0)] < max |[f(z)|.
|z—z0|=r

SeiQ C C ein Gebiet,f € 2(Q) undf(z) e D:={ze C:Re(z) =Im(2)} Vz€ Q, soistf =C. [1]

(Cauchy-Gebiete und Stammfunktionen)
Entscheid®b die Funktionf aufQ eine Stammfunktion besitzt.

(@) Furf(z):=(Z2+2z+1)/(Z2—-3z+2)undQ:=K(0,1):={zc C: |7 < 1}. [1]

(b) Furf(z):=1/zundQ:=K(0,0,1) :=K(0,1) \ {O}. (1]

(c) Furf(z) :=coqmz/2)/(z—1)undQ:=K(1,0,1) :=K(1,1)\ {1}. [1]

(d) Furf(z):=[(Z2—2z+1)(Z—4z+4)]tundQ:=K(1,0,1) =K(1,1)\ {1}. 2]
(Klassifikation von Singularitaten) 2]
SeiQ C C eine offene Mengegy € Q und f € 72 (Q\ {2}). Istzy ein Polk-ter Ordnung vorf, so setzen
wir Ord(f,z) := —k und istzy eine wesentliche Singularitat vdin so setzen wir Ordf,zy) := —o. Nach

Satz 4.2.5 kdnnen wif in eine Laurentreihe iK(z,0,r) C Q mit r := dist(zy, Q¢) > 0 entwickeln. Diese
sei gegeben durch

f(2) = % a(z—z)*.
k=—00

Zeige dal Ordf,z) = inf{k € Z : ax # 0}. (info=)

(Laurentreihen)

(@) Bestimmaealle mdglichen Laurentreinenentwicklungen der Funkti¢r) := 1/[z% — 27 um die fol- [5]
genden Entwicklungspunkte:

(i) Um den Entwicklungspunkt, = 0. (2 Gebiete)

(i) Um den Entwicklungspunkty = 4. (3 Gebiete)
(b) Entwickle f(z) := 1/(z+ 2i)? in eine Laurentreihe die iK (0,2, ») konvergiert. [2]
Berechne mit Maple das Kurvenintegyfg|_, f(z) dzfir f aus Aufgabel{28d) un@{BOa). [2]

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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32. Residuen-Berechnung:
(a) BestimmeRreg (f) fur f(z) := cogzm/2)(z—1)~1
(b) BestimmeReg(cot) wobei cofz) := cogz)/sin(z).
(c) BestimmeRres;4(f) fur f(2) := sin(z)(z— 11/4)2
(d) BestimmeRes(f) und Reg(f) fur f(2) :=z 1+ (z—1)2

(e) Bestimmalie Polstellerz;, z,z3 von f(2) := (1+2')/(1+2%) und Reg (f), k= 1,2,3.

33. Integralberechnung mit Hilfe des Residuensatzes
(a) Berechnalas uneigentliche Riemann-Integral
00 2X2
| s &
o (X4 1)(X2+4)
(b) Berechnalie uneigentlichen Riemann-Integrale

()/°° xsin(x 2dx und (”)/ XZCOS(X

1x2

(c) Berechnalas komplexe Kurvenintegral

sin(z)
/\H/z\:l - m2e

(d) Berechndolgende Integrale vom Tyg’ f(x) dxmit f(x) = f(—Xx).

o1 I Ly
(|)/0 5 0 (||)/0 e O

34. (Umschreiben einer DGLn-ter Ordnung in ein DGLS erster Ordnung)
Wir betrachten folgende explizite Differentialgleichuehgtter Ordnung:

n® =6n@ —11n'+6n.

Schreibeadiese DGL in ein Differentialgleichungssystem erster @wraum.

35. (Beispiel zur Nicht-Eindeutigkeit von Losungen)
Bestimmewei verschiedene Losunggnundx; aufR des folgenden AWP:

{ ¥ — (3)(2)1/3
x(5) =3.

Warumwiderspricht dies nicht dem Satz von Picard-Lindelof ?

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:

www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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36.

37.

38.

39.

(Die exakte Differentialgleichung)
Prufewelche der folgenden DGLn exakt sind ubestimmeygf. dazu eine Stammfunktion.

(@)
(b)
()

2x2 4 (2t? + 2)X = 0. [1]
103t 4 (15:%%%)x = 0. [1]
cogt) cogx) — sin(t) sin(x)x' = 0. [1]

(Lineare Differentialgleichung erster Ordnung)
Bestimmalie Losungx : R — R der folgenden Anfangswertaufgaben.

(@) x;=2x1+4,x(0)=1. [1]
(b) X, =2x2+4t,x2(0) = 1. [1]
(€) Xg=2x3+4t+4,x3(0) = 2. [1]
(Eine Riccatische Differentialgleichung) 3]

Losedie Riccatische DGL analog zum Beispiel aus der Vorlesung.

X =Xx—x2+t2—t—1.

(Homogene lineare Systeme und Wronski-Determinante)
Wir betrachten die Abbildun : R — R3*2 gegeben durch

(@)

(b)

(©)

(d)

0 1 t
Xt):=&| 1t 1+t%2 |.
-1 1-t t—t?/2

Zeige dal die Spalten vod Losungen des folgenden homogenen linearen DGLS sind: 3]
1 11
Xt)=[ 1 2 0 |x(t)=Ax{t). Q)
-2 1 3
Zeige dalRX eine Fundamentalmatrix des homogenen linearen DELS (1d.1stdaR die Spalten[i]

von X ein Fundamentalsystem bilden.

Berechnalie eindeutige Losung des AWP [2]
X(t) =Axt), x(1)=(1,1,1)T.
Berechne \it) := detX(t) fir allet € R. [1]

Bitte wenden !
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40. (Dreieckig geblockte und inhomogene lineare Systeme)
Wir betrachten folgendes DGLS

2 2
X(t) = AX(E) +b(t) mit  At) = ( 0 T ) und - b(t) = ( a )

(a) Berechneeine dazugehorige Fundamentalmakix 2]

(b) Berechnalie Losung des AWPX (t) = A(t)x(t) + b(t), x(0) = 0. [2]

41. Lose mit Hilfe von Maple das AWP aus AufgalheiB9c). 2]
Hinweis:

> dsolve( 77 );

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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42. (Reduktion der Ordnung, Wronski-Determinante, Lineare DGL héherer Ordnung) [4]
Wir betrachten die homogene lineare DGL zweiter Ordnung

X' (t) + %x’(t) - tlzx(t) =X"(t)+ar(t)X(t) +agt)x(t)=0; t>0.

Wir sehen, da¥; (t) :=t eine Losung der DGL isBestimmeaun eine zweite Losungp, so daf}

w(t) ::det( 28 Zgg ) £0 V>0,

Hinweis: Istx, eine Losung so gilt nach Proposition 7.5.4:
t
() = wit)exp— [ a0 s(1)/au(1) ).
0
Benutze diese Formel ur zu berechnen !

43. (Die Matrix-Exponentialfunktion)
(a) SeiA c C™" so dalRA? = —1, wobeil die Einheitsmatrix istZeige dal [1]

dA =coqt)l +sin(t)A  VteR.
(b) SeiA € C™" so daRA? = I, wobeil die Einheitsmatrix istZeige dal [1]

é” =cosHt)l +sinht)A  VteR.

(c) Wir betrachten die MatrizeA, B € €>*? gegeben durch [1]
_ (01 o
A'(l O> und B:=é*
Berechnalie Inverse vorB.
(d) Berechne® firt € R undA € R®*3 gegeben durch 2]
1 2 1
A=| 0 0 1].
0 0O
Hinweis: Was istA? und A3 ?
(e) Berechne® fur die Matrix A € R3*2 gegeben durch 2]
10 0 -5
A=| -5 15 -55 ).
0O 0 5
44. (Lodsen eines linearen homogenen DGLS mit Anfangswert) [1]

Berechnalie Losung des folgenden Anfangswertproblems:

1
X=|0
0

oOOoON

1
1 ) x=Ax x(0)=x=(1,1,-1)".
0
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45. Berechnalie Losungx : R — RR? der folgenden Anfangswertaufgabe: 2]

0 1 1 -1
x’(l O>X+<1)’ x(0)<_1).
46. Findeeine Losung: R — RR? des folgenden DGLS: 3]
(1 2 cogt)
X,< 11 >X+< 2tcodt) >
Verwende dabei Aufgabe 8.2.5 der Vorlesung.

47. (Losen eines linearen inhomogenen DGLS mit konstanten Koeffenten) 3]
Seip(t) = 3 Lot/ pj ein Polynom mit Vektorkoeffizientep; € R" und seiA kein Eigenwertvoi € R™".
Findeeine Losung von

X = Ax+ cogAt)p(t)

in der Formx(t) = cogAt) 3 gtla; + sin(At) 3T otib; mit aj,bj € R".
Hinweis: Vergleiche dazu Aufgabe 8.2.5 der Vorlesung.

Satz 1 Seift) =3, p;jt! ein Polynom mit Koeffizientery g C" und sei kein Eigenwert von A. Dann ist eine
Losung x von’x= Ax-+ e p(t) gegeben durch

x(t) = e 3 tlx;,
JZO j

wobei ¥ := (A —A)Ipnund % 1= (A — A [pj — (j +1)Xj4a] fUr j=0,...,m—1.

Beweis:Durch Differenzieren erhalten wir

X (t) AX(t) —|—e/“ijtjxj+1(j +1) = AX(t) +eMpt)
=

=

m-1
A—AX(t) = e‘“lzotj{pjxjﬂ(Hl)}Hmpm
=

m .
et zo'[JXj
J:

Letzteres ist erfullt genau dann werp= (A — A) pm undx;j = (A —A)~1(pj — Xj;1(j +1)).

e lmzolt"(i\ —A) " Hpi = Xj41(j + 1)} +tM(A —A)lpm] :
P2

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégdéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

(Gleichungen ldherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten)
Bestimmeein reelles Fundamentalsystem der folgenden Diffeng#gungen:

(@) x® —2x@ —x +2x=0.
(b) x® —4x2 4 5¢ —2x=0.
(c) x® —3x? 4 x -3x=0.
Berechnalie Losung des folgenden Anfangswertproblems:

X' (t) — 3X(t) — 4x(t) = 4t, x(0) =3/4, X (0) = —1.

(Schwingungsgleichung)
Berechnalie Losung der Schwingungsgleichung

mx’ +rx’ +kx= 0, m,k>0,r >0

zu den Anfangswertex(0) = 0 undx'(0) = 1.

Berechneeine Losung der Differentialgleichung
X" +X' +X +x=8¢ + 8te.

Hinweis: Benutze Aufgabe 8.4.1 der Vorlesung.

(Inhomogene Schwingungsgleichung)
Wir betrachten die inhomogene Schwingungsgleichung

mx’ + rx’ + kx= Acogwt), m,r,K,w, A > 0.

Dann gibt es nach Aufgabe 8.4.3 der Vorlesung KonstaBt@n> 0 so dal¥(t) = Bcogwt — ¢) eine
Losung ist.

(a) Bestimmeiun die Konstant® = B(m,r,k,w,A).
(b) Bestimmalen Grenzwert lim,o B(m,r,k, /k/m A).

(Losen linearer DGLen mit Hilfe der Laplace-Transformation)

(a) Berechne die Laplacetransformatigtf fur f(t) := cosHt).
(b) Lose mit Hilfe der Laplacetransformation folgendes RW

X" (t) —6x'(t) + 11X (t) — 6x(t) = —12™,  x(0) = X’(0) = 1 undx'(0) = 0.
(Ldsen von linearen DGLen mit Hilfe des Potenzreihenansatzes

(a) Losefolgendes AWP mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes (\agk $.1.1):
X'(t) =3t (t) —6tx(t) =0,  x(0)=1, X(0)=0.
(b) Losefolgendes AWP mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes (\ajk $.1.1):

L+ 0OX"(1) —X"(1) + (L+OX() —x(t) =0,  x(0) =1, X(0) = 2, X'(0) = 0.
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55. (Ldsen von verschiedenen Typen von linearen DGLen)
(a) Losefolgende Eulersche Differentialgleichung mit Anfangsiver 2]
2" (1) — 20X (t) +2x(t) =0,  x(1) =2, X (1) =3.
(b) Lbsedas folgende Anfangswertproblem: [2]

(1—t2)X'(t) — 2tX (1) + 4(4+ 1)x(t) =0,  x(0) =1, X(0) = 0.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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56. (Asymptotisches Verhalten)
Wir betrachten folgendes Anfangswertproblem:
X = x+sin(t) cogx)/2, x(0) =1.
(a) Begiindewarum es genau eine LOsurg[0,) — R gibt. 3]

57.

58.

59.

60.

61.

(b) Zeigemit Hilfe von Satz 10.1.2 daf es eine Konstadte 0 gibt, so dal fur die Losungdes obigen [2]

AWP gilt:
Xt)|<Cé  vt>0.

(Stabilitat eines Systems)
Untersuchealas System

Xll = —3X1 — 2Xo+ X1X2 + XoX3
Xo = 2X1+Xp+ X1Xo + XoXa
X = X+ x4+ axs

fur a € R\ {0} auf Stabilitat der Nulllésung.

(Stabilitat der Schwingungsgleichung)
Wir betrachten fum,k > 0 undr > 0 die Schwingungsgleichung

mxX’ +rx’ + kx=0.

(a) Zeigemit einem Satz aus 10.2 die asymptotische Stabilitat ddiid$ung furr > 0.

(b) Begiindewarum furr = 0 die Nullldsung nicht asymptotisch stabil ist.

(Runge-Kutta-Verfahren) Wir betrachten das Anfangswertproblem

X =x x(0)=1

(3]

2]
[1]

(3]

Berechndir n€ N, t > 0 undh =t/n nach dem Runge-Kutta-Verfahren die Wegexy, . .., X, undzeige

daR
lim x, = €

Nn—oo

Hinweis:exp(t) = limy(1+t/n)" fur allet € RR.

(Testfunktionen)
Findeeine nicht-konstante und konvergente Folge in dem Raumesfunktionery.

(Distributionen) Wir definieren die Abbildung@ : 2 — C durch

@)= [ [80)+9"()] dt+9'(0)

Zeige dal3T eine Distribution ist.
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(3]

62. (Approximation der Delta-Distribution)
Seif : R — R eine nicht-negative stetige Funktion mit kompaktem Trage daR(”, f(t) dt = 1. Dann

definieren wir eine Funktionenfolgi(t) := nf(nt). Die zu f, assoziierte Distribution bezeichnen wir mit

F,, also

F) = [ hnew dt

Zeige dal fir allep € 2 gilt:
lim Fa(¢) = 3(¢) = ¢(0).

nN—oo

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

(Distribution «— Funktion)

[1]

Wie in der Vorlesung gesagt (Seite 78) legt eine lokal iritghare Funktion immer eine regulare Distri-

bution fest.Finde nun zwei verschiedene lokal integrierbare Funktionen heeldie gleiche Distribution
festlegen.

(Distributionelle Ableitungen)
Wir betrachten die lokal integrierbare Funktibn IR — IR gegeben durch

L 1 fallsx> 2.
F09 = Ix] +{ 0 fallsx<2.

und die durchf festgelegte Distributiof.
(a) Berechnalie erste Ableitung vofr, alsoF’.

(b) Berechnedlie zweite Ableitung vorir, alsoF”.

(Konvergenz von Distributionen)
Wir betrachten stetige Funktioh f, : R — R und dazugehorige Distributionéiy undF.

(a) Zeige Konvergiertf, glm. gegenf, so konvergierE, gegenfF.
(b) Zeige Konvergiert/”, |f, — f| dt gegen 0, so konvergief, gegerF.
(c) Zeige oder widerlegeKonvergiertF, gegerF, so konvergierf,, punktweise gegef.

(Fourierreihen von Distributionen)
Nach Satz 11.7.1 der Vorlesung konvergiert die Fourieereih

8

(—1)*ksin(kt)

k=1

im Raum der Distributionen gegen eine DistributibnBestimme nun die Distributiom.

Hinweis: Was ist die Fourierreihe der2periodischen Funktiofi(t) =t, —m<t < i?
(Siehe Beispiel 8.3.9 der Vorlesung HME?2).

(Grundldsung der Poissongleichung)
Wir betrachten die Funktion: R2\ {0} — R gegeben durch

u(x) := ﬁ

Berechnen nuu(x) im klassischen Sinne fixe R3\ {0}.

(Lineare partielle DGL erster Ordnung: Mit Anleitung)
Wir suchen zu folgender partieller DGL erster Ordnung

Ux+buy+cu=0 mitb,c e R\ {0}

die allgemeine Losung. Dazu setzen Wi &(X,y), = n(x,y) undU(&,n) = u(x,y).
(a) Wie lautet die entsprechende DGL filibzgl. & undn? (Vgl. Abschnitt 12.2)

(b) Bestimmeeine nicht-triviale Charakteristigx(t),y(t)) der DGL éx+ bé&y = 0.
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(c) Bestimmeeine Losungf der DGL in [B) ist. [1/2]

(d) Bestimmewunn so, dal(x,y) — (£(X,y),n(x,y)) ein Diffeomorphismus ist. [1/2]

(e) Bestimmalie allgemeine Losung der DGL im(a) nditaus (r) und) aus [#) [1/2]

(f) Bestimmalie allgemeine Losung der urspriinglichen partiellen Degster Ordnung. [1/2]
69. (Lineare partielle DGL erster Ordnung: Ohne Anleitung) 3]

Bestimme die allgemeine Losung der DGL

2yux— Uy +u=0.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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70. (Warmeleitungsgleichung mit Neumann Randbedingungen) [7]

Bestimme, mit Hilfe eines geeigneten Separationsansairesauf/0, «) x [0, 7] stetige Funktion welche
folgende partielle DGL mit Randbedingung lost:

Ur = Uxy t>0,xe (0,m)
Ux(t,0) = ux(t,m=0 t>0
u(0,x) = up(x) x € [0, m).

wobeiug € C1([0, 71]) mit uy(0) = up(m) = 0 gegeben sei, z.Bip(X) = x° — 3rx2/ 2.

71. (Das Dirichlet-Problem im Kreisring) [7]
Wir betrachten den KreisrinB := K(0,p,1) = {(x,y) € R?: p < |(x,y)| < 1} mit p € (0,1) und hinrei-
chend schone Funktioné und f,. Bestimme (analog zur Vorlesung fur die Kreisscheibe)Hilite von
Polarkoordianten und einem geeigneten Separationszagisat Funktioru € C(R) so daf

Au=ux+uy=0 (Xxy)eR
uxy) =fixy)  [(xy)l=1
ux,y) = fa(xy)  [(xy)l=p
72. (Das schwingende Quadrat) [7]

Wir betrachten das Quadr@t:= (0, m)? C R? und Funktionerfy, f2,91,92 € (0, 71). Bestimme mit Hilfe
eines geeigneten Separationsansatzes eine Funkar(t, x,y) € C([0,0) x Q) so dafy

Ut = Uxx + Uyy (xy) €eQt>0
u(t,x,y)=0 (x,y) € 0Q.
U(O,X, y) = f]_(X) fz(y) (Xv y) S Q

U (0,%,Y) = d1(X)g2(y) (xy) € Q.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/hme3
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1. Bestimmalie Menge dezc C mit2° =1i. [4]
2. BestimmeMittelpunkt und Radius des Kreises welcher durch folgenaigki®e geht: [5]

zn=-1 z=i—-1 und z=2i.

3. Wir betrachten aufR? die harmonische Funktion(x,y) := cosh(x)cogy). Bestimmeeine Funktionv: [5]
R? — TR, so daff(z) = u(x,y) +iv(x,y) eine ganze Funktion ist.

4. Bestimmd.age und Art der isolierten Singularitaten. [8]
z -1
@ (z—1)sin(mz)’ (b) exp(?).
5. Berechndolgende komplexe Kurvenintegrale. [18]
sin(z 22—-6
@ 7{ sin(z dz, (b) ?{ 22+22+1 © ?{ 22—62—|r8dZ
|2=4 z=3 |z-5|=2
6. Bestimmalle Laurentreihenentwicklungen folgender Funktionendem Nullpunkt. [12]
I e X s
2 +1 24243 kZO '

7. Zeige Sind f undg ganze Funktionerif(z)| < |g(z)| fur alleze € mit |z = 1 und istg(z) # O fur alle [3]
ze K(0,1), soist|f(z)| <|g(z)| furalleze C mit |z < 1.

8. Berechndolgendes uneigentliches Riemann-Integral. [6]

& x4
/,m (1+2)(4+x2)(9+x2)

dx

9. Uberpriifewelche der folgenden DGLen exakt sind umestimmegegebenentfalls dazu eine dazugehorigel
Stammfunktion.

(@ (2t+2x)+ (2t+2x)x =0.
(b) cosgt)cogx) —sin(t) sin(x)x = 0.
() (2tx%) + (tx)X =0.

10. Losefolgende Anfangswertprobleme. [24]

o - XEL = —23)(1 — 30)(25
() { X X -l t1i24. (b) { Xp = 20x + 26%,

X(0) =-1,x(0) = x1(0) = 1; x2(0) = 2;
= 2t[(1+12)/X]?, X+txX —x" =0,
© { X(0) = 1. (d) { X(0) = 1, X(0) = 0

Hinweis: In Teilaufgabe (d) kann ein Potenzreihenansdfiziih sein.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Untersuche folgendes System auf Stabilitat und asynsotegi Stabilitat der Losungt) gegeben durch [9]
X(t) = (xa(t), %2(t), xs(t))' = (1,1, 1)".

X; = 3Xg+ 2Xp — 5XgXpX3 + 5X3 — 5,
sz = 2X1+ Xp — 3X1XoX3 + 3X3 — 3,
X = XpXE— XX — 3x3 — X1 + X2 + 3Xa.
Wir betrachten folgende homogene lineare DGL zweiter Ongnu [8]

X' (t) — %%(t) — 4t%(t) =0, t>0.

Wir sehen, dai (t) = exp(t?) eine Losung dieser DGL isBestimmenun eine weitere linear unabhangige
Losungx, dieser DGL.

Wir betrachten die Funktiofi : R — R gegeben durchi(t) := max{sin(t),0} und die dazu assoziierte[6]
Distribution T;. Berechnenun die zweite Ableitung voris.

Sei eine Folge von Distributionel, € 2(R)’. Zeige:Konvergiert die Folg€Ty), im Distributionenraum [4]
gegen eine Distributiof, so konvergiert auchil,)), gegenT’.

Berechnalie allgemeine Losung: R? — IR folgender partieller Differentialgleichung. [4]
Berechnanit Hilfe eines geeigneten Separationsansatzes die IgasarC([0,) x Q) des folgenden Pro- [10]

blems, wobeR := (0, m)? C IR sei.

Uit = Uxx+ Uyy, (xy) €Q, (Wellengleichung)
u(t,x,y) =0, (x,y) € 0Q, (Randbedingungen)
u(0,x,y) = sin(x)sin(y), (x,y)€Q, (Anfangsposition)
u(0,x,y) =sin(x)sin(y), (x,y)€Q  (Anfangsgeschwindigkeit)

Kreuze auf dem Beiblatt an, ob Du folgende Aussagen futigasder falsch haltst. Wenn Du nicht sichef15]
bist, kannst Du raten oder keine Antwort ankreuzen. Flegedchtig platzierte Kreuz erhaltst Du8gl
Punkte, fur ein falsches Kreuz werderbPunkte abgezogen. Bei negativem Punktesaldo werderefis d
Aufgabe null Punkte vergeben.

1. IstQ c C eine offene Menge undl eine aufQ holomorphe Funktion, so da3 Rg konstant auf2
ist, dann ist sogaf auf Q konstant.

2. Hatf € #(K(0,2)\ {0}) in O einen Pol dritter Ordnung, so hafflin O eine Nullstelle dritter
Ordnung.

3. Istf aufK(0,2)\ {0} holomorph und hat einen Pol inzg = 0 so gilt:
/ f(2) dz#0.
|7=1

Es gibt eine ganze Funktion welche die Einheitskreigbeli€(0, 1) in die reelle Achse abbildet.

Istf : IR — IR eine stetige und beschrankte Funktion, so hat das Anfaerggsmeblemx/(t) = f(x(t)),
X(1) = 2 nach dem Satz von Picard-Lindelof eine lokal eindeutigsung.

Fura,b,c € R\ {0} hat die DGLax’ + bX + cx= 0 drei linear unabhangige Lsgen.
Die Nulllésung der DGIX' = 4x ist asymptotisch stabil.

SindA, B € R™", so gilt die Formel (A+8) — dA. &8,

SindA € R™" undv € R" mit Av=v, so giltev = v fir allet € R.

10. Istf : R — IR eine beschrankte und stetige Funktion, so existiert ddce-Transformation auf der
HalbebeneC, = {x+iye C:x> 0,y € R}.

© ©® N o
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