Ubungen zu ODE
Sommersemester 2005.
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UNIVERSITAT ULM Markus Biegert
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Gesamt: 16 Punkte

Abgabetermin: Di, 19.04.2005

Ubungen zu DGLen flr Lehramtskandidaten Blatt: 1

1. Schreibe folgende implizit gegebene Differentialgleichen inexplizite DGLen um. [6]

(@) yY+2y+3y>=0.
(b) F(x,y,Y.,y’) =0 wobeiF (X1,X2,%3,Xs) = 1X1 + 2Xo 4 3X3+ 4X4.

2. Skizziere furx € J = [0, 4], mit Hilfe desEuler-Polygonzugverfahrens, eine Naherungs-losung der folgenf4]
den AWA (FAnfgang§VertAufgabe):

Y =y/8+x/4,y(0) =0;

Hier kannst Du die Schrittweite = 1/2 wahlen und somit Punkie,, yn) fUrn=1,...,8 berechnen. Der
Punkt(xo,Yo) = (0,0) stellt den Anfangswert dar und muf3 nicht mehr berechneteverd

3. Skizziere mit Hilfe von Maple das Richtungsfeld folgendezBen. [6]

(@ y=y*—x%inD:=[-1,3] x [-3,3].
(b) Y =y—x2inD:=[-1,2] x[0,12.

Maple-Eingaben zur Teilaufgabe (a):

restart;

Dgl := diff(y(x),x) = £(x,y(x));

f:=(x,y)->y"2-x"2;

with(DEtools):
dfieldplot(Dgl,y(x),x=-1..3,y=-3..3,color=black,axes=boxed) ;

V V V VvV V

Hinweis: So startet man Maple auf der theseus:

> ssh theseus
> xmaple &

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/ode
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UNIVERSITAT ULM Markus Biegert

Institut Angewandte Analysis SS 2005

Gesamt: 16+8 Punkte

Abgabetermin: Di, 26.04.2005

Ubungen zu DGLen flr Lehramtskandidaten Blatt : 2

. Bestimme die Losunyg: R — IR der folgenden Anfangswertaufgaben.
e Y=-2 und y3)=1.

e Y=—4y und y(3)=2.

e V=-10y+5 und y(3)=1.

e Y=In(2y’—In(2)y und y(0)=1/2.

Hinweis:In ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion.

. Wir betrachten die folgende Anfangswertaufgabe:
Y (x) = V2e'™ cogx), y(0) =0.

(a) Skizziere mit Maple das Richtungsfeld obiger DGL.
(b) Bestimme dasaximale offene Intervall C R und eine Losung : | — R der obigen AWA.
(c) Vergleiche Deine Losung mit der von Maple berechnetiésung.

. (x) Wir betrachten die folgende AWA.
{ y = (343
y(5) =3
1. Skizziere mit Maple das Richtungsfeld obiger DGLDOnR= [1,3] x [-1,1].
2. Bestimme eine Losung : R — R der obigen AWA.
3. Bestimme eine voy verschiedene Losungen: R — R der obigen AWA.
Hinweis: Betrachte das skizzierte Richtungsfeld.

Beachte{3y?)1/3 = 31/3|y|?/3 ist fiir alley € R definiert.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/ode
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UNIVERSITAT ULM Markus Biegert

Institut Angewandte Analysis SS 2005
Gesamt: 20 Punkte

Abgabetermin: Di, 03.05.2005

Ubungen zu DGLen flr Lehramtskandidaten Blatt : 3

. Bestimmedas maximale Losungsintervallund eine darauf definierte Losulyg | — R der folgenden
AWAnN. Skizziere (Maple) anschlieBend auf einem angemesséntervalllp C | die von Dir berechnete
Losungy.

(@) 1+y?—xy =0undy(1)=1. [3]
(b) (1+€yy =€ undy(1) =1. 3]
(©) (1+y>)(1—-2x) =2vx—x2y undy(1/2) = tan(1/2). 3]

. Losefolgende DGLen vom Tyy' = f((piX—+ g1y +r1)/(p2X+ oy +r2)).

(@) Y =x2+2xy+y?undy(ri/4) = 1— /4. 2]
(b) ¥ =y?*/x*+y/xundy(1) = 1. [2]

. Losedie folgende AWA durch Substitution(x) = x?y(x). Hinweis: Vergleiche hier die Methode um{s]
DGLen vom Typy = f(Ax+Y) zu lésen.

3y —2y—xy =0 und y(1)=1.

Uberpriife mit Hilfe von Maple wie folgt ob die von Dir berechnete Logukorrekt ist. 2]

> restart;

> Dgl:=3*x"2xy(x) "2-2*y (x)-x*diff (y (x) ,x);
> AnfBed:=y(1)=1;

> dsolve({Dgl,AnfBed},y(x));

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/ode
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Ubungen zu DGLen flr Lehramtskandidaten

Blatt: 4

10.

11.

12.

Bestimmedie Losungy : R — R der folgenden AWA.

(@) y;=2y1+4,y1(0) =1.
(b) ¥, =2y,+4x,y2(0) =1.
(©) Yy=2y3+4x+4,y3(0)=2.

Seil C R ein Intervall und seierf, g1,92 : | — R stetige Funktionen. Fixe | gelte
Vi) = f(x)yr+01(x) und  y5(x) = f(X)y2+gz(x).
Zeige:ys :=Yy1 + Yz ist eine Losung der DGL
Y3 = f(X)y3+01(X) +g2().

Bestimmedie Losungy : | — IR der folgende AWAN.

(@) Y +2xy =233 y(0) = V2.
(b) Y =y+x72 y(0) =1.

(3]
(3]
(3]

[4]

[4]
[3]

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:

www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/ode
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Ubungen zu DGLen flr Lehramtskandidaten Blatt: 5

13. Wir betrachten folgende AWA vom Tyg' = f(y):

Y'(t) +y(t) =0

y(0) =1

y(0) =1.
(a) Berechne die Gesamtenergiavie in der Vorlesung angegeben. 3]
(b) Bestimme eine Losung der obigen AWA. [4]
(c) Uberpriife ob die von Dir berechnete Losung korrekt ist. [1]

14. Wir betrachten die folgende AWA:
{Y=1+%
y(0)=0.

(8) Warum liefert der Existenz- und EindeutigkeitssatzZ$al) keine Losung der obigen AWA auf [2]
dem Intervall = [-2,2].

(b) Zeige, daR der Existenz- und Eindeutigkeitssatz (Sdty édne Losung der obigen AWA fur dagf4]
IntervallJ = [—0.25,0.25] liefert.

15. Wir betrachten die folgende AWA:

(a) Zeige, dal der Existenz- und Eindeutigkeitssatz eimsuhd der obigen AWA auf dem Intervall[2]
J=[-1,1] liefert.

(b) Berechne beim Picard-Verfahren fir den Anfangswg(t) := 1 die Naherungs-ldsungem, y»,ys  [4]

undyjy.
(c) Zeige, daB in diesem Fall fiare N gilt: yn(X) = Yn_1(X) + (—=1)"x"/n!. [2]
(d) Schreibe die Naherungsldsunggnin eine geschlossene Form. [1]

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/ode
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Ubungen zu DGLen flr Lehramtskandidaten Blatt : 6

16. Fur den Vektorraunbd := C([—1,1]) der stetigen und reellwertigen Funktionen auf dem kompektter-

vall [—

(@)

(b)

(©)

(d)

()

1,1] C R betrachten wir die Abbildung : D — D gegeben durch

(TH(X) = 1+/OX F(t)/2 .

Zeige, daf? fur jede stetige Funktibre C([—1,1]) die Funktion(T f) wieder stetig auf—1,1] ist, [2]
d.h.T ist wirklich eine Abbildung vorD in D.

Berechnd|T || welche gegeben ist durch [2]

IT)):=inf {a € [0,e0) : ¥f,g € Dist | TF ~Tgle 11 < @llf ~Gllog-sa ) -

Hinweis Farg € Dist[|g]lp := [[9llc-1.0) == sup [9(¥)]-
xe[-1,1]
Zeige: Ist||T|| < 1, dann ist die fur jede$ € D die Folge(fy);r_, gegeben durch [2]

fo:=f, fr:i=Tfq fUurn>2,

eine Cauchyfolge i€([—1,1]).

Zeige, dal’ es genau einen Fixpunkt voin D gibt, d.h. es gibt genau eify € D so daR fur alle [4]
x € [—1,1] gilt:

folX) = (Tfo) (X) = 1+/OX fo(t) /2 ct.

Bestimme den Fixpunkp vonT. [4]

Hinweis: Welche AWA erfullt der Fixpunkt?

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/ode
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Ubungen zu DGLen flr Lehramtskandidaten

Blatt: 7

17. Wir betrachten folgendes DGL-System

Yi=Y2 , { y1(0) =0
mit Anfangswert
{ Yo = Y1. ¢ y2(0) = 1.
Diese AWA kdnnen wir auch so formulieren:
{ y =Ay
y(0)=(0,1)T,

wobei die MatrixA gegeben ist durch
A 01
=11 0 )

(a) Zeigemit Hilfe der Picard-Iteration die Existenz einer LosungR — RR2.
(b) Zeigenun die Eindeutigkeit der Losung.

Hinweis: Vergleiche Beispiel 2 aus Kapitel 3 der Vorlesung.

18. Wir haben in der Vorlesung die Norméfy, mit p € [1, ] desR? kennengelernt.
(@) Zeige Furc>Oist||-|| gegeben durclix|| := c|x|, eine Norm aufR?.
(b) Bestimmeeine weitere Nornj- |, desR?.
(c) Skizzieremit Hilfe von Maple den Einheitskreis

{xeR?: x|, =1}.

Hinweis

> with(plots):
> implicitplot( ? , x=-1..1, y=-1..1,numpoints=1000);

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:

www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/ode
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Gesamt: 15 Punkte

Abgabetermin: Di, 07.06.2005

Ubungen zu DGLen flr Lehramtskandidaten Blatt: 8

19.

20.

21.

22.

Wir betrachten folgende explizite DifferentialgleichuBeter Ordnung: 3]
n® =6n@ —11n'+6n.

Schreibediese DGL in ein Differentialgleichungssystem 1-ter Ondgium.

Wir betrachten folgende Differentialgleichung 2-ter Qudg mit Anfangswert: [4]
n"(x)=3n'(x)+4n(x) +4x, n(0)=3/4,n'(0) = -1.

Schreibenun diese Differentialgleichung mit Anfgangswert in eirffBientialgleichungssystem 1-ter Ord-
nung mit Anfangswert um.

Wir betrachten folgendes Anfangswertproblem: [5]

1 2 1
)/(X):<O 0 1)y(X)=A-y(t), y(o):b:(lala_l)t'

Zeigemit Hilfe von Satz 3.2 oder Satz 3.3, daf? diese AWA eine eitigel.dsung aulR besitzt.

Bestimmedie eindeutige Losung der AWA aus Aufgdbé 21 mit Hilfe vonpiéa 3]
Hinweis:

> with(linalg):

> sys:=[diff (y1(x),x)=y1(x)+2*y2(x)+y3(x),
diff (y2(x),x)=y3(x),
diff (y3(x),x)=0,
y1(0)=1, y2(0)=1, y3(0)=-11;

> dsolve(sys);

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/ode
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Ubungen zu DGLen flr Lehramtskandidaten

Blatt: 9

23. Wir betrachten folgendes explizites DGL-System hohemein@ng:

uU'x) = w(x
ViX) = w

u0)=1, uv(0)=1 v0)=1 V(0 =-1 w0=1 w0 =0 w(0)=1

(8) Schreibedies in ein DGL-System 1. Ordnung mit Anfangswert um.
(b) Bestimmemit Hilfe von Maple die Losung, v undw dieses DGL-Systems.

Hinweis: Vergleiche hierzu auch das Maple-Worksheet im Internet apitel 4.
(c) Begrindewarum diese AWA genau eine Losung auf géhbesitzt.

24. Wir betrachten folgende lineare DGL (mit konstanten Koédfiren) aufR:
nx)+n')+n@x) +n®x =o.
SeiLy :={n € C3(J) : n 16st obige DGL} die Losungsmenge der obigen DGL.
(a) Begrunde warumLy ein Unterraum voi€y(J, C) ist.
(b) Bestimmenun die Dimension des Vektorraurg.

(c) Bestimmedurch Raten drei linear unabhangige Losunggm, undns.
(d) Berechnedie Determinante (in Abhangigkeit vore R) der Matrix

und entscheide ob die Matri(x) invertierbar ist.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/ode
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UNIVERSITAT ULM Markus Biegert

Institut Angewandte Analysis SS 2005
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Ubungen zu DGLen flr Lehramtskandidaten Blatt : 10

25. Seif:[-1,1] — R eine Funktion und sej; : R — R gegeben durcin (x) := f(sin(x)) eine Losung der [2]
DGL
y'(9) +agy (X) +azy(x) =0

aufJ =1IR, wobeiay, a; € R Konstanten sind. Zeige, daf3 augh R — R gegeben durcip(x) := f(cogx))
eine Losung dieser DGL al ist.

26. Wir betrachten folgende homogene lineare DGL zweiter Ongnu

u”’(x) + % u'(x) — X—lzu(x) =U"(x) + f1(x)U (x) + fa(x)u(x) =0

auf dem Intervalll = (0, ). Wir prifen sofort nach, dafj (x) = x eine Ldsung diese DGL ist. Wir wollen
nun eine zweite Losung so bestimme, daf3

wog —det( Y00 %200 ) 20 we

(a) Benutzedie Formel von Liouville um die Wronski-Determinatéx) bis auf eine multiplikative [2]
Konstantec # 0 zu bestimmen. Im Folgenden wahlen wie 1.

(b) Setzedie bekannte Losung oben ein und berechne nun die Wronski-Determindte in Abhangig- [2]
keit vony,(x) undy,(X).

(c) Folgerenun, dafy, der DGLY, = y»(X)/x+c¢/x? geniigt und lose diese DGL mit Hilfe der Variatior{3]
der Konstanten (Vgl. Abschnitt 2.3 der Vorlesung).

27. Begrunde, welche der folgenden Aussagen richtig odecHadind. [7]

1. IstAc R*<k, dann gibt es eine Funktign R — R mit y/(x) = A% y(x) Vx € RR.

2. IstAc R*k dann gibt es eine Funktign R — RX mit y’(x) = A% y(x) Vx € RR.

3. IstA c R**k dann gibt es immer eine Fundamentalmatrizuy’ (x) = A%y(x).
Im Folgenden sed = (0,3) undF : J — Ck*K stetig. Wir betrachten dann das homogene lineare DGL-
System (HYy = F(x)y aufJ.

4. Es gibt eine Wronski-MatriX zu (H) so daf3 déZ(1)) < O und detZ(2)) > 0.

5. IstZ eine Wronski-Matrix zu (H) und Sp(Z) = 0 aufJ, so ist defZ) konstant.

6. IstZ eine Wronski-Matrix zu (H) und déx) konstant aul, dann ist Spuiz) = 0.

7. Es gibt nur endlich viele Losungen von (H).

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/ode
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Ubungen zu DGLen flr Lehramtskandidaten Blatt: 11

28. Berechnedie Losungy : R — RR? der folgenden Anfangswertaufgabe: [5]

voo=( 9 5 )yw+(1). vo=(13).

Hinweis:In (A1, Blatt 7) wurde eine (linear unabhangige) Losungligmogenen DGl = Ay berechnet.
Eine weitere linear unabhangige Losung erhalt man anmstrie-Griinden. Verfahre nun wie in Beispiel

3, Abschnitt 4.3.

29. Bestimmedie Losung : (0,0) — IR folgender AWA 2-ter Ordnung: [5]
n"()+n'(x)/x-nX)/¥=x,  n(1)=1n'(1)=1
Hinweis: Vergleiche (A2, Blatt 10) um eine Fundamentalmatrix zu ipesten.
30. Wir betrachten folgende Anfangswertaufgabe:

n"(x)=3n"(x) —4n(x) =4x,  n(0)=3/4,n'(0)=-1.

(@) Zeige daBni(x) := e und n(x) := €™ zwei linear unabhangige Lésungen der dazugehorigeh
homogenen DGL sind.
(b) Bestimmenun mit Hilfe von (@) die Losung der obigen Anfangswertaldg. [5]

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/ode
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31. Wir betrachten folgende lineare Differentialgleichungd kuinstanten Koeffizienten:

(a) Wir erkennen, dafj;(x) := 1 undn,(x) := x linear unabhangige Lésungen sifkrechnenunFo,  [4]
wie in Abschnitt 4.4. der Vorlesung (Reduktion der Ordnuaigyegeben.

(b) Berechnemit Hilfe von Maple eine Fundamentalmatig, zuZz, = Fp02y. 2]
(c) Berechneeine Fundamentalmatri zu obiger DGL. 3]
32. Furpi(A):=A2—22 +1undpa(A) := A% — 4 + 4 setzen wir [4]

P(A) = p1(A)-P2(A) =A% —BAS+ 1302 —12) + 4.
Wir betrachten dazu folgende Differentialgleichungen:
1 y'—-2y+y=0,
2. Y -4y +4y=0,
3. y@ —6y® +13y"— 12y +4y=0.
Zeige, daR jede Losung voil(1) und jede Losung idn (2) auch eorseihg von[(B) ist.

33. Bestimmeeine Fundamentalmatrik zu folgender DGL (4]
01 00
1000
Y=loo0 1 0|
0 001

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/ode
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

Seil die Einheitsmatrix imCN, A CV*N undt € R, so dafA? = —1. Zeige, daR gilt:
A = codt)! 4 sin(t)A.
Bem:IstN = 1 undA =i, so isté” = &' = cogt) +isin(t) = cogt)l + sin(t)A.
Seil die Einheitsmatrix imCN, A € CN*N undt € R, so daRA? = |. Zeige, daR gilt:
& = cosht)l +sinh(t)A.

Bem: Vergleiche dazu Aufgabe 1, Blatt 7.

Wir betrachten die MatrizeA, B € €2*2 gegeben durch

. 01 .
A.:(1 0), B:=é

Berechnenun (falls existent) die Inverse vdh
Bestimmedie Losungy : R — IR? der folgenden Anfangswertaufgabe:
1 2 1
y(t) = ( 5 1)y, y(0) = ( 1 )
Hinweis: Kann die obige MatriXA diagonalisiert werden? Was ist dagifi?
Bestimmedie Losungy : R — R? der folgenden Anfangswertaufgabe:

vo-( % 5 ). vo=( 1)

Hinweis: Ist obige MatrixA diagonalisierbar? Falls nein, so kann man die Jordansche&fwrm betrach-
ten!

Bestimmedie Losung) : R — IR der folgenden Anfangswertaufgabe:

n/// . 6!]”—1— 12’,’1_ 8n =0, n(0) =1, r’/(O) =3, ’7’/(0) =10.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/ode
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