Ubungen zu PDE
Sommersemester 2005.
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Ubungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 1

1. (a) Seiwe C?(R) eine 2t-periodische Funktion welche der DGW’ + Aw = 0 geniigt.Zeige Ist [4]
w0, dann isi = n? fiir einn € No.
Hinweis: Partielle Integration.

(b) Zeige Furn e N sindv,(r) :=r"undv_u(r) :=r~" Losungen von [1]
r2V/(r) +1v'(r) =n?y(r)  firr € (0,).
(c) Zeige Furn=0 sindvc(r) := 1 undy(r) := In(r) Losungen von [1]
r2V/(r)4+rv'(r) =0=n?v(r) firr e (0,c).

(d) Furne N setzen witup(r,8) := (car"+dnr ") (ancognO) + by sin(nB)), wobeian, bn, ¢y, dy reelle  [2]
Zahlen sind. Fiin = 0 setzen witg(r, 8) := (co + doln(r))/2, wobeicg unddp reelle Zahlen sind.
Zeige, dallu, eine Losung des folgenden Problems ist:

u(r,-) ist 2rr-periodisch,
Urr + 12U +1r2ugg = 0 fiarr > 0.

(e) Wir betrachten nun den Kreisrily= %(0,1) \ %(0, p) C R? mit einemp < (0,1) und Funktionen [g]
¢1€C(I'1) undg, € C(Tp) mitls = {x € R?: x| = 6 }. Dazu betrachten wir Funktionen

f1(08) := ¢1(cog0),sin(0)) und f2(6) := d2(pcogB),psin(H)).

Wir suchen eine Funktion € C?((p,1) x R) mit den Eigenschaften:
1. u(r,-) ist 2rr-periodisch fip < r < 1.

2. Ur +rTu +r2ugg=0furp<r<1.

3. limgpu(r, 8) = f1(0) gim. in 6.

4. limpu(r,8) = f2(6) gim. in 6.

In anderen Worten: Wir suchen eine Funktiog C?(R) NC(R) welche die Lésung des folgenden

Problems ist:
Au=0inR,
u(x) = fo(x) fur x| =1,

u(x) = fa(x) fur |x| = p.
Bestimmenun die Konstanteny, do, Cn, dn, an, by (N € N) in Abhangigkeit der Funktioneffy und
f, so daR die Funktion gegeben durch

00

(Co+doIn(r)) + 3 (car™+dar ") (ancognb) + bnsin(nd)) 1)
=1

u(r,0) :=

NI =

die oben genannten Eigenschaften (1) bis (4) besitzt.

2. Losedas Anfangswertproblem [4]
uec C3(R?)
2u; + 3ux = cogX)
u(0,x) = (2/3)sin(x).

3. SeiQ := %(0,1) die offene Einheitskreisscheibe iR?. In der Vorlesung haben wir gesehen, daf? es f{#]
jede stetige Funktiog € C(9Q) eine Funktioru € C?(Q) NC(Q) gibt, welche inQ harmonisch und auf
dem RandQ von Q gleich ¢ ist.
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Zeige, daRQ := #£(0,1) \ {0} nicht die oben genannte Eigenschaft besitzt.

Hinweis: Wie sieht die eindeutige Losungr, 6) von Aufgabel(tte) aus wenfia und f, konstante Funktio-
nen sind? Benutze nun die Rotations-Invarianz fur harsubr@ Funktionen.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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4,

5.

Ubungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 2
Wir betrachten folgend®/armeleitungsgleichung mit Neumann Randbedingungen
U = Au t>0,xe(0,m), Differentialgleichung (DGL)
ux(t,x) =0 xe{0,m},t >0, Randbedingungen (RB)
u(0,x) =upg(x) xe€10,m, Anfangswert (AW)
Zeige, dalUy, fur n € Ng gegeben durch 2]

(@)

(b)

(©)

(d)

()

Un(x,t) := e ™t cognx)

die Bedingungen (DGL) und (RB) erfullen.
Seiug € C0, i} mit uy(0) = ug(mm) = 0. Zeige, daB fur geeignete Konstantep, (n € No), die [6]
Funktionu gegeben durch

(LX) == 2Uo(t,)+ Y adn(t,X)
n=1

folgende Eigenschaften hat:
e U: (0,) x [0, ] — R ist co-oft differenzierbar.
e Die Funktiong: [0,) — C([0, r1]) gegeben durch(t) := u(t, ) ist stetig.
e Uuist eine Losung der obigen WLG, d.herillt (DGL), (RB) und (AW).

Seiu € C([0,») x [0,71]) NCY((0,) x [0,71]) eine Losung der obigen WLG. Die Gesamtwarmig]
# (t) zum Zeitpunkt > 0 sei gegeben durcH (t) := [ u(t,x) dx Zeige, daR#/(-) : [0,0) — R
konstant ist. HinweisBerechne?# / ot.

Zeige, dal es fur jedesy € C([0, 1) hochstens eine Ldsung 2]
u € C([0,) x [0, /1) NCH((0,%0) x [0, 7))

gibt. Hinweis:Betrachte die Energié(t) := (1/2) [g"u(t,x)? dx.
Gebedie Losung der WLG mit Neumannrandbedingungen auf denmdallel = (0, 1) fur den [2]
Anfangswert(x) := sir?(x) explizit an.

Wir betrachten folgend®/armeleitungsgleichung mit Dirichlet Randbedingungen

U = Au t>0,xe(0,m), Differentialgleichung (DGL)
u(t,x)=0 xe{0,m},t>0, Randbedingungen (RB)
u(0,x) =upg(x) xe€10,m, Anfangswert (AW)
Seiug € Co([0, 1) undu € C([0,) x [0, 1) NC*((0,),[0, 71]) die nach Theorem 3.4 eindeutige Losung
der obigen WLG.
(a) Zeige dal 3]
s
/ U6, X)[2dX— 0 (t — o).
0
(b) Zeige (3]
ut,)—0 inC([0,m]) furt— oo,
d.h.fJuct, )llcqo,m) = sup |u(t,x)| — O furt — co.

xe[0,m

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Ubungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 3

6.

(@)

(b)

Seit > 0 eine postive reelle Zahl. Dazu betrachten wir die offenadée
Q; = (0,T) x (0,») C R2.

Zeige:Istu € C+?(Q;)NC(Q;) so daB
e U =Auin Q; und
o |u(t,x)] <A inQ,

dann gilt

supu= sup u(t,x),
[ols (tX)€0*Qr

wobeid*Q; ;= {(t,x) € [0,7] x R :t = 0 oderx = 0}.

(Freiwillige Aufgabe)
SeiQ c RN eine beliebige offene Menge urgd, := (0,T) x Q. Formuliere und beweiseein zur
obigen Teilaufgabe analoges Resultat.

Seiug € Co(R). Bestimme analog zur Black-Scholes Gleichung, eine Losung von

ue CH2((0,00) x R)NC([0,00) x R),

U (t,X) = € [Uxx — Uy in (0,00) x R,
(P) u(0,x) = up(x),x € R,

u(t,x)| < A6,

Seiugm € LY(RN); so daRfzn Uom(y) dy= 1 und suppuom) C %(Yo,1/m). Fir diese Folge von Funk-
tionen setzen wir

Um(t,X) == e"x’y‘z/m)uo,m()/) dy.

1
(4mt)N/2 ./]RN

Zeige, dalin(t, ) — —Lye X0/ fir m— e

(4mt)N/2

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Ubungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 4

9. SeiE das Newtonsche Potential iR?. Zeige [5]
DiDiE ¢ LiL(R?)
furi=1,2.
10. SeiQ c RN eine offene und beschrankte Menge @fitRand und seil € C2(RN) eine aufQ harmonische [5]
Funktion.Zeige dald furEy := E(y — x) gilt:

JEx Jdu
w0 = [ _uy) 5 doty) - | Edy) 55 ) do(y).
e HieristE das Newtonsche Potential ilRN undv die auRere Normale.
e Satz 2.7 darf nicht benutzt werden.

11. SeiQ c RN eine offene und beschrankte Menge der KlaskeZeige, daR fiir jedesi € C2(Q)NCo(Q)  [5]
und jedes > 0 gilt:

2/ |0u2 dx < s/(Au)de+}/ u? dx
Q Q EJa

Definition 1 Eine offene und besclinkte Menge&2 ¢ RN heiRtDirichlet regular falls es @ir jede Funktionp ¢

C(9Q) eine Funktion u= C(Q) gibt welche inQ harmonisch ist und auf dem Rand vénmit der Funktiong
Ubereinstimmt.

12. SeiQ c RN eine offene und beschrankte Menge, so daR es fugatiec” (RN) eine Funktioru € C(Q)  [s]
gibt welche inQ harmonisch ist und auf dem Rand v@nmit der Funktiong UbereinstimmtZeige,daf}
Q Dirichlet regular ist.

Hinweis:

o Zeige, da® = {¢|yq : ¢ €C*(RN)} dichtinC(9Q) liegt.
e Benutze: Der gleichmafige Grenzwert harmonischer Fanéti ist harmonisch.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Ubungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 5

13.

14.

15.

16.

Seil C IR ein offenes Intervallund € LY (1). Zeige daR es eine Funktidh € C(I) C Li (1) gibt, so daR

loc
die schwache Ableitung’ vonF gleich f ist.

SeiQ:=(0,1)U(1,2) C R die Vereinigung zweier disjunkter Interval@eige: Istu ¢ WH1(Q)NC((0,2)),
dannistu € W11((0,2)).

SeiQ c RN eine offene Menge und seienv € WX(Q)NL*(Q). Zeige daBuv e W(Q) undDj(uv) =
(Dju)v+u(Djv) mit

(a) Hilfe der Definition (3.1).
(b) Hilfe von Satz (3.8) bzw. dessen Beweis.

Hinweis: Der verallgemeinerte Satz tiber die dominierte Konverdgamn hilfreich sein.

SeiK c RN eine kompakte Menge und sei€n, ..., O, offene Mengen so daR C UT::LOJ'. Zeige dald
es Funktionems, ..., ¢, € CT(RN) gibt so daR

0<¢;<1 wund suppp;)CO; fuarj=1,....n

undy i, ¢j(x) =1 furjedesx € K.

Hinweis:
e Zeige, daBl es kompakte Mengenc O; gibt mitK C J; K.

e Zeige nun die Existenz solcher FunktionerCyfRN).
e Betrachte dann deren Regularisierungem].

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde

26



Prof. Dr. W. Arendt

UNIVERSITAT ULM Markus Biegert

Institut Angewandte Analysis SS 2005
Gesamt: 20 Punkte

Abgabetermin: TBA

Ubungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 6

17. Seil = (a,b) ein beschranktes Intervall iR, und p € [1,»]. Zeige, daRu € WLP(1) ist genau dann wenn
u € C([a,b]) ist und es eirg € LP(1) gibt, so da

t
) = u(@)+ [ gs)ds @
mit einema c |.

Bemerkung: Wir sagen eine Funktion € W-P(Q) ist in C(Q), falls es eine Funktion & C(Q) gibt, so
dafu = (i fast Uberall auf.

18. (a) Seien(un)n eine Folge inL (Q) welche inL} . (Q) gegen eine Funktion in LE (Q) konvergiert
und seip € L*(Q). Zeige dal(un¢)n gegenud in LE (Q) konvergiert.

(b) SeiQ c RN eine offene Mengezeige Istu € W(Q) dann gilt:
/ Djpu=— / ¢Dju furalle d € CH(Q).
Q Jo

Hinweis: Zeige, dafl¥, € CZ’(Q) ist fur kleinese > 0.

19. SeiQ c RN eine offene und beschrankte Menge.
(a) Zeige LP(Q) Cc L9(Q)falls 1< qg< p <o und es gilt:

||uHLq(Q) <C. HUHLP(Q) Yu e LP(Q)

mit einer vonu unabhangigen Konstantz
(b) Zeige WHP(Q) c W9(Q) falls 1< g < p < o und es gilt:

HUHWl‘q(Q) <C. Hu”Wl-p(Q) Yue Wl’p(Q)

mit einer vonu unabhangigen Konstantz

20. Wir betrachten die Funktiofi(x) := |[x|* die bis auf evtl. den Ursprung wohldefiniert iftestimmenun
die Paaréa, p) € R x [1,) (in Abhangigkeit der DimensioN) fir welche gilt:

f eWLP(2(0,1)),

wobei%(0,1) die Einheitskugel inRN bezeichnet.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Ubungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 7

21.

22.

23.

24.

SeiQ C R eine offene Menge unde Wol’p(Q) wobeip € [1,0].

(a) Zeige daR es eine stetige Funktiare C(R) gibt, so dafl = (i fast Uberall inQ.
(b) Zeige dalRu™= 0 aufdQ.

SeiQ c RN eine offene Menge.
(a) Zeige Furc> 0 ist die Abbildungu— min(u,c) vonW-P(Q) in WL-P(Q) stetig.

(b) Seiuc WHP(Q)NL®(Q) und (u )k € WHP(Q) so dalu, — uin WHP(Q). Zeige, daR auchyy :=
(WA Ul Lo @)) V (= (Ul = ()) gEegEenuin WLP(Q) konvergiert.

Zeigeanhand eines Beispiels, dal3 der Satz von Serrin (2.10)fiiicten Fallp = o gilt, d.h. es gilt

\Avll,DO(Q)

Wie(Q)nC>(Q) #WL*(Q).

SeiQ :=(0,1) C R. Zeige, daRW1*(Q) c WH1(Q) c L*(Q) undWi=(Q) #WL1(Q).

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Ubungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 8

25.

26.

27.

Wir zeigen, daR die Poincaré-UngleichunglR nicht richtig ist, d.hzeige daR es keine Konstan@> 0
gibt, so daR fiir aller € H}(RN) gilt:

Ul 2wy < C- ./RN I0u(x)[2 dx
Hinweis: Betrachte eine Funktiog € CZ(#(0,1)) und Funktionemn(X) := ¢ (x/n).
WICHTIGE AUFGABE:

SeiQ = (0,1) C R ein beschranktes Intervall. Dann wollen wir zeigen daRliegefdesf € L%(Q) eine
eindeutige Funktiom € C(Q) gibt, so daR gilt:

u'(0) = au(0)
U/(l) = —BU(].),
wobeia, 8 nicht-negative Konstanten mit+ 3 > 0 sind.
(a) Zeige daR die Einbettungl1(Q) in C(Q) stetig ist.
(b) Seiena < breelle Zahlen und,v € H((a,b)). Zeigedie partielle Integration d.h. daR

—Au=f (im schwachen Sinne)
(R)

b b
/a u’v:u(b)v(b)—u(a)v(a)—/ uv.

a

Hinweis: Vergleiche Aufgabe 1, Blatt:6.
(c) SeiV := H(Q). Dann betrachten wir die bilineare AbbilduagV x V — R gegeben durch

a(u,v) = /Qu’(x)\/(x) dx+ au(0)v(0) + Bu(1)v(1).

(i) Zeige aist stetig, d.h3M > 0 so da3a(u,v)| < M|ully [|V]ly. Yu,v e V.
(i) Zeige daRa koerziv ist, also da@(u,u) > a||ul|2, Vu eV mit a > 0.

(d) Zeige daf’ die Abbildung- : V — R gegeben durck (v) := [, fv linear und stetig ist, d.h. daR
FeV'ist

(e) Folgeremit einem passenden Satz der Vorlesung, daR es eine FunigtioiH(Q) gibt, so daR
a(up,Vv) = F(v) fur allev e HY(Q).

() Zeige daRug € C1(Q) das Problem (R) lost.
(9) Zeigedie Eindeutigkeit der Losung iHY(Q).

SeienX C Y Banachraume, so da3kompakt inY eingebettet istZeige, dalX in Y stetig eingebettet ist.

28. SeiA eine orthogonaldl x N-Matrix undQ c RN eine offene Menge, so da#® := {Ax: x € Q} in einem

Streifen liegtZeige dal es eine Konstan@> 0 gibt, so daf fur allel € Wol’p(Q) gilt:

: 1/p
lulo < f 17uP) .

Hinweis: Es darf ohne Beweis benutzt werden, daBlf'LéIWOl’p(Q) die Funktionv: AQ — R gegeben
durchv(x) := u(A-x) in Wy P(AQ) liegt.

29



29. Wir wollen Korollar (3.9) verscharfen. Sei alébc RN eine offene MengeZeige: Istu € Wol’p(Q) so dai
Ou =0 aufQ, dannistu = 0 aufQ.

Hinweis: Betrachte die Fortsetzungund benutzD;li = Dju.

30. SeiQ c RN streifenbeschrankt, g; € L?(Q), j =1,...,N. Dann betrachten wir die Gleichung:
N
(G) —Au=f- Z Djg;j.
=1

Definiere was (G) fiir eine Funktiom € H}(Q) bedeutetZeige nun, daR? es genau einc H}(Q) gibt,
welches (G) in dem zuvor definierten Sinne erfullt.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Ubungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 9

31. Zeige daR furQ c RN offen undu e Hkljc(Q) folgende Aussagen aquivalent sind:

2 2
@ [ s D) v e (@)

(2) Au =0 im schwachen Sinne

Hinweis: Fiirx € RN ist [X|? = (X, X)gn .

32. Wir wollen folgendes TheorerfMaximale Regularitat fur p = 2) zeigen:

SeiQ c RN eine offene Menge. lst € LL (Q) und f € L2(Q) so daR—Au = f, dann ist
ueH2.(Q) := W22(Q).

— "oc

(a) Zeige:IstU eine beschrankte und offene Mengelitl und f € L?(U), dannistwv:= Ex f € H?(U)

und es gilt:
N
N2 2
/RNi’le(D.Jw) f/]RNf .

Hinweis: Betrachtef € 2(U), Theorem 1.8 (Green’sche Formel Z-mng(AW)Z = [f2

(b) Zeigedas oben genannte Theorem.
Hinweis: Argumentiere wie im Beweis von Theorem 2.1 der Vorlesung.

33. WICHTIGE AUFGABE (Der Neumann Laplace Operator)
SeiQ c RN eine offene Menge und € H1(Q) so daRAu € L?(Q). Dann sagen wir daf? die Normalen-
Ableitungdu/dn = 0 aufdQ (im schwachen Sinne) ist, falls

./Q;Auqb _ —/Q Dulg Ve c HY(Q).

(a) Zeige:IstQ € C! eine beschrankte offene Menge und C2(RN), so istdu/dn = 0 im schwachen
Sinne genau dann wemlu/dn = 0 im klassischen Sinne.
Hinweis: Blatt:4, Aufgabe 4, Hinweis 1 / Theorem 4.2 (Fortsetzunggseschaft) / Theorem 1.8
(Greensche Formel).

(b) Zeige, daR fur allef € L?(Q) und alleA > 0 das Problem

) Au—Au= f in Qim schwachen Sinne
( du/dn =0 aufdQ im schwachen Sinne

genau eine Losungy € H1(Q) besitzt.

Hinweis: Betrachte die in detlbungen vorgestellte Bilinearforay .
(c) Zeige daR firA > 0 gilt: [|uoll 2(q) <A~ fll 2(q)
(d) Zeige daB es fun > 0 eine Konstant€, > 0 gibt, so dafjuo|[y1(q) < Cy [/ f[[ 2(q)-
(e) Zeige Ist f € L2(Q)NHE(Q) so ist die Losungo € HSE2(Q).

loc

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Ubungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 10

34.

35.

36.

37.

38.

Erinnerung: Eine Funktion € C(Q) heif3t nach Definition (3.13chwach subharmonisainQ, falls — [uA¢ <
0 fur alle¢ € C?(Q). . Eine Funktioru € C?(Q) nennen wirsubharmoniscitalls fiir die stetige Funktion
v:= —Augilt: v(x) <0 fiir allex € Q. Zeige daR eine Funktion € C?(Q) genau dann subharmonisch ist,
wenn sie schwach subharmonisch ist.

SeiQ ¢ RN eine offene und beschrankte Menge undwseine beschrankte harmonische Funktiofin
(a) Zeige dafB fur jede KugeB = #(y,r) cCc Qundj=1,...,N gilt:
N
[Dju(y)| < - suplul.
B
Hinweis: Benutze:Dju ist harmonisch, die MWE fur harmonische Funktionen und ghetielle

Integration.
(b) Zeige IstK C Q eine kompakte Menge ural ein Multiindex, so gilt:

N o
supiDu| < (ﬂ) supu,
K d Q
wobeid :=dist(K,0Q) > 0.

Sei Q ¢ R? eine offene und beschrankte Menge welche die auRere $egigenschaft erfillt, d.h. zu
jedemz e 9Q gibt es einxg € QF, so dalAxp+ (1—A)ze Q° fur alle A € [0,1]. Zeige, daRQ Dirichlet
regular ist.

Hinweis: Durch Verschiebung und Drehung konnen wir 0.B.d.A. annatydalz = (0,0) undxg = (—r,0)
mitr > 0. Zeige, dafb(r, ) := —log(r) - [62 + (log(r))?] ! eine Barriere ist.

Wir betrachten inRN (N > 2) fur L,h > 0 den offenen Kege{, , gegeben durch
K= {xe RN :h>xy > L|X|},

wobeix' € RN~1 gegeben ist durck := (x,...,%y_1). Zeige daB jede beschrankte und offene Lipschitz-
MengeQ c RN die gleichmaRige aulere Kegeleigenschaft hat, d.hbeKgnstanteri,h > 0, so da es
fur jedesz € 9Q einen zWK_, kongruenten Kegek;, gibt, so da;NQ = {z}.

Hinweis: Zwei Mengen imRN heiRen kongruent, falls eine dieser Mengen durch VersahigbDre-
hung und Spiegelung in die andere Uberfuhrt werden kannk&vinen durch Drehung und Verschiebung
0.B.d.A. annehmen, daf3= 0 undK; = K| . Man beachte hierbei aber, daf? die Konstaht¢n> 0 nicht
nur von einem Randpunkt= 0 abhangen, sondern fir den gesamten Rand giltig seienils

Der Schnitt und die Vereinigung Dirichlet regularer Menge
(a) Zeige daR der nicht-leere Schnitt zweier Dirichlet regularesriden (imRN) wieder Dirichlet re-
gularist.

(b) Finde ein Beispiel, wo die Vereinigung zweier Dirichlet regu@&Mengen nicht Dirichlet regular
ist.
Hinweis: Siehe Aufgabe 3, Blatt:1 sowie obige Aufgdbé 36.

(c) Zeige daR die endliche und disjunkte Vereinigung Dirichlet déger Mengen wieder Dirichlet
regular ist.
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39. Findeeine offene und beschrankte Men@e- IR?, welche die auRere Segmenteigenschaft nicht hat aber

dennoch Dirichlet regular ist.
Hinweis: Benutze AufgabE38c.

40. SeiQ:= {(x,y) € R?: 0<y< 1}. Zeige, da es eine Funktiane C(Q) NC*(Q) gibt, so dal

Au=0 inQ
u=0 aufoQ,

aberu(x,y) > 0 aufQ.

Hinweis: Versuche eine solche Funktion der Gesgkt y) = f(x)g(y) zu finden.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde

33



Prof. Dr. W. Arendt

UNIVERSITAT ULM Markus Biegert

Institut Angewandte Analysis SS 2005
Gesamt: 20 Punkte

Abgabetermin: Do. 30.06.2005

Ubungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 11

41. Wir betrachten fur offene Mengen iiRN (N > 3) die Eigenschaften:

e die aullere Segmenteigenschaft (OSP),
e die aulRere Kegeleigenschaft (OCP),
e die aul3ere Kugeleigenschaft (OBP) und
e die Dirichlet Regularitat (DR).
Skizziere zum Verstandnis nun graphisch deren Inklusion und findeneffMengen (Beispiele aus der

Vorlesung bzw. defubungen sind zulassig), welche gewisse Eigenschaftdétzersind die anderen nicht
besitzen, z.BQ € OSPADRNOCF N OBF-.

42. SeiQ c RN offen und beschrankt. Dann betrachten wir folgende Aussag

1. Furallef € C(Q) gibt es einu € Cy(Q), so dalk-Au = f.
2. Qist Dirichlet regular.

In der Vorlesung, Satz 3.7, haben wir gesehen, 08 (@). Zeige dal )= @).

43. Seif € L?(RN) eine nicht-negative Funktion und sei@ c Q, ¢ RN beschrankte offene Mengen. Mit
u; undu, bezeichnen wir die Ldsung von

{ fAUj:f in Qj,
uj € H3(Qj).

Zeige, dallu; < us f.0. aufQ,, wobei wiru; mit O aufRerhallf); fortgesetzt denken.

Wir wollen nun eine weitere Characterisierung der Dirithégularen Mengen angeben.

44. SeiQ c RN eine offene Menge und sei€, ¢ RN Dirichlet regulare Mengen. Dabei s@ibeschrankt,
Qn C Qn1 CC QundU,Qn = Q. FurU c RN offen betrachten wir im Folgenden den RaGg{U) als
Unterraum vorC(RN) indem wir die Funktion durch Null fortsetzen [analog #§(Q) c HY(Q)]. Nach

Satz 3.7 gibt es fir jedelse C(Q) genau eine Funktion, € Co(Qx), so dal-Auy = f. Diese bezeichnen
wir mit R f := uk. Zeige, dal? folgende Aussagen aquivalent sind

1. Qist Dirichlet regular.
2. Firjeded € C(Q) ist (R¢f)x eine Cauchyfolge i€®(RN).

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

Finde eine beschrankte Mende C R, so daR es keinen Spuroperalor H1(Q) — L®(dQ) gibt, d.h.
so daR es keinen linearen und stetigen OperBtoH(Q) — L*(dQ) gibt mit Tu= u auf dQ fur alle
ue HY(Q)NC(Q).

Seiena,b € R, a< bundu € C}([a,b]).

(a) Zeige daR furp > 1 im klassischen Sinne giltju|®)’ = p|u|P‘sgn(u) - v’ undfolgere, dal|u|P e
C([a, b]).

(b) Zeige, daR furp = 1 gilt: |u|® € WH>((a,b)).

SeiQ c RN eine offene und beschrankte Menge @ttRand,f € L2(Q) undb € L?(dQ) seinen nicht-
positive Funktionen und € H(Q) erfulleu— Au= f unddu/dv = b. Zeige, dalu < 0 aufQ ist.

SeiQ := %(0,1)\ ([0,1] x {0}) C R? eine aufgeschlitzte Kreisscheibe. Zeige, daR es Funkiiane
WL=(Q) gibt, welche nicht Holder-stetig mit einem Exponengen(0, 1] sind, d.h. es gibt keine Konstante
C > 0, so dau(x) — u(y)| < C|x—y|" fir allex,y € Q.

Zeigedie folgenden (einfachen) Konsequenzen aus dem Spursalei BeiQ c RN eine beschrankte
offene Menge miC!-Rand,u,v € WHP(Q) (1< p < o) undT : WHP(Q) — LP(9Q) der Spuroperator.

1. T(uh)=(Tu™.

2. T(UAV)=(Tu)A(Tv).

3. Istue Wy P(Q), soistTu=0.

SeiQ c RN eine beschrankte Lipschitz-Menge. Zeige, daR die Einbgt/1:P(Q) — LP(Q) kompakt ist.
Hinweis: Benutze die Fortsetzungseigenschaft!

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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51. (Interpolationsungleichung)
SeiQ c RN eine offene (nicht unbedingt beschrankte) Menge. Seignpl< r < g < o« reelle Zahlen.
Zeige, daf fir jede Funktioo € LP(Q) NLA(Q) gilt:

[Ullirq) < ||UHEP(Q) ||U|‘ia(?))v

wobeia € [0,1] so gewahlt sei, da = & + 59,
Hinweis: Holder-Ungleichung und begriinden, warane (0, 1) gewahlt werden kann.

52. Seienke N, 1< p< o, sodakp> N undN/p¢N. Zeige
Wk’p(RN) [N Ckf[N/p]fl,a(]RN)’

wobeia :=1+[N/p]—N/pist.

Hinweis: Vergleiche den Beweis von Korollar (3.3) (a) und (b)! Zeig@achst den Fak— [N/p] =1 und
fuhre den allgemeinen Fall auf diesen zuriick.

53. Zeige dal fur 1< p <o undl C R ein offenes Intervall eine Konstan@e> 0 existiert, so daf? gilt:
[Ulleqy < Cllullwek) vueWHP().

Hinweis: Starte mit dem Fall =R, u€ 2(RR) und 1< p < . Beachte die Hinweise aus der Vorlesung:
Fortsetzungsoperatér, Holder-Ungleichung, usw.

54. SeiQ c RN eine offene und beschrankte Lipschitz-Menge bind p < . Zeige, dal
WHP(Q) < C(Q),

d.h. daRV-P(Q) kompakt inC(Q) eingebettet ist.

Hinweis: Korollar (3.2) und der Satz von Arzela-Ascoli.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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