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Übungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 1

1. (a) Seiw ∈ C2(R) eine 2π-periodische Funktion welche der DGLw′′ + λw = 0 genügt.Zeige: Ist [4]

w 6≡ 0, dann istλ = n2 für einn∈N0.
Hinweis:Partielle Integration.

(b) Zeige: Fürn∈N sindvn(r) := rn undv−n(r) := r−n Lösungen von [1]

r2v′′(r)+ rv′(r) = n2v(r) für r ∈ (0,∞).

(c) Zeige: Fürn = 0 sindvc(r) := 1 undvl (r) := ln(r) Lösungen von [1]

r2v′′(r)+ rv′(r) = 0 = n2v(r) für r ∈ (0,∞).

(d) Fürn∈N setzen wirun(r,θ ) := (cnrn +dnr−n)(ancos(nθ )+bnsin(nθ )), wobeian,bn,cn,dn reelle [2]

Zahlen sind. Fürn = 0 setzen wiru0(r,θ ) := (c0 +d0 ln(r))/2, wobeic0 undd0 reelle Zahlen sind.
Zeige, daßun eine Lösung des folgenden Problems ist:

{
u(r, ·) ist 2π-periodisch,
urr + r−1ur + r−2uθθ = 0 für r > 0.

(e) Wir betrachten nun den KreisringR := B(0,1)\B(0,ρ)⊂R2 mit einemρ ∈ (0,1) und Funktionen [8]

ϕ1 ∈C(Γ1) undϕ2 ∈C(Γρ ) mit Γδ =
{

x∈R2 : |x| = δ
}

. Dazu betrachten wir Funktionen

f1(θ ) := ϕ1(cos(θ ),sin(θ )) und f2(θ ) := ϕ2(ρ cos(θ ),ρ sin(θ )).

Wir suchen eine Funktionu∈C2((ρ ,1)×R) mit den Eigenschaften:

1. u(r, ·) ist 2π-periodisch fürρ < r < 1.
2. urr + r−1ur + r−2uθθ = 0 für ρ < r < 1.

3. limr↑1u(r,θ ) = f1(θ ) glm. in θ .
4. limr↓ρ u(r,θ ) = f2(θ ) glm. in θ .

In anderen Worten: Wir suchen eine Funktionu∈ C2(R)∩C(R) welche die Lösung des folgenden
Problems ist: 




∆u = 0 in R,
u(x) = f1(x) für |x| = 1,
u(x) = f2(x) für |x| = ρ .

Bestimmenun die Konstantenc0,d0,cn,dn,an,bn (n∈N) in Abhängigkeit der Funktionenf1 und
f2 so daß die Funktionu gegeben durch

u(r,θ ) :=
1
2
(c0 +d0 ln(r))+

∞

∑
n=1

(cnrn +dnr
−n)(ancos(nθ )+bnsin(nθ )) (1)

die oben genannten Eigenschaften (1) bis (4) besitzt.

2. Lösedas Anfangswertproblem [4]



u∈C2(R2)
2ut +3ux = cos(x)
u(0,x) = (2/3)sin(x).

3. Sei Ω := B(0,1) die offene Einheitskreisscheibe imR2. In der Vorlesung haben wir gesehen, daß es für[4]

jede stetige Funktionϕ ∈ C(∂Ω) eine Funktionu∈ C2(Ω)∩C(Ω) gibt, welche inΩ harmonisch und auf
dem Rand∂Ω vonΩ gleichϕ ist.

21



Zeige, daßΩ := B(0,1)\ {0} nicht die oben genannte Eigenschaft besitzt.

Hinweis:Wie sieht die eindeutige Lösungu(r,θ ) von Aufgabe (1e) aus wennf1 und f2 konstante Funktio-
nen sind? Benutze nun die Rotations-Invarianz für harmonische Funktionen.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Übungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 2

4. Wir betrachten folgendeWärmeleitungsgleichung mit Neumann Randbedingungen:




ut = ∆u t > 0, x∈ (0,π) , Differentialgleichung (DGL)
ux(t,x) = 0 x∈ {0,π} , t > 0, Randbedingungen (RB)
u(0,x) = u0(x) x∈ [0,π ] , Anfangswert (AW).

(a) Zeige, daßUn für n∈N0 gegeben durch [2]

Un(x,t) := e−n2t cos(nx)

die Bedingungen (DGL) und (RB) erfüllen.

(b) Seiu0 ∈ C1[0,π ] mit u′0(0) = u′0(π) = 0. Zeige, daß für geeignete Konstantenan, (n ∈ N0), die [6]

Funktionu gegeben durch

u(t,x) :=
a0

2
U0(t,x)+

∞

∑
n=1

anUn(t,x)

folgende Eigenschaften hat:

• u : (0,∞)× [0,π ]→R ist ∞-oft differenzierbar.
• Die Funktiong : [0,∞) →C([0,π ]) gegeben durchg(t) := u(t, ·) ist stetig.
• u ist eine Lösung der obigen WLG, d.h.u erüllt (DGL), (RB) und (AW).

(c) Sei u ∈ C([0,∞)× [0,π ])∩C1((0,∞)× [0,π ]) eine Lösung der obigen WLG. Die Gesamtwärme[2]
W (t) zum Zeitpunktt ≥ 0 sei gegeben durchW (t) :=

∫ π
0 u(t,x) dx. Zeige, daßW (·) : [0,∞) →R

konstant ist. Hinweis:Berechne∂W /∂ t.

(d) Zeige, daß es für jedesu0 ∈C([0,π ]) höchstens eine Lösung [2]

u∈C([0,∞)× [0,π ])∩C1((0,∞)× [0,π ])

gibt. Hinweis:Betrachte die EnergieE (t) := (1/2)
∫ π
0 u(t,x)2 dx.

(e) Gebe die Lösung der WLG mit Neumannrandbedingungen auf dem Intervall I = (0,π) für den [2]

Anfangswertu0(x) := sin2(x) explizit an.

5. Wir betrachten folgendeWärmeleitungsgleichung mit Dirichlet Randbedingungen:




ut = ∆u t > 0, x∈ (0,π) , Differentialgleichung (DGL)
u(t,x) = 0 x∈ {0,π} , t > 0, Randbedingungen (RB)
u(0,x) = u0(x) x∈ [0,π ] , Anfangswert (AW).

Seiu0 ∈C0([0,π ]) undu∈C([0,∞)× [0,π ])∩C∞((0,∞), [0,π ]) die nach Theorem 3.4 eindeutige Lösung
der obigen WLG.

(a) Zeige, daß [3]∫ π

0
|ux(t,x)|

2 dx→ 0 (t → ∞).

(b) Zeige: [3]

u(t, ·) → 0 in C([0,π ]) für t → ∞,

d.h.‖u(t, ·)‖C([0,π ]) := sup
x∈[0,π ]

|u(t,x)| → 0 für t → ∞.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Übungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 3

6. (a) Seiτ > 0 eine postive reelle Zahl. Dazu betrachten wir die offene Menge

Ωτ := (0,τ)× (0,∞) ⊂R2.

Zeige: Ist u∈C1,2 (Ωτ)∩C
(
Ωτ

)
so daß

• ut = ∆u in Ωτ und

• |u(t,x)| ≤ Aea|x|2 in Ωτ ,

dann gilt
sup
Ωτ

u = sup
(t,x)∈∂ ⋆Ωτ

u(t,x),

wobei∂ ⋆Ωτ := {(t,x) ∈ [0,τ]×R+ : t = 0 oderx = 0}.

(b) (Freiwillige Aufgabe)
Sei Ω ⊂ RN eine beliebige offene Menge undΩτ := (0,τ)×Ω. Formuliere undbeweiseein zur
obigen Teilaufgabe analoges Resultat.

7. Seiu0 ∈C0(R). Bestimme, analog zur Black-Scholes Gleichung, eine Lösung von

(P)





u∈C1,2 ((0,∞)×R)∩C([0,∞)×R),
ut(t,x) = e−2x [uxx−ux] in (0,∞)×R,
u(0,x) = u0(x),x∈R,

|u(t,x)| ≤ Aeae2x
.

8. Seiu0,m ∈ L1(RN)+ so daß
∫RN u0,m(y) dy= 1 und supp(u0,m) ⊂ B(y0,1/m). Für diese Folge von Funk-

tionen setzen wir

um(t,x) :=
1

(4πt)N/2

∫RN
e−|x−y|2/(4t)u0,m(y) dy.

Zeige, daßum(t,x) → 1
(4πt)N/2 e−|x−y0|

2/(4t) für m→ ∞.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Übungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 4

9. SeiE das Newtonsche Potential imR2. Zeige: [5]

DiDiE 6∈ L1
loc(R2)

für i = 1,2.

10. SeiΩ ⊂RN eine offene und beschränkte Menge mitC1-Rand und seiu∈C2(RN) eine aufΩ harmonische [5]

Funktion.Zeige, daß fürEx := E(y−x) gilt:

u(x) =

∫

∂Ω
u(y)

∂Ex

∂ν
(y) dσ(y)−

∫

∂Ω
Ex(y)

∂u
∂ν

(y) dσ(y).

• Hier ist E das Newtonsche Potential imRN undν die äußere Normale.

• Satz 2.7 darf nicht benutzt werden.

11. Sei Ω ⊂ RN eine offene und beschränkte Menge der KlasseC1. Zeige, daß für jedesu ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) [5]

und jedesε > 0 gilt:

2
∫

Ω
|∇u|2 dx≤ ε

∫

Ω
(∆u)2 dx+

1
ε

∫

Ω
u2 dx.

Definition 1 Eine offene und beschränkte MengeΩ ⊂RN heißtDirichlet regulär, falls es f̈ur jede Funktionϕ ∈
C(∂Ω) eine Funktion u∈ C(Ω) gibt welche inΩ harmonisch ist und auf dem Rand vonΩ mit der Funktionϕ
übereinstimmt.

12. SeiΩ ⊂RN eine offene und beschränkte Menge, so daß es für alleϕ ∈C∞(RN) eine Funktionu∈C(Ω) [5]

gibt welche inΩ harmonisch ist und auf dem Rand vonΩ mit der Funktionϕ übereinstimmt.Zeige,daß
Ω Dirichlet regulär ist.

Hinweis:

• Zeige, daßD :=
{

ϕ |∂Ω : ϕ ∈C∞(RN)
}

dicht inC(∂Ω) liegt.

• Benutze: Der gleichmäßige Grenzwert harmonischer Funktionen ist harmonisch.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Übungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 5

13. SeiI ⊂R ein offenes Intervall undf ∈ L1
loc(I). Zeige, daß es eine FunktionF ∈C(I) ⊂ L1

loc(I) gibt, so daß
die schwache AbleitungF ′ vonF gleich f ist.

14. SeiΩ := (0,1)∪(1,2)⊂R die Vereinigung zweier disjunkter Intervalle.Zeige: Ist u∈W1,1(Ω)∩C((0,2)),
dann istu∈W1,1((0,2)).

15. Sei Ω ⊂RN eine offene Menge und seienu,v ∈ W1(Ω)∩L∞(Ω). Zeige, daßuv∈ W1(Ω) undD j(uv) =
(D ju)v+u(D jv) mit

(a) Hilfe der Definition (3.1).

(b) Hilfe von Satz (3.8) bzw. dessen Beweis.

Hinweis:Der verallgemeinerte Satz über die dominierte Konvergenzkann hilfreich sein.

16. SeiK ⊂RN eine kompakte Menge und seienO1, . . . ,On offene Mengen so daßK ⊂
⋃n

j=1O j . Zeige, daß
es Funktionenϕ1, . . . ,ϕn ∈C∞

c (RN) gibt so daß

0≤ ϕ j ≤ 1 und supp(ϕ j) ⊂ O j für j = 1, . . . ,n

und∑n
j=1ϕ j(x) = 1 für jedesx∈ K.

Hinweis:

• Zeige, daß es kompakte MengenK j ⊂ O j gibt mit K ⊂
⋃

j K
◦
j .

• Zeige nun die Existenz solcher Funktionen inCc(RN).

• Betrachte dann deren Regularisierungen (⋆ρε).

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Übungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 6

17. Sei I = (a,b) ein beschränktes Intervall inR und p∈ [1,∞]. Zeige, daßu∈W1,p(I) ist genau dann wenn
u∈C([a,b]) ist und es eing∈ Lp(I) gibt, so daß

u(t) = u(a)+

∫ t

a
g(s) ds (2)

mit einema∈ I .

Bemerkung: Wir sagen eine Funktionu∈ W1,p(Ω) ist in C(Ω), falls es eine Funktion ˜u∈ C(Ω) gibt, so
daßu = ũ fast überall aufΩ.

18. (a) Seien(un)n eine Folge inL1
loc(Ω) welche inL1

loc(Ω) gegen eine Funktionu in L1
loc(Ω) konvergiert

und seiϕ ∈ L∞(Ω). Zeige, daß(unϕ)n gegenuϕ in L1
loc(Ω) konvergiert.

(b) SeiΩ ⊂RN eine offene Menge.Zeige: Ist u∈W1(Ω) dann gilt:
∫

Ω
D jϕu = −

∫

Ω
ϕD ju für alleϕ ∈C1

c(Ω).

Hinweis:Zeige, daßϕε ∈C∞
c (Ω) ist für kleinesε > 0.

19. SeiΩ ⊂RN eine offene und beschränkte Menge.

(a) Zeige: Lp(Ω) ⊂ Lq(Ω) falls 1≤ q < p≤ ∞ und es gilt:

‖u‖Lq(Ω) ≤C · ‖u‖Lp(Ω) ∀u∈ Lp(Ω)

mit einer vonu unabhängigen KonstanteC.

(b) Zeige: W1,p(Ω) ⊂W1,q(Ω) falls 1≤ q < p≤ ∞ und es gilt:

‖u‖W1,q(Ω) ≤C · ‖u‖W1,p(Ω) ∀u∈W1,p(Ω)

mit einer vonu unabhängigen KonstanteC.

20. Wir betrachten die Funktionf (x) := |x|α die bis auf evtl. den Ursprung wohldefiniert ist.Bestimmenun
die Paare(α, p) ∈R× [1,∞) (in Abhängigkeit der DimensionN) für welche gilt:

f ∈W1,p(B(0,1)),

wobeiB(0,1) die Einheitskugel imRN bezeichnet.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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21. SeiΩ ⊂R eine offene Menge undu∈W1,p
0 (Ω) wobei p∈ [1,∞].

(a) Zeige, daß es eine stetige Funktion ˜u∈C(R) gibt, so daßu = ũ fast überall inΩ.

(b) Zeige, daß ˜u = 0 auf∂Ω.

22. SeiΩ ⊂RN eine offene Menge.

(a) Zeige: Fürc≥ 0 ist die Abbildungu 7→ min(u,c) vonW1,p(Ω) in W1,p(Ω) stetig.

(b) Seiu∈ W1,p(Ω)∩L∞(Ω) und (uk)k ⊂ W1,p(Ω) so daßuk → u in W1,p(Ω). Zeige, daß auchvk :=
(uk∧‖u‖L∞(Ω))∨ (−‖u‖L∞(Ω)) gegenu in W1,p(Ω) konvergiert.

23. Zeigeanhand eines Beispiels, daß der Satz von Serrin (2.10) nichtfür den Fallp = ∞ gilt, d.h. es gilt

W1,∞(Ω)∩C∞(Ω)
W1,∞(Ω)

6= W1,∞(Ω).

24. SeiΩ := (0,1) ⊂R. Zeige, daßW1,∞(Ω) ⊂W1,1(Ω) ⊂ L∞(Ω) undW1,∞(Ω) 6= W1,1(Ω).

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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25. Wir zeigen, daß die Poincaré-Ungleichung imRN nicht richtig ist, d.h.zeige, daß es keine KonstanteC > 0
gibt, so daß für alleu∈ H1

0(RN) gilt:

‖u‖L2(RN) ≤C ·

√∫RN
|∇u(x)|2 dx.

Hinweis:Betrachte eine Funktionϕ ∈C∞
c (B(0,1)) und Funktionenϕn(x) := ϕ(x/n).

26. WICHTIGE AUFGABE:
Sei Ω = (0,1) ⊂ R ein beschränktes Intervall. Dann wollen wir zeigen daß es für jedesf ∈ L2(Ω) eine
eindeutige Funktionu∈C1(Ω) gibt, so daß gilt:

(R)





−∆u = f (im schwachen Sinne)
u′(0) = αu(0)
u′(1) = −βu(1),

wobeiα,β nicht-negative Konstanten mitα + β > 0 sind.

(a) Zeige, daß die EinbettungH1(Ω) in C(Ω) stetig ist.

(b) Seiena < b reelle Zahlen undu,v∈ H1((a,b)). Zeigediepartielle Integration, d.h. daß

∫ b

a
u′v = u(b)v(b)−u(a)v(a)−

∫ b

a
uv′.

Hinweis:Vergleiche Aufgabe 1, Blatt:6.

(c) SeiV := H1(Ω). Dann betrachten wir die bilineare Abbildunga : V ×V →R gegeben durch

a(u,v) :=
∫

Ω
u′(x)v′(x) dx+ αu(0)v(0)+ βu(1)v(1).

(i) Zeige: a ist stetig, d.h.∃M > 0 so daß|a(u,v)| ≤ M ‖u‖V ‖v‖V , ∀u,v∈V.

(ii) Zeige, daßa koerziv ist, also daßa(u,u) ≥ a‖u‖2
V , ∀u∈V mit a > 0.

(d) Zeige, daß die AbbildungF : V → R gegeben durchF(v) :=
∫

Ω f v linear und stetig ist, d.h. daß
F ∈V ′ ist.

(e) Folgere mit einem passenden Satz der Vorlesung, daß es eine Funktionu0 ∈ H1(Ω) gibt, so daß
a(u0,v) = F(v) für allev∈ H1(Ω).

(f) Zeige, daßu0 ∈C1(Ω) das Problem (R) löst.

(g) Zeigedie Eindeutigkeit der Lösung inH1(Ω).

27. SeienX ⊂Y Banachräume, so daßX kompakt inY eingebettet ist.Zeige, daßX in Y stetig eingebettet ist.

28. SeiA eine orthogonaleN×N-Matrix undΩ ⊂RN eine offene Menge, so daßAΩ := {Ax : x∈ Ω} in einem
Streifen liegt.Zeige, daß es eine KonstanteC > 0 gibt, so daß für alleu∈W1,p

0 (Ω) gilt:

‖u‖Lp(Ω) ≤C

(∫

Ω
|∇u|p

)1/p

.

Hinweis: Es darf ohne Beweis benutzt werden, daß füru ∈ W1,p
0 (Ω) die Funktionv : AΩ → R gegeben

durchv(x) := u(A−1x) in W1,p
0 (AΩ) liegt.

29



29. Wir wollen Korollar (3.9) verschärfen. Sei alsoΩ ⊂RN eine offene Menge.Zeige: Ist u∈W1,p
0 (Ω) so daß

∇u≡ 0 aufΩ, dann istu≡ 0 aufΩ.

Hinweis:Betrachte die Fortsetzung ˜u und benutztD j ũ = D̃ ju.

30. SeiΩ ⊂RN streifenbeschränkt,f ,g j ∈ L2(Ω), j = 1, . . . ,N. Dann betrachten wir die Gleichung:

(G) −∆u = f −
N

∑
j=1

D jg j .

Definiere was (G) für eine Funktionu ∈ H1
0(Ω) bedeutet.Zeige nun, daß es genau einu ∈ H1

0(Ω) gibt,
welches (G) in dem zuvor definierten Sinne erfüllt.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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31. Zeige, daß fürΩ ⊂RN offen undu∈ H1
loc(Ω) folgende Aussagen äquivalent sind:

(1)
∫

supp(ϕ)
|∇u|2 ≤

∫

supp(ϕ)
|∇(u+ ϕ)|2 ∀ϕ ∈ D(Ω).

(2) ∆u = 0 im schwachen Sinne.

Hinweis:Fürx∈RN ist |x|2 = (x,x)RN .

32. Wir wollen folgendes Theorem(Maximale Regularität für p = 2) zeigen:

Sei Ω ⊂ RN eine offene Menge. Istu ∈ L1
loc(Ω) und f ∈ L2

loc(Ω) so daß−∆u = f , dann ist

u∈ H2
loc(Ω) := W2,2

loc (Ω).

(a) Zeige: IstU eine beschränkte und offene Menge imRN und f ∈ L2(U), dann istw := E⋆ f ∈H2(U)
und es gilt:

∫RN

N

∑
i, j=1

(Di j w)2 =

∫RN
f 2.

Hinweis:Betrachtef ∈ D(U), Theorem 1.8 (Green’sche Formel 2-mal),
∫

B(∆w)2 =
∫

B f 2.

(b) Zeigedas oben genannte Theorem.
Hinweis:Argumentiere wie im Beweis von Theorem 2.1 der Vorlesung.

33. WICHTIGE AUFGABE (Der Neumann Laplace Operator)
Sei Ω ⊂RN eine offene Menge undu ∈ H1(Ω) so daß∆u ∈ L2(Ω). Dann sagen wir daß die Normalen-
Ableitung∂u/∂n = 0 auf∂Ω (im schwachen Sinne) ist, falls

∫

Ω
∆uϕ = −

∫

Ω
∇u∇ϕ ∀ϕ ∈ H1(Ω).

(a) Zeige: Ist Ω ∈C1 eine beschränkte offene Menge undu∈C2(RN), so ist∂u/∂n = 0 im schwachen
Sinne genau dann wenn∂u/∂n = 0 im klassischen Sinne.
Hinweis: Blatt:4, Aufgabe 4, Hinweis 1 / Theorem 4.2 (Fortsetzungseigenschaft) / Theorem 1.8
(Greensche Formel).

(b) Zeige, daß für allef ∈ L2(Ω) und alleλ > 0 das Problem

(⋆)

{
λu−∆u= f in Ω im schwachen Sinne
∂u/∂n = 0 auf∂Ω im schwachen Sinne

genau eine Lösungu0 ∈ H1(Ω) besitzt.

Hinweis:Betrachte die in den̈Ubungen vorgestellte Bilinearformaλ .

(c) Zeige, daß fürλ > 0 gilt: ‖u0‖L2(Ω) ≤ λ−1‖ f‖L2(Ω)

(d) Zeige, daß es fürλ > 0 eine KonstanteCλ ≥ 0 gibt, so daß‖u0‖H1(Ω) ≤Cλ ‖ f‖L2(Ω).

(e) Zeige: Ist f ∈ L2(Ω)∩Hk
loc(Ω) so ist die Lösungu0 ∈ Hk+2

loc (Ω).

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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34. Erinnerung: Eine Funktionu∈C(Ω) heißt nach Definition (3.1)schwach subharmonischin Ω, falls−
∫

u∆ϕ ≤
0 für alleϕ ∈C∞

c (Ω)+. Eine Funktionu∈C2(Ω) nennen wirsubharmonisch, falls für die stetige Funktion
v := −∆u gilt: v(x) ≤ 0 für allex∈ Ω. Zeige, daß eine Funktionu∈C2(Ω) genau dann subharmonisch ist,
wenn sie schwach subharmonisch ist.

35. Sei Ω ⊂RN eine offene und beschränkte Menge und seiu eine beschränkte harmonische Funktion inΩ.

(a) Zeige, daß für jede KugelB = B(y, r) ⊂⊂ Ω und j = 1, . . . ,N gilt:

∣∣D ju(y)
∣∣ ≤ N

r
sup
∂B

|u|.

Hinweis: Benutze:D ju ist harmonisch, die MWE für harmonische Funktionen und diepartielle
Integration.

(b) Zeige: Ist K ⊂ Ω eine kompakte Menge undα ein Multiindex, so gilt:

sup
K

|Dαu| ≤

(
N|α|

d

)|α |

sup
Ω

|u|,

wobeid := dist(K,∂Ω) > 0.

36. Sei Ω ⊂ R2 eine offene und beschränkte Menge welche die äußere Segmenteigenschaft erfüllt, d.h. zu
jedemz∈ ∂Ω gibt es einx0 ∈ Ωc, so daßλx0 +(1−λ )z∈ Ωc für alle λ ∈ [0,1]. Zeige, daßΩ Dirichlet
regulär ist.

Hinweis:Durch Verschiebung und Drehung können wir o.B.d.A. annehmen, daßz= (0,0) undx0 = (−r,0)

mit r > 0. Zeige, daßb(r,θ ) := − log(r) ·
[
θ 2 +(log(r))2

]−1
eine Barriere ist.

37. Wir betrachten imRN (N ≥ 2) für L,h > 0 den offenen KegelKL,h gegeben durch

KL,h :=
{

x∈RN : h > xN > L
∣∣x′

∣∣} ,

wobeix′ ∈RN−1 gegeben ist durchx′ := (x1, . . . ,xN−1). Zeige, daß jede beschränkte und offene Lipschitz-
MengeΩ ⊂RN die gleichmäßige äußere Kegeleigenschaft hat, d.h. es gibt KonstantenL,h > 0, so daß es
für jedesz∈ ∂Ω einen zuKL,h kongruenten KegelKz gibt, so daßKz∩Ω = {z}.

Hinweis: Zwei Mengen imRN heißen kongruent, falls eine dieser Mengen durch Verschiebung, Dre-
hung und Spiegelung in die andere überführt werden kann. Wir können durch Drehung und Verschiebung
o.B.d.A. annehmen, daßz= 0 undKz = KL,h. Man beachte hierbei aber, daß die KonstantenL,h > 0 nicht
nur von einem Randpunktz= 0 abhängen, sondern für den gesamten Rand gültig sei müssen.

38. Der Schnitt und die Vereinigung Dirichlet regulärer Mengen.

(a) Zeige, daß der nicht-leere Schnitt zweier Dirichlet regulärer Mengen (imRN) wieder Dirichlet re-
gulär ist.

(b) Finde ein Beispiel, wo die Vereinigung zweier Dirichlet regulärer Mengen nicht Dirichlet regulär
ist.
Hinweis:Siehe Aufgabe 3, Blatt:1 sowie obige Aufgabe 36.

(c) Zeige, daß die endliche und disjunkte Vereinigung Dirichlet regulärer Mengen wieder Dirichlet
regulär ist.
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39. Findeeine offene und beschränkte MengeΩ ⊂R2, welche die äußere Segmenteigenschaft nicht hat aber
dennoch Dirichlet regulär ist.
Hinweis:Benutze Aufgabe 38c.

40. SeiΩ :=
{
(x,y) ∈R2 : 0 < y < 1

}
. Zeige, daß es eine Funktionu∈C(Ω)∩C2(Ω) gibt, so daß

{
∆u = 0 in Ω
u = 0 auf∂Ω,

aberu(x,y) > 0 aufΩ.

Hinweis:Versuche eine solche Funktion der Gesaltu(x,y) = f (x)g(y) zu finden.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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41. Wir betrachten für offene Mengen imRN (N ≥ 3) die Eigenschaften:

• die äußere Segmenteigenschaft (OSP),

• die äußere Kegeleigenschaft (OCP),

• die äußere Kugeleigenschaft (OBP) und

• die Dirichlet Regularität (DR).

Skizziere zum Verständnis nun graphisch deren Inklusion und finde offene Mengen (Beispiele aus der
Vorlesung bzw. den̈Ubungen sind zulässig), welche gewisse Eigenschaften besitzen und die anderen nicht
besitzen, z.B.Ω ∈ OSP∩DR∩OCPc∩OBPc.

42. SeiΩ ⊂RN offen und beschränkt. Dann betrachten wir folgende Aussagen:

1. Für alle f ∈C(Ω) gibt es einu∈C0(Ω), so daß−∆u = f .

2. Ω ist Dirichlet regulär.

In der Vorlesung, Satz 3.7, haben wir gesehen, daß (2)⇒(1). Zeige, daß (1)⇒(2).

43. Sei f ∈ L2(RN) eine nicht-negative Funktion und seienΩ1 ⊂ Ω2 ⊂RN beschränkte offene Mengen. Mit
u1 undu2 bezeichnen wir die Lösung von

{
−∆u j = f in Ω j ,
u j ∈ H1

0(Ω j).

Zeige, daßu1 ≤ u2 f.ü. aufΩ2, wobei wiru1 mit 0 außerhalbΩ1 fortgesetzt denken.

Wir wollen nun eine weitere Characterisierung der Dirichlet regulären Mengen angeben.

44. Sei Ω ⊂RN eine offene Menge und seienΩn ⊂RN Dirichlet reguläre Mengen. Dabei seiΩ beschränkt,
Ωn ⊂ Ωn+1 ⊂⊂ Ω und

⋃
n Ωn = Ω. FürU ⊂RN offen betrachten wir im Folgenden den RaumC0(U) als

Unterraum vonC(RN) indem wir die Funktion durch Null fortsetzen [analog zuH1
0(Ω) ⊂ H1(Ω)]. Nach

Satz 3.7 gibt es für jedesf ∈C(Ω) genau eine Funktionuk ∈C0(Ωk), so daß−∆uk = f . Diese bezeichnen
wir mit Rk f := uk. Zeige, daß folgende Aussagen äquivalent sind

1. Ω ist Dirichlet regulär.

2. Für jedesf ∈C(Ω) ist (Rk f )k eine Cauchyfolge inCb(RN).

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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45. Finde eine beschränkte MengeΩ ⊂ R, so daß es keinen SpuroperatorT : H1(Ω) → L∞(∂Ω) gibt, d.h.
so daß es keinen linearen und stetigen OperatorT : H1(Ω) → L∞(∂Ω) gibt mit Tu = u auf ∂Ω für alle
u∈ H1(Ω)∩C(Ω).

46. Seiena,b∈R, a < b undu∈C1([a,b]).

(a) Zeige, daß fürp > 1 im klassischen Sinne gilt:(|u|p)′ = p|u|p−1sgn(u) ·u′ und folgere, daß|u|p ∈
C1([a,b]).

(b) Zeige, daß fürp = 1 gilt: |u|p ∈W1,∞((a,b)).

47. Sei Ω ⊂RN eine offene und beschränkte Menge mitC1-Rand, f ∈ L2(Ω) undb ∈ L2(∂Ω) seinen nicht-
positive Funktionen undu∈ H1(Ω) erfülleu−∆u= f und∂u/∂ν = b. Zeige, daßu≤ 0 aufΩ ist.

48. Sei Ω := B(0,1) \ ([0,1]×{0}) ⊂ R2 eine aufgeschlitzte Kreisscheibe. Zeige, daß es Funktionen u ∈
W1,∞(Ω) gibt, welche nicht Hölder-stetig mit einem Exponentenγ ∈ (0,1] sind, d.h. es gibt keine Konstante
C > 0, so daß|u(x)−u(y)| ≤C|x−y|γ für alle x,y∈ Ω.

49. Zeigedie folgenden (einfachen) Konsequenzen aus dem Spursatz. Dabei seiΩ ⊂ RN eine beschränkte
offene Menge mitC1-Rand,u,v∈W1,p(Ω) (1≤ p < ∞) undT : W1,p(Ω) → Lp(∂Ω) der Spuroperator.

1. T(u+) = (Tu)+.

2. T(u∧v) = (Tu)∧ (Tv).

3. Istu∈W1,p
0 (Ω), so istTu= 0.

50. SeiΩ ⊂RN eine beschränkte Lipschitz-Menge. Zeige, daß die EinbettungW1,p(Ω) →֒ Lp(Ω) kompakt ist.
Hinweis:Benutze die Fortsetzungseigenschaft !

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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51. (Interpolationsungleichung)
Sei Ω ⊂ RN eine offene (nicht unbedingt beschränkte) Menge. Seien 1≤ p ≤ r ≤ q ≤ ∞ reelle Zahlen.
Zeige, daß für jede Funktionu∈ Lp(Ω)∩Lq(Ω) gilt:

‖u‖Lr (Ω) ≤ ‖u‖α
Lp(Ω) ‖u‖1−α

Lq(Ω) ,

wobeiα ∈ [0,1] so gewählt sei, daß1r = α
p + 1−α

q .

Hinweis:Hölder-Ungleichung und begründen, warumα ∈ (0,1) gewählt werden kann.

52. Seienk∈N, 1≤ p < ∞, so daßkp> N undN/p 6∈N. Zeige:

Wk,p(RN) →֒Ck−[N/p]−1,α(RN),

wobeiα := 1+[N/p]−N/p ist.

Hinweis:Vergleiche den Beweis von Korollar (3.3) (a) und (b)! Zeige zunächst den Fallk− [N/p] = 1 und
führe den allgemeinen Fall auf diesen zurück.

53. Zeige, daß für 1≤ p≤ ∞ undI ⊂R ein offenes Intervall eine KonstanteC > 0 existiert, so daß gilt:

‖u‖L∞(I) ≤C‖u‖W1,p(K) ∀u∈W1,p(I).

Hinweis: Starte mit dem FallI =R, u∈ D(R) und 1< p < ∞. Beachte die Hinweise aus der Vorlesung:
FortsetzungsoperatorE, Hölder-Ungleichung, usw.

54. SeiΩ ⊂RN eine offene und beschränkte Lipschitz-Menge undN < p≤ ∞. Zeige, daß

W1,p(Ω)
c
→֒C(Ω),

d.h. daßW1,p(Ω) kompakt inC(Ω) eingebettet ist.

Hinweis:Korollar (3.2) und der Satz von Arzelà-Ascoli.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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