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Übungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 1

1. Lösefolgende inhomogene Transportgleichung: [3]





u∈C1(R+×R)
2ut +3ux = cos(x)
u(0,x) = (2/3)sin(x).

2. Füru0 ∈C(R) undb∈R betrachten wir die Transportgleichung
{

ut(t,x)+bux(t,x) = 0 für t ≥ 0, x∈R,
u(0,x) = u0(x).

Wir nennen eine stetige Funktionu∈C(R+ ×R) eineschwache L̈osungdes obigen Problems, falls

x 7→
∫ t

0
u(s,x) ds

für jedest ≥ 0 eine differenzierbare Funktion ist und

u(t,x) = u0(x)−b
d
dx

∫ t

0
u(s,x) ds

für (t,x) ∈R+ ×R.

(a) Zeige, daß jede klassische Lösung auch eine schwache Lösung ist. [1]

(b) Zeige: Zu jedemu0 ∈C(R) gibt es genau eine schwache Lösung. [2]

(c) Bestimmezuu0 ∈C(R) die schwache Lösung der Transportgleichung. [1]

3. Für 0< r < R< ∞ betrachten wir den KreisringΩ := B(0, r,R) :=
{

x∈R2 : r < |x| < R
}

.

(a) Zeige, daß die Funktionenf (x) := ln(|x|) undg(x) := 1 aufΩ harmonisch sind. [1]

(b) Zeige, daß es fürα,β ∈R genau eine Funktionu∈C(Ω) gibt, so daß [2]





∆u = 0 in Ω,
u(x) = α für |x| = r,
u(x) = β für |x| = R.

Berechnenun diese Funktion in Abhängigkeit vonα undβ .

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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4. (Subharmonische Funktionen) [2]

Sei Ω ⊂ Rn eine offene und beschränkte Menge.Zeige: Ist u ∈ C(Ω)∩C2(Ω) subharmonisch inΩ und
h∈C(Ω)∩C2(Ω) harmonisch inΩ und giltu≤ h auf∂Ω, so istu≤ h aufΩ.

5. (Dirichlet Regularit ät) [4]

Sei Ω := B(0,1) die offene Einheitskreisscheibe imR2. In der Vorlesung haben wir gesehen, daß es für
jede stetige Funktionϕ ∈ C(∂Ω) eine Funktionu∈ C(Ω)∩C2(Ω) gibt, welche inΩ harmonisch und auf
dem Rand∂Ω von Ω gleich ϕ ist. Zeige, daßΩ := B(0,1) \ {0} nicht die oben genannte Eigenschaft
besitzt.Hinweis:Benutze die Rotations-Invarianz für harmonische Funktionen und Aufgabe 3, Blatt:1.

6. (Wärmeleitungsgleichung mit Dirichlet Randbedingungen) [4]

Wir betrachten füru0 ∈C0([0,π ]) die Wärmeleitungsgleichung





ut = ∆u t > 0, x∈ (0,π) , Differentialgleichung (DGL)
u(t,x) = 0 x∈ {0,π} , t > 0, Randbedingungen (RB)
u(0,x) = u0(x) x∈ [0,π ] , Anfangswert (AW).

Sei u ∈ C([0,∞)× [0,π ])∩C∞((0,∞), [0,π ]) die nach Theorem 3.4 eindeutige Lösung der obigen WLG.
Zeige:

∂ ku
∂xk (t, ·) → 0 in C([0,π ]) für t → ∞.

7. (Wärmeleitungsgleichung mit Neumann Randbedingungen)
Wir betrachten die Wärmeleitungsgleichung






ut = ∆u t > 0, x∈ (0,π) , Differentialgleichung (DGL)
ux(t,x) = 0 x∈ {0,π} , t > 0, Randbedingungen (RB)
u(0,x) = u0(x) x∈ [0,π ] , Anfangswert (AW).

(a) Zeige, daßUn für n∈N0 gegeben durch [1]

Un(x,t) := e−n2t cos(nx)

die Eigenschaften (DGL) und (RB) erfüllen.

(b) Seiu0 ∈ C2[0,π ] mit u′0(0) = u′0(π) = 0. Bestimmegeeignete Konstantenan, (n∈N0), so daß die [5]

Funktionu gegeben durch

u(t,x) :=
a0

2
U0(t,x)+

∞

∑
n=1

anUn(t,x)

in C([0,∞)× [0,π ])∩C∞((0,∞)× [0,π ]) liegt und eine Lösung des obigen Problems ist.

(c) Sei u ∈ C([0,∞)× [0,π ])∩C1((0,∞)× [0,π ]) eine Lösung der obigen WLG. Die Gesamtwärme[2]
W (t) zum Zeitpunktt ≥ 0 sei gegeben durchW (t) :=

∫ π
0 u(t,x) dx. Zeige, daßW (·) : [0,∞) →R

konstant ist.Hinweis:BerechnedW /dt.

(d) Zeige, daß es für jedesu0 ∈C([0,π ]) höchstens eine Lösung [2]

u∈C([0,∞)× [0,π ])∩C1((0,∞)× [0,π ])

gibt. Hinweis:Betrachte die EnergieE (t) := 1
2

∫ π
0 u(t,x)2 dx.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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8. (Die Gaussfunktion und der Gausskern)
(a) Wir betrachten die Gaussfunktionv gegeben durch [3]

v : (0,∞)×RN →R, (t,x) 7→
1

tN/2
e−|x|2/(4t).

Zeige: vt = ∆xv in (0,∞)×RN.

(b) Wir betrachten den Gausskerng imRN gegeben durch [2]

g : (0,∞)×RN×RN →R, (t,x,y) 7→
1

(4π)N/2
v(t,x−y).

Zeige: gt = ∆xg in (0,∞)×RN×RN.

(c) Bestimmeeine Funktionu∈C∞((0,∞)×R) so daß [3]
{

ut = uxx für t,x > 0;

lim
t→0+

u(t,x) =
1+sgn(x)

2 für festesx∈R.

Definition:sgn(x) := 1 falls x > 0, sgn(0) := 0 und sgn(x) := −1 für x < 0.

9. (Maximum-Prinzip für die W ärmeleitungsgleichung inΩ) [8]

Zeige:SeiΩ⊂RN eine offene Menge und fürτ > 0 seiΩτ := (0,τ)×Ω ⊂RN+1. Istu∈C(Ωτ)∩C1,2(Ωτ)

so daßut = ∆u in Ωτ und|u(t,x)| ≤ Aea|x|2 in Ωτ , dann gilt

max
Ωτ

u = max
∂ ⋆Ωτ

u,

wobei∂ ⋆Ωτ :=
{
(t,x) ∈ Ωτ : t = 0 oderx∈ ∂Ω

}
den parabolischen Rand vonΩτ bezeichnet.

Hinweis:Modifiziere den Beweis des Maximum-Prinzips für die WLG imRN.

10. (Approximation der Dirac-Distribution) [3]

Seienvm ∈ L1(RN)+ :=
{

v∈ L1(RN) : v≥ 0 f.ü.
}

so daß
∫RN

vm(y) dy= 1 und supp(vm) ⊂ B (y0,1/m) .

Für diese Folge setzen wir

um(t,x) :=
1

(4πt)N/2

∫RN
e−|x−y|2/(4t)vm(y) dy.

Zeige, daß fürt > 0 undx∈RN fest gilt: um(t,x) → 1
(4πt)N/2 e−|x−y0|

2/(4t) für m→ ∞.

11. (Das Cauchy-Problem aufΩ = (0,∞) mit Neumann-Randbedingungen) [4]

Bestimmezuu0 ∈Cb([0,∞)) :=
{

u∈C([0,∞)) : supx≥0 |u(x)| < ∞
}

eine Lösungu von





u∈C(R2
+)∩C1,2((0,∞)× [0,∞)) (Regularität)

ut = uxx für t,x > 0 (DGL)
u(0,x) = u0(x) für x∈ [0,∞) (AWB)
ux(t,0) = 0 für t > 0 (RB)

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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12. (Sobolev-Funktionen mit Ableitung Null sind konstant)
Sei I := (a,b) ⊂R ein Intervall.

(a) Seiψ ∈ D(I) so daß
∫ b

a ψ(y) dy= 0. Zeige, daß es genau einϕ ∈ D(I) gibt mit ψ = ϕ ′.

(b) Seiϕ ∈ D(I) und

ψ(x) := ϕ(x)−
∫ b

a
ϕ(y) dy·ρ(x),

wobeiρ ∈ D(I) ist mit
∫ b

a ρ(y) dy= 1. Zeige: Es gibtψ1 ∈ D(I) mit ψ ′
1 = ψ .

(c) Seiu∈ L1
loc(I) mit u′ = 0, d.h.

∫ b

a
uϕ ′ dx= 0 ∀ϕ ∈ D(I).

Zeige: u(x) = c f.ü. in I .
Hinweis:Benutze (b) und Lemma (8.1) der Vorlesung.

13. (a) (Existenz einer schwachen Stammfunktion)
SeiI ⊂R ein offenes Intervall,x0 ∈ I und f ∈ L1

loc(I). Zeige: Die FunktionF : I →R gegeben durch

F(x) :=
∫ x

x0

f (t) dt

ist in W1,1
loc (I)∩C(I) undF ′ = f im schwachen Sinn.

(b) (Characterisierung des ersten Sobolevraumes auf einem Intervall)
Sei I = (a,b) ein beschränktes offenes Intervall inR und p∈ [1,∞]. Zeige, daß folgende Aussagen
äquivalent sind:

1. u∈W1,p(I) := {u∈ Lp(I) : u′ ∈ Lp(I)}.
2. u∈C([a,b]) und es gibtg∈ Lp(I) so daß

u(x) = u(a)+
∫ x

a
g(y) dy.

Bemerkung: Ein u∈W1,1
loc (Ω) ist in C(Ω) falls es ein ˜u∈C(Ω) gibt, so daßu = ũ f.ü. in Ω.

(c) (Hebbarkeit von Singularit äten)
SeiΩ ⊂R offen undx0 ∈ Ω. Zeige: Ist u∈W1,1(Ω\ {x0})∩C(Ω), dann istu∈W1,1(Ω).

14. (Die Helmholtz-Gleichung)
Zeige: SeiΩ ⊂RN eine offene Menge,f ∈ L2(Ω) undλ > 0. Dann gibt es genau einu∈ H1

0(Ω) mit

λu−∆u= f .

Hinweis:Benutze den Satz von Riesz-Fréchet.

15. (Die Poincaŕe-Ungleichung gilt nicht imRN)
Zeigedaß die Pincaré-Ungleichung imRN nicht gilt, d.h.zeige, daß es keine KonstanteC > 0 gibt, so daß
für alle u∈ H1

0(RN) gilt:
‖u‖L2(RN) ≤C‖∇u‖L2(Ω) .

Hinweis:Betrachte eine Funktionϕ ∈ D(RN) und dazu Funktionenϕn(x) := ϕ(x/n).

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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16. (Characterisierung (schwach)-harmonischer Funktionen)
Zeige, daß fürΩ ⊂RN offen undu∈ H1

loc(Ω) := W1,2
loc (Ω) folgende Aussagen äquivalent sind:

(1)
∫

supp(ϕ)
|∇u|2 ≤

∫

supp(ϕ)
|∇(u+ ϕ)|2 ∀ϕ ∈ D(Ω).

(2) ∆u = 0 im schwachen Sinne.

17. (Orthonormalbasis aus Eigenvektoren des Dirichlet Laplace Operators)
SeiΩ ⊂RN eine offene und beschränkte Menge und seiR f ∈ H1

0(Ω) die Lösung von
{

u∈ H1
0(Ω)

−∆u = f .

Nach Vorlesung gibt es eine ONB{ek : k∈N} undµk > 0, so daßRek = µkek. Wir setzenλk := 1/µk.

(a) Zeige: Ist u∈ H1
0(Ω), u 6= 0 und−∆u = λu, so gibt es eink∈N mit λ = λk.

(b) Zeige: Ist u∈ H1
0(Ω) und∆u∈ L2(Ω), so ist(λk(u|ek)L2(Ω))k ∈ l2.

(c) Seiu0 ∈ L2(Ω). Zeige, daß lim
t→0+

u(t) = u0 in L2(Ω) wobeiu gegeben ist durch

u(t) :=
∞

∑
k=1

e−λkt(u0|ek)L2(Ω)ek.

18. (Laplace Operator mit Robin-Randbedingungen)
Sei Ω = (0,1) ⊂ R ein beschränktes Intervall undα,β nicht-negative Konstanten mitα + β > 0. Dann
wollen wir zeigen, daß es für jedesf ∈ L2(Ω) eine eindeutige Funktionu∈C1(Ω) gibt, so daß gilt:

(R)





−∆u = f (im schwachen Sinne)
αu(0)−u′(0) = 0
βu(1)+u′(1) = 0.

(a) Zeige, daß die EinbettungH1(Ω) in C(Ω) stetig ist.

(b) Seiena < b reelle Zahlen undu,v∈ H1((a,b)). Zeigediepartielle Integration, d.h. daß
∫ b

a
u′v = u(b)v(b)−u(a)v(a)−

∫ b

a
uv′.

Hinweis:Benutze, daß füru,v∈W1,1
loc (Ω)∩L∞

loc(Ω) gilt: (uv)′ = u′v+uv′.

(c) SeiV := H1(Ω). Dann betrachten wir die bilineare Abbildunga : V ×V →R gegeben durch

a(u,v) :=
∫

Ω
u′(x)v′(x) dx+ αu(0)v(0)+ βu(1)v(1).

(i) Zeige: a ist stetig, d.h.∃M > 0 so daß|a(u,v)| ≤ M ‖u‖V ‖v‖V , ∀u,v∈V.

(ii) Zeige, daßa koerziv ist, also daßa(u,u) ≥ a‖u‖2
V , ∀u∈V mit a > 0.

(d) Zeige, daßF : V →R gegeben durchF(v) :=
∫

Ω f v linear und stetig ist, d.h. daßF ∈V ′ ist.

(e) Folgere, daß es eine Funktionu0 ∈ H1(Ω) gibt, so daßa(u0,v) = F(v) für allev∈ H1(Ω).

(f) Zeige, daßu0 ∈C1(Ω) die eindeutige Lösung inH1(Ω) des Problem (R) ist.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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19. (L2-elliptische Formen)
Fürb,a0 ∈ L∞(RN) undw∈R betrachten wir die Abbildungaw : H1(RN)×H1(RN) →R gegeben durch

aw(u,v) :=
∫RN

∇u∇v−
∫RN

b∇uv−
∫RN

a0uv+w
∫RN

uv.

(a) Zeige, daßaw bilinear und stetig ist.

(b) Zeige, daß fürw > ‖b‖2
∞ /4+‖a0‖∞ =: w0 die Fromaw koerziv ist.

(c) Zeige, daß es fürw > w0 und f ∈ L2(RN) genau eine Funktionu∈ H1
0(RN) = H1(RN) gibt mit

−∆u−b∇u−a0u+wu= f in D
′(RN).

20. (Keine kompakte Einbettung vonH1(Ω) in L2(Ω))
(a) SeiΩ =RN. Zeige, daß die EinbettungH1(Ω) in L2(Ω) nicht kompakt ist.

Hinweis:Betrachteun ∈ H1(Ω) mit ‖un‖L2(Ω) = C1 und‖un‖H1(Ω) = C2 für allen∈N.

(b) SeiΩ ⊂ RN eine beschränkte Menge welche die Vereinigung unendlich vieler disjunkter offener
Mengen ist.Zeige, daß die Einbettung vonH1(Ω) in L2(Ω) nicht kompakt ist.
Hinweis:Betrachte zunächstΩ ⊂ (0,1) ⊂R undun ∈ H1(Ω) mit ‖un‖L2(Ω) = ‖un‖H1(Ω) = C3.

21. (Tangentialräume und dieÄußere Normale)
Für eine offene MengeΩ ⊂RN der KlasseC1 und einz∈ ∂Ω bezeichnen wir mitTz(∂Ω) den Tangential-
Raum von∂Ω in zund mitνΩ(z) die äußere Normale vonΩ in z. SeiB∈RN×N eine invertierbare Matrix,
b∈RN undΦ :RN →RN gegeben durchΦ(x) := Bx+b. Wir setzeñΩ := Φ(Ω) undz̃ := Φ(z) ∈ ∂ Ω̃.

(a) Zeige: Tz(Ω) = B−1Tz̃(Ω̃).

(b) Zeige: Ist B orthogonal, so istνΩ(z) = B−1νΩ̃(z̃).

22. (Greensche Formeln→ Kugeloberfläche versus Kugelvolumen)
SeiΩr := B(0, r) ⊂RN (N ≥ 2), σr das Oberflächenmaß auf∂Ωr undu(x) := |x|.

(a) Zeige: NλN(Ωr) = rσr(∂Ωr), wobeiλN dasN-dimensionale Lebesgue-Maß bezeichnet.
Hinweis:Fürv(x) := |x|2/2 betrachte man

∫
Ωr

∆v(x) dx.

(b) Zeige: σr(∂Ωr) = NrN−1λN(Ω1).

(c) Berechne∆u in D ′(RN).

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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23. (Konsequenzen aus der Ḧolder-Ungleichung)
SeiΩ ⊂RN eine offene und beschränkte Menge.

(a) Zeige: Lp(Ω) ⊂ Lq(Ω) falls 1≤ q < p≤ ∞ und es gilt:

‖u‖Lq(Ω) ≤C · ‖u‖Lp(Ω) ∀u∈ Lp(Ω)

mit einer vonu unabhängigen KonstantenC.

(b) Zeige: W1,p(Ω) ⊂W1,q(Ω) falls 1≤ q < p≤ ∞ und es gilt:

‖u‖W1,q(Ω) ≤C · ‖u‖W1,p(Ω) ∀u∈W1,p(Ω)

mit einer vonu unabhängigen KonstantenC.

24. (Sobolev-Funktionen mit Singulariẗaten)
Wir betrachten die Funktionf (x) := |x|α die bis auf evtl. den Ursprung wohldefiniert ist.Bestimmenun die
Paare(α, p) ∈R× [1,∞) (in Abhängigkeit der DimensionN) für welche gilt:

f ∈W1,p(B(0,1)),

wobeiB(0,1) die Einheitskugel imRN bezeichnet.

25. (Die zweite Poincaŕe-Ungleichung)
Wir sagen eine offene MengeΩ ⊂ RN erfüllt die zweite Poincaré-Ungleichung, falls es eine Konstante
C > 0 gibt, so daß

‖u−uΩ‖L2(Ω) ≤C‖∇u‖L2(Ω) ∀u∈ H1(Ω),

wobeiuΩ := lim
R→∞

|ΩR|
−1∫

ΩR
u(x) dx∈R undΩR := Ω∩B(0,R).

(a) Zeige, daß es fürΩ :=R keine KonstanteC > 0 gibt, so daß

‖u−uΩ‖L2(Ω) ≤C‖∇u‖L2(Ω) ∀u∈ H1(Ω).

(b) Zeige, daß es fürΩ :=R× (0,1) (=Streifengebiet) keine KonstanteC > 0 gibt, so daß

‖u−uΩ‖L2(Ω) ≤C‖∇u‖L2(Ω) ∀u∈ H1(Ω).

Hinweis:Was istuΩ für u∈ L2(Ω) wenn|Ω| = ∞?

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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26. (Der Neumann Laplace-Operator)
Sei Ω ⊂ RN eine offene Menge undλ > 0. Dann betrachten wir die AbbildungRλ : L2(Ω) → H1(Ω)
welche jedemf ∈ L2(Ω) die eindeutige schwache Lösung (siehe§15) von

{
λu−∆u= f in Ω,
∂u/∂ν = 0 auf∂Ω.

zuordnet.Zeige, daßRλ stetig ist, d.h. daß es eine KonstanteCλ > 0 gibt, so daß

‖Rλ f‖H1(Ω) ≤Cλ ‖ f‖L2(Ω) ∀ f ∈ L2(Ω).

27. (Regularisierung vonL1
loc-Funktionen: Beweis von Satz 17.6 der Vorlesung)

SeiΩ ⊂RN eine offene Menge und seif ∈ L1
loc(Ω). Zeige, daß fα := f ⋆ ρα → f in L1

loc(Ω) für α → 0+.
Hinweis:Benutze daßC(W)∩L1(W) dicht inL1(W) ist und wende Satz 17.4 der Vorlesung passend an.

28. (Ein Teil des Beweises von Satz 17.9 der Vorlesung)
SeiΩ ⊂RN eine offene Menge,B(x0, r) ⊂ Ω, v∈C(Ω,RN) undu∈C(Ω,R). Es gelte

u(y) = u(x)+
∫ 1

0

N

∑
j=1

v j(x+ t(y−x))(y j −x j) dt

für alle x,y∈ B(x0, r) ⊂ Ω. Zeige, daßu∈C1(B(x0, r)) undD ju(y) = v j(y) für alley∈ B(x0, r).

29. (Klassische und schwache Ableitungen)
SeiΩ ⊂RN eine offene Menge.

(a) Zeige:Ist u∈Wk,1
loc (Ω) mit Dαu∈C(Ω) wenn|α| = k, so istu∈Ck(Ω).

(b) Zeige:Ist u∈W1,1
loc (Ω) mit ∇u = 0 f.ü. undΩ zusammenhängend, so istu = c f.ü.

30. (Weitere Konsequenzen aus der Ḧolder-Ungleichung)
Sei 1≤ p≤ q≤ ∞ undΩ ⊂RN eine (möglicherweise unbeschränkte) offene Menge.Zeige:

Lq
loc(Ω) ⊂ Lp

loc(Ω).

Hinweis:Vergleiche Aufgabe 23.

31. (Partielle Ableitungen harmonischer Funktionen)
Sei Ω ⊂RN eine offene und beschränkte Menge und seiu eine beschränkte harmonische Funktion inΩ.

(a) Zeige, daß für jede KugelB = B(y, r) ⊂⊂ Ω und j = 1, . . . ,N gilt:
∣∣D ju(y)

∣∣ ≤ N
r

sup
∂B

|u|.

Hinweis:Aus Aufgabe (22b) erhält man die KonstanteN/r.

(b) Zeige: Ist K ⊂ Ω eine kompakte Menge undα ein Multiindex, so gilt:

sup
K

|Dαu| ≤

(
N|α|

d

)|α |

sup
Ω

|u|,

wobeid := dist(K,∂Ω) > 0.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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32. (Anwendung: Green’sche Formeln und Young-Ungleichung)
Sei Ω ⊂ RN eine offene und beschränkte Menge der KlasseC1. Zeige, daß für jedesu ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) [5]

und jedesε > 0 gilt:

2
∫

Ω
|∇u|2 dx≤ ε

∫

Ω
(∆u)2 dx+

1
ε

∫

Ω
u2 dx.

33. (Eigenschaften spezieller Funktionen)
Seiu eine aufRN stetige Funktion und seix∈RN fest.

(a) Zeige, daß die FunktionR:R⋆
+ →R stetig ist, wobeiR⋆

+ = {x∈R : x > 0} undRgegeben ist durch

R(r) :=
∫

∂B(x,r)
u(z) dσ(z).

(b) Wir betrachten die FunktionV :R⋆
+ →R gegeben durch

V(r) :=
∫

B(x,r)
u(y) dy.

Zeige, daß die FunktionV differenzierbar ist und daß gilt:V ′(r) = R(r) für alle r ≥ 0.

34. (Schwach harmonische Funktionen)
SeiΩ ⊂RN eine offene Menge.

(a) Zeige:Ist u∈ L1
loc(Ω) so daß für jedesr > 0 gilt:

u(x) = −

∫

B(x,r)
u(y) dy f.ü. in Ωr := {x∈ Ω : dist(x,∂Ω)} > 2r,

dann gibt es eine inΩ harmonische Funktionh mit h = u f.ü. in Ω.

(b) Zeige:Ist u∈ L1
loc(Ω) der Grenzwert inL1

loc(Ω) von inΩ harmonischen Funktionenun, dann gibt es
eine inΩ harmonische Funktionh mit h = u f.ü. in Ω.

35. (Das Newtonsche Potential)
SeiEN das Newtonsche Potential imRN: E2(x) = log|x|/(2π) undEN(x) = [(2−N)σN]−1|x|2−N für N≥ 3.

(a) Zeigedaß füri = 1,2 gilt:
DiDiE2 6∈ L1

loc(R2).

(b) Zeige:Ist N ≥ 2, dann ist∇EN ∈ Lq
loc(RN) genau dann, wennq < N/(N−1).

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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36. (Innere Regularität der Poissongleichung)
SeiΩ ⊂RN offen,u∈ L1

loc(Ω) und f ∈W1,p
loc (Ω). Zeige:Ist p > N und−∆u = f , dann istu∈C2(Ω).

37. (Sobolevscher Einbettungssatz)
SeiΩ ⊂RN eine offene Menge.Zeige: W1,p

loc (Ω) ⊂C(Ω) für p > N.
Hinweis:Aufgabe (36) kann hilfreich sein.

38. (Stetigkeit einer Abbildung)
SeiΩ ⊂RN offen undw∈ H1(Ω). Zeige, daß die AbbildungSw : H1(Ω) → H1(Ω), u 7→ u∧w, stetig ist.

39. (Eigenschaften vonH1
0(Ω))

SeiΩ ⊂RN eine offene Menge.

(a) Zeige: H1(Ω)∩L2
c(Ω) ⊂ H1

0(Ω).

(b) Zeige:Sindu∈ H1
0(Ω) undv∈ H1(Ω) mit 0≤ v≤ u, so istv∈ H1

0(Ω).

(c) Zeige:Sindu∈ H1
0(Ω) undv∈ H1(Ω) mit |v| ≤ u, so istv∈ H1

0(Ω).

40. (Segmenteigenschaft und Dirichlet Regulariẗat)
Sei Ω ⊂ R2 eine offene und beschränkte Menge welche die äußere Segmenteigenschaft erfüllt, d.h. zu
jedemz∈ ∂Ω gibt es einx0 ∈ Ωc, so daßλx0 +(1−λ )z∈ Ωc für alle λ ∈ [0,1]. Zeige, daßΩ Dirichlet
regulär ist.

Hinweis:Durch Verschiebung und Drehung können wir o.B.d.A. annehmen, daßz= (0,0) undx0 = (−r,0)

mit r > 0. Zeige, daßb(r,θ ) := − log(r) ·
[
θ 2 +(log(r))2

]−1
eineH1-Barriere ist und benutze Satz 23.4

der Vorlesung.

41. (Schnitt und Vereinigung Dirichlet regulärer Mengen)
(a) Zeige, daß der nicht-leere Schnitt zweier Dirichlet regulärer Mengen (imRN) wiederum Dirichlet

regulär ist.

(b) Zeigeanhand eines Beispiels imR2, daß die Vereinigung zweier Dirichlet regulärer Mengen nicht
wieder Dirichlet regulär sein muß.

(c) Zeige, daß die endliche und disjunkte Vereinigung Dirichlet regulärer Mengen wiederum Dirichlet
regulär ist.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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42. (Maximum-Prinzip für stetige, subharmonische Funktionen)
SeiΩ ⊂RN eine offene und beschränkte Menge und seiu∈C(Ω) so daß−∆u≤ 0. Zeige, daß

max
Ω

u = max
∂Ω

u.

Hinweis:Nehme an, daßm:= maxΩ u> max∂Ω u. Betrachte die kompakte MengeK := {x∈ Ω : u(x) = m}
und ω ⊂⊂ Ω mit K ⊂ ω . Zeige, daß fürε > 0 klein uε subharmonisch aufω ist. Wende das elliptische
Maximum Prinzip (Satz 2.3) an.

43. (Die zweite Poincaŕe-Ungleichung: Fortsetzung von Aufgabe 25)
SeiΩ ⊂RN ein Lipschitz-Gebiet.Zeige, daß es eine KonstanteC > 0 gibt, so daß für alleu∈ H1(Ω) gilt:

‖u−uΩ‖L2(Ω) ≤C

(∫

Ω
|∇u|2

)1/2

.

Hinweis:Nehme das Gegenteil an, konstruiere eine beschränkte Folge (un)n in H1(Ω) mit ‖un‖L2(Ω) = 1

und benutze die kompakte Einbettung vonH1(Ω) in L2(Ω).

44. (Laplace-Operator mit inhomogenen Neumann-Randbedingungen)
SeiΩ⊂RN eine beschränkte offene Menge mitC1-Rand. Fürf ∈ L2(Ω), b∈ L2(∂Ω) undλ > 0 betrachten
wir das Problem 





u∈ H1(Ω)
λu−∆u= f in Ω
∂u/∂n = b auf ∂Ω.

(a) Definiere, was eine schwache Lösung des Problems ist.

(b) Zeige, daß es für jedesf ∈ L2(Ω) undb∈ L2(∂Ω) genau eine schwache Lösung des Problems gibt.

(c) Zeige: Sind f ∈ L2(Ω)+ undb∈ L2(∂Ω)+ so ist die schwache Lösungu des obigen Problems≥ 0.

45. (Eigenschaften des Spuroperators)
Zeigedie folgenden Konsequenzen aus dem Spursatz. Dabei seiΩ ⊂RN eine beschränkte offene Menge
mit C1-Rand,u,v∈ H1(Ω) undT : H1(Ω) → L2(∂Ω) der Spuroperator.

1. T(u+) = (Tu)+.

2. T(u∧v) = (Tu)∧ (Tv).

3. Istu∈ H1
0(Ω), so istTu= 0. (Ohne Benutzung von Satz 25.2)

46. (Laplace-Operator mit Robin-Randbedingungen)
Sei Ω ⊂ RN ein beschränktes Gebiet mitC1-Rand. Fürf ∈ L2(Ω) und b ∈ L∞(∂Ω)+ mit

∫
∂Ω b dσ > 0

betrachten wir das Problem

(Rb, f )

{
−∆u = f in Ω
∂u/∂n+bu= 0 auf∂Ω.

Zeige: Ist f ≤ 0, so ist auchu≤ 0, wobeiu die schwache Lösung von(Rb, f ) ist.

Hinweis:Vergleiche Aufgabe (45).

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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47. (Eigenschaften einer Menge imR2)
SeiΩ := (−1,1)2\R×{0} ⊂R2. Entscheide, ob

(a) es einen FortsetzungsoperatorE ∈ L (H1(Ω),H1(RN)) gibt.

(b) die EinbettungW1,p(Ω) in Lp(Ω) für 1≤ p≤ ∞ kompakt ist.

(c)
{

u|Ω : u∈ D(R2)
}

dicht inW1,p(Ω) ist für 1≤ p≤ ∞.

(d) es einT ∈ L (H1(Ω),L2(∂Ω)) gibt, so daßTu= u|∂Ω falls u∈C(Ω)∩H1(Ω).

(e) Ω die zweite Poincaré-Ungleichung erfüllt.

(f) W1,1(Ω) stetig inL2(Ω) eingebettet ist.

(g) Ω der äußeren Kegelbedingung genügt.

(h) Ω Dirichlet regulär ist.

48. (Hölderstetige Funktionen)
SeiΩ ⊂RN eine beschränkte und offene Menge und seiα ∈ (0,1]. Dann definieren wir

C0,α(Ω) := {u : Ω →R | [u]α < ∞} wobei [u]α ,Ω := sup
x,y∈Ω,x6=y

|u(x)−u(y)|

|x−y|α
.

(a) Zeige, daß fürα ∈ (0,1] gilt: C0,α(Ω) ⊂C(Ω).

(b) Zeige, daß füru,v∈C0,α(Ω) gilt: uv∈C0,α(Ω) und

[uv]α ≤ ‖u‖C(Ω) · [v]α +‖v‖C(Ω) · [u]α , ‖uv‖C0,α ≤ ‖u‖C0,α (Ω) ‖v‖C0,α (Ω) .

(c) Zeige, daß‖·‖C0,α (Ω) : C0,α(Ω)→R+ gegeben durch‖u‖C0,α (Ω) := ‖u‖L∞(Ω) +[u]α ,Ω eine Norm ist.

(d) Zeige, daßC0,α(Ω) versehen mit‖·‖C0,α (Ω) ein Banachraum ist.

(e) Seienα,β ∈ (0,1] mit α < β . Zeige, daßC0,β (Ω) stetig inC0,α(Ω) eingebettet ist.

49. (Interpolationsungleichung)
SeiΩ ⊂RN eine offene Menge und sei 1≤ p≤ r ≤ q≤ ∞. Zeige, daß füru∈ Lp(Ω)∩Lq(Ω) gilt:

‖u‖Lr (Ω) ≤ ‖u‖α
Lp(Ω) ‖u‖1−α

Lq(Ω) ,

wobeiα ∈ [0,1] so gewählt sei, daß1r = α
p + 1−α

q .

Hinweis:Hölder-Ungleichung und begründen, warumα ∈ (0,1) gewählt werden kann.

50. (Sobolevscher Einbettungssatz)
Sei Ω ⊂ RN eine offene und beschränkte Menge mit Lipschitz-Rand und sei 1≤ p < N. Zeige, daß die
Einbettung

W1,p(Ω) →֒ Lq(Ω)

stetig ist für jedesq∈ [p, p⋆] wobei 1/p⋆ = 1/p−1/N.

Hinweis:Fortsetzungeigenschaft fürq = p⋆ und dann Interpolationsungleichung.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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51. (Anwendung von Calderon-Zygmund)
Seien gegeben:

• Ω ⊂RN (N ≥ 2) eine offene Menge

• f :R→R gegeben durchf (x) := |x|q mit 1 < q < 1+2/N

• λ ∈R undu∈ H1
0(Ω) mit λu−∆u= f (u) schwach.

Wir zeigen nun, daßu∈ C(Ω) ist. Dazu betrachten wir das IntervallI := [2,Nq) undα : I →R gegeben
durchα(s) := Ns/(Nq−s).

(a) Zeige, daß es eink∈N gibt mit 2∈ D(ak) undαk(2) ≥ Nq.

(b) Zeige:Ist s∈ I undv∈W1,s
loc (Ω), dann istf (v) ∈ Lα(s)

loc (Ω).

(c) Zeige: Fürs∈ I ist W1,s
loc (Ω) ⊂ Lα(s)

loc (Ω).

(d) Zeige, daßu∈C(Ω) ist.

Hinweis:

• D(α1) := I undα1 : D(α1) →R ist gegeben durchα1(s) := α(s).

• D(αn+1) := {s∈ D(αn) : αn(s) ∈ I} undαn+1 : D(αn+1)→R ist gegeben durchαn+1(s) := α(αn(s)).

52. (Anwendung des Schaefer’schen Fixpunktsatzes)
SeiΩ ⊂RN eine offene und beschränkte Lipschitz-Menge und seif ∈C1(R) mit f ′ ∈ L∞(R). Zeige:Es
gibt λ0 ≥ 0 so daß für jedesλ ≥ λ0 das Problem






u∈ H1(Ω)
λu−∆u= f (u) in Ω
∂u/∂n = 0 auf∂Ω

eine schwache Lösung besitzt.

Hinweis:Aufgabe (26) sowie Satz 29.7 können hilfreich sein.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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