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. Lodsefolgende inhomogene Transportgleichung:

ue Cl(IR+ X IR)
2u; + 3uy = cogX)
{ u(0,x) = (2/3) sin(x).

. Flrup € C(R) undb € R betrachten wir die Transportgleichung

U (t,X) + bu(t,x) =0 furt>0, xe R,
u(0,x) = up(Xx).

Wir nennen eine stetige Funktiore C(R x IR) eineschwache bsungdes obigen Problems, falls

t
XI—)/ u(s,x) ds
0

fur jedest > O eine differenzierbare Funktion ist und

u(t,Xx) = up(x) — b%(/ot u(s,x) ds

fur (t,x) e Ry x R.
(a) Zeige dalR jede klassische Losung auch eine schwache Ldsung ist
(b) Zeige Zu jedemup € C(R) gibt es genau eine schwache Losung.
(c) Bestimmeuup € C(R) die schwache Losung der Transportgleichung.

. Fir0<r < R<  betrachten wir den Kreisrin@ := B(0,,R) := {x € R2:r < |x| <R}.
(a) Zeige daf’ die Funktionefi(x) := In(|x|) undg(x) := 1 aufQ harmonisch sind.

(b) Zeige daB es fun, B € R genau eine Funktion € C(Q) gibt, so dal
Au=0 inQ,
ux)=a furix=r,
ux)=p firx =R

Berechnenun diese Funktion in Abhangigkeit venund 3.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:

www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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4. (Subharmonische Funktionen) _ [2]
SeiQ C R" eine offene und beschrankte Meng@eige: Ist u € C(Q) mCZ_(Q) subharmonisch if2 und
h € C(Q)NC?(Q) harmonisch i und giltu < haufdQ, so istu < haufQ.

5. (Dirichlet Regularit at) [4]
SeiQ := #(0,1) die offene Einheitskreisscheibe iRP. In der Vorlesung haben wir gesehen, daR es fir
jede stetige Funktiog € C(9Q) eine Funktioru € C(Q) NC?(Q) gibt, welche inQ harmonisch und auf
dem RanddQ von Q gleich ¢ ist. Zeige daRQ := %(0,1) \ {0} nicht die oben genannte Eigenschaft
besitzt.Hinweis: Benutze die Rotations-Invarianz fir harmonische Fumieiound Aufgabe 3, Blatt:1.

6. (Warmeleitungsgleichung mit Dirichlet Randbedingungen) [4]
Wir betrachten fug € Co([0, 71]) die Warmeleitungsgleichung

U = Au t>0,xe(0,m), Differentialgleichung (DGL)
u(t,x)=0 xe{0,m},t>0, Randbedingungen (RB)
u(0,x) =upg(x) xel0,m, Anfangswert (AW)

Seiu € C([0,) x [0,71]) NC>((0,), [0, m1]) die nach Theorem 3.4 eindeutige Losung der obigen WLG.
Zeige:
ot 0inc([0, ) f
W(t,-) — 0inC([0, 1)) flrt — oo.
7. (Warmeleitungsgleichung mit Neumann Randbedingungen)
Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung

U = Au t>0,xe (0,m), Differentialgleichung (DGL)
ux(t,x) =0 xe{0,m},t >0, Randbedingungen (RB)
u(0,x) =upg(x) xe€[0,m, Anfangswert (AW)
(a) Zeige dalUy, fur n € Ng gegeben durch [1]

Un(x.t) := & ™ cognx)

die Eigenschaften (DGL) und (RB) erfullen.
(b) Seiug € C?[0, i} mit up(0) = uy() = 0. Bestimmegeeignete Konstantea, (n € No), so daR die [5]
Funktionu gegeben durch
_ -
U(t,X) ) UO(t7X> =+ r]ZlanUn(tv)()
in C([0,00) x [0, 11]) NC*((0,0) x [0, 1)) liegt und eine Ldsung des obigen Problems ist.
(c) Seiue C([0,%) x [0,71]) NCL((0,0) x [0,71]) eine Losung der obigen WLG. Die Gesamtwarmig]
# (t) zum Zeitpunkt > O sei gegeben durcH (t) := 57 u(t,x) dx. Zeige daB#/ (-) : [0,0) — R
konstant istHinweis: Berechned? /dt.

(d) Zeige daR es firr jedesy € C([0, 17]) hdchstens eine Losung [2]

U € C([0,00) x [0, 7) NCY((0,0) x [0, 71

gibt. Hinweis: Betrachte die Energié (t) := 5 fJTu(t,x)? dx.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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8.

10.

11.

(Die Gaussfunktion und der Gausskern)
(&) Wir betrachten die Gaussfunktisgegeben durch

Y
V0 xRNSR, (6X) - e X2/ (40)

Zeige: y = Ayvin (0,0) x RN,
(b) Wir betrachten den Gausskegim RN gegeben durch

g:(0,0) xRNxRN =R,  (t,xy)— (t,x—Yy).

Y
Zeige: g = Axgin (0,0) x RN x RN,
(c) Bestimmeeine Funktioru € C*((0,%) x R) so dal}

{ U = Uyy fUrt,x > 0;

Jim u(t,x) = 15919 fijr festesx € R.
S0+

Definition: sgn(x) := 1 fallsx > 0, sgr{0) := 0 und sgffix) := —1 furx < 0.

(Maximum-Prinzip fur die W armeleitungsgleichung inQ) .
Zeige:SeiQ c RN eine offene Menge und filr> 0 seiQ; := (0,7) x Q ¢ RN*L. Istue C(Q;)NC?(Q;)
so dafl = Auin Q; und|u(t,x)| < Aé¥” in Q;, dann gilt

maxu = maxu,
a, 00

wobeid*Q; := {(t,x) € Qr :t = 0 oderx € dQ} den parabolischen Rand véh bezeichnet.

Hinweis: Modifiziere den Beweis des Maximum-Prinzips fiir die WLGIRY.

(Approximation der Dirac-Distribution)
Seienvp € LY(RNV), := {ve LY(RN):v>0 f.u.} so daB

/]RN vm(y) dy=1 und supvm) C # (Yo, 1/m).
Fur diese Folge setzen wir

Un(t,X) = e~ P/ @y, (y) dy.

1
(4mt)N/2 ./]RN

1

(4mt)N72 e Pol™/ (40 figr m— oo,

Zeige daR furt > 0 undx € RN fest gilt: uy(t,x) —

(Das Cauchy-Problem auf) = (0, ) mit Neumann-Randbedingungen)
Bestimmezu ug € CP([0,)) := {u € C([0,)) : SUPg|U(X)| < o} eine Lésungi von

u e C(IR2)NCH2((0,) x [0,)) (Regularitat)
U = Uy furt,x >0 (DGL)
u(0,x) = up(x) fir x € [0, ) (AWB)
Ux(t,0) =0furt >0 (RB)

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde

77

(3]

2]

[3]

[8]

[3]

[4]



Prof. Dr. W. Arendt

UNIVERSITAT ULM Dr. Markus Biegert

Institut Angewandte Analysis SS 2006
Gesamt: 20 Punkte

Abgabetermin: Di, 23.05.2006

Ubungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 4

12. (Sobolev-Funktionen mit Ableitung Null sind konstant)
Seil := (a,b) C R ein Intervall.

(@) Seiy e 2(1)so daS[;’w(y) dy= 0. Zeige daR es genau eipn € Z(1) gibt mit ¢y = ¢’.
(b) Sei¢p € 2(1) und

13.

(©)

(@)

(b)

(©)

b
W9 = 09— [ 9 dy-p(x)

wobeip € Z(1) ist mit _[;’p(y) dy=1.Zeige Es gibtys € 2(1) mit | = ¢.
Seiu e L (1) mitu' =0, d.h.

loc

/‘bucp’ dx=0 Vo e ().

Zeige u(x) =cf.i.inl.
Hinweis: Benutze[(b) und Lemma (8.1) der Vorlesung.

(Existenz einer schwachen Stammfunktion)

Seil C R ein offenes Intervalbg € | und f € LL (1). Zeige Die FunktionF : | — IR gegeben durch

F(x) ::/Xf(t) dt

X0

ist inV\/lé;:l(l)ﬂC(l) undF’ = f im schwachen Sinn.

(Characterisierung des ersten Sobolevraumes auf einem latvall)
Seil = (a,b) ein beschranktes offenes Intervalllrund p € [1,]. Zeige daR folgende Aussagen
aquivalent sind:

1. ue WEP(1) :={ueLP(l):u e LP(I)}.

2. ueC([a,b]) und es gibg € LP(I) so dal

ux) = u@)+ [ gly) dy.

BemerkungEin u e W (Q) ist in C(Q) falls es einue C(Q) gibt, so dafli = Gf.i. in Q.

(Hebbarkeit von Singularitaten)
SeiQ C R offen undxg € Q. Zeige Istu € WH1(Q\ {xo}) NC(Q), dann istu € WH1(Q).

14. (Die Helmholtz-Gleichung)
Zeige SeiQ c RN eine offene Mengef, € L2(Q) undA > 0. Dann gibt es genau einc H}(Q) mit

15.

Au—Au=f.

Hinweis: Benutze den Satz von Riesz-Fréchet.

(Die Poincaié-Ungleichung gilt nicht im RN)
ZeigedaR die Pincaré-Ungleichung iRN nicht gilt, d.h.zeige daR es keine Konstan@> 0 gibt, so daR
fur alleu € HF(RN) gilt:

HUHLZ(RN) < CHDU“LZ(Q)'

Hinweis: Betrachte eine Funktiop € 2(RN) und dazu Funktionegi,(x) := ¢ (x/n).

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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16.

17.

18.

(Characterisierung (schwach)-harmonischer Funktioen)
Zeige daR furQ c RN offen undu € HL (Q) := V\/kl)*cz(Q) folgende Aussagen aquivalent sind:

2 f 2
@ [ s [ D) v e (@)

(2) Au =0 im schwachen Sinne

(Orthonormalbasis aus Eigenvektoren des Dirichlet Laface Operators)
SeiQ c RN eine offene und beschrankte Menge undRsei H3 (Q) die Losung von

ueH(Q)
—Au=f.

Nach Vorlesung gibt es eine ON& : k € N} und i > 0, so dalRRg = pex. Wir setzemy := 1/ L.
(a) Zeigelstue H&(Q), U 0und—Au= Au, so gibt es eitk € N mit A = Ay.
(b) Zeige Istu e Hg(Q) undAu € L3(Q), 50 ist(Ak(ul&x) 2(q) )k € 1.
(c) Seiug € L%(Q). Zeige daB lim u(t) = up in L?(Q) wobeiu gegeben ist durch
—0+

ut) =% efAkt(U0|Q<)L2(Q)Q<-
=

(Laplace Operator mit Robin-Randbedingungen)
SeiQ = (0,1) C R ein beschranktes Intervall ura B nicht-negative Konstanten mit + 3 > 0. Dann
wollen wir zeigen, daB es filr jedéss L?(Q) eine eindeutige Funktiome C1(Q) gibt, so daR gilt:

au(0)—u'(0)=0

—Au=f (im schwachen Sinne)
(R) {
Bu(l)+u'(1) =0.

(a) Zeige daR die Einbettungl}(Q) in C(Q) stetig ist.
(b) Seiena < breelle Zahlen und,v € H((a,b)). Zeigedie partielle Integration d.h. daR

b b
/ u’v:u(b)v(b)fu(a)v(a)f/ uv.

a
Hinweis: Benutze, daR fim,v € Wé’cl(Q) NLiec(Q) gilt: (uv)’ =u'v+uv.
(c) SeiV := H(Q). Dann betrachten wir die bilineare AbbilduagV x V — R gegeben durch
a(u,v) := / U (X)V (x) dx-+ au(0)v(0) + Bu(1)v(1).
Ja

(i) Zeige aist stetig, d.haM > 0 so daa(u,v)| < M |jully, ||Vlly, Yu,v e V.

(i) Zeige daRa koerziv ist, also da@(u,u) > a||ul|, Yu e V mit a > 0.
(d) Zeige dal’F :V — R gegeben durck (v) := [, fvlinear und stetig ist, d.h. ddB e V' ist.
(e) Folgerg daR es eine Funktiam € H(Q) gibt, so dafa(up,v) = F(v) fur allev € H(Q).
(f) Zeige daRug € C1(Q) die eindeutige Losung iH'(Q) des Problem (R) ist.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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19. (L?-elliptische Formen)
Furb,ap € L°(RN) undw € R betrachten wir die Abbildung,, : HY(RN) x HYRN) — R gegeben durch

aw(u,V) ::/ DuDv—/ bDuv—/ aouv+w/ uv.
RN RN RN RN

(a) Zeige dalRay bilinear und stetig ist.
(b) Zeige daR firw > ||b||2 /4 + ||ao]|, =: Wo die Fromay, koerziv ist.
(c) Zeige daR es fuw > wo und f € L2(RN) genau eine Funktion € H3(RN) = HY(IRN) gibt mit

—Ou—bOu— agu+wu= f in 2'(RN).

20. (Keine kompakte Einbettung vonH(Q) in L?(Q))
(a) SeiQ = RN. Zeige daR die Einbettungl*(Q) in L?(Q) nicht kompakt ist.
Hinweis: Betrachteu, € H1(Q) mit [UnllL2(q) = C1 und||n|[41(q) =C; flr allen € N.
(b) SeiQ c RN eine beschrankte Menge welche die Vereinigung unendiiglevdisjunkter offener

Mengen istZeigg daR die Einbettung vod1(Q) in L2(Q) nicht kompakt ist.
Hinweis: Betrachte zunach§ C (0,1) C R undu, € HY(Q) mit [unllL2(q) = [lUnll1(q) = Ca.

21. (Tangentialraume und dieAuRere Normale)
Fur eine offene Meng® C RN der KlasseC! und einz € 9Q bezeichnen wir miT,(dQ) den Tangential-
Raum vondQ in zund mitvg(z) die auRere Normale vd in z. SeiB € RN*N eine invertierbare Matrix,
be RN und®: RN — RN gegeben durcth(x) := Bx+ b. Wir setzerQ := ®(Q) undz:= () € 9Q.
(a) Zeige T,(Q) = B 1T3(Q).
(b) Zeige IstB orthogonal, so istg(z) = B 1vg(2).

22. (Greensche Formeln— Kugeloberflache versus Kugelvolumen)
SeiQ; :=B(0,r) c RN (N > 2), oy das OberflachenmaR a#€, undu(x) := |x].
(a) Zeige NAN(Qr) =r0or (0Qy), wobeiAy dasN-dimensionale Lebesgue-Mal bezeichnet.
Hinweis: Furrv(x) := [x/2/2 betrachte marf, Av(x) dx.
(b) Zeige 0y (9Qr) = NPN"1AN(Q1).
(c) Berechngwuin 2/(RN).

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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23. (Konsequenzen aus der Blder-Ungleichung)
SeiQ c RN eine offene und beschrankte Menge.

(a) Zeige LP(Q) c LY(Q) falls 1< q< p < o und es gilt:
[UllLaiq) <C- llullLpq) Vue LP(Q)

mit einer vonu unabhangigen Konstantén
(b) Zeige WHP(Q) c WL9(Q) falls 1< q < p < o und es gilt:

[Ullwra@) < C-[lullwipq) YUE WP(Q)

mit einer vonu unabhangigen Konstantén

24. (Sobolev-Funktionen mit Singularititen)
Wir betrachten die Funktiof(x) := |x|“ die bis auf evtl. den Ursprung wohldefiniert iBestimmenun die
Paare(a, p) € R x [1,) (in Abhangigkeit der DimensioN) fur welche gilt:
feWhP(£(0,1)),

wobei%(0,1) die Einheitskugel inRN bezeichnet.

25. (Die zweite Poincag-Ungleichung)
Wir sagen eine offene Meng@ c RN erfillt die zweite Poincaré-Ungleichung, falls es einenktante

C > 0 gibt, so daf3
[u—uglli20) <ClI0Ufl 2  VueHYQ),
wobeiug := FI{im |QR|’1_[QR u(x) dxe R undQr:= QNB(0,R).
(a) Zeige, daB es fil2 := R keine Konstant€ > 0 gibt, so daf3
lu—uallizg) <ClOuUll 2y  YueHYQ).
(b) Zeige, daR es fi@ := R x (0,1) (=Streifengebiet) keine Konstarie> 0 gibt, so dafl

Ju—uallz@ <ClOulzg — YueHY(Q).

Hinweis: Was istug filr u € L2(Q) wenn|Q| = «?

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

(Der Neumann Laplace-Operator)
SeiQ ¢ RN eine offene Menge und > 0. Dann betrachten wir die Abbildurig, : L?(Q) — H(Q)
welche jedent ¢ L2(Q) die eindeutige schwache Losung (si€ti8) von

Au—Au=f inQ,
du/dv=0  aufdQ.

zuordnetZeige dalRR, stetig ist, d.h. dal3 es eine Konsta@je> 0 gibt, so dafl
IR fllrg) <Callfllizy  VFeL?Q).

(Regularisierung vonLlloc—Funktionen: Beweis von Satz 17.6 der Vorlesung)

SeiQ c RN eine offene Menge und séic L1 (Q). Zeige dakfy := fxpg — fin LL (Q) fur a — O+.

loc

Hinweis: Benutze da€(W) NL(W) dicht inL(W) ist und wende Satz 17.4 der Vorlesung passend an.

(Ein Teil des Beweises von Satz 17.9 der Vorlesung)
SeiQ c RN eine offene MengeB(xo,r) € Q,ve C(Q,RN) undu € C(Q,R). Es gelte

1 N
uy) =6+ [ 3 vicrtly =) (v~ x) o
=1
fir allex,y € B(xo,r) C Q. Zeige dalu € C1(B(xo,r)) undDju(y) = vj(y) fur alley € B(xo,r).

(Klassische und schwache Ableitungen)
SeiQ c RN eine offene Menge.

(a) Zeige:lstue ng’cl(Q) mit D%u € C(Q) wenn|a| = k, so istu € CX(Q).

(b) Zeige:lstue V\/lé’cl(Q) mit Ou = 0 f.4. undQ zusammenhangend, so st cf.U.

(Weitere Konsequenzen aus der &lder-Ungleichung)
Sei1< p<g<ooundQ c RN eine (moglicherweise unbeschrankte) offene Megége

LP.(Q) c LD (Q).

loc loc

Hinweis: Vergleiche AufgabEZ3.

(Partielle Ableitungen harmonischer Funktionen)
SeiQ ¢ RN eine offene und beschrankte Menge undwseine beschrankte harmonische Funktiofin

(a) Zeige daR fur jede KugeB =B(y,r) cc Qundj=1,...,N gilt:
N
[Dju(y)| < - suplul.
B

Hinweis: Aus Aufgabel(ZPb) erhalt man die Konstaiigr.
(b) Zeige IstK C Q eine kompakte Menge ural ein Multiindex, so gilt:

N la]
sup|D%| < (M) suplul,
K d Q

wobeid :=dist(K,0Q) > 0.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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32. (Anwendung: Green’sche Formeln und Young-Ungleichung _
SeiQ c RN eine offene und beschrankte Menge der KlagseZeige, daR fur jedesi € C?(Q) NCo(Q)  [5]

und jedes > 0 gilt:
2/ |0u2 dx < s/ (Bu)? dx+}/ u? dx
Q Ja £Ja
33. (Eigenschaften spezieller Funktionen)
Seiu eine aufRN stetige Funktion und seic RN fest.

(a) Zeige dal die FunktioiR: R’} — IR stetig ist, wobeR’, = {x € R : x> 0} undRgegeben st durch

(b) Wir betrachten die Funktiovi : R} — IR gegeben durch
Vo= [ uly)dy
JB(x,r)
Zeige daR die Funktiol differenzierbar ist und daf? giN’(r) = R(r) fur aller > 0.

34. (Schwach harmonische Funktionen)
SeiQ c RN eine offene Menge.

(a) Zeige:lstue LE.(Q) so daR fir jedes > 0 gilt:
u(x) = ][( )u(y) dy f.0.inQ; == {xe Q:dist(x,0Q)} > 2r,
B(x,r

dann gibt es eine i@ harmonische Funktionmit h=uf.i. in Q.

(b) Zeige:lstue L} (Q) der Grenzwertir,,(Q) von inQ harmonischen Funktionam, dann gibt es

eine inQ harmonische Funktion mit h=uf.0. in Q.

35. (Das Newtonsche Potential)
SeiEy das Newtonsche Potential iRN: Ex(x) = log|x|/(2m) undEn (X) = [(2— N)on] 2|x|> ™ fiar N > 3.

() Zeigedal furi = 1,2 gilt:
DiDiEz ¢ Libo(R?).

(b) Zeige:IstN > 2, dann istJEy € LE)C(IRN) genau dann, weng < N/(N — 1).

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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36

37.

38.

39.

40.

41.

(Innere Regularitat der Poissongleichung)
SeiQ c RN offen,u c LL(Q) und f e WEP(Q). Zeige:Ist p> N und—Au = f, dann istu € C3(Q).

loc

(Sobolevscher Einbettungssatz)
SeiQ c RN eine offene MengeZeige: W:P(Q) < C(Q) fir p > N.
Hinweis: Aufgabe [36) kann hilfreich sein.

(Stetigkeit einer Abbildung)
SeiQ c RN offen undw € H(Q). Zeige daR die Abbildungy : H1(Q) — H1(Q), u— uAw, stetig ist.

(Eigenschaften vorH}(Q))
SeiQ c RN eine offene Menge.

(@) Zeige: H(Q)NLA(Q) c H}(Q).
(b) Zeige:Sindu € H}(Q) undv e HY(Q) mit0 < v < u, soistv € H}(Q).
(c) Zeige:Sindu € H}(Q) undv € HY(Q) mit |v| < u, soistv € H}(Q).

(Segmenteigenschaft und Dirichlet Regularét)

Sei Q ¢ R? eine offene und beschrankte Menge welche die auRere Seeigenschatt erfullt, d.h. zu
jedemz e 9Q gibt es einxg € Q°, so daBAxp+ (1—A)ze Q° fur alle A € [0,1]. Zeige daRQ Dirichlet
regular ist.

Hinweis: Durch Verschiebung und Drehung konnen wir 0.B.d.A. annatydalz = (0,0) undxg = (—r,0)
mit r > 0. Zeige, da(r,0) := —log(r) - [62 + (log(r))?] ! eineH-Barriere ist und benutze Satz 23.4
der Vorlesung.

(Schnitt und Vereinigung Dirichlet regularer Mengen)
(@) Zeige daR der nicht-leere Schnitt zweier Dirichlet regulareariden (imRN) wiederum Dirichlet
regular ist.

(b) Zeigeanhand eines Beispiels ilR?, daR die Vereinigung zweier Dirichlet regularer Mengechhi
wieder Dirichlet regular sein muf3.

(c) Zeige daf die endliche und disjunkte Vereinigung Dirichlet déger Mengen wiederum Dirichlet
regular ist.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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42. (Maximum-Prinzip fur stetige, subharmonische Funktonen)
SeiQ c RN eine offene und beschrankte Menge undseiC(Q) so dakR-Au < 0. Zeige dal

maxu = maxu.
Q 0Q

Hinweis:Nehme an, daf:= max; u > maxyq u. Betrachte die kompakte Menge= {x € Q : u(x) = m}
undw CC Q mit K C w. Zeige, daf3 fue > 0 klein ug subharmonisch aub ist. Wende das elliptische

Maximum Prinzip (Satz 2.3) an.

43. (Die zweite Poincage-Ungleichung: Fortsetzung von Aufgabg&25)
SeiQ ¢ RN ein Lipschitz-GebietZeige daR es eine Konstan@> 0 gibt, so daf fir alle € H(Q) gilt:

1/2
Ju-taliz < ( [ IouE)

Hinweis: Nehme das Gegenteil an, konstruiere eine beschrankte Fglg, in H(Q) mit [UnllL2q) =1
und benutze die kompakte Einbettung h(Q) in L?(Q).

44. (Laplace-Operator mitinhomogenen Neumann-Randbedigungen)
SeiQ ¢ RN eine beschrankte offene Menge @ttRand. Firf € L?(Q), be L2(dQ) undA > 0 betrachten

wir das Problem
ue HY(Q)
Au—Au=f inQ
du/dn=b  aufdQ.

(a) Definiere was eine schwache Losung des Problems ist.
(b) Zeige daR es fur jedes € L?(Q) undb € L?(dQ) genau eine schwache Losung des Problems gibt.
(c) Zeige Sindf € L?(Q), undb € L?(dQ), so ist die schwache Losungdes obigen Problenis 0.

45. (Eigenschaften des Spuroperators)
Zeigedie folgenden Konsequenzen aus dem Spursatz. Dabgi seRN eine beschrankte offene Menge

mit C1-Rand,u,v € HY(Q) undT : H(Q) — L?(dQ) der Spuroperator.
1. T(u™)=(Tut.
2. TWAV)=(Tu)A(Tv).
3. Istue H}(Q), soistTu=0. (Ohne Benutzung von Satz 25.2)

46. (Laplace-Operator mit Robin-Randbedingungen)
SeiQ c RN ein beschranktes Gebiet n@t-Rand. Firf € L2(Q) undb € L*(dQ) mit [;ob do >0

betrachten wir das Problem
—Au=f in Q
(Ro,f) { du/dn+bu=0 aufdQ.

Zeige Ist f <0, soist auchu < 0, wobeiu die schwache Losung vdiRy ¢ ) ist.

Hinweis: Vergleiche Aufgabd(45).

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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47.

48.

49.

50.

(Eigenschaften einer Menge iniR?)

SeiQ := (—1,1)2\ R x {0} ¢ R2. Entscheidgob

(@) es einen Fortsetzungsoperdar . (H1(Q),HY(RN)) gibt.

(b) die EinbettungV1:P(Q) in LP(Q) filr 1 < p < o kompakt ist.

(©) {ulo:ue 2(R?)} dichtinWLP(Q)istfiir 1< p < co.

(d) eseinT € Z(HY(Q),L?(dQ)) gibt, so dallu= u|yo falls u € C(Q) NHY(Q).
(e) Q die zweite Poincaré-Ungleichung erfllt.

(f) Wr(Q) stetig inL?(Q) eingebettet ist.

(g) Q der aulReren Kegelbedingung genugt.

(h) Q Dirichlet regular ist.

(Holderstetige Funktionen)
SeiQ c RN eine beschrankte und offene Menge undssei (0,1]. Dann definieren wir

UG — uy)|

C(Q):={u:Q - R| [u], <} wobei U]y = a
X,YEQ XAY |X*y|

(@) Zeige daB fiira € (0,1] gilt: C%%(Q) c C(Q).
(b) Zeige, daR fi,v e C*%(Q) gilt: uve C*%(Q) und

Wa < ulog - Ma+ IVIgg - as — ulgas < ullgoaay IMlcoa(a
(c) Zeige daf||-[|coa(q) :C%9(Q) — R, gegeben durcfiuflcoa ) := [[Ufl = (q) + [U]q o €iN€ Normiist.
eige daRrC® versehen mit- || coa ) €in Banachraum ist.
d) Zeige daRC®?(Q hen mif]-||coa o) €in Banachraum i

(e) Seiera,B < (0,1] mit a < B. Zeige daRC%F(Q) stetig inC%?(Q) eingebettet ist.

(Interpolationsungleichung)
SeiQ ¢ RN eine offene Menge und seid p < r < q < . Zeige daR filru € LP(Q) NLY(Q) gilt:

||UH|_r(Q) < ||UHEP(Q) ||u|‘ia(€))7

wobeia € [0,1] so gewahlt sei, da = & + 59,
Hinweis: Holder-Ungleichung und begriinden, warane (0, 1) gewahlt werden kann.

(Sobolevscher Einbettungssatz)
SeiQ c RN eine offene und beschrankte Menge mit Lipschitz-Rand @id < p < N. Zeige, daR die

Einbettun
° WP(Q) — LYQ)

stetig ist fur jedes) € [p, p*] wobei 1/p*=1/p—1/N.

Hinweis: Fortsetzungeigenschaft fgr= p* und dann Interpolationsungleichung.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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51.

52.

(Anwendung von Calderon-Zygmund)
Seien gegeben:

e QC RN (N> 2)eine offene Menge

e f:R — R gegeben durch(x) := |x9mitl<qg<1+2/N

e A € Rundue H3(Q) mit Au—Au= f(u) schwach.
Wir zeigen nun, daly € C(Q) ist. Dazu betrachten wir das Intervali= [2,Ng) unda : | — IR gegeben
durcha(s) := Ns/(Ng—s).

(a) Zeige daR es eitk € N gibt mit 2 D(a¥) undak(2) > Ng.

(b) Zeige:lstse I undve WES(Q), dannistf (v) € LI9(Q).

(c) Zeige Firse | istW:s(Q) c LI9(q).

(d) Zeige, dafi e C(Q) ist.
Hinweis:

e D(a'):=I1unda':D(a;) — R ist gegeben durch'(s) := a(s).

e D(a™1):={seD(a"):a"(s) €I} unda"':D(a"?!) - Ristgegeben durct™(s):=a(a"(s)).
(Anwendung des Schaefer'schen Fixpunktsatzes)

SeiQ c RN eine offene und beschrankte Lipschitz-Menge undfseiCt(R) mit f € L*(IR). Zeige:Es
gibt Ag > 0 so dal fur jeded > Ag das Problem

uec HY(Q)
Au—Au=f(u) inQ
du/on=0 aufaQ

eine schwache Losung besitzt.

Hinweis: Aufgabe [Z6) sowie Satz 29.7 kdnnen hilfreich sein.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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