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Ubungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 1

1. Beweisdolgenden Satz.

Satz1 Seien ne N, c€ R" und i € C}(R",R) (d.h. b : R" — R ist stetig differenzierbar). Dann ist

u(t,x) := up(x—tc) die eindeutige bsung von
W (t,x) + Ou(t,x)-c=0
ueCHR xR")
U(O,X) = UO(X)'

2. Beweisdolgenden Satz.

Satz 2 Seien & R, up € C(R) und f € C}(R). Dann ist

t
u(t,x) := uo(x—tc)+/ f(x—tc+sods
0

die eindeutige bisung von
U +Ux-c=f
ueCY(R xR)
u(0,x) = up(x).

3. Losefolgende inhomogene Transportgleichung:
ue Cl(IR,+ X IR)

2u; + 3ux = cogX)
u(0,x) = (2/3) sin(x).

4. Losefolgende Wellengleichung alif x R.
Urt = Uxx

u(0,x) = sin(x)
U (0,X) = sin(x).

Bitte im Newsletter-System zu dieser Vorlesung anmelden.mneldungen erfolgen unter

http://cantor.mathematik.uni-ulm.de/ newsletter/cgi-bin/newsletter.py

Veranstaltungstermine:

Vorlesung: Montags, 12-14 Uhr in Helmholtzstr. 18, Raum 220.

Donnerstags, 12-14 Uhr in 028, Raum H21.

Uebungen: Montags, 14-16 Uhr in Helmholtzstr. 18, Raum 220.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégdéader Adresse verfugbar:

www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Prof. Dr. W. Arendt

UNIVERSITAT ULM Dr. Markus Biegert

Institut Angewandte Analysis SS 2008
Gesamt: 16 Punkte

Abgabetermin: Mo, 28.04.2008

Ubungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 2

Definition 3 Fir eine offene Meng® c RN bezeichnen wir mitz(Q) den Raum defTestfunktionenauf Q

gegeben durch
2(Q) :={ueC?(Q):3IK c Q kompaktund a= 0 aufQ\ K}.

5. (Das schwingende Quadrat) [8]
SeiQ das Quadra® := (0, m)? C R? und seienfy, f»,91,92 € 2((0, m)). Betrachte das Problem:

Uit = AU = Uy + Uy (x,y) € Q,t > 0;(DGL)
u(t,x,y) =0 (x,y) € 9Q; (RB)
u(0,xy) = fi(x)fa(y)  (xy) € Q;(AO)

W (0,x,y) = 01(x)g2(y) (x,y) € Q(AG).

e DGL="Differentialgleichung’,

e RB='Randbedingungen’ (hier Dirichlet Randbedingungen),
e AO='Anfangsort’,

e AG='Anfangsgeschwindigkeit’.

Bestimmanit Hilfe des Separationsansatzes
u(t, xy) = a(t)b(x)c(y)

eine (klassische) Losung des obigen Problems.

6. (Grundldsung der Poissongleichung) [4]
FurN > 3 betrachten wir die FunktioBy : RN\ {0} — R gegeben durch

En(x) = [x*N.

Berechnenun (aufRN \ {0})
N

Au:= Z Ux;x; -
=1
7. (Der Laplace-Operator in Polarkoordinaten) [4]
SeiB(0,r) := {x e R2: |x| <r},ve C?B(0,r)) undu: (0,1) x R — R gegeben durch
u(r,8) :=v(rcog0),rsin(0)).

Zeige:Av(r cog0),rsin(8)) = ur (r,8) + ur(r,8) /r + uge(r, 8) /r?.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégdéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Ubungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 3

8. (Das Dirichlet-Problem auf dem Rechteck)
SeiQ c R? das Rechteck gegeben du@h= (0, ) x (0,1) c IR? und seig € Co(0, 7).
Hierbei bezeichnety(a, b) den Banach gegeben durch

Co(a,b) :={uecC([a,b]) :u(@) =u(b) =0}, [ullcy@p = S U]

[a,

Dazu betrachten wir das Dirichlet-Problem

(@)
(b)

(©)

(d)

(e)

ueC?(Q)NCc(Q),
Au=0inQ, 1)
ux,y) = 1q; (V)g(x) fur (x,y) € 0Q,

Zeige daB es hochstens eine Losung \idn (1) gibt.
Zeige daR der Unterraun¥ C Cy(0, 1) gegeben durch

N
T = { z bysing: N € N by e R furk= 1,...,N}
K=1
dichtinCy(0, m) liegt. Hierbei sind die Funktionen sinR — [—1,1] gegeben durch
sing(t) := sin(tk).
Zeige Istg € 7 gegeben durch = zEﬂ byesing mitby e Rfurk=1,...,N € N, soist

_N o sinhiky)
u(x,y) := I(Zlbksm(kx) Sinh(KD)

eine Losung vor({1).

Seieng € 7 mit gp = ngl bl((”) sing undg € Cp(0, 1T). Zeige Konvergiertgn, — g in Cp(0, 1), SO
konvergierlbf(”) gegerby wobeiby gegeben ist durch

by = 7_21 /O "sin(kt)g(t) dt.

Hinweis: Zeige, daR filj,k € No, j # k gilt: [y sin(kt) sin(jt) = 0.
Seierg, € 7, g € Cy(0, ) undup die Losung von
ueC3(Q)NC(Q),
Au=0inQ,
u(x,y) = 1 (Y)Gn(x) fur (xy) € 0Q,

Zeige: Konvergiertgy, — g in Cp(0, 1), so existiertu := limnup in C([0, 1] x [0,1]) undu I8st das
Problem[(1).

[16]



9. (Zusatzaufgabe)
Wir betrachten das RechteBk= (a,b) x (c,d) ¢ R? mita < b, ¢ < d und reelle Konstante, ¢, C3, C4.

Bestimmanun eine Funktiom € C?(IR?) mit

e Au(x,y) =0 furalle(x,y) € R?,
e u(a,c) =cq, u(b,c) = ¢y, u(b,d) = cz undu(a,d) = cs.

Benutze dies um eine Darstellung der Losung des Problems

ueC?(Q)NCc(Q),
Au=0inQ, (2)
u(x,y) = h(x,y) fur (x,y) € R,

fur beliebigesh € C(JR) anzugeben.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégdéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Ubungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 4

10.

11.

12.

(Subharmonische Funktionen) _ [2]
SeiQ C R" eine offene und beschrankte Mengeige: Ist u € C(Q) mCZ_(Q) subharmonisch if2 und
h € C(Q) NC?(Q) harmonisch i und giltu < haufdQ, so istu < h aufQ.

(Warmeleitungsgleichung mit Dirichlet Randbedingungen) [4]
Wir betrachten fug € Co([0, 71]) die Warmeleitungsgleichung

ut,x)=0 xe{0,m},t >0, Randbedingungen (RB)

U = Au t>0,xe(0,m, Differentialgleichung (DGL)
u(0,x) =upg(x) xe€[0,m, Anfangswert (AW)

Seiu € C([0,) x [0, 71]) NC>((0,), [0, 11]) die nach Theorem 9.4 eindeutige Losung der obigen WLG.
Zeige:Furk € Ny ist
ot 0inc([0, 1) fi
W(tv)g) in ([ 57T]> urt — co.
(Warmeleitungsgleichung mit Neumann Randbedingungen)
Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung

w =Au t>0,xe(0,m), Differentialgleichung (DGL)
Ux(t,x) =0 xe{0,m},t >0, Randbedingungen (RB)
u(0,x) =up(x) xe€l0,m, Anfangswert (AW)
(a) Zeige daRUy, fur n € N gegeben durch [1]

Un(x,t) := e ™t cognx)

die Eigenschaften (DGL) und (RB) erfullen.
(b) Seiug € C?[0, i} mit uy(0) = uy(m) = 0. Bestimmegeeignete Konstantea, (n € No), so daR die [5]
Funktionu gegeben durch

U(t,X) = %UO(LX) + z anUn(t,X)
n=1

in C([0,) x [0, 17]) NC®((0,) x [0, 1)) liegt und eine Losung des obigen Problems ist.

(c) Seiu e C(]0,0) x [0,71]) NC((0,%) x [0,71]) eine Losung der obigen WLG. Die Gesamtwarmg]
# (t) zum Zeitpunkt > O sei gegeben durcH (t) := 5 u(t,x) dx. Zeige daR#/(-) : [0,0) — R
konstant istHinweis: Berechned# /dt.

(d) Zeige daB es fir jedegy € C([0, r1]) hdchstens eine Losung 2]
u € C([0,00) x [0, 1) NCH((0,0) x [0, 7))

gibt. Hinweis: Betrachte die Energié (t) := 5 [T u(t,x)? dx.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégdéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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13. (Laplace-Operator fur radiale Funktionen)
Seien 0<r; <r; <o, Q= {xe RN :ry <|x <ra} C RN, veC?(ry,r2) undu: Q — R gegeben durch
u(x) :=v(|x|). Zeige daB fur allex € Q gilt:

N—-1

B0 = V() +

V(IX)).

14. (Partielle Integration/Hauptsatz fiir spezielleCt-Mengen)
Seiy: RN — R stetig differenzierbar und sé := {x€ RN : xn > y(Xa,...,Xn-1) }.
(a) Zeige:Firze 9Q = {x€ RN :xy = y(xq,...,xn-1)} ist die auBere Normale va im Punktez
gegeben durch
(Dy(zl)v _1)

v(z) = A2
VIOv@)P +1
(b) SeiU :=RN"1x (0,00) und seiv e CHRN) = {we CY(RN) : supgw) ist kompak}. Zeige
/ Div=0 furalleje {1,...,N—1}.
U

Hinweis: Benutze Fubini geeignet.
(c) Seiuc CHRN). Zeige daR furj € {1,...,N} gilt:

[owax= [ u@.v@)vi v@)y/10vz)+ 102,
Q R

Hinweis: Betrachte die Fall¢ € {1,...,N—1} und j = N getrennt.
(d) Definiereein Borel-MaRo auf dQ geeignet, so daR fir allec CL(RN) gilt:

/DjUdX:/ uvj do.
Q 0Q

BemerkungDies liefert fiirQ € C! die Existenz des MaResim Hauptsatz (10.5) der Vorlesung.
15. (Fortsetzung klassisch differenzierbarer Funktioneh

(@) Seiuc CY([0,1]) mit U'(0) = 0. Zeige daRudefiniert durch

oo ux) fallsx € [0,1]
06x) := u(—x) fallsxe[—1,0]

eine Funktion irC'[—1, 1] ist und daf/"eine ungerade Funktion ist.
(b) Seiu e CL([0,1]) mit u(0) = 0. Zeige daRu'definiert durch

~oo jux) fallsx € [0,1]
06x) := {—u(—x) fallsx € [-1,0]

eine Funktion irC!([—1,1]) ist und dafs"eine gerade Funktion ist.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégdéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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16. (Eigenschaften des Newton-Potential§eiEy das Newtonsche Potential iR\, also

Cn|X| fallsN = 1;
En(x) = { Cnlog(]x|) fallsN =2;
CN|x|2’N fallsN > 3,

wobeiCy := 271, Cy := (2rm) "1 undCy := [(2— N)wy] 1 fiir N > 3 mitwy := 0 (9B(0,1)) die Oberflache
der Einheitskugel inRN - Vergleiche AufgabEl6.

(a) Zeige daRD;iDjEn & L (RN) fur N >2undi,j € {1,...,N}.
(b) Zeige daR furN > 2 gilt: |JEn| € L (RN) genau dann weng< N/(N - 1).

17. (Eigenschaften der Faltung)
(a) Zeige daB furf,g e LY(RN) gilt:
fxgeL'®Y) und [[fxgllamn) < fllLamm gl gy -
Hinweis: Benutze den Satz von Tonelli/Fubini.
(b) Zeige daR furf € LY(RN) undg € LP(RN) mit p € (1, 0] gilt:
fxgeLP(RY) und |f *OllLomny < [l 19l Lomny -

Hinweis: Filr p € (1, ) wende die Holder'sche Ungleichung aifx— y)g(y) = [f (x—y)Pg(y)] f (x—y)2/d
mit 1/p+1/g =1 an und benutze Aufgabeti7a).

(c) Zeige daB furf € LP(RN) undg € L4RN) mit p,q € (1,») und I/p+1/q= 1 gilt:
fxgel”(RY) und |f * Ol ey < [ FllLomny [19llLagmny -
Hinweis: Benutze die Hélder'sche Ungleichung. Bemerkuimdiesem Fall istf «g stetig aufRN.
(d) Seierk e Ny, f € CX(RN) undg e LE (RN). Zeige daBf xg € CX(RN) und
DY(fxg)=(D9f)xg fur jeden Multiindexa mit |a| < k.
Hinweis: Betrachte zuerst den F&ll= 1. Der Fallk = 0 wurde in der Vorlesung gezeigt.
18. (Mittelwerteigenschaften von Funktionen)
SeiQ ¢ RN offen undu € C(Q). Zeige daR folgende Aussagen aquivalent sind:
1. u(2= W%,r)\ J(zr) U(x) dxfir alle KugelnB(z r) C B(zr) C Q.

2. U(2) = 5mEm Josn UX) do(x) fur alle KugelnB(zr) C B(zr) C Q.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégdéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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19.

20.

21.

22.

23.

(Hebbarkeit von Singularitaten)
SeiQ = (a,b) C R ein Intervall mita,b € R, a < b undxg € (a,b). Zeige:Istu € HY(Q\ {x}) NC(Q),
dannistuc HY(Q).

(Die erste Poincae-Ungleichung)
SeiQ = (a,b) C R ein Intervall mita,b € R, a < b. Zeige daf} es eine Konstan@> 0 gibt so daf’

ullhaig) < Cl[u'f| 2(q) fir alleu € HY(Q) mitu(a) = 0.

(Sobolev-Funktionen mit ldherer Ableitung Null)
SeiQ = (a,b) C R ein Intervall mita,b € R, a < b und seik € N. Zeige:Ist u € H¥(Q) mit u® =0 so
gibt es ein Polynonp vom Grade grah) < k— 1 so daflu(x) = p(x) fur fast allex € Q.

(Poisson-Problem mit Robin-Randbedingungen auf einetmtervall)
SeiQ = (a,b) C R ein Intervall mita,b € R, a < b und seienBy, B1 € [0,) mit fo+ B1 > 0. FirA >0
betrachten wir das Poisson-Problem mit Robin-Randbediggu

Au—Uu"=1finQ 3)
u'(a) = Bou(a) undu'(b) = —Byu(b).

(@) SelV:=H(Q)unda:V xV — R gegeben durch

a(u,V) = ()\ /Q uv -+ /Q u’\/) + Buu(b)v(b) + Bou(@)v(a).

Zeige dafla:V xV — R eine stetige und koerzive Bilinearform ist.
(b) Furf € L?(Q) definiereF : V — R durchF (v) := [, fv. Zeige: Fe V'.
(c) Zeige:Fir jedesf € L2(Q) gibt es genau ein € H?(Q) welches[(B) lost.
(d) Zeige:lst f € C(Q) so ist die Losungi € C?(Q).

(Poisson-Problem mit gemischten Randbedingungen auihem Intervall)
SeiQ = (a,b) C R ein Intervall mita,b € R, a < b und seinera, 3 € R. FirA > 0 betrachten wir das

Poisson-Problem

Au—Uu"=finQ
{ (4)

u(a) = a undu’(b) = B.

Zeige daR es fir jedes € L2(Q) genau eine Losung e H?(Q) gibt.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégdéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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24. Seiena< breelle Zahlen un® := (a,b) C R ein Intervall. Wir machen folgende Annahmen:

e o > f3>0undd > 0 reelle Konstanten;
e pel®Q),p>ainQundYpecH(Q);
e geL7(Q);

e rcl?(Q)mitr—qg?/(4B) >din Q.

Zeige daR es fir jedes € L2(Q) genau eine Losung des folgenden Problems gibt:

uec H?(Q);
—(pu) +qu +ru=finQ;
u(a)=u(b)=0.

Hinweis: Vergleiche Satz 15.5 der Vorlesung, d.h. benutze den Satt &o-Milgram.

25. Seiena < breelle Zahlen un@ := (a,b) C R ein Intervall. Wir machen folgende Annahmen:

e o > f3>0undd > 0 reelle Konstanten;

e pel®Q),p>ainQundYpecH(Q);

e gqcHYQ);

e rcl?(Q)mitr—q/2> & oderr —(¢f)?/(168) — B> 5 in Q.

Zeige daR es fir jedes € L2(Q) genau eine Losung des folgenden Problems gibt:

uc H?(Q);
—(pu) +qu +ru=finQ;
u(a)=U'(b)=0.

Hinweis: Vergleiche Satz 15.5 der Vorlesung, d.h. benutze den Satt &o-Milgram.

26. Seiena < breelle Zahlen un@ := (a,b) C R ein Intervall. Dann definieren wir
Hoel @) = {u€ HY(Q) 1u(@) = u®)},  [lullug, () = lull(q)

unda : Hye(Q) x HieQ) — R durch

a(u,v) ::/qunL/Qu’\/.

Zeige daR es zu jederh € L?(Q) genau eine Losung des folgenden Problems gibt:

ue H3(Q);
u—u’=finQ;
u(a) = u(b) undu’(a) = u'(b).

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégéader Adresse verfugbar:

www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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27.

28.

29.

30.

(Lokalitat der schwachen Ableitung)
SeienU c Q c RN offene Mengen und seianv e V\/lé;:l(Q). Zeige:lstu=vaufU, soistfurj=1,...,N

Dju=Djv aufU.

Hinweis: Vergleiche Definition 16.5 der Vorlesung.

(Charakterisierung vonV\/kl)’cl(Q) NLp:(Q) durch Approximation)

SeiQ c RN eine offene Mengezeige daR folgende Aussagen aquivalent sind.

1,1 ) .
1. ueWee (Q)NLie(Q);

2. Furj=1,...,Ngibtesuj € L} .(Q) und¢gn € 2(Q) =C(Q) mit

loc
e sup,[|§nllc) < fur jede kompakte Mengié C Q;

o limy¢n=uinLi (Q);

loc

e limpDj¢n=ujin L} (Q).

Zeigeweiterhin, daB in diesem Fall gilRju=u; fur j=1,...,N.

Hinweis: Vergleiche Satz 16.9 der Vorlesung.

(Produktregel)
SeiQ c RN eine offene Menge und seierv € V\/kl,’cl(Q) NLgc(Q). Zeigg daBuve V\/é’cl(Q) NLp.(Q) und
daR furj=1,...,N gilt:

Dj(uv) = vDju+ubDjv.

Hinweis: Vergleiche Satz 16.10 der Vorlesung.

(Verbandeigenschaften)
SeiQ c RN eine offene Menge und seienv € H1(Q) = W2(Q). Zeige, daR

e UAV=min(u,v) € HY(Q);
e uVvv=maxu,v) c HY(Q);

Hinweis: Benutze Satz 16.12 der Vorlesung und eine geeignete Dargjelon max und min.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégdéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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31. (Charakterisierung vonCo(Q) mit Q beschrnkt)
SeiQ c RN eine offene und beschrankte Mengeigefolgende Identitat:

Co(Q) = {u[g:ueC(Q), u=0aufdQ}.

32. (Funktionen in H}(Q) NC(Q) miissen nicht Null am Rand sein)
(@) SeiB:=B(0,1) c RN die offene Einheitskugel ifRN mit N > 2. Dann setzen wir fiir € (0,1):

)1 falls|x| <r;
0= In(|x|)/In(r) falls|x| € (r,1).

Zeige v; € Co(B)NHY(B) undv; — 0in HY(B) fiir r — 0+.

(b) Fur ein fest gewahlteg ¢ Z(B) setzen wirgy := ¢ — ¢(0)v;. Die punktierte Einheitsku_geEl ist
gegeben durcB:= B\ {0} = B(0,1) \ {0}. Zeige: ¢ — ¢ in HL(B) undyr € Co(B)NHL(B).

(c) Zeige FurN > 2 gibt es eine offene Menge ¢ RN und¢ € H}(Q) NC(Q) mit ¢ # 0 aufaQ.

33. (Erste Poincai-Ungleichung fiur offene Mengen in einem beliebigen Strign)
SeiB eine orthogonal®l x N-Matrix, b € RN und T : RN — RN gegeben durch

Tx:=Bx+h.
SeiQ c RN offen so da Q in einem Streifer§;, 5 liegt (vgl. Vorlesung)Zeige:

[ull 2(q) < 28|0ul| 2N
fur alleu € H3(Q).

34. (Die erste Poincag-Ungleichung gilt nicht im RN)
ZeigedaR die erste Poincaré-UngleichungR nicht gilt, d.h.zeigedaR es keine Konstan@> 0 gibt,

so daR fur alles € H}(RN) gilt:
HUHLZ(RN) < CHDU“LZ(RN)N .

Hinweis: Betrachte eine Funktiof € 2(IRN) und dazu Funktionegi,(x) := ¢ (x/n).

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégdéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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35.

36.

37.

38.

39.

Findeeine offene Meng® C RN so daR die Einbettung vda}(Q) in L2(Q) nicht kompakt ist.

SeiQ c RN ein GebietZeige:Istu ¢ V\/kl)’cl(Q) undUu = 0, dann istu konstant.
Hinweis: Was ist(D;ju)¢ ?

SeiQ c RN eine offene Menge und € W (Q). Zeige:Ist DiDju € C(Q) firi,j = 1,...,N, so istu e

loc

C?(Q). Hinweis: Wir sagenD;Dju € C(Q) falls es eing € C(Q) gibt so daR
/ uD;D;i$ = /g¢ fur alle ¢ € 2(Q).
Q

Sei Q ¢ RN eine offene Menge und seic H2(Q). Zeige daRD;i(Dju) = Dj(Dju) furi,j = 1,...,N.
Hinweis: Benutze die Definition der Ableitung.

Wabhle zwei verschiedene Satze der Vorlesung aus undéeiese Satze so vor, daR Du sie in tiflungen
vorstellen kannst.

Die Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen sind untégdéader Adresse verfugbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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