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Wärmeleitungsgleichung mit Dirichlet Randbedingungen .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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Die erste Poincaré-Ungleichung gilt nicht imRN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

c© 2008 Universität Ulm 1



Blatt:11 14

2



U
N

IV
ERSI TÄ T  ULM

 · S
C

IE
N

D
O

 · DOCENDO · C
U

R
A

N
D

O
 · UNIVERSITÄT ULM
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Übungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 1

1. Beweisefolgenden Satz. [3]

Satz 1 Seien n∈ N, c∈ Rn und u0 ∈ C1(Rn,R) (d.h. u0 : Rn →R ist stetig differenzierbar). Dann ist
u(t,x) := u0(x− tc) die eindeutige L̈osung von











ut(t,x)+ ∇u(t,x) ·c= 0

u∈C1(R×Rn)

u(0,x) = u0(x).

2. Beweisefolgenden Satz. [3]

Satz 2 Seien c∈R, u0 ∈C1(R) und f ∈C1(R). Dann ist

u(t,x) := u0(x− tc)+

∫ t

0
f (x− tc+sc) ds

die eindeutige L̈osung von










ut +ux ·c = f

u∈C1(R×R)

u(0,x) = u0(x).

3. Lösefolgende inhomogene Transportgleichung: [3]







u∈C1(R+×R)
2ut +3ux = cos(x)
u(0,x) = (2/3)sin(x).

4. Lösefolgende Wellengleichung aufR×R. [3]











utt = uxx

u(0,x) = sin(x)

ut(0,x) = sin(x).

Bitte im Newsletter-System zu dieser Vorlesung anmelden. Anmeldungen erfolgen unter

http://cantor.mathematik.uni-ulm.de/~newsletter/cgi-bin/newsletter.py

Veranstaltungstermine:

Vorlesung: Montags, 12-14 Uhr in Helmholtzstr. 18, Raum 220.

Donnerstags, 12-14 Uhr in O28, Raum H21.

Uebungen: Montags, 14-16 Uhr in Helmholtzstr. 18, Raum 220.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Definition 3 Für eine offene MengeΩ ⊂ RN bezeichnen wir mitD(Ω) den Raum derTestfunktionenauf Ω
gegeben durch

D(Ω) := {u∈C∞(Ω) : ∃K ⊂ Ω kompakt und u≡ 0 aufΩ\K} .

5. (Das schwingende Quadrat) [8]

SeiQ das QuadratQ := (0,π)2 ⊂R2 und seienf1, f2,g1,g2 ∈ D((0,π)). Betrachte das Problem:



















utt = ∆u := uxx+uyy (x,y) ∈ Q,t ≥ 0;(DGL)

u(t,x,y) = 0 (x,y) ∈ ∂Q;(RB)

u(0,x,y) = f1(x) f2(y) (x,y) ∈ Q;(AO)

ut(0,x,y) = g1(x)g2(y) (x,y) ∈ Q(AG).

• DGL=’Differentialgleichung’,

• RB=’Randbedingungen’ (hier Dirichlet Randbedingungen),

• AO=’Anfangsort’,

• AG=’Anfangsgeschwindigkeit’.

Bestimmemit Hilfe des Separationsansatzes

u(t,x,y) = a(t)b(x)c(y)

eine (klassische) Lösung des obigen Problems.

6. (Grundlösung der Poissongleichung) [4]

FürN ≥ 3 betrachten wir die FunktionEN :RN \ {0}→R gegeben durch

EN(x) := |x|2−N.

Berechnenun (aufRN \ {0})

∆u :=
N

∑
j=1

uxj xj .

7. (Der Laplace-Operator in Polarkoordinaten) [4]

SeiB(0, r) :=
{

x∈R2 : |x| < r
}

, v∈C2(B(0, r)) undu : (0,1)×R→R gegeben durch

u(r,θ ) := v(r cos(θ ), r sin(θ )).

Zeige:∆v(r cos(θ ), r sin(θ )) = urr (r,θ )+ur(r,θ )/r +uθθ (r,θ )/r2.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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8. (Das Dirichlet-Problem auf dem Rechteck) [16]

SeiΩ ⊂R2 das Rechteck gegeben durchΩ := (0,π)× (0, l)⊂R2 und seig∈C0(0,π).
Hierbei bezeichnetC0(a,b) den Banach gegeben durch

C0(a,b) := {u∈C([a,b]) : u(a) = u(b) = 0} , ‖u‖C0(a,b) := sup
x∈[a,b]

|u(x)|.

Dazu betrachten wir das Dirichlet-Problem










u∈C2(Ω)∩C(Ω),

∆u = 0 in Ω,

u(x,y) = 1{l}(y)g(x) für (x,y) ∈ ∂Ω,

(1)

(a) Zeige, daß es höchstens eine Lösung von (1) gibt.

(b) Zeige, daß der UnterraumT ⊂C0(0,π) gegeben durch

T :=

{

N

∑
k=1

bk sink : N ∈N,bk ∈R für k = 1, . . . ,N

}

dicht inC0(0,π) liegt. Hierbei sind die Funktionen sink :R→ [−1,1] gegeben durch

sink(t) := sin(tk).

(c) Zeige: Ist g∈ T gegeben durchg = ∑N
k=1 bk sink mit bk ∈R für k = 1, . . . ,N ∈N, so ist

u(x,y) :=
N

∑
k=1

bk sin(kx)
sinh(ky)
sinh(kl)

eine Lösung von (1).

(d) Seiengn ∈ T mit gn = ∑Nn
k=1b(n)

k sink undg ∈ C0(0,π). Zeige: Konvergiertgn → g in C0(0,π), so

konvergiertb(n)
k gegenbk wobeibk gegeben ist durch

bk :=
2
π

∫ π

0
sin(kt)g(t) dt.

Hinweis:Zeige, daß fürj,k∈N0, j 6= k gilt:
∫ π

0 sin(kt)sin( jt ) = 0.

(e) Seiengn ∈ T , g∈C0(0,π) undun die Lösung von











u∈C2(Ω)∩C(Ω),

∆u = 0 in Ω,

u(x,y) = 1{l}(y)gn(x) für (x,y) ∈ ∂Ω,

Zeige:Konvergiertgn → g in C0(0,π), so existiertu := limnun in C([0,π ]× [0, l ]) und u löst das
Problem (1).

5



9. (Zusatzaufgabe)
Wir betrachten das RechteckR := (a,b)× (c,d) ⊂R2 mit a < b, c < d und reelle Konstantenc1,c2,c3,c4.
Bestimmenun eine Funktionu∈C2(R2) mit

• ∆u(x,y) = 0 für alle(x,y) ∈R2,

• u(a,c) = c1, u(b,c) = c2, u(b,d) = c3 undu(a,d) = c4.

Benutze dies um eine Darstellung der Lösung des Problems










u∈C2(Ω)∩C(Ω),

∆u = 0 in Ω,

u(x,y) = h(x,y) für (x,y) ∈ ∂R,

(2)

für beliebigesh∈C(∂R) anzugeben.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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10. (Subharmonische Funktionen) [2]

Sei Ω ⊂ Rn eine offene und beschränkte Menge.Zeige: Ist u ∈ C(Ω)∩C2(Ω) subharmonisch inΩ und
h∈C(Ω)∩C2(Ω) harmonisch inΩ und giltu≤ h auf ∂Ω, so istu≤ h aufΩ.

11. (Wärmeleitungsgleichung mit Dirichlet Randbedingungen) [4]

Wir betrachten füru0 ∈C0([0,π ]) die Wärmeleitungsgleichung






ut = ∆u t > 0, x∈ (0,π) , Differentialgleichung (DGL)
u(t,x) = 0 x∈ {0,π} , t > 0, Randbedingungen (RB)
u(0,x) = u0(x) x∈ [0,π ] , Anfangswert (AW).

Sei u ∈ C([0,∞)× [0,π ])∩C∞((0,∞), [0,π ]) die nach Theorem 9.4 eindeutige Lösung der obigen WLG.
Zeige:Fürk∈N0 ist

∂ ku
∂xk (t, ·) → 0 in C([0,π ]) für t → ∞.

12. (Wärmeleitungsgleichung mit Neumann Randbedingungen)
Wir betrachten die Wärmeleitungsgleichung







ut = ∆u t > 0, x∈ (0,π) , Differentialgleichung (DGL)
ux(t,x) = 0 x∈ {0,π} , t > 0, Randbedingungen (RB)
u(0,x) = u0(x) x∈ [0,π ] , Anfangswert (AW).

(a) Zeige, daßUn für n∈N0 gegeben durch [1]

Un(x,t) := e−n2t cos(nx)

die Eigenschaften (DGL) und (RB) erfüllen.

(b) Seiu0 ∈ C2[0,π ] mit u′0(0) = u′0(π) = 0. Bestimmegeeignete Konstantenan, (n∈N0), so daß die [5]

Funktionu gegeben durch

u(t,x) :=
a0

2
U0(t,x)+

∞

∑
n=1

anUn(t,x)

in C([0,∞)× [0,π ])∩C∞((0,∞)× [0,π ]) liegt und eine Lösung des obigen Problems ist.

(c) Sei u ∈ C([0,∞)× [0,π ])∩C1((0,∞)× [0,π ]) eine Lösung der obigen WLG. Die Gesamtwärme[2]
W (t) zum Zeitpunktt ≥ 0 sei gegeben durchW (t) :=

∫ π
0 u(t,x) dx. Zeige, daßW (·) : [0,∞) →R

konstant ist.Hinweis:BerechnedW /dt.

(d) Zeige, daß es für jedesu0 ∈C([0,π ]) höchstens eine Lösung [2]

u∈C([0,∞)× [0,π ])∩C1((0,∞)× [0,π ])

gibt. Hinweis:Betrachte die EnergieE (t) := 1
2

∫ π
0 u(t,x)2 dx.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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13. (Laplace-Operator für radiale Funktionen)
Seien 0≤ r1 < r2 ≤ ∞, Ω :=

{

x∈RN : r1 < |x| < r2
}

⊂RN, v∈C2(r1, r2) undu : Ω →R gegeben durch
u(x) := v(|x|). Zeige, daß für allex∈ Ω gilt:

∆u(x) = v′′(|x|)+
N−1
|x|

v′(|x|).

14. (Partielle Integration/Hauptsatz für spezielleC1-Mengen)
Seiγ :RN−1 →R stetig differenzierbar und seiΩ :=

{

x∈RN : xN > γ(x1, . . . ,xN−1)
}

.

(a) Zeige:Für z∈ ∂Ω =
{

x∈RN : xN = γ(x1, . . . ,xN−1)
}

ist die äußere Normale vonΩ im Punktez
gegeben durch

ν(z) =
(∇γ(z′),−1)

√

|∇γ(z′)|2 +1
.

(b) SeiU :=RN−1× (0,∞) und seiv∈C1
c(RN) =

{

w∈C1(RN) : supp(w) ist kompakt
}

. Zeige:
∫

U
D jv = 0 für alle j ∈ {1, . . . ,N−1} .

Hinweis:Benutze Fubini geeignet.

(c) Seiu∈C1
c(RN). Zeige, daß für j ∈ {1, . . . ,N} gilt:

∫

Ω
D ju dx=

∫RN−1
u(z′,γ(z′))ν j (z

′,γ(z′))
√

|∇γ(z′)|2 +1 dz′.

Hinweis:Betrachte die Fällej ∈ {1, . . . ,N−1} und j = N getrennt.

(d) Definiereein Borel-Maßσ auf ∂Ω geeignet, so daß für alleu∈C1
c(RN) gilt:

∫

Ω
D ju dx=

∫

∂Ω
uν j dσ .

Bemerkung:Dies liefert fürΩ ∈C1 die Existenz des Maßesσ im Hauptsatz (10.5) der Vorlesung.

15. (Fortsetzung klassisch differenzierbarer Funktionen)

(a) Seiu∈C1([0,1]) mit u′(0) = 0. Zeige, daßũ definiert durch

ũ(x) :=

{

u(x) falls x∈ [0,1]

u(−x) falls x∈ [−1,0]

eine Funktion inC1[−1,1] ist und daß ˜u′ eine ungerade Funktion ist.

(b) Seiu∈C1([0,1]) mit u(0) = 0. Zeige, daßû definiert durch

û(x) :=

{

u(x) falls x∈ [0,1]

−u(−x) falls x∈ [−1,0]

eine Funktion inC1([−1,1]) ist und daß ˆu′ eine gerade Funktion ist.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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16. (Eigenschaften des Newton-Potentials)SeiEN das Newtonsche Potential imRN, also

EN(x) =











CN|x| falls N = 1;

CN log(|x|) falls N = 2;

CN|x|
2−N falls N ≥ 3,

wobeiC1 := 2−1, C2 := (2π)−1 undCN := [(2−N)wN]−1 für N ≥ 3 mit wN := σ(∂B(0,1)) die Oberfläche
der Einheitskugel imRN - Vergleiche Aufgabe 6.

(a) Zeige, daßDiD jEN 6∈ L1
loc(RN) für N ≥ 2 undi, j ∈ {1, . . . ,N}.

(b) Zeige, daß fürN ≥ 2 gilt: |∇EN| ∈ Lq
loc(RN) genau dann wennq < N/(N−1).

17. (Eigenschaften der Faltung)

(a) Zeige, daß fürf ,g∈ L1(RN) gilt:

f ⋆g∈ L1(RN) und ‖ f ⋆g‖L1(RN) ≤ ‖ f‖L1(RN) ‖g‖L1(RN) .

Hinweis:Benutze den Satz von Tonelli/Fubini.

(b) Zeige, daß fürf ∈ L1(RN) undg∈ Lp(RN) mit p∈ (1,∞] gilt:

f ⋆g∈ Lp(RN) und ‖ f ⋆g‖Lp(RN) ≤ ‖ f‖L1(RN) ‖g‖Lp(RN) .

Hinweis:Für p∈ (1,∞) wende die Hölder’sche Ungleichung auff (x−y)g(y) = [ f (x−y)1/pg(y)] f (x−y)1/q

mit 1/p+1/q = 1 an und benutze Aufgabe (17a).

(c) Zeige, daß fürf ∈ Lp(RN) undg∈ Lq(RN) mit p,q∈ (1,∞) und 1/p+1/q= 1 gilt:

f ⋆g∈ L∞(RN) und ‖ f ⋆g‖L∞(RN) ≤ ‖ f‖Lp(RN) ‖g‖Lq(RN) .

Hinweis:Benutze die Hölder’sche Ungleichung. Bemerkung:In diesem Fall istf ⋆g stetig aufRN.

(d) Seienk∈N0, f ∈Ck
c(RN) undg∈ L1

loc(RN). Zeige, daß f ⋆g∈Ck(RN) und

Dα( f ⋆g) = (Dα f )⋆g für jeden Multiindexα mit |α| ≤ k.

Hinweis:Betrachte zuerst den Fallk = 1. Der Fallk = 0 wurde in der Vorlesung gezeigt.

18. (Mittelwerteigenschaften von Funktionen)
SeiΩ ⊂RN offen undu∈C(Ω). Zeige, daß folgende Aussagen äquivalent sind:

1. u(z) = 1
|B(z,r)|

∫

B(z,r) u(x) dx für alle KugelnB(z, r) ⊂ B(z, r) ⊂ Ω.

2. u(z) = 1
σ(∂B(z,r))

∫

∂B(z,r) u(x) dσ(x) für alle KugelnB(z, r) ⊂ B(z, r) ⊂ Ω.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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19. (Hebbarkeit von Singularitäten)
SeiΩ = (a,b) ⊂R ein Intervall mita,b∈R, a < b undx0 ∈ (a,b). Zeige:Ist u∈ H1(Ω \ {x0})∩C(Ω),
dann istu∈ H1(Ω).

20. (Die erste Poincaŕe-Ungleichung)
SeiΩ = (a,b) ⊂R ein Intervall mita,b∈R, a < b. Zeige, daß es eine KonstanteC > 0 gibt so daß

‖u‖H1(Ω) ≤C
∥

∥u′
∥

∥

L2(Ω)
für alle u∈ H1(Ω) mit u(a) = 0.

21. (Sobolev-Funktionen mit ḧoherer Ableitung Null)
Sei Ω = (a,b) ⊂R ein Intervall mita,b∈R, a < b und seik ∈N. Zeige:Ist u∈ Hk(Ω) mit u(k) = 0 so
gibt es ein Polynomp vom Grade grad(p) ≤ k−1 so daßu(x) = p(x) für fast allex∈ Ω.

22. (Poisson-Problem mit Robin-Randbedingungen auf einemIntervall)
SeiΩ = (a,b) ⊂R ein Intervall mita,b∈R, a < b und seienβ0,β1 ∈ [0,∞) mit β0 + β1 > 0. Fürλ ≥ 0
betrachten wir das Poisson-Problem mit Robin-Randbedingungen

{

λu−u′′ = f in Ω
u′(a) = β0u(a) undu′(b) = −β1u(b).

(3)

(a) SeiV := H1(Ω) unda : V ×V →R gegeben durch

a(u,v) :=

(

λ
∫

Ω
uv+

∫

Ω
u′v′

)

+ β1u(b)v(b)+ β0u(a)v(a).

Zeige, daßa : V ×V →R eine stetige und koerzive Bilinearform ist.

(b) Für f ∈ L2(Ω) definiereF : V →R durchF(v) :=
∫

Ω f v. Zeige: F∈V ′.

(c) Zeige:Für jedesf ∈ L2(Ω) gibt es genau einu∈ H2(Ω) welches (3) löst.

(d) Zeige:Ist f ∈C(Ω) so ist die Lösungu∈C2(Ω).

23. (Poisson-Problem mit gemischten Randbedingungen auf einem Intervall)
Sei Ω = (a,b) ⊂ R ein Intervall mita,b∈ R, a < b und seinenα,β ∈R. Für λ ≥ 0 betrachten wir das
Poisson-Problem

{

λu−u′′ = f in Ω
u(a) = α undu′(b) = β .

(4)

Zeige, daß es für jedesf ∈ L2(Ω) genau eine Lösungu∈ H2(Ω) gibt.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Übungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 8

24. Seiena < b reelle Zahlen undΩ := (a,b) ⊂R ein Intervall. Wir machen folgende Annahmen:

• α > β > 0 undδ > 0 reelle Konstanten;

• p∈ L∞(Ω), p≥ α in Ω und 1/p∈ H1(Ω);

• q∈ L∞(Ω);

• r ∈ L2(Ω) mit r −q2/(4β ) ≥ δ in Ω.

Zeige, daß es für jedesf ∈ L2(Ω) genau eine Lösung des folgenden Problems gibt:










u∈ H2(Ω);

−(pu′)′ +qu′+ ru = f in Ω;

u′(a) = u′(b) = 0.

Hinweis:Vergleiche Satz 15.5 der Vorlesung, d.h. benutze den Satz von Lax-Milgram.

25. Seiena < b reelle Zahlen undΩ := (a,b) ⊂R ein Intervall. Wir machen folgende Annahmen:

• α > β > 0 undδ > 0 reelle Konstanten;

• p∈ L∞(Ω), p≥ α in Ω und 1/p∈ H1(Ω);

• q∈ H1
0(Ω);

• r ∈ L2(Ω) mit r −q′/2≥ δ oderr − (q′)2/(16β )−β ≥ δ in Ω.

Zeige, daß es für jedesf ∈ L2(Ω) genau eine Lösung des folgenden Problems gibt:










u∈ H2(Ω);

−(pu′)′ +qu′+ ru = f in Ω;

u′(a) = u′(b) = 0.

Hinweis:Vergleiche Satz 15.5 der Vorlesung, d.h. benutze den Satz von Lax-Milgram.

26. Seiena < b reelle Zahlen undΩ := (a,b) ⊂R ein Intervall. Dann definieren wir

H1
per(Ω) :=

{

u∈ H1(Ω) : u(a) = u(b)
}

, ‖u‖H1
per(Ω) := ‖u‖H1(Ω)

unda : H1
per(Ω)×H1

per(Ω) →R durch

a(u,v) :=
∫

Ω
uv+

∫

Ω
u′v′.

Zeige, daß es zu jedemf ∈ L2(Ω) genau eine Lösung des folgenden Problems gibt:










u∈ H2(Ω);

u−u′′ = f in Ω;

u(a) = u(b) undu′(a) = u′(b).

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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27. (Lokalit ät der schwachen Ableitung)
SeienU ⊂ Ω ⊂RN offene Mengen und seienu,v∈W1,1

loc (Ω). Zeige:Ist u = v aufU , so ist für j = 1, . . . ,N

D ju = D jv auf U.

Hinweis:Vergleiche Definition 16.5 der Vorlesung.

28. (Charakterisierung vonW1,1
loc (Ω)∩L∞

loc(Ω) durch Approximation)
SeiΩ ⊂RN eine offene Menge.Zeige, daß folgende Aussagen äquivalent sind.

1. u∈W1,1
loc (Ω)∩L∞

loc(Ω);

2. Für j = 1, . . . ,N gibt esu j ∈ L1
loc(Ω) undϕn ∈ D(Ω) = C∞

c (Ω) mit

• supn‖ϕn‖C(K) < ∞ für jede kompakte MengeK ⊂ Ω;

• limn ϕn = u in L1
loc(Ω);

• limnD jϕn = u j in L1
loc(Ω).

Zeigeweiterhin, daß in diesem Fall gilt:D ju = u j für j = 1, . . . ,N.

Hinweis:Vergleiche Satz 16.9 der Vorlesung.

29. (Produktregel)
SeiΩ ⊂RN eine offene Menge und seienu,v∈W1,1

loc (Ω)∩L∞
loc(Ω). Zeige, daßuv∈W1,1

loc (Ω)∩L∞
loc(Ω) und

daß für j = 1, . . . ,N gilt:
D j(uv) = vD ju+uD jv.

Hinweis:Vergleiche Satz 16.10 der Vorlesung.

30. (Verbandeigenschaften)
SeiΩ ⊂RN eine offene Menge und seienu,v∈ H1(Ω) = W1,2(Ω). Zeige, daß

• u∧v= min(u,v) ∈ H1(Ω);

• u∨v= max(u,v) ∈ H1(Ω);

Hinweis:Benutze Satz 16.12 der Vorlesung und eine geeignete Darstellung von max und min.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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Übungen zu Partielle Differentialgleichungen Blatt : 10

31. (Charakterisierung vonC0(Ω) mit Ω beschr̈ankt)
SeiΩ ⊂RN eine offene und beschränkte Menge.Zeigefolgende Identität:

C0(Ω) =
{

u|Ω : u∈C(Ω), u = 0 auf∂Ω
}

.

32. (Funktionen in H1
0(Ω)∩C(Ω) müssen nicht Null am Rand sein)

(a) SeiB := B(0,1) ⊂RN die offene Einheitskugel imRN mit N ≥ 2. Dann setzen wir fürr ∈ (0,1):

vr(x) :=

{

1 falls |x| ≤ r;

ln(|x|)/ ln(r) falls |x| ∈ (r,1).

Zeige: vr ∈C0(B)∩H1(B) undvr → 0 in H1(B) für r → 0+.

(b) Für ein fest gewähltesϕ ∈ D(B) setzen wirψr := ϕ −ϕ(0)vr . Die punktierte Einheitskugel̇B ist
gegeben durcḣB := B\ {0} = B(0,1)\ {0}. Zeige:ψr → ϕ in H1(Ḃ) undψr ∈C0(Ḃ)∩H1(Ḃ).

(c) Zeige: FürN ≥ 2 gibt es eine offene MengeΩ ⊂RN undϕ ∈ H1
0(Ω)∩C(Ω) mit ϕ 6≡ 0 auf∂Ω.

33. (Erste Poincaŕe-Ungleichung für offene Mengen in einem beliebigen Streifen)
SeiB eine orthogonaleN×N-Matrix, b∈RN undT :RN →RN gegeben durch

Tx := Bx+b.

SeiΩ ⊂RN offen so daßTΩ in einem StreifenSj0,δ liegt (vgl. Vorlesung).Zeige:

‖u‖L2(Ω) ≤ 2δ ‖∇u‖L2(Ω)N

für alle u∈ H1
0(Ω).

34. (Die erste Poincaŕe-Ungleichung gilt nicht imRN)
Zeigedaß die erste Poincaré-Ungleichung imRN nicht gilt, d.h.zeigedaß es keine KonstanteC > 0 gibt,
so daß für alleu∈ H1

0(RN) gilt:
‖u‖L2(RN) ≤C‖∇u‖L2(RN)N .

Hinweis:Betrachte eine Funktionϕ ∈ D(RN) und dazu Funktionenϕn(x) := ϕ(x/n).

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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35. Findeeine offene MengeΩ ⊂RN so daß die Einbettung vonH1
0(Ω) in L2(Ω) nicht kompakt ist.

36. SeiΩ ⊂RN ein Gebiet.Zeige:Ist u∈W1,1
loc (Ω) und∇u = 0, dann istu konstant.

Hinweis:Was ist(D ju)ε ?

37. Sei Ω ⊂ RN eine offene Menge undu ∈ W1,1
loc (Ω). Zeige:Ist DiD ju ∈ C(Ω) für i, j = 1, . . . ,N, so istu∈

C2(Ω). Hinweis:Wir sagenDiD ju∈C(Ω) falls es eing∈C(Ω) gibt so daß

∫

Ω
uD jDiϕ =

∫

gϕ für alleϕ ∈ D(Ω).

38. Sei Ω ⊂ RN eine offene Menge und seiu ∈ H2(Ω). Zeige, daßDi(D ju) = D j(Diu) für i, j = 1, . . . ,N.
Hinweis:Benutze die Definition der Ableitung.

39. Wähle zwei verschiedene Sätze der Vorlesung aus und bereite diese Sätze so vor, daß Du sie in denÜbungen
vorstellen kannst.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.mathematik.uni-ulm.de/m5/biegert/pde
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