. Prof. Dr. R. Zacher
UNIVERSITAT ULM Dr. Dominik Dier
Abgabe: Freitag, 22.4.2016 Sommersemester 16

Punktzahl: 20

Ubungen Partielle Differentialgleichungen: Blatt 1

Sei Q@ C R™ offen und u € C?(2). u heifit subharmonisch (superharmonisch), falls

—Au < 0in Q.
>

Zeige:
(a) w: R™ = R definiert durch u(z) = |#|* mit o > 2 ist subharmonisch.
(b) Ist f € C?(R) konvex und v € C%(Q2) harmonisch, dann ist f o v subharmonisch.

(¢) Ist u € C3(Q) harmonisch, dann ist v := |Vu|* subharmonisch.

. Definiere nn: R® — R durch

1

——) <1

n(x) := P (|x‘2*1> a (Standard-Mollifier)
0 el > 1,

wobei die Konstante ¢ > 0 so gewéhlt wird, dass [g.ndz =1 gilt.
(a) Zeige, dass n € C§°(R™) gilt.
(b) Fiir £ > 0 sei ne(z) := Hn(%), z € R™. Fiir u € Ly j,(R") setzen wir

usle) = (s w)(a) = [ mle—y)uly) dy, = R

Sei nun © C R"™ offen und v € Ly ,.(€2). v werde durch 0 auf Q° fortgesetzt.

Zeige: Hat v kompakten Triager in Q (d.h. v(x) = 0 fiir fast alle x € R™ \ K, wobei
K C Q kompakt ist), dann gilt v, € C§°(€2) fur hinreichend kleines ¢ > 0.

(c) Seive C(Q), K C Q kompakt und (ex)ken eine positive Nullfolge.
Zeige, dass v., — v gleichméfig in K fiir k — oo.

(d) Zeige: Ist v € Ly(2) mit 1 < p < oo, dann ist v, € L,(2) fiir alle € > 0 und

[vell L, ) < IVll ., 0)-

Weiter gilt fir jede positive Nullfolge (ex)ren: ve, — v in L, (Q) fiir £ — oo.
[Hinweis: Hier kann verwendet werden, dass jede Funktion v € L,(€) mit 1 < p < oo
durch stetige Funktionen w : 0 — R mit kompaktem Tréger in 2 beliebig genau in
L,(9) approximiert werden kann, d.h. C§(Q) ist dicht in L,(Q) fiir 1 < p < 00.]

(e) Zeige, dass C§°(2) dicht in L,() fir 1 <p < oc.
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