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1. Sei T > 0 und G ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit C1-Rand. Sei u ∈ C2([0, T ]×G) mit{
∂tu−∆u = 0 in (0, T ]×G

u = 0 auf [0, T ]× ∂G,

sowie u(T, x) = 0, x ∈ G.
Zeige, dass u ≡ 0 in (0, T ]×G.
Anleitung:
(a) Betrachte ϕ(t) :=

∫
G u2(t, x) dx, 0 ≤ t ≤ T . Zeige:

ϕ′(t) = −2
∫

G
|∇u(t, x)|2 dx und ϕ′′(t) = 4

∫
G

((∆u)(t, x))2 dx, 0 ≤ t ≤ T.

(b) Zeige dann ϕ′′(t)ϕ(t) ≥ (ϕ′(t))2, 0 ≤ t ≤ T .

(c) Man nehme an, dass ein Intervall [t1, t2] ⊂ [0, T ] gibt mit ϕ(t) > 0 für t1 ≤ t < t2
und ϕ(t2) = 0. Leite einen Widerspruch her. Verwende dazu die Konvexität der
Funktion f(t) := log(ϕ(t)), t1 ≤ t < t2.

2. (a) Zeige, dass die Aussage von Satz 3.13 aus der Vorlesung (parabolische Harnack-
Ungleichung) im Allgemeinen falsch ist für t1 = t2.

[Tipp: Betrachte die Funktionen u(t, x) = t−
1
2 e−

(x+a)2
4t mit Parameter a ∈ R (n=1).]

(b) Gilt die Aussage von Satz 3.13 auch im Fall t1 = 0, wenn zusätzlich u ∈ C(GT )
angenommen wird?

3. Sei T > 0 und G ⊂ Rn offen und beschränkt. Sei m : GT → R stetig und nichtnegativ und
u ∈ C1,2(GT ) ∩ C(GT ) mit

∂tu−∆u + mu ≤ 0 in GT .

Zeige, dass maxGT
u ≤ max∂p(GT ) u+ gilt. (u+ = max{u, 0})

4. Zeige mit Hilfe der parabolischen Harnack-Ungleichung, dass die Aussage von Satz 3.12
aus der Vorlesung (starkes Maximumprinzip) für Lösungen der Diffusionsgleichung in GT

gilt.
[Für Unterlösungen erhält man die Aussage auch, wenn man zusätzlich noch eine gewisses
Existenzresultat zur Verfügung hat.]

Übungsblätter sowie aktuelle Informationen unter
https://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss16/pde2016.html


