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Ubungen Partielle Differentialgleichungen: Blatt 3

1. Sein > 2, u: R — R harmonisch in R™ und u € Ly(R™). Zeige: u = 0.

2. Sein >2und G C R™ offen. Sei u € C?(G) harmonisch.

(a) Zeige, dass u keine isolierten Nullstellen besitzt, d.h. fiir 29 € G mit u(zg) = 0 gilt,
fir alle € > 0 existiert ein € B-(xg) \ {zo} sodass u(z) = 0.

(b) Zeige, dass die Aussage (a) im Fall n = 1 im Allgemeinen falsch ist.

3. Beweise den folgenden Satz:
Sei G C R™ ein Gebiet und u € L jo(G). Es gelte

/Gu(x)Ago(x) dz =0 Ve e C(G).

Dann ist v harmonisch in G.
Anleitung:
(a) Es geniigt den Satz fiir v € L1(G) mit G kompakt zu beweisen.

Wir nehmen also im folgenden an, dass u € L1(G) mit G kompakt.
(b) Sei ue = e *u die Glattung von u (vgl. Blatt 1) und Ge = {x € G : dist(z, 0G) > ¢}.
Dann gilt:

/ Au.p(z) de =0 Ve e C5°(Ge).
G
ue ist also harmonisch in G..

(¢) Seid>0unde € (0, g) Dann erfiillt u. auf allen Kugeln B, (xo) mit g € G5 und
r < % die Mittelwerteigenschaft.

(d) Es existiert ein Cy > 0, sodass fiir alle € > 0 gilt [|uz|f, ) < Ci.

(e) Seien ¢ und € wie in Teil (¢). Dann gibt es ein C' > 0, welches unabhéngig von ¢
ist, sodass [[uel|,_(g,) < €, d.h. die Familie (uc) s ist gleichméBig beschréankt
&0 2
in Gy fur festes 6 > 0.

(f) Die Familie (uc)

0<e<

o<e<d ist gleichgradig stetig auf Gy fiir festes § > 0.
2

(g) w ist harmonisch in G.

4. Sei G C R" ein beschrinktes Gebiet. Die Funktionen u,, € C?(G)NC(G) seien harmonisch
in G mit u, = g, auf dG, wobei g, € C(9G), n € N, mit

suplgn — gm| — 0 fir n,m — oc.
oG

Zeige, dass die Folge (u,) gleichmiflig gegen eine Funktion u: G — R konvergiert, welche
ebenfalls harmonisch in G und stetig in G ist.

Ubungsblétter sowie aktuelle Informationen unter
https://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss16/pde2016.html




