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1. Sei G ⊂ Rn ein Gebiet und (uk)k∈N ⊂ C2(G) eine Folge von in G harmonischen Funktionen
mit uk ≤ uk+1 in G für alle k ∈ N. Es gebe einen Punkt y ∈ G, sodass die Folge (uk(y))k∈N
beschränkt ist.
Zeige: Dann konvergiert die Folge (uk)k∈N auf jedem beschränkten Gebiet G′ mit G′ ⊂ G
gleichmäßig gegen eine Harmonische Funktion.
[Hinweis: Verwende die Harnack-Ungleichung]

2. Sei n ≥ 2, B = Br(0) ⊂ Rn und g ∈ C(∂B). Definiere die Funktion u : B → R durch

u(x) =


r2−|x|2
nα(n)r

∫
∂B

g(y)
|x−y|n dσ(y) , x ∈ B

g(x) , x ∈ ∂B.
(Poisson-Formel)

Zeige: u ∈ C2(B) ∩ C(B), und es gilt ∆u = 0 in B.

3. (a) Sei n ≥ 2 und u ∈ C2(Br(0)) ∩ C(Br(0)) eine nichtnegative Funktion, welche
harmonisch in Br(0) ⊂ Rn sei.
Zeige mit Hilfe der Poisson-Formel aus Aufgabe 2. folgende Darstellung der Harnack-
Ungleichung: Für jedes x ∈ Br(0) gilt:

rn−2 r − |x|
(r + |x|)n−1u(0) ≤ u(x) ≤ rn−2 r + |x|

(r + |x|)n−1u(0)

(b) Beweise mit Hilfe von (a): Ist u ∈ C2(Rn) eine harmonische Funktion, die nach oben
oder unten beschränkt ist, dann ist u konstant.

4. (a) Sei H = {x ∈ Rn : xn > 0} und u ∈ C2(H) ∩ C(H) beschränkt mit −∆u = 0 in H
und u = 0 auf ∂H.
Zeige: u = 0.

(b) Sei G = Rn \ B1(0). Sei u ∈ C2(G) ∩ C(G) harmonisch in G. Weiterhin gelte
lim|x|→∞ u(x) = 0.
Zeige: supG|u| = sup∂G|u|.
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