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Ubungen Partielle Differentialgleichungen: Blatt 7

(a) Sei f € S(R"), dann gilt nach der Vorlesung || f||;2gn) = HfHLQ(Rn). Nach dem
Fortsetzungsprinzip (siehe Spuroperator) kénnen wir also die Fouriertransformation
auf L?2(R") definieren. Fiir k& € IN definieren wir den Hilbertraum

HYR") := {u € LAR") : (1 + €[ )a € LARM)Y, ull gegroy = 11+ [€1)all 2o
Zeige: H*(R™) ist isomorph zu H*(R™).

(b) Sei b € R™ und ¢ > 0. Zeige: Falls |b| hinreichend klein ist, so existiert fiir all
f € L(R™) genau ein u € H2(R™), sodass gilt —Au +b-Vu + cu = f.

. Sei G C R" ein beschriinktes Gebiet mit C'-Rand, h € C(0G) mit 0 < h(x) < hy fiir alle
T €G, a€ Lo(G) mit 0 < § < a(x) fiir fast alle z € G und f € L?(G).

(a) Leite die schwache Formulierung der folgenden Gleichung her.
—Au+a(x)u=f aufG,
oyu+hu=0 auf 0G

(b) Zeige unter Verwendung von Lax—Milgram Existenz und Eindeutigkeit einer schwa-
chen Losung.

. Sei G = (—1,1), a € Loo(G) mit 0 < a(z) fiir fast alle x € G und f € L?(G). Leite die
schwache Formulierung der Gleichung

Ugzzr +a(x)u = f auf G,

u(=1) = u(1),

u'(—1) =4/(1)

her und zeige Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Lésung in H 2(@).

Gegenbeispiele zur mazimalen Regularitit in Lo und C.

rixglog(z? +23) a2 #0,

0 x =0,
Zeige: Au € L(B1(0)) (im Sobolevschen Sinne) und ulgp, ) = 0, aber u ¢
WZ(B1(0)).

(b) Sein >2und P(z) = z172. Sei n € C§°(B2(0)) mit n =1 in B1(0). Sei ¢, := 1 und
t, := 2F fiir k € IN. Betrachte die Funktion

f(z):= i ck [A(nP)] (tgx), =« € R™.
k=1

(a) Sein =2 und u(x) = { x = (x1,22) € B1(0).

Zeige: f ist stetig in R™, aber die Gleichung —Au = f besitzt fiir kein € > 0 eine
C?(B.(0))-Losung in B.(0).

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
https://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss16/pde2016.html




