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Losungen Hilbertraume & Fouriertransformation: Blatt 6

17. Isomorphismen erhalten Vollstindigkeit. Seien E, F normierte Vektorraume und T €
L(E,F) ein Isomorphismus von E auf F. Zeige: F ist genau dann vollstdndig, wenn F'
vollsténdig ist. (4)

Losung: Es reicht offensichtlich aus Symmetriegriinden zu zeigen, dass die Vollstdndigkeit
von E die Vollstédndigkeit von F' impliziert. Sei (y,) eine Cauchyfolge in F. Dann ist wegen

HTﬁlyn - TﬁlymH < HT71H Yn — Yml|

(T~'y,) eine Cauchyfolge in E. Wegen der Vollstindigkeit von E gibt es ein z € E mit
2 = lim, o0 T 'y,. Aus der Stetigkeit von T folgt nun, dass v, — Tz fiir n — oco. Also
ist F' vollstandig.

18. Charakterisierung von Stetigkeit von Sesquilinearformen. Sei V' ein komplexer normierter
Vektorraum und a : V' x V' — C eine Sesquilinearform auf V. Zeige: a ist genau dann stetig
(in beiden Komponenten), wenn es ein M > 0 gibt mit (3)

la(u,v)| < M [jul| ||v]] fir alle u,v € V.

Loésung: Nehmen wir zuerst an, dass ein solches M existiert. Ist u,, — v und v, — v in V,
so ist

la(u,v) — a(up, vy)| = |a(u, v) — a(uy, v) + a(up, v) — aty, vy)|

< la(un =, 0)| + |a(un, v = vn)| < M [lun = ull [[o]] + M [Jun|| [[v = vn]]

Die rechte Seite konvergiert gegen Null, da (uy,,) als konvergente Folge beschrankt ist.

Sei nun umgekehrt a stetig. Aus der Stetigkeit in (0, 0) folgt, dass es ein € > 0 gibt so, dass
fir alle (u,v) € B(0,¢€) x B(0,¢) die Abschitzung |a(u,v)| < 1 gilt. Dann ist fir u,v € V

u v _9
al e e || < e full o]l
( lull” HvH)‘

19. Projektionen auf konvexe Mengen. Sei H ein reeller Hilbertraum und C' C H eine abge-
schlossene, konvexe Menge. Ferner sei P die Projektion auf C.

la(u, v)] = €2 ull |v]

(a) Zeige, dass P im Allgemeinen nicht linear ist. (3)

Losung: Wir wihlen H = R und C = [—1,1]. Dann ist C C H abgeschlossen und
konvex. Sei P die Projektion auf C. Dann ist P(2) = 1 und P(—1) = —1, aber
1=P(1)=P2-1)#P@2)+P(-1)=1-1=0.

(b) Zeige: Es ist ||Pz — Pyl < ||z — y|| fir alle z,y € H. (4)

Losung: Es ist

| Pz — Py||* = (Pz — Py|Pxz — Py) = (Px — & + 2 — Py|Px — Py)
= (Pz — z|Pz — Py) + (x — Py|Pxz — Py) < (x — Py|Pxz — Py)
= (y— Py —y+z|Pz — Py) = (y — Py|Pz — Py) + (z — y|Pz — Py)
< (z —y|Pz — Py) < ||z — y[| [Pz — Py]|.



Die letzte Abschétzung folgt mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung. Teilen wir die
Ungleichung durch ||[Px — Py|| (fiir Px = Py ist die Ungleichung trivial), so folgt
die Behauptung.

Im folgenden sei C' := {z € H : ||z|| < 1} die abgeschlossene Einheitskugel in H.

()

Zeige: C' ist konvex und abgeschlossen.

Losung: Die Abgeschlossenheit von C folgt aus der Stetigkeit der Norm. Denn sei
(xy,) eine Folge in C mit x,, — x. Dann ist ||z|| = lim, o ||zn| < 1. Seien x1, 29 € C
und A € (0,1). Dann ist

Az + (1 = Mzl < Aaa] + (1= A) [lezf| <A+ (1 =) = 1.

Also ist Az1 + (1 — A)axg € C. Somit ist C' konvex.
Gebe mit Beweis die Projektion P auf C' an.

Losung: Es ist Pr = z, falls x € C und Pz = ﬁ sonst. Fir z € C hat P
offensichtlich diese Form. Fir « ¢ C ist ||z —y| > |z|| — |ly|| > ||z|| — 1 fur alle
y € C. Andererseits ist fiir y = ”ﬁ—” eC

1
\ . (1 _ M) —Jaf - 1.

Hieraus folgt Px = ﬁ firx & C.
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