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Losungen Hilbertraume & Fouriertransformation: Blatt 9

26.

Der Satz von Radon-Nikodym. Wir beniitzen in dieser Aufgabe Hilbertraumtheorie um den
Satz von Radon-Nikodym zu beweisen:

Seien A, u zwei endliche Mafe auf einem Messraum (£2,3) mit A < u, d.h. aus u(A) =0
folgt A(A) = 0. Dann gibt es eine eindeutige nicht-negative messbare Funktion A : Q — R

mit

(a)

)\(A):/hdu VAES.
A

Zeige: v = X + p definiert ein endliches Maf auf (€2, X).

Losung: Die Positivitat & Endlichkeit von v und v(0)) = 0 sieht man sofort. Sei
(A,) eine Folge von paarweise disjunkten messbaren Mengen. Dann ist

v(UpZiAn) = MUpZ 1 An) + m(UpZi4n) = Z AMAn) + Z 1(An) = Z v(An).
n=1 n=1 n=1

nach den Rechenregeln fiir Reihen, falls beide Reihen konvergieren. Ist eine der
Reihen unendlich, so ist die Identitdt offensichtlich auch richtig. Man beachte zum
Vergleich, dass man im Allgemeinen nicht die Differenz zweier nicht-endlicher Mafie
(als signiertes Maf) definieren kann!

Zeige: Es gibt ein g € L2(Q, ¥, v) mit
/fd)\ = /fgdA%—/fgdu Ve L*(Q,%,v).
Losung: Wir definieren
¢:L*(Q,%,v) >R
fre /fd)\.

Wie auf dem vorletzten Aufgabenblatt sieht man mit der Cauchy-Schwarz Unglei-
chung (da (€, 3, v) ein endlicher Mafraum ist), dass ¢ ein stetiges lineares Funktional
ist. Nach dem Satz von Riesz-Fréchet gibt es ein g € L2(2, %, v) mit o(f) = (flg)
fiir alle f € L?(2, %, ). Ausgeschrieben heift das gerade, dass

/fd)\—/fgd)\—i—/fgdu Ve L}(Q,%,v).

Also haben wir die Behauptung gezeigt.
Tipp: Verwende den Satz von Riesz-Fréchet.

Zeige: Es ist ¢ > 0 A- und p-fast iiberall.
Losung: Es gilt

02/ng:/]lNng:/]lNd)\:)\(N)ZO.
N

/gduz/gd)\—k/gd,u:O.
N N N

Dies kann aber nur gelten, falls A(N) = u(N) = 0 ist.
Tipp: Wir setzen N = {w € Q: g(w) < 0}. Zeige, dass A(N) = u(N) = 0.

Hieraus folgt



(d)

Wir setzen G := {w € Q: g(w) > 1}. Zeige, dass u(G) = 0 gilt.
Losung: Es gilt

NG = [1edr= [ 1agdn+ 1w = XG) + (G)
Also p(G) < 0 und damit p(G) = 0.

Essei M :={w e Q:0<g(w) < 1}. Zeige, dass fir alle A € ¥

g
AMNA) = [ —L—du.
( ) T

Losung: Aus dem Aufgabenteil (b) folgt [ f(1 — g)d\ = [ fgdu fir alle f €
L?(Q, %, v). Insbesondere ist also fiir A € ¥

1_
)\(MnﬂA):/]anmAd)\:/]anmAl gd)\:/]anmA
-9

g
dp.
1—g a

Hier haben wir verwendet, dass 1 Mnﬁ eine beschrankte und damit quadratinte-

grierbare Funktion ist. Aus dem Satz iiber monotone Konvergenz und der Stetigkeit
des Mafses von unten folgt nun

)\(MQA) = /]lMﬂA

d
1— 122

da ]anﬁAﬁ monoton gegen ]leAl’%g konverglert. Nun ist aber

g
Laoa d / 9 4 :/d,
/Mml P= Junai—g™ 1—g

da u(GU N) = 0 aus den vorherigen Aufgabenteilen.
Tipp: Fiir n € N setze M,, .= {w € Q: 0 < g(w) < 1 — 1}, Zeige zuerst fiir alle
n € N die approximative Behauptung

)\(MnmA):/ I gy vAex
anm, L —9g

und folgere dann die Behauptung der Aufgabe durch ein Grenzwertargument.
Zeige: Es gilt

ANA) = 1_gdﬂ+/\(AmG) VA e X.

Losung: Durch Zerlegen eines gegebenen A € ¥ erhalten wir
AMA) = MANN) + MANM) + AMANG) = / LdMH(AmG)

wegen A(INV) = 0 und dem vorherigen Aufgabenteil. Zur Erinnerung: Es gilt u(G) = 0.

Folgere nun den Satz von Radon-Nikodym in der obigen Formulierung.

Losung: Ist A < p, so folgt aus p(G) = 0 auch A(G) = 0. Mit dem vorherigen
Aufgabenteil folgt somit

/gdu VAEY.

Dies zeigt die Existenz mit h = % Sei nun h eine weitere messbare Funktion mit

dieser Eigenschaft. Dann gilt [, (h — h) du = 0 fiir alle A € 3. Hieraus folgt mit den
{iblichen Argumenten aus der Maftheorie, dass h = h.
Hinweis: Die Eindeutigkeit bitte nicht vergessen!

Bemerkung: Wie in der Maftheorie getan, kann man nun den Satz von Radon-Nikodym
einfach auf o-endliche Mafrdume verallgemeinern.



