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Losungen Hilbertraume & Fouriertransformation: Blatt 13

Fiir die Vorleistung werden 120 Ubungspunkte benétigt, das sind 50% der Ubungspunkte aus
den Ubungsblittern 1 bis 12. Das aktuelle Ubungsblatt 13 ist das letzte und wird als Bonusblatt
gewertet.

37. Fouriertransformation bestimmen. Bestimme die Fouriertransformation der folgenden Funk-
tionen f € L1(R).

(2) f(y) = e o0 (y) fiir a > 0. 3)
Losung: Es gilt

i) = [ iy gy = L[ iy gy L
f(x) \/%/0 e~ WeT dy \/ﬂ/o e Ydy Varla tin)
(b) f(y) =1j_pn(y) fir n € N. (3)

Losung: Es gilt

A 1 no 1 , . 2 sin(nx)
) = e~ Y day — eine _ p—inxy _ \/7 .
1) \/%/_n 4 27Tix( ) T T

(¢) fly)=ye v/ (3)
Lésung: Sei F(y) = e ¥*/2. Dann ist

Fy) = —F(y) = —iyF(y) = —iye’/2.

38. FEin kurzer Blick auf Banachalgebren. Eine assoziative Algebra iiber einem Korper K (K = R
oder K = C) ist ein K-Vektorraum mit einer bilinearen Verkniipfung % : A x A — A, der
Multiplikation auf A, fiir die das Assoziativgesetz gilt.

Ein K-Vektorraum mit einer Norm |[|-|| und einem Produkt  heift Banachalgebra iiber K,
falls

e (A, +,]|]]) ein Banachraum ist,

e (A, +,x) eine assoziative K-Algebra ist und

o |axb|| < |al b fir alle a,b € A gilt.

Wir haben in der Vorlesung also gesehen, dass die Faltungsalgebra (L!(G),+,*) eine
Banachalgebra ist.

(a) Zeige, dass in jeder Banachalgebra A die Multiplikation A x A — A, (a,b) — a*b
stetig ist. (2)

Losung: Seien a,, — a und b, — b gegeben. Dann ist

lan * bp — axbl| = [|an * (bn = b) + (an — @) % bl| < [lan * (bn = b)[| + [[(an — a) * b
< llanll[bn = bll + llan — all [|5]] -

Die rechte Seite geht gegen Null, da (a,,) als konvergente Folge beschrénkt ist.



(b)

Zeige, dass die assoziative Algebra Cy(R) der komplexwertigen beschrinkten stetigen
Funktionen auf R mit der Supremumsnorm eine Banachalgebra ist.

Losung: Wir zeigen zuerst, dass Cp(R) ein Banachraum ist. Wir haben bereits
in der Vorlesung gesehen, dass die Menge aller beschrankten Funktionen mit der
Supremumsnorm ein Banachraum ist. Es reicht also zu zeigen, dass Cp(R) in diesem
Raum abgeschlossen ist. Das folgt aber sofort aus der Grundvorlesung Analysis, in
der gezeigt wurde, dass der gleichméfiger Grenzwert stetiger Funktionen stetig ist.

Ferner gilt fiir f,g € Cy(R) die Ungleichung |(fg)(z)| = |f(z)| [9(x)] < [|f]loo l9/lo

fiir alle 2 € R. Also gilt || f - glloo < [|fllog |9]loo- Somit ist Cy(IR) eine Banachalgebra.

Hinweis: Nach der Formulierung der Aufgabe muss der zweite der drei oberen
Punkte also nicht tiberpriift werden.

39. Die Faltungsalgebra besitzt keine Fins. Wir sagen, eine Banachalgebra A besitzt eine Eins,
fallseseine € Amite- f = f-e= f fir alle f € A gibt. Zeige:

(a)

(b)

Die Banachalgebra Cj,(R) besitzt eine Eins.
Losung: Die Einsfunktion 1 :  +— 1 ist offensichtlich eine Eins in Cp(R).
Die Banachalgebra Cy(R) besitzt keine Eins.

Losung: Angenommen, e € Cp(R) ist eine Eins in Cp(R). Fiir m € Z betrachte
eine Funktion f,, € Cy(R) mit f,,(z) = 1 fir alle x € [m,m + 1]. Hieraus folgt
e(x) = e(z) fm(z) = fm(x) =1 fiir alle 2 € [m,m + 1]. Da m € Z beliebig ist, folgt
e = 1r im Widerspruch zu e € Cy(R).

Die Faltungsalgebra (L!(G),+, *) besitzt keine Eins.
Lésung: Angenommen, e € L'(R) ist eine Eins in L'(R). Dann ist e * f = f und
da die Fouriertransformation F nach der Vorlesung ein Algebrahomomorphismus
LY(R) — Cy(R) ist, folgt

Fle)- f=Fle)- F(f) = Flex f) = F(f) = [.
Da f(x) > 0 fir alle z € R gilt, folgt hieraus F(e) = 1g. Nach dem Satz von
Riemann-Lebesgue miisste aber F(e) € Cp(R) gelten, ein Widerspruch!
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Hinweis: Betrachte die Funktion f(z) = e~ 2 und deren Fouriertransformation.



