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Losungen Elemente der Differenzialgleichungen: Blatt 3

Am 9. Mai entfallen die Ubungen wegen Christi Himmelfahrt. Dieses Blatt ist deshalb fiir zwei

Wochen Bearbeitungszeit gedacht und somit umfangreicher.

7. Potenzreihenansatz. Auch wenn es 6fters nicht mdoglich ist, die Losung einer Differenzialglei-
chung in einer geschlossenen Form darzustellen, kann ein sogenannter Potenzreihenansatz
noch zu einer relativ expliziten Darstellung der Losung fithren. Wir wollen diese Technik
an einem Beispiel kennenlernen. Wir betrachten dazu das Anfangswertproblem

(a)

y'(t) = y(t)
y(0) =0
y'(0) =1

Zeige ohne explizit die Losung zu bestimmen, dass das Anfangswertproblem eine
eindeutige globale Losung y : R — R besitzt.

Losung: Die Differenzialgleichung ist von der Form " (t) + pu/(t) 4+ ¢(t)u(t) = 0 mit
p(t) =0 und ¢(t) = 1. Die Behauptung folgt dann direkt aus Satz 10.1.

Man kann das folgendermafen aus dem Satz fiir Systeme 1. Ordnung herleiten
(dies wurde in der Vorlesung gemacht und wird hier noch einmal wiederholt): Wir
schreiben die Differenzialgleichung wie in der Vorlesung in ein System erster Ordnung
um. Sei dazu z1(t) = y(t) und x2(t) = y/(t). Dann ist die obige Differenzialgleichung
dquivalent zu dem System

(t) = 22(t)
(t) = 21(t).

X

X
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Dieses System erfiillt aber das Kriterium (6.4) fiir globale Losungen aus der Vorlesung,.

Zeige ohne die Losung des Anfangswertproblems zu bestimmen, dass die Losung
y : R — R des Problems streng monoton wachsend und konvex auf [0, 00) ist und
einen Wendepunkt in der Null besitzt.

Losung: Die globale Losung des Problems y : R — R ist offensichtlich zweimal
stetig differenzierbar. Aufgrund der Anfangswerte ist y zumindest in einer kleinen
Umgebung (—6,0) (6 > 0) der Null streng monoton wachsend und somit y(t) > 0
fiir alle ¢t € (0,6), y(t) <0 fir alle t € (—6,0) und wegen dem Anfangswert y(0) = 0.
Wegen der Differenzialgleichung gilt dasselbe nun auch fiir y”(¢). Dies ist aber
hinreichend fiir einen Wendepunkt in der Null. Alternativ sieht man, dass y”(0) =0
und nach Differenzieren der Differenzialgleichung 3" (0) = 1 gilt (hier muss man
aber zuerst zeigen, dass die dritte Ableitung der Losung existiert). Dies ist ebenfalls
hinreichend fiir einen Wendepunkt.

Wiéhle nun b := sup{c : y/(t) > 0 fiir alle ¢t € (0,¢)}. Beachte, dass aufgrund der
obigen Diskussion die Menge iiber die das Supremum gebildet wird nicht leer ist
und b > § gilt. Wir zeigen nun, dass b = oo gilt. Nehmen wir dazu an, dass b
endlich wére. Aus Stetigkeitsgriinden folgt dann 3/(b) = 0. Die Losung y ist auf
(0,b) streng monoton wachsend und y(¢) > 0 auf (0,b). Dasselbe gilt wegen der
Differenzialgleichung aber auch fiir y”. Somit ist insbesondere y/(b) > /(0) = 1. Dies



ist ein Widerspruch zu y/(b) = 0. Wir haben also gezeigt, dass y streng monoton
wachsend auf (0,00) ist. Insbesondere ist y”(t) = y(t) > 0 fiir ¢ > 0. Somit ist y
konvex auf [0, 00).

Lose das Anfangswertproblem mit dem Ansatz y(t) = e*.

Lésung: Einsetzen des Ansatzes ergibt A2e’ = e*. Nach Kiirzen erhilt man so
die Gleichung \? = 1. Tatséchlich sind e zwei spezielle Losungen der Differenzial-
gleichungen. Aufgrund der Linearitit der Gleichung sind somit y(t) = Ae’ —|— Be™t
Losungen der Differenzialgleichung. Einsetzen der Anfangswerte ergibt A = 5 L und
B = —1. Somit ist y(t) = (e’ — e~?) = sinh¢ die Lésung des Anfangwertproblems.
Hlnwels. Durch Einsetzen des Ansatzes in die DGL erhéltst Du eine Gleichung fiir
A. Die Losungen der Gleichung liefern Dir spezielle Losungen fiir die Differenzial-
gleichung. Bestimme nun eine Linearkombination der speziellen Losungen, die das

Anfangswertproblem 16st.

Wir nehmen nun an, dass sich die maximale Lisung y lokal um die Anfangszeit top = 0
in eine Potzenreihe y(t) = >°7° ; cxt* entwickeln lisst. Zeige, dass die Koeffizienten

dann fiir £ > 2 die rekursive Gleichung ¢ = % erfiillen.

Losung: Einsetzen der Potenzreihe in die Differenzialgleichung ergibt

y'(t) = ekl — DtF 2 = " cpa(k+2)(k + DtF = y(t) =) ext”.
k=2 k=0 k=0

Da zwei Potenzreihen aber genau dann iibereinstimmen, wenn ihre Koeffizienten

tibereinstimmen, erhalten wir so die Gleichung ¢, = cpi2(k + 2)(k + 1). Nach

Umformen und Indextausch folgt so fiir £ > 2 die rekursive Gleichung ¢ = k?]’zj).

Bemerkung: Nach dem Satz von Cauchy—Kowalevski besitzt eine Gleichung v/ (t) =
f(y(t)) fir Funktionen f, die lokal um den Anfangswert in eine Potenzreihe entwickel-
bar sind, auch lokal eine Lésung, die in eine Potenzreihe entwickelbar ist. Dies liefert
eine theoretische Rechtfertigung fiir den oberen Ansatz (wenn man die Gleichung in
ein System erster Ordnung umschreibt).

Bestimme eine explizite Formel fiir ¢; und stelle die Potenzreihe auf. Zeige, dass
man wieder das Ergebnis aus Teil (c¢) erhélt.

Losung: Aus den Anfangswerten liest man ¢g = 0 und ¢; = 1 ab. Nun sieht man
sofort induktiv, dass ¢ = 0, falls k gerade. Fiir k£ ungerade zeigen wir per vollstédndiger
Induktion, dass ¢ = % Der Induktionsanfang ist gerade ¢; = 1. Nehmen wir nun
an, es gelte cop_1 = m Dann gilt

. o Cok1 1 B 1
T 0k 12k (k- 1D)IQk+ )2k (2k+ 1)

Somit ist die Potenzreihenentwicklung der Losung y(t) = > 52, éik_: ; = sinht.

8. Hamiltonsche Systeme. Es sei H € C?(R?") fiir ein n € N. Wir versehen R?" mit den Koor-

dinaten (p1,...,Pn,q1,---,qn). In der Physik interessiert man sich dann fiir die sogenannten
Hamiltonschen Bewegqungsgleichungen

(a)

@‘M( ) = P H(pl(t), 7Qn<t)) (k =1, 7n)
jtpk(t)——(ffkl—[(pl() ooy gn(t)) (k=1,...,n)

Zeige, dass die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen zu jedem Anfangswertproblem
(p1(0),...,q,(0)) = (»},...,4°) € R?" eine lokale eindeutige maximale Losung
(p,q) : I — R?" (I C R offenes Intervall) besitzen.



Losung: Beztiglich x = (p1,...,0n,q1,- - -, qn) lasst sich die Differenzialgleichung als
42(t) = f(x(t)) schreiben, wobei f(z) = (- g}i (x),..., aq H (1)) bzgl. der Trennung
in p- und g-Koordinaten. Offensichtlich erfiillt f die Voraussetzungen des Satzes 6.1
(f € CY(R?*";R?")) aus der Vorlesung, der die Existenz einer eindeutigen maximalen
Losung z : I — R zeigt.

Zeige, dass entlang einer Losung aus Teil (a) der Wert der Hamiltonfunktion konstant

bleibt, d.h.

H(pi(t),...,qu(t)) = H(p1(0),...,q,(0)) fir alle t € 1.

Losung: Die Komponenten der Losung sind einmal stetig differenzierbar, also erhélt
man

G0N0 s00(0) = 32 5 H 100 el
FY S H (0, anlt)) - rak(?)
k=1
= L Hp, ) L HG, a0
gy ) gy
+§:4pr1 ”W%ﬂ»-é;H@ﬂ)“w%uD:Q

Somit ist die Funktion konstant und es folgt die Behauptung.

Nehmen wir nun zusétzlich an, dass H~1([—M, M]) fiir alle M > 0 beschrinkt ist.
Zeige, dass dann I = R gilt, man also globale Losungen hat.

Lésung: Aus der Stetigkeit von H folgt, dass H '([-M, M]) fiir alle M > 0
abgeschlossen ist. Zusammen mit der Voraussetzung ist also H~([—M, M]) kom-
pakt. Wir withlen nun M = |H| (p?,...,q}). Fiir T > 0 ist somit auch die Menge
[~T,T) x H-([-M, M]) kompakt. Da die Hamiltonfunktion nach der letzten Auf-
gabe konstant entlang von Lésungen ist und die maximale Losung der Hamilton-
schen Bewegungsgleichung nach Satz 7.3 in keinem Kompaktum, also auch nicht in
[-T,T) x H~'[—M, M] bleibt, ist I > [-T,T]. Da T > 0 beliebig ist, besitzt die
Gleichung eine globale Losung.

Wir betrachten nun ein Beispiel. Fiir n = 1 betrachten wir die (normalisierte)
Hamiltonfunktion des harmonischen Oszillators

H(p.q) = %(p2 + ).

Bestimme die allgemeine Gestalt der Losungen der dazugehorigen Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen.

Losung: Einsetzen in die Bewegungsgleichungen (wir verwenden nun Punkte fiir die
Zeitableitung) ergibt

q(t) =p(t)  p(t) = —q(?).
Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite ergibt §(¢) + ¢(t) = 0. Mit dem Ansatz
q(t) = e sieht man, dass A = +i gelten muss. Dementsprechend sind

q(t) = Asint + Bcost
p(t) = Acost — Bsint
fir A, B € R Losungen des Systems. Setzt man nun B = ¢y und A = py, so hat

man die eindeutige Losung zu dem Anfangswertswertproblem (p(0),¢(0)) = (po, qo)
gefunden.



9. Grenzgeschwindigkeit eines Autos. Bei schnell fahrenden Fahrzeugen kann davon ausge-
gangen werden, dass der Beschleunigung der Luftwiderstand als Kraft F' = —rv? mit einer
Konstanten r > 0 entgegenwirkt (dabei hingt die Konstante r etwa von dem cy-Wert des
Fahrzeuges ab), wobei v die Geschwindigkeit des Fahrzeuges ist. Wir nehmen zusétzlich an,
dass das Fahrzeug eine konstante Antriebskraft K > 0 besitzt.

(a)

Zeige, dass fiir die Geschwindigkeit v(t) eines Fahrzeuges mit der Masse m > 0
folgende Differenzialgleichung gilt:

Hinweis: Verwende die Newtonschen Gleichungen aus der Physik!

Lésung: Nach den Newtonschen Gleichungen gilt m# = K — r#?. Fiir v = & gilt
somit (ohne die Argumente der Funktionen)

b () () ) ()

Zeige ohne die Differenzialgleichung zu 16sen, dass unter der Anfangsbedingung
v(0) = 0 das Anfangswertproblem eine eindeutige globale Losung v : R — R besitzt

und dass die Geschwindigkeit fiir ¢ — oo gegen 1/ % konvergiert. Eine Vervierfachung
der Antriebskraft fiihrt also nur zu einer Verdopplung der Maximalgeschwindigkeit.

Loésung: Mithilfe der Transformation u(t) = 4/ % —u(t) lasst sich die Differenzialglei-

chung in eine Gleichung von der Form einer logistischen Gleichung umschreiben. Die
Behauptungen folgen dann nach einer Riicktransformation direkt aus den Ergebnissen
der Vorlesung. Wir geben im folgenden die Argumente noch einmal explizit an.

Wir stellen fest, dass die Differenzialgleichung die Voraussetzungen von Satz 7.1
aus der Vorlesung erfiillt. Somit existiert zu jedem Anfangswert eine eindeutige

maximale Lésung. Offensichtlich 16sen die konstanten Funktionen v(t) = £4/% die
Differenzialgleichung zu den entsprechenden Anfangswerten. Wir zeigen nun, dass
die maximale Losung zu dem Anfangswert y(0) = 0 im gesamten Definitionsbereich

im Intervall Iy = (—/ %, /&) liegt. Wiire dies nicht der Fall, so miisste nach dem

Zwischenwertsatz fiir ein tg der Wert y(t9) auf dem Rand von Ij liegen. Da die
Gleichung autonom ist, wiirde aus der Eindeutigkeit der Losung aber schon folgen,
dass die Losung fiir alle Zeiten auf dem Rand liegt. Dies widerspricht aber der
Wahl des Anfangswertes. Aus dem Kriterium fiir Maximalitét (Korollar 7.4) aus der
Vorlesung folgt nun, dass die Losung global ist. Man sieht aus der Faktorisierung
K /K

der rechten Seite der Differenzialgleichung, dass fiir ¢ mit v(t) € (—/ 4,4/ 5) auch

0(t) > 0 gilt. Somit ist die Losung auf ganz R streng monoton wachsend. Da v(t)
streng monoton wachsend und beschriankt ist, existiert limy_, o v(t) =t Voo. Aus dem

bisher gezeigten folgt zudem vy, € (0, w%]. Wire nun v, < %, SO wire wegen
v(t) € [0,v00) fur alle t >0

@(t):%( I:—v(t)> (- I:—v(t)> > e

fiir alle t > 0 und ein € > 0. Dann wére aber v(t) = fg %1}(8) ds > et, was der

Beschranktheit der Losung widerspricht. Also gilt lim; o v(t) = K

Hinweis: Orientiere Dich an dem Vorgehen fiir die logistische Gleichung aus der
Vorlesung!

(5)



(c) Gebe eine explizite Losung der Differenzialgleichung unter der Anfangsbedingung
v(0) = 0 an und bestéitige damit den Wert der Maximalgeschwindigkeit aus dem
vorherigen Teil. (4)

Losung: Um die Grofse der Termine zu reduzieren, 16sen wir die Differenzialgleichung
0 = c(a—v)(a+wv) fiir zwei positive Konstanten ¢ and a mit dem Anfangswert v(0) = 0.

Trennen der Verdnderlichen fiihrt zu m = c¢. Wegen der Partialbruchzerlegung

21a<aiv+aj-v> - (a—v)l(a—i-v)

gilt unter Ausnutzung des Anfangwertes
1 a+v(t) bd 1 a+v(s) /t 0(s)
2 ® (a—v(t)> o ds2a ©8 a—uv(s) ds o (@—v(s))(a+v(s)) ds

t
—/ cds = ct
0

ngg = exp(2act) nach v(t) auf, so erhilt man

Lost man die Gleichung
exp(2act) — 1 (exp(act) — exp(—act)

. = = atanh(act).
exp(2act) + 1 atanh(act)

a -

v(t) =a

DO D=

(exp(act) + exp(—act)

Setzen wir fiir unsere Gleichung die entsprechenden Werte von a und c ein, so erhalten

v(t) = ﬁtanh (%:?t) :

Man sieht nun sofort, dass wie bereits abstrakt gesehen limy_, o v(t) = \/% gilt.

WI1r




