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Losungen Elemente der Differenzialgleichungen: Blatt 4
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11.

Systeme von Differenzialgleichungen. Bestimme die allgemeine Losung des Differenzialglei-
chungssystems

Loésung: Da die Gleichung linear ist, besteht die allgemeine Losung des inhomogenen
Problems aus der Summe der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung mit einer
partikuldren Losung. Es wurde bereits in der Vorlesung gezeigt, dass

Ut) = <cost sint )

sint —cost

ein Fundamentalsystem der Gleichung bildet. Wir miissen also nur noch eine partikulére
Loésung bestimmen. Diese erhalten wir {iber einen Variation der Konstanten Ansatz. Die
Formel hierfiir steht im Skript unter (11.4), da wir uns diese aber nicht merken konnen, leiten
wir sie noch einmal schnell her. Nehmen wir an, dass fiir eine stetig differenzierbare Funktion
v: I — R? die Funktion y(t) = U(t)v(t) das inhomogene Problem 3/(t) = Ay(t) + b(t) 16st.
Dann gilt

AU (t)u(t) + b(t) = Ay(t) + b(t) = y'(t) = U'(t)v(t) + U(t)v'(t) = AU(t)v(t) + U () (t).
Auflésen der Gleichung nach v'(t) ergibt v/(t) = U(¢)~!b(¢). Durch Integration erhalten wir
also ein geeignetes v. In unserem Fall ist b(t) = (g) und U(t) = UT(t) = U7(t), da U(t)

orthogonal ist. Also erhalten wir

o(t) = P (coss sins 0 ds — Y[ ssins ds — —tcost +sint
~Jo \sins —coss) \s ~ Jo \—scoss ~ \—tsint —cost+1/"
sint —t

1 —cost
allgemeine Losung des Systems ist dann

cost sint c+ sint —t ce R
sint —cost 1—cost/’ ’

Hinweis: Variation der Konstanten!

Somit ist y(t) = U(t)v(t) = < > eine partikuliare Losung der Gleichung. Die

Fundamentalsystem. Bestimme, falls moglich, eine lineare Differenzialgleichung hoherer
Ordnung mit reellen Koeffizienten und ein Fundamentalsystem dieser Gleichung, dass die
Funktionen y; (t) = sin(2t) und y2(t) = cos(3t) enthélt.

Losung: Lineare Differenzialgleichungen hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten
kann man wie bereits gesehen durch den Ansatz y(t) = e* lésen. Man erhilt dann eine
polynomielle Gleichung, deren Nullstellen man bestimmen muss. Wegen cos 3t = %(63” +
e~3") und analog fiir sin(2t) bendtigen wir also die Nullstellen 4-2i und +3i. Ein Polynom
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mit diesen Nullstellen ist etwa (z—3i)(x+3i)(z—2i)(2+2i) = (2249)(2%+4) = 2*+132%+36.

Also besitzt die Gleichung
y (1) + 13y"(t) + 36y(t) =0

ein Fundamentalsystem bestehend aus sin(2t), cos(2t), sin(3t) und cos(3t), nachdem man
sich iiberzeugt hat, dass die Losungen linear unabhéngig sind.

Linear geddmpfter harmonsicher Oszillator. Die Differenzialgleichung
i(t) + 2yi(t) + wiz(t) =0

beschreibt fiir wy > 0 die Schwingung eines physikalischen Systems (etwa eines Federpendels)
unter Einfluss einer linearen Dampfung mit Reibungsterm v > 0. Bestimme zwei linear
unabhéngige reelle Losungen der Gleichung.

Hinweis: Hierfiir ist eine Fallunterscheidung notwendig.

Loésung: Aus der Vorlesung weift man, dass man die Lésungen iiber die Nullstellen des
sogenannten charakteristischen Polynoms A2 + 2y + w% bestimmen kann. Man erhélt etwa
mit der Miternachtsformel fiir die Nullstellen

/\1,2 = —’)/:t\/’yQ—w%.

Ist v > wp (groke Reibung), so sind nach der Vorlesung
pit) = VT (1) = eV

zwel linear unabhéingige reelle Losungen der Gleichung. Im Fall v = wy (aperiodischer
Grenzfall) sind nach der Vorlesung

yi(t) =e ", yo(t) =te

zwel linear unabhéngige reelle Losungen. Im Fall v < wg (geringe Reibung) gilt —y +
V7?2 —w? = —y +iy/wi — % und man erhilt nach der Vorlesung durch Betrachten des
Real- und Imaginarteils einer komplexen Losung der Gleichung die zwei linear unabhéngigen
reellen Losungen

yi(t) =e " Sin<\/ wg — 72t>7 ya(t) = e cos<\/w§ — fy?t)

Produktregel. Seien I C R ein offenes Intervall und A : I — R™ und v : I — R"
differenzierbare Funktionen. Zeige, dass dann ¢ — A(t)v(t) auf I differenzierbar ist mit

%A@mw:Aﬁww+A®V®7

wobei die Ableitungen jeweils komponentenweise zu verstehen sind.

Losung: Sei tg € I. Nach der Definition von Differenzierbarkeit im Punkt ¢g ist zu zeigen,
dass

lim | A(to + h)v(to + h) — A(to)v(to) — A'(to)v(to)h — A(to)v'(to) R,

=0.
h—0 ’h‘

Insbesondere ist zu zeigen, dass der Grenzwert iiberhaupt existiert! Hierbei spielt die
Wahl einer Norm eigentlich keine Rolle, da alle Normen auf reellen endlich dimensionalen
normierten Vektorrdumen dquivalent sind. Um so konkret wie moglich zu bleiben, verwenden
wir die euklidische Norm auf R™ und die aus der Vorlesung bekannte Hilbert-Schmidt Norm
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/ euklidische Norm auf dem Vektorraum der R"*"-Matrizen. Da t — A(t) und ¢t — v(t)
differenzierbar sind, gilt

A(to + h) = A(to) + A'(to)h + Ri(h)
mit limp_,0 ||R1(h)/h|| = 0 in der Hilbert-Schmidt Norm und

v(to + h) = v(to) + v'(to)h + Ra(h)
mit limp_,o ||R2(h)/h|y, = 0. Nun ist

A(to + h)v(to + h) = A(to + h)(v(to) + v'(to)h + Ra(h))
= (A(to) + A'(to)h + Ri(h))(v(to) +v'(to)h + Ra(h))
= A(to)v(to) + (A (to)v(to) + A(to)v'(to))h + R(h),

wobei R(h) = Ry(h)(v(to) +v'(to)h + Ra(h)) + A(to) Ra(h) + A'(to)v' (to)h? + A’ (to)h Ra(h).

Beniitzen wir die Ungleichung ||Az|, < ||A|| |||, aus der Vorlesung, so sieht man leicht,
dass alle Summanden von R(h)/h in der euklidischen Norm gegen Null konvergieren. So
gilt etwa

/
i sup 110D (@(0) + 2/ (to) o+ Ba(h)
h—0 |h|

Ri(h
< limsup B2 (P limsup ||v(to) + v'(to)h + Ra(h)||, = 0 - [v(to)[l, = 0.
h—0 ‘h| h—0

Dies zeigt, dass

LAt + Buto + ) — Alto)u(ts) — A'lto)ulte)h — Alto)e/(to)hlly, _ | R(R)]l

=0
h—0 |h h—0 ||

und damit die Behauptung.

Konvergenz von Lésungen. Fiir f € C'(R) betrachten wir die Differenzialgleichung

Nehmen wir zusétzlich an, dass y : R — R eine globale Lésung der Differenzialgleichung ist
und ¢ = limy_, o, y(t) existiert. Zeige, dass dann f(c) = 0 gilt.

Loésung: Aus der Stetigkeit von f folgt, dass

lim y/(¢) = lim f(y(1)) = f (lim y(1)) = f(c).

t—o00

Wire nun f(c) # 0, so gebe es ein € > 0 und ein ¢y € R so, dass |¢/(t)| > e fiir alle ¢ > t.
Nach dem Hauptsatz wére aber dann (y’ ist stetig und kann damit das Vorzeichen nicht

wechseln) fiir ¢ > ¢
t
/ Y'(s)ds
to

Dies widerspricht aber der Konvergenz von y(t) fiir t — oco. Also gilt f(c) = 0.

> = ly(to)| = €t —to) = |y(to)| > oo

(0] = oo+ | y(s) ds

to




