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Losungen Elemente der Differenzialgleichungen: Blatt 5

Die Besprechung dieses Ubungsblattes findet wegen Fronleichnam anstatt der Vorlesung am
Mittwoch, den 29. Mai, statt. Die ersten beiden Aufgaben sind Bonusaufgaben und dienen
gleichzeitig als Wiederholung fiir die Klausur. Fiir die Zulassungsvoraussetzung werden 50% aller

reguliren Ubungspunkte, d.h. 55 Punkte, benétigt.

15. Bestimme eine Losung der folgenden Anfangswertprobleme und das maximale Existenzinter-
vall dieser Losung (hierfiir muss keine Begriindung gegeben werden). Zeige oder widerlege
jeweils die Eindeutigkeit dieser Losung.

(a)

y'(t) = 1y/(t) mit y(1) = 2 und ¢/(1) = 1.

Losung: Fiir eine Losung y gilt zumindest lokal um den Anfangswert (y'(1) # 0)
nach Trennen der Verdnderlichen

y//(t) 1 / /tl / Lo
=- = 1 t) = —ds=logt =y (t) =t = y(t) = =t~ +
O ogy (t) G ds=los y (1) y(t) = 5t" +c

fiir ein ¢ € R. Der Anfangswert y(1) = 2 impliziert nun aber ¢ = % Ist y also eine

Losung des AWPs, so gilt notwendigerweise y(t) = $t* + 3. Beachte, dass die Losung

des Problems bis auf eine Konstante durch die Lésung des Problems 2/(t) = Lz(t)

mit z(1) = 1 bestimmt ist. Die Funktion f(t,z) = 7 erfiillt aber auf Intervallen
der Form [e,00] eine globale Lipschitz-Bedingung in der zweiten Variablen, also
existiert die Losung wegen € > 0 auf (0,00) und ist dort eindeutig. Dann muss aber
y(t) = $t? + 3 tatsiichlich eine Lésung sein (einen anderen Kandidaten haben wir ja
nicht!). Tatséchlich ist (0, 00) auch der maximale Definitionsbereich der Losung, da

(0,2(0)) = (0,4/(0)) = (0,0) nicht im Definitionsbereich von f liegt!
2y(t)y' (t) — 2t%y(t) — 4ty(t) — 2t = 0 mit y(0) = 0.

Losung: Die Gleichung ist von der Form p(¢, y(t))y'(t) + q(t, y(t)) = 0 mit p(t,y) =
2y — 2t% und q(t,y) = —4ty — 2t. Unsere Vermutung ist, dass es sich hierbei um
eine exakte Differenzialgleichung handelt. Wir miissen also eine Funktion F(¢,y) mit
VF(t,y) = (q(t,y),p(t,y)) finden. Man hétte in diesem Fall

Fi(t,y) = q(t,y) = —4ty — 2t.

Also ist F(t,y) = —2t?y — t*> + g(y) mit einer y-abhingigen Funktion g. Zudem
miisste
2%+ ¢'(y) = Fy(t,y) = p(t,y) = 2y — 20°

gelten. Also hitte man ¢'(y) = 2y und damit zum Beispiel g(y) = y2. Die Giiltigkeit
der Differenzialgleichung ist also dquivalent dazu, dass

Pt y(t) = y2(t) — 202y (t) — £ = ¢

fiir ein ¢ € R ist. Aus der Anfangsbedingung folgt dann notwendigerweise ¢ = 0. Man
hat also

212 + \/At* + 442
vt —2t2y(t) — P =0 & yt) = 5 i =2+t V2 + 1.



Es gilt unabhéngig vom Vorzeichen y(0) = 0. Leider kénnen wir nicht den Existenz-
und Eindeutigkeitssatz verwenden, um zu zeigen, dass unsere Kandidaten tatsichlich
Losungen sind. Durch direktes Nachrechnen stellt man jedoch fest, dass fiir ¢ > 0
und ¢ < 0 (die Rechnungen sind in beiden Féllen identisch) die beiden Funktionen
t — t2 £ty/12 + 1 die Differenzialgleichung 16sen. In ¢ = 0 muss man sich zuallererst
Gedanken tiber die Differenzierbarkeit machen. So ist

h) — h? + |h| VA2 + 1
y( )hy(o) = | ’h + = h+sgnhyh2 +1.

Hat h ein konstantes Vorzeichen, so konvergiert also der einseitige Differenzenquo-
tient gegen 1 oder —1. Da wir die Freiheit haben, rechts und links von der Null
unterschiedliche Vorzeichen zu wéhlen, erhalten wir so zwei globale (stetig differen-
zierbare) Losungen yi () = t2 4+ V12 + 1 und ya(t) = t2 — tv/12 — 1. Das einzige, was
man sich hier noch schnell klar machen muss, ist, dass die beiden Funktionen die
Differenzialgleichung auch fiir t = 0 erfiillen.

(¢) y"(t) =¢/(t) + 1 mit y(0) = 1 und y'(0) = y"'(0) = 0. (+4)

Losung: Nach Umschreiben in ein dquivalentes System erster Ordnung haben wir ein
Differenzialgleichungssystem mit konstanten Koeffizieten (mit einer Inhomogenitét).
Nach der Vorlesung existiert fiir dieses System eine eindeutige globale Losung. Also
besitzt die Differenzialgleichung auch eine eindeutige globale Losung y : R — R.
Wir bestimmen zuerst ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung. Mit dem
iiblichen Ansatz y(t) = e erhalten wir nach Kiirzen A\*> — X\ = 0. Also 16st e
die Differenzialgleichung genau dann, wenn A € {—1,0,1}. Wir haben also mit e,
e! und der konstanten Einsfunktion drei linear unabhiingige Losungen gefunden.
Diese bilden nach der Vorlesung somit eine Basis des Losungsraums des homogenen
Problems. Durch Raten sehen wir, dass y(t) = —t eine partikuldre Losung des
Problems ist. Somit ist nach der Vorlesung die allgemeine Lésung des Problems
gegeben durch
y(t) = ae’ +be " —t +c.

Durch Einsetzen der Anfangsbedingungen sieht man, dass a = %, b= —% und ¢ = 1.
Also ist
y(t) =sinht —t 41

die eindeutige globale Losung des Problems.

16. Wir betrachten fiir yg € R das Anfangswertproblem

2
{y'(t) R0
y(0) =wyo

(a) Zeige, dass fiir alle yp € R das Anfangswertproblem eine eindeutige globale Losung
y : R — R besitazt. (+4)

Losung: Die Gleichung ist von der Form y/(t) = f(¢,y(t)) mit f(t,y) =
Offensichtlich ist f stetig differenzierbar auf R?. Man hat

of,
@(tay) -

t2
T+exp(y29)

20t2y1? exp(y?°)
(14 exp(y29))?°

Fir ¢t € [-M, M| gilt damit fiir alle y € R

b 19 20
’85(15,3/)’<2()M28up v~ ex(y”) < 0.

yer (1 + exp(y*0))?




Nach dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz besitzt somit die Gleichung
eine eindeutige maximale Losung, die zumindest auf dem Intervall [—M, M| existiert.
Da M > 0 beliebig ist, ist die maximale Losung auf ganz R definiert.

(b) Begriinde in Abhéngigkeit von dem Anfangswert 3o in welchem Sinne limy_, 1 y(t)
existiert (eigentlich, uneigentlich, gar nicht). (+4)

Lésung: Die rechte Seite der Differenzialgleichung ist fiir alle (¢,3) € R? nicht-
negativ. Somit ist die Losung y fir alle Anfangswerte yg € R auf ganz R monoton
wachsend. Daraus folgt, dass die Losung unabhéngig vom Anfangswert fiir t — +o00
einen eventuell uneigentlichen Grenzwert besitzt. Wir zeigen nun, dass tatséchlich
immer y(t) — oo fiir t — £o0o gilt. Wir behandeln nur den Grenzwert fiir t — oo,
da die Argumentation fiir den zweiten Grenzwert vollig analog verlduft. Nehmen
wir an, dass lim; o y(t) = ¢ fiir ein ¢ € R. Da y monoton wachsend ist, folgt
hieraus y(t) < c fiir alle ¢ € R. Die globale Losung y(t) erfiillt fiir [¢| > 1 somit die

Abschétzung
"(t) > ! > ! =¢
S =g +exp(y20(t)) = 1 +exp(c0)

Hieraus folgt aber fiir ¢t > 1

y(t) = y(1) + / y(s)ds > y(1) + (t — 1)e

und damit lim;_,~ y(t) = 0o im Widerspruch zur Annahme. Also gilt limg_, o y(t) =

oo und limy_,_ o y(t) = —oo fiir alle Anfangswerte.

5 0 —4
17. Matrizexponentialfunktion. Bestimme e fir A= |2 2 —4]|. (5)
2 0 -1

Lésung: Wie in der Vorlesung besprochen, lisst sich e mithilfe der Diagonalisierung
von A berechnen (falls diese existiert). Wir bestimmen dazu als erstes die Eigenwerte und

0 0
Eigenvektoren von A. Ein Paar kann man sofort ablesen: Es gilt A [ 1] =2 | 1]. Fiir
0 0

die anderen zwei Eigenwerte reicht es nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz aus die
Nullstellen von

det<5§A Jﬁ)—<A_5><A+1>+8—A2—4A+3‘“‘3)“‘”

zu bestimmen. Also haben wir die Eigenwerte A\; = 1, Ao = 2 und A3 = 3. Es bleiben die
dazugehorigen Eigenvektoren v; zu bestimmen. Dazu 16sen wir fiir Ay = 1

0 —4 1 0 -1 1 0 -1
21 4] ~12 1 4] ~10 1 -2
2 0 -2 0 0 O 0 0 O
1
Also ist v1 = | 2 | ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = 1. Fiir A3 = 3 16st man
1
2 0 —4 1 0 -2 1 0 -2
2 -1 4] ~12 -1 -4|~[0 -1 O
2 0 —4 0 0 0 0 0 o



18.

2
Alsoist v3 =10
1

ein Eigenvektor zum Eigenwert A3 = 3. Damit gilt mit der Basiswech-

selmatrix S =

— N N _

0 2
1 0] und D = diag(1,2,3)
01

A=S8DS!.

Um e? berechnen zu kénnen, miissen wir also noch S~! bestimmen. Es ist

10 2/1 0 O 10 2/1 0 O 10 0|-1 0 2
1 0/01 0]~(2 1001 O}J~1210]0 1 O
10 1]0 0 1 0 0 1|1 0 —1 0011 0 -1
10 0|-1 0 2
~10 1 0] 2 1 —4
0011 0 —
Hier haben wir nacheinander die elementaren Zeilenoperationen I - III, I - 2III und IT -21
-1 0 2
durchgefiihrt. Also ist S™' = | 2 1 —4|. Nun gilt
1 0 -1
oo oo oo
AP (SDS—1)* DF
A S _ = o1
€ _Z ;—Z k! _Szkls
k=0 k=0 k=0
1 0 2 e 0 0 -1 0 2 1 0 2 —e 0 2e
=12 1 0](0 € 0 2 1 —4|=(2 1 0 [2? e —4¢
101/ \0 0 ¢ 1 0 -1 101/ \e 0 -

e’ —e 0 2 —¢?

Systeme mit konstanten Koeffizienten. Bestimme jeweils ein reelles Fundamentalsystem.

(a)
i (t) = y1(t)
Ya(t) = ys(t)
ys3(t) = y2(t)
Losung: Umgeschrieben interessieren wir uns fiir das System 3’ = Ay mit A =
100
0 0 1. Durch einen scharfen Blick sieht man, dass die Eigenwerte \; = 1,
0 10
A2 = 1 und A3 = —1 und dass dazugehorige Eigenvektoren v; = (1 0 O)T,

vo = (O 1 l)T, vg = (0 1 —1)T sind. Nach der Vorlesung ist also ein Funda-
mentalsystem gegeben durch

U@ = | o
0

y1(t) = Byi(t) + ya(t)
Yo (t) = y1(t) + 5ya(2).

()
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Losung: Umgeschrieben haben wir dieses mal ¢/ = Ay mit A = <1 5>. Die Matrix

ist symmetrisch, also auf jeden Fall diagonalisierbar. Das charakteristische Polynom
von A ist (5 — A)2 —1 = A2 — 10\ + 24. Dieses besitzt die Nullstellen \; = 6 und
Ao = 4. Man sieht wieder durch scharfes Hinsehen oder mit einer kurzen Rechnung,

dass v; = (1 1)T und vo = (1 —1)T dazugehorige Eigenvektoren sind. Also ist

6t gt
Ut) = <€6t _€4t>

ein Fundamentalsystem der Gleichung.

19. Picard-Iteration. Bestimme mit Hilfe der Picard-Iteration die Losung des AWPs

{y'<t> =y(t) +1
y(0) =0.

Losung: Einsetzen der Anfangsbedingungen in die allgemeine Formel fiir die Picard-
Iteration ergibt die rekursive Formel y;,,41(¢ fo yn(s) + 1ds mit yo(t) = 0. Durch
Nachrechnen der ersten Folgenglieder sicht man, dass anscheinend y,,(t) = > ;_, tk—k, fiir alle
t € R gilt. Wir zeigen die Giiltigkeit der obigen Formel per vollstdndiger Induktion. Fiir
n = 0 stimmt die Formel offensichtlich. Nehmen wir nun an, dass y,(t) = > ;_; ‘;C—k, gilt.
Dann ist

k+1 ”+1tk

t
Yn+1(t) = /yn dS-I-t—/Zk‘ds—l—t Z(k+1) = o
k=1""

Man sieht nun, dass die Picard-Iteration y,, (gleichméfig auf Kompakta) gegen y(t) =
ootk

k=1 % — e! — 1 konvergiert.



